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OZET

KOMPLEKS KISMi TUREVLI DENKLEMLERIN COZUMLERI ICIN
VARLIK VE TEKLIK TEOREMLERI

OLMEZ, Yusuf
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali, YUksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kerim Koca
Ocak 2010, 64 sayfa

Bu tez, ikisi acgiklama besi de temel bolum olmak Uzere toplam yedi

boliumden olusmaktadir.

Birinci bolumde tezin amaci ve kaynaklar hakkinda genel bilgiler verilmistir.
ikinci bdlimde tezin konusunda kullanilacak bazi topolojik kavramlar
aciklanmistir.

Uglincti béliimde kompleks analizin iki énemli teoremi ele alinmistir ve
Schmidt esitsizligi ispatlanmistir.

Dorduncu bolimde bir kompleks kismi turevli denklem sisteminin ¢ozumleri
igin varlik ve teklik teoremi verilmistir.

Besinci bolimde denklem sisteminin vektérel formu benzer vyolla
incelenmigtir.

Altinci bélimde ise dordincl bolumde incelenen denklemin ¢dézumlerinin
varligi icin Schauder Sabit Nokta Teoremi ortaya konmustur.

Yedinci bolumde sonuglar hakkinda bazi agiklamalar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta Teoremi, Banach Uzayi, Schauder Sabit
Nokta Teoremi, Pompei integral Operatérii, Holder

sureklilik, Analitik Fonksiyonlar



ABSTRACT

EXISTENCE AND UNIQUENESS THEOREMS FOR COMPLEX PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

OLMEZ, Yusuf
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M.Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim Koca

January 2010, 64 pages

There are seven chapters in this thesis, two of them are about explanations
and five of them are about basic chapters.

Information about the purpose of the thesis and resources are given in the
first chapter.

Some topological concepts to be used in the thesis are presented in the
second chapter.

Two important theorems of the complex analysis are dealt with and
Schmidth’s inequality is proved in the third chapter.

Existence theorem and unity theorem are given in the fourth chapter to solve
a system of complex partial differential equations.

The vectoral form of the system of equations is analysed in a similar way in
the fifth chapter.

In the sixth chapter, Schauder Fixed Point Theorem is given as a proof for
the existence of a solution to the equation analised in the fourth chapter.

Some conclusions are given in the seventh chapter.

Key Words: Fixed Point Theorem, Banach Space, Schauder Fixed Point
Theorem, Pompei integral Operator, Hélder continuity,
Analytic functions
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1. GIRIS

Kompleks Analiz, matematikteki en etkili konulardan biridir. Reel anlamda
¢ozulemeyen bazi problemler, hesaplanamayan bazi integraller vs. kompleks
analiz yontemleri ile kolayca c¢o6zulebilmektedir. Bu konu cebir, cebirsel
geometri, sayilar teorisi, potansiyel teori, diferensiyel denklemler, harmonik
analiz, operator teorisi ve daha birgok dallari kapsar. Bu konunun fizikte
bircok uygulamasi vardir. Ornegin elastisite teorisi, kuantum mekanigi,
akigkanlar dinamigi, kabuk teorisi, su alti akustikleri vs. konulari kompleks

analizin 6nemli uygulama alanlaridir.

Analitik fonksiyonlar igin sinir-deger problemleri bu tezin temelini
olusturmaktadir. Daha ileri duzeyde indeks teorisi, singuler integral
denklemlerin ¢ézumlerinin varlik ve tekligi, Riemann-Hilbert sinir deger
problemleri, analitik fonksiyonlar ig¢in incelenen sinir-deger problemine

indirgenerek ¢ozulur.

Bilindigi gibi lisans diuzeyindeki kompleks analiz dersi cebir, topoloji ve
geometri ile ¢ok yakindan ilgilidir. Hatta sirali kime kavrami kompleks

analizin metodlari ile iligkilendirilerek incelenebilir.

Gauss, Cauchy, Weierstrass ve Riemann kompleks analizin temelini atan ve

cebirsel yapiyl kuran matematikgilerdir.

GunUimulzde, kompleks diferensiyel denklemlerin ¢dzimleri, kompleks
integral denklem sistemlerine donusturilmekte ve bu sistemlerin hangi

kosullar altinda ¢6zimUnun var ve tek oldugu arastiriimaktadir.

Bu tezde, wz = F(z,w,w,) formundaki kompleks kismi tlrevli denklemin énce
Cauchy tipinden integral yardimiyla ¢ozimleri ortaya konulmaktadir. Daha
sonra bundan yararlanarak bu denklemin ¢ézumleri ile bir integral denklem

sisteminin ¢dzUmlerinin denk oldugu gosterilerek sabit nokta teoremleri



yardimiyla integral denklemin uygun kosullar altinda ¢ézimlerinin var ve tek

oldugu teoremlerle verilmektedir.

1.1. Tezin Amaci

Diferensiyel Denklemler Teorisinde, denklemi ¢ozmeden denklemin hangi
kosullar altinda ¢d6zUmunun var ve tek oldugunun arastiriimasi énemli bir
konudur. Bu tur problemler igin varlik ve teklik teoremleri geligtiriimistir.
Denklemin ¢ozumunun varhgi ve tekligi biliniyorsa uygun ¢6zim metodlari ile
¢bzum ortaya konulabilir. Bu nedenle bir denklemin ¢d6zimuinin varlik ve

tekliginin bilinmesi denklemi ¢ozmekten daha dnemlidir.

Bu tezin temel amaci, basit irtibath bir D ¢ C bolgesinde w; = F(z,w,w,)
formundaki denklemlerin ¢dézUmleri icin varlik ve teklik teoremleri ortaya

koymaktir.

Bir denklemin o6nceden verilen bir 06zelligi saglayan ¢6zumun olup
olmadiginin arastirilmasi yine bu tezin hedefleri arasindadir. wz = F(z, w,w,)
formundaki denklemlerin ¢ézimlerinin varlik ve tekligi arastirilirken, belli bir
tipten bir integral denklem sistemi ortaya c¢ikmaktadir. Bu sistemin
¢bzumunun varlik ve tekligi ise Sabit Nokta Teoremleri yardimiyla
incelenmektedir. Bu nedenle fonksiyonel analiz konulari olan Banach Sabit
Nokta ve Schauder Sabit Nokta Teoremleri arastirma konularimiz

arasindadir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Oncelikle Musayev ve Alp"Y) in “Fonksiyonel Analiz” kitabindan fonksiyonel
analize ait temel kavramlar ve teoremler verilecektir. Daha sonra Tutschke®
nin “Partielle Differentialgleichungen, klassische, funktionalanalytische und
komplexe Methoden” kitabindan T, ve [[p integral operatorleri ve ozellikleri

ortaya konulacaktir. Begehr® in “Complex Analytic Methods for Partial



Differential Equations” kaynagindan bu singuler integral operatorleri igin

normlar ve bu norma goére operatorlerin sinirhligr ele alinacaktir.

Son olarak  Tutschke® nin  “Ldsung nichtlinearer  partieller
Differentialgleichungssysteme erster Ordnung in der Ebene durch
Verwendung einer komplexen Normalform” kaynagindan bir kompleks kismi
tirevli denklem sisteminin Schauder Sabit Nokta Teoremi yardimiyla

¢ozUmunun varligi ortaya konulacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Tanim 2.1. (Metrik Uzay)

X bos olmayan bir kiime olsun. Eger d:XxX — R, fonksiyonu Vx,y,z € X igin
M1) dx,y)=0ex=y
M2) dx,y) =d(y,x)
(M3) d(x,y) <d(x,z) +d(zy)

kosullarini saghyorsa, X uzerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adini alir.

Bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Tanim 2.2.
Bir (X, d) metrik uzay, bir x, € X noktasi ve bir r > 0 sayisi verilsin.
S(xe, ) ={x €X: d(x,x,) <71}
S[xo,r] = {x € X: d(x,x9) <71}
0S[xp, 7] = {x €X: d(x,xq) =71}
kimelerine sirasiyla x, merkezli ve r yarigapli acik yuvar, kapali yuvar ve

yuvar yuzeyi denir.

Tanim 2.3.

(X, d) bir metrik uzay olmak Uzere X de bir (x,)7° dizisini géz 6nline alalim.
Ve > 0 sayisl icin n = ny(e) oldugunda d(x,, x) < € olacak sekilde & a bagli
ny(e) € N dogal sayisi bulunabilirse (x,,)7° dizisi x elemanina yakinsar denir.

Bu tanima gore € — 0 igin ny(e) = o olacagi agiktir.

Tanim 2.4.

(X,d), (Y, p) metrik uzaylar verilsin. f:X - Y fonksiyonunu gbz énine alalim.
x,xo €X olmak Uzere Ve>0 sayisi icin d(x,x,) <6 oldugunda
p(f(x), f(x0)) < € olacak sekilde § > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna x, € X

noktasinda sureklidir denir.

Eder f, X in her noktasinda surekli ise f, X de sureklidir denir. (Sekil 2.1.)



Sekil 2.1. Duzlemde x, noktasinda surekli fonksiyon.

Teorem 2.5.

(X,d), (Y, p) metrik uzaylari verilsin. f:X - Y fonksiyonunu g6z 6nine alalim.
f’in x, € X noktasinda strekli olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul x, € X,
n=12,.. ve

lim x, = x,

n—-oo

kosullarini saglayan her (x,,)7° dizisi igin
lim £ () = £ (%)

olmasidir.

Tanim 2.6. (Lineer Uzay)
X bos olmayan bir kime ve K cismi R veya C olsun.
+: XxX->X, (x,y)=>x+y
L KxXX - X, (a,x) »ax
doénusumleri ile toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayalim.
Asagidaki kosullar saglaniyorsa X’ e K Uzerinde Lineer uzay veya Vektor
uzayi, elemanlarina da Vektor veya Nokta adi verilir.
A) X, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
G1) vx,y € Xi¢in x + y € X dir. (kapalilik 6zelligi)
G2) vx,y € Xigin x + y = y + x dir. (degisme 6zelligi)
G3)Vx,y,z€eXiginx + (y + z) = (x + y) + z dir. (birlesme 6zelligi)
G4)vx € X igin x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 6 € X vardir. (6zdes
elemanin varligi)
G5) Vx € Xigin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € X vardir.

(ters elemanin varligr)



B) x,y € Xve «, 8 € K olmak Uzere asagidaki sartlar saglanir:
L1) a.x € X dir.
L2) a.(x +y) = a.x + a.y dir.
L3) (e + B).x = a.x + B.x dir.
L4) (aB).x = a.(B.x) dir.

L5) 1.x = x dir. (Burada 1, K nin birim elemanidir).

Tanim 2.7. (Cauchy Dizisi)
X = (X,d) bir metrik uzay ve (x,); bu uzayda bir dizi olsun. Ve > 0 igin
m,n >n, oldugunda d(x,,x,) <& olacak sekilde bir n, = ny,(e) sayisi
varsa (x,)7 dizisine Cauchy dizisi denir.
Kisaca,

Ve > 0igin Anyg(e) EN 3 vn,m > ny(e) igin |x, — x| <e e ()7
dizisi Cauchy dizisidir.

Eger, (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi, bu uzayda bir

noktaya yakinsiyor ise, (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay adi verilir.

Tanim 2.8. (Normlu Vektor Uzayi)
X bir K cismi Gzerinde bir vektér uzay olsun. Eger || .|| : X - R, fonksiyonu
Vx,y € X ve VA € Kigin
W1) [xl=0ex=0
WV2) x|l =[] {1l
WV3)  llx+yll < llxll + Iyl
Ozelliklerini saglyorsa X lUzerinde norm adini alir ve bu durumda (X, ||.])

ikilisine bir normlu vektor uzayi denir.

X, |[.1) bir normlu uzay olsun. d:XxX - R,, d(x,y) =|lx —yl|| seklinde
tanimlanan d fonksiyonu bir metrikti. Bu metrige norm metrigi denir.

Dolayisiyla her normlu uzay bir metrik uzaydir.



Tanim 2.9. (Banach Uzayi)
Bir (X,||.]]) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X in bir elemanina
yakinsiyorsa, bu (X,||.]]) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach

uzayi adi verilir.

Bir X normlu uzayin tamligini (ya da Banach uzayi oldugunu) gostermek igin,
X' de keyfi bir (x,)7 Cauchy dizisi alip bunun X' de yakinsak oldugunu

gOstermek gerekir.

Tanim 2.10. (Holder Sureklilik)
G, z-dizleminde sinirl bir bolge ve G da tanimlanmis bir f(z) kompleks
fonksiyonu verilmis olsun. Eger her z;,z, € G igin

f(22) = f(z)| <H| z, — z|* (2.1)
olacak sekilde H>0 ve A€ (0,1] sayilari varsa f(z) fonksiyonuna G
bdlgesinde Holder sureklidir denir.

Ayrica (2.1) esitsizligine de Holder Esitsizligi adi verilir.

H sabiti tek degildir, ancak H sabiti

|f(Zz) - f(Z1)|
Hs = su Z1F Z
! 21,222(_3 |ZZ - le/‘l ( ! 2)

olarak secilirse H tekdir ve Holder sabiti adini alir. 4 sayisina da Holder Usteli
denir. Bu durumda

|f(2) = f(z)| < H |z, — 4 |* (2.2)
esitsizligine Holder kosulu adi verilir.

(2.2) esitsizligini saglayan fonksiyonlarin kimesini H;(G) ile
gosterelim. Eger f(z)' nin 1.basamaktan turevleri Holder surekli ise bu tur
fonksiyonlarin sinifi da H3(G) olarak ifade edilir.

(2.2) esitsizligini saglayan bitin sinirli fonksiyonlarin kiimesi de C;(G)

ile gosterilir.



Tanim 2.11.
X # @ bir kime ve f:X — X herhangi bir donisim olsun. f(x) = x olacak
sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina f’ in sabit bir noktasi denir.

Baska bir ifadeyle f(x) =x (x € X) denkleminin ¢ézimu f’ in bir

sabit noktasidir.

Ornek 1:
fiR->R, f(x)=x% doéntsimi icin x =0 ve x =1 noktalar sabit

noktalardir.

Ornek 2 :
ffR->R,

f(x)=§

doénlsimdu icin x = 0 noktasi sabit noktadir.

Ornek 3 :
X=1[0,0) ve. a>0 olmak Uzere f:X-X, f(x) =x+a olsun. Bu

durumda, bu dontsumun higbir sabit noktasi yoktur.

Tanim 2.12.
X Banach uzay olmak lUzere, A:X — X donusumu verilsin. Eger « € R ve
x € X olmak Uzere A(x) operatori
Alx+y) =Ax)+A(ly) ve A(ax) = aA(x)
sartlarini sagliyorsa A(x) operatorine lineer operatér denir ve Ax ile

gosterilir.

Tanim 2.13.
X Banach uzayi ve A:X — X bir operator olmak Uzere

x = Ax (2.3)
denklemi verilmis olsun. Eger x* = Ax™ ise x* € X vektorine

A operatorinun sabit noktasi denir.



A:X = X operatorunin bir sabit noktasinin varligi ayni zamanda (2.3)

denkleminin bir gozumunun varligi demektir.

Ardigik yaklagimlar yontemi (2.3) seklindeki denklemlerin ¢ozimu igin en ¢ok
kullanilan yontemdir. Bu yonteme gore herhangi x, € X vektoru baslangig
yaklasim noktasi olmak Uzere terimleri;

Xp =Axp_4, n=12,.. (2.4)
seklinde olan (x,) 7° tahmini ¢gézUmler dizisi olusturur. Eger x* € X vektorl
(x,) 7 dizisinin bir limiti ve A operatéri x* noktasinda surekli ise (2.4) e gore

x* vektoru (2.3) denkleminin bir ¢ozimuaduar. Dolayisiyla (x,) 7 dizisinin
yakinsaklik kosullari ayni zamanda (2.3) denkleminin ¢dézUmunun varligi

kosullari olur.

Tanim 2.14.
X Banach uzayi ve A:X — X operatoru verilsin. Eger Vx,y € X icin,
lAx — Ayll < allx -yl
olacak sekilde a >0 reel sayisi varsa, A’ ya Lipschitz kosulunu sagliyor

denir.

Burada a sayisina daralma katsayisi denir ve a <1 ise A’ ya blzilme
doénlsimu veya daralma dontsimU; a = 1 ise, A’ ya genigslemeyen donisum

denir.

Teorem 2.15. (Banach Sabit Nokta Teoremi)
X Banach uzayi ve A:X — X bir daralma donigumu ise, A’ nin X’ de bir tek

sabit noktasi vardir.

ispat:
Ax operatoéru X Banach uzayinda bir daralma dontusumu ise,
x = Ax
denkleminin X’ de bir tek x* ¢dzUmu vardir ve
Xp=Axp_;, (n=12,..) (2.5)

ile olusturulan (x,,)7° ardisik yaklasiklar bu ¢6zime yakinsar.



Bu yakinsamanin hizi
I, — x*II < a™lxo — x7| (2.6)

veya

n

x, — x*|| <
It = 7l < T—

esitsizlikleri ile belirlenir.

|2z — Axoll

Xo € Xolsun. x; = Axy, x, = Axy, X3 = AXyy o, Xy = AXp_q, ...
olacak sekilde bir (x,)7°) dizisi olusturalim. Bir sabit noktanin varligini
ispatlayabilmemiz igin (x,);° dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gdéstermemiz
gerekir. Bu dizi i¢in
X401 = xnll = [[Axn — Axp_1ll < @ |2, — x4
yazilabilir ve benzer esitsizlikler ardigik olarak yazilirsa
X741 — Xnll < @™ llxg — %0l
esitsizligi elde edilir. Bundan dolay! Vk,n € N igin
ltnsre = Xnll < n4k = Xnpr—all + 1Xnsk—1 — Xnpr—2ll +
ot [n 41 — 2l
< a™ 1wy — xoll + a™ K72 lxy = xoll + o+ @ lxg — %ol
=(a* T+ ak 2+ L+ 1) a™x; — xll
_1-a"

= a™||lx; — x
—— @[l — ol

bulunur. Burada a < 1 oldugu dikkate alinirsa

Im |46 — 2l = 0
n,k—oo

elde edilir. Bu ise (x,)7° dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gdsterir. X Banach
uzayi oldugundan

limx, =x

n—oo
olacak sekilde x* € X vardir. A(x) operatoru Lipschitz sartini sagladigindan
1A% -1 — Ax*|| < a [|xp—1 — x7]
olur. Buradan
lim Ax,,_; = Ax”*
n—oo
olup (2.5) de n — « igin limit alinirsa

x* = Ax*

10



elde edilir. Bu ise x = Ax denkleminin ¢6zimu oldugunu gdsterir.

Simdi bu ¢6zUmun bir tek oldugunu goésterelim.
Bunun i¢in x = Ax denkleminin x* ve y* seklinde iki ¢6zUmunun oldugunu
varsayalim. Yani
x*=Ax"ve y* = Ay”*
olsun. Buradan
Ix* =yl = [[Ax* — Ay*|| < allx® — y~|l
yazilabilir. @ <1 oldugundan bu esgitsizlik ancak x* = y* olmasi halinde

saglanir. O halde Ax = x denkleminin ¢6zimu tektir.

Teoremin ispatini tamamlamak icin (2.6) esitsizligini dogrulamak yeterlidir.
Xp = Axy_4

esitligi gbz onune alinirsa,
I, — 27l = lAxn-1 — A X" < allxy—y — x7||

yazilabilir. Bu son esitsizlikte timevarim metodu uygulanirsa
I, — x|l < a™lxo — x|

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Bu teorem (2.5) denkleminin bir tek ¢ozimundn varhdini gostermenin yani

sira bu ¢éztime ait bir ydntem de vermis olur.

Bu teorem, Polonyal matematikgi S.Banach tarafindan 1920'de

ispatlanmistir ve kaynaklarda “Daralma Donlsum Prensibi” olarak bilinir.

Ornek 1:
A:R - R, x - Ax = ¢(x) olsun. Bilindigi gibi R* de iki nokta arasindaki
uzaklik,
lx —yll = [x — ¥yl
ile tanimhdir. Bu takdirde operator denklem
x = @(x) (2.7)

seklini alir. ¢(x) in R de Lipschitz kosulunu sagladigini kabul edelim. Yani

(x,y € R ve a <1 olmak tzere)

11



lp(x) — o) < alx -yl

olsun. Bu takdirde x = ¢ (x) denkleminin bir tek ¢ézimi var ve bu ¢6zim
Xn=00,—1) n=12,..)

ardisik yaklagikliklar dizisinin limitidir ve yakinsama hizi (2.6) ile verilebilir.

Eger, ¢ (x) fonksiyonu Lipschitz sartini,
Slxgr] ={x:|x—x*| <r}
yuvarinda saglyor ve
lp(x™) = x5l = (1 —a)r
ise bu takdirde x = ¢(x) denkleminin [xj—1r, x;+r] araliginda bir tek

¢6zUmu var ve bu ¢d6zim x,, = ¢@(x,,_;) dizisinin limitidir. Bu 6zel hal i¢in

n

41 = %Il < (@ = 1) llx1 = %ol

a—1
denkleminin ¢bézumu olan ardigik yaklasiklar limiti kavraminin geometrik

anlamini asagidaki gibi yorumlayabiliriz.

Bu denklemin ¢6zimu asikar olarak y = ¢(x) egrisi ile y = x dogrusunun
kesisme noktasidir. (Sekil 2.2.)

y
A
y=x
y =9k
Ny
@(x0) ; ¥ M,
N, | i
o (xq) N, ' X
@(xz) Ns.. ol y : M, i
[ 1 1 1 : x
0 X" X3 Xy X4 Xo

Sekil 2.2. x = ¢(x) denkleminin ¢dzimi
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x ekseni Uzerinde keyfi bir x, noktasi secgelim ve bu noktayl egri Uzerine

tasiyalim. Yaklasiklarin baglangi¢ noktasi x, olsun.

My(xo, @(xo)) noktasi @(x) egrisi Uzerindedir. Bu noktadan x eksenine
cizilen paralel, y = x dogrusunu Noy(x;, ¢(x,)) noktasinda kesecektir. N,
in koordinatlari Ny(x;, x;) seklinde olacaktir. (y =x dogrusu Uzerinde

@ (xg) = x4 dir.)

N,’ dan y eksenine paralel gizersek bu paralel, y = ¢(x) edrisini
My (x,, ¢(x1)) noktasinda keser. Bu kesisme noktasinda x eksenine gizilen

paralel, egriyi N; noktasinda keser. Bu duslnce ile isleme devam edilirse

y = x dogrusu Uzerinde Ny(x,, ¢(x1)), ... noktalar elde edilir. Bu sekilde
elde edilen M,, M;, M,, ..., M,, noktalan dizisi x* ile gosterilen noktaya
yakinsar.

Simdi bu teoremi
1
4 + x?
ile verilen denklemin ¢6zUmune uygulayalim.

x =)= (2.8)

Once ¢(x) fonksiyonunun R de Lipschitz sartini sagladigini gosterelim:
Keyfi x4, x, € R igin

1 1
4+4x2 4+ x?

lo(xz) — @(x)| = ‘

|4+ xi-4-xF
RIS

_ x =43l
4+ xD) (4 +x2)

_ |21 + x|
(4 +x2)(4 + x2)

|2, — x4

yazilabilir. Agik olarak,

||<1+x2
=LTy

13



dir. Buna gore

|1 + 22| < 1] + |x5]

SPP .
- 4 4
2 2
X% + x2
=2+
4
2 2 2,2
xi+x3  xfxZ
<2+
2 8
_ 16+ 4x7 + 4x5 + x7x3

8

1
=3 (16 + 4x2 + 4x% + x2x3)

1 2 2

olup buradan
1 2 2
|y + x5 < 5(4 + x7)(4 + x5)

elde edilir. Boylece

|2, + x|
(4 +x2)(4+ x3)

1
< —
8
olur.

O halde keyfi iki x;, x, € R i¢cin

1
lp(x2) — p(x1)| < g |2, — x4

esitsizligi elde edilir. O halde ¢(x) Lipschitz kosulunu saglar.

Demek ki,

_ 1
T 44 x2

n—1

, (n=1,2,..)

Xn

dizisi (2.8) denkleminin ¢ézumune yakinsar.

Eger x, = 0 kabul edilirse, diger yaklagiklar
x; = 0,25, x, =0,2461, x5 = 0,2463, x, = 0,2463 olarak bulunur.

O halde, (2.8) denkleminin ¢ozimu 0,0001 hata ile (x3 =x,) yaklasik

¢6zumu 0,2463 sayisidir.
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Tanim 2.16.

R bir Banach uzayi ve K, R nin kapali bir alt kimesi olsun. x* € R olmak
Uzere x™ In her komsulugunda K nin x* dan farkli elemanlari varsa x* a K nin
bir yigilma noktasi denir. Butin yigilma noktalarini kapsayan kumeye

kapalidir denir.

Tanim 2.17.
K, R nin bir alt kimesi olmak Uzere K nin her bir elemanini yine R nin
elemanina donusturen Tx = y seklindeki bir donusume K kiimesini R ye
donusturen bir operatdrdur denir. Yani

T:K- R

x —»y =Tx (icine donlsum)

Tanim 2.18.
Her {x,} c R yakinsak dizisi i¢in
X, = x* oldugunda Tx,, - Tx"

oluyorsa T operatdrtine R Uzerinde sureklidir denir.

Tanim 2.19.
K, R fonksiyon uzayinin bir alt kimesi olsun. Eger her x,y € K i¢in
Ax+(1-Dy, 0<i<1

ifadesi yine K kimesine ait ise K ya konvekstir denir.

Tanim 2.20.
Normlu bir uzaydan segilmis bir {x,,}7° dizisi i¢in, vn € N olmak lizere
lxnll < c

olacak sekilde c sabiti varsa x,, dizisine sinirhdir denir.

Tanim 2.21.

K bir Banach uzayinin alt kimesi olsun. T:K — K operatorini g6z onune

. s . . - - - . o9}
alalim. T nin tanim kiimesinden segilen sinirli her {x,,}7° dizisinin {xnk}1 alt

15



dizilerinin T altindaki goruntileri yakinsak oluyorsa T operatoriine tamdir

veya kompakttir denir.

Teorem 2.22. (Schauder Sabit Nokta Teoremi)
X Banach uzayi olmak Uzere K, X' in kapali ve konveks bir alt kimesi ve
T:K —» K operatort surekli ve kompakt olsun. Bu takdirde Tx = x olacak

sekilde en az bir x € K sabit noktasi vardir.

ispat:
Bkz [ 1], sayfa 433.
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3. KOMPLEKS FONKSIYONLAR

Tanim 3.1.

Kompleks duzlemde agik ve irtibatli her kimeye bolge denir.

Tanim 3.2.
D c € bolgesi verilsin. D bdlgesinin her elemanini kompleks duzlemin bir
bagska elemanina donlstiren eslestirme kuralina bir kompleks fonksiyon

denir.

Reeldeki fonksiyon tanimindan farkli olarak kompleks fonksiyonda, D tanim
kimesindeki bir elemanin birden fazla goérintlisu olabilir. Bu durumdaki
fonksiyonlara ¢ok degerli fonksiyon, aksi halde basit fonksiyon denir.

Kompleks fonksiyonlar igin

fiD->C, z-w=f(z)=u(lz)+iv(z)
wv:D->R, (x,y) > u=ulxy)

(x,y) »v=v(xy)
u = Ref, v=Imf

gOsterimleri kullanilir.

Kompleks fonksiyonlar, kompleks duzlemde bdlgeleri bolgelere donusturur.
(Sekil 3.1.)

Ay Ay
oz
// 7’
7 4 P i
' Z ! ’ ~<
1 1 1 ~
’1\ \ o ! w=f(z) °~ -
. > T >
l Y \ \
. | \ f
\\ C z /ll \\'\J \
~Se__- \*\ -~ /I
z — diizlemi w—diizlemi

Sekil 3.1. Bolgeleri bolgelere donusturen kompleks fonksiyon
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Tanim 3.3.
D c C bolgesi ve f:D - C, z—>w = f(z) fonksiyonu verilsin. z, € D olmak
uzere,

i £~ f(20)
m-—-———-—-—-

Z-2Z Z— Z
limiti mevcut ise bu limite f(z)’ nin z, noktasindaki turevi denir. Bu tirev D
bélgesinin her noktasinda mevcut ise f(z) ye D de tlrevlenebilirdir denir.

Burada z — z, = h alinirsa, bu turev

I f(zo +h) — f(2)
im
h—0 h

= f'(20) (3.1)
seklinde de yazilabilir.

Teorem 3.4.
D c C bolgesinde f'(z) tirevi mevcut olsun. Bu durumda f = u + iv igin
f'(2) = uy, +iv, = —iuy, + v,

dir. Bunun karsiti her zaman dogru degildir.

ispat:
f'(2) tirevi mevcut olsun.
f(2) = f(x+iy) =ulx,y) +iv(x,y)
(3.1) de h =r +is alinirsa
fz+h) - f(2)

F@ = =
_ fx+r+iy+is)— f(x+1iy)
_hl—r}(l) r+is

u(x+r,s+y)+ivix+r,s+y)—ulx,y) —ivix,y)
m
h—0 r+is

s = 0 igin h = r olacagindan (reel eksen boyunca yaklasildiginda)

ulx+nr,y)+ivix+ry) —ulx,y)—iv(x,y)

= lim

r—0 T
u(x+r,y)—ulx,y) vix+ry —vxy)
= Iim + 1
r—0 r r

= u, (x,y) + ivg(x,y)
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r = 0 igin h = is olacagindan (sanal eksen boyunca yaklasildiginda)

u(x,y+s)+ivix,y+s)—ulx,y) —iv(x,y)
m

$—0 is
_11_ u(x,y+s)—u(x,y)+ v,y +s)—v(x,y)
B l sl—>0 S ' S

= %[uy(x, y) +ivy (x, )]
= —iuy, + v,
yazilabilir. f'(z) tirevi mevcut oldugundan
Uy + iV, = —iuy, + v, = f'(2)

elde edilir.

Tanim 3.5.
D c C bolgesinde f:D - C, z—-> w = f(z) fonksiyonu verilsin. z, € D olmak
uzere, z,” In en az bir
D(zy,7r) ={z€C:i|lz—2zy| <7}
komsulugundaki her z noktasinda f'(z) tlrevi varsa f(z) ye z, noktasinda

analitiktir denir.

Eger vz e D icin f(z), z noktasinda analitik ise f(z) ye D bdlgesinde

analitiktir denir.

f, D bdlgesinde ve dD sinirinda analitik olsun. Bu takdirde z, € D olmak

uzere,

f(()
) ¢

bagintisi gegerlldlr. Bu bagintiya Cauchy-integral formullu denir.

1
f(z0) = 5=

(3.2)

Burada f({), fonksiyonun sinir Gzerindeki degeridir. Yani,

¢
f@)] = o(2)
aD

AN

1
aD f(zy) = =— J.
21
dir. oD
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Tanim 3.6. (Kompleks Turev Operatorleri)
D c C bir bélge ve z=x+1iy olsun. D de f=u+iv seklinde kompleks
degerli bir fonksiyon tanimlayalim. f € €*(D) ve z, = x, + iy, € D sabit bir
nokta olsun. Bu durumda

(x,y) = u(xo, ¥o) + Ux (X0, ¥0) (x — x0) + Uy, (X0, Y0) (¥ — Yo)

7(x,y) = v(x0,¥0) + vx (X0, Yo) (X — Xo) + vy (X0, ¥0) (Y — Vo)

ifadelerine sirasiyla u ve v nin (x,, y,) noktasindaki lineerlestiriimesi denir.

ti(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlari sirasiyla ylzeye (xq, Vo, u(xg,vo)) Ve
(%0, V0, V(x0, Vo)) noktalarindan gizilen teget dizlem denklemleridir. Boylece
f(2) nin lineerlestiriimesi

f(2) = f(20) + fr(20)(x — xo) + fy(20) (Y — ¥o) (3.3)
seklinde olur.

z=x+iy ve Zz=x—1y
ifadelerinden

x=§(z+2) ve y= —é(z—f) =é(2—z)
elde edilir. Diger taraftan,

z—2zo = (x—x0) +i(y — yo)

Z=2 = (x — xp) — i(y — ¥o)
dir. Bu denklemlerden

x—xg=5[(z—2) + @ —2)]
y=yo=-:lGz-2)-G-2)]=5[C—2) - (z—2)]

yazilabilir. Bu degerler f in f lineerlestiriimesinde yerine yazilirsa,

~ 1
f(2) = f(zy) + E [fx(zo) - ify(zo)](z — Zp)

42 [lz) + ify (20)] (Z=T0) (34
elde edilir. (3.3)’ de x—x, ve y—y, In katsayilari f’in sirasiyla x ve y ye
gore tlurevleri olduguna dikkat edilirse benzer sekilde (3.4)’ de z — 2z, ve
Z — z, katsayilari sirasiyla f’in z ve z e gore kompleks kismi turevleri olarak

adlandirilabilirler. Yani,
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bulunur.
f=utiv, f,=u,+iv, ve f, =u,+iv, oldugundan

oF 1 of 1
a_£=§[ux+vy—i(uy—vx)] ve a_j;zf[ux_”ﬁi(”y’w")]

seklinde gosterilebilir.

f(z) analitik ise f; = 0 dir. Buradan
Uy — vy, =0, Uy +v, =0
Cauchy-Riemann sistemi ortaya ¢ikar. Bu sistem ayni zamanda Teorem 3.4

un sonucundan da dogrudan ortaya ¢ikar.

Tanim 3.7.

0_1(0 _6) a_1(a+_a) (3.6)
9z 2\ox ‘ay)’ 9z 2\ax ' ‘ay '

operatorlerine birinci basamaktan kompleks kismi tirev operatorleri denir.

3.1. Reel Kismi Tirevli Denklem Sistemlerinin Kompleks Kismi Turevli
Denklemlere Donustiriulmesi
u,v,a;;, b;j,d; ; x ve y nin fonksiyonlari olmak Gzere,
Aj Uy + AUy + A3V + AV, + bju+ bjpv=d; j=1,2 (3.7)
birinci basamaktan lineer denklem sistemini géz onune alalim.
j = 1 icin elde edilen denklem ile j = 2 i¢in elde edilen denklemi “i” ile ¢arpip
taraf tarafa toplarsak
(a1 + iaz)uy + (a1 + iaz2)uy + (agz + iaz3) vy + (@14 + iaz4)v)y
+(b1q + iby)u + (byy +ibyy)v =dy + id, (3.8)
elde edilir.

u ve v reel degerli fonksiyonlari bir w kompleks fonksiyonunun sirasiyla reel

ve sanal kisimlari olmak lizere

w=u+iv, w=u-—Iiv
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olsun. Bu iki esitlikten
_ 1 _
u—z(w+w), v—z(w—w)

yazilabilir. Bu yazilis (3.8)" deki denklemin tek kompleks denklem tlrinden

yazilisini saglar. uy, u,, vy, v, tlrevlerini, w, ve w; cinsinden yazarsak;
1 -
Uy =E[WZ+WZ+ (Wz) + (WZ)]
i -
uy =5 [ wy —wz — (wy) + (wy) |
i
Uy =E[_WZ_WZ+ (w,) + (WZ)]

vy =5 [wy —ws + (W) - wy) ]
elde edilir. Bu bagmntilar (3.8) de yerine yazilp w, Wy, W,, w;

parantezinde yeniden dizenlenirse

Ayw, + A,w; + As(w,) + Ay(wz) + Biw + B,w =0 (3.9)
elde edilir.
(3.9) denklemine, (3.7) denkleminde j = 1,2 alinarak elde edilen sistemin

kompleks formu denir. Verilen (3.7) denkleminde

by, =0, dj=0
secilirse o zaman B; = B, = D = 0 olup en son elde ettigimiz (3.9)
denklemi de

Aw, + A,wz; + As(w,) +A,(wz) =0 (3.10)
haline gelir.

Teorem 3.9. (Schmidt Esitsizligi)

0 < a < 2 olmak Uzere kompleks dizlemin her z noktasi igin

g
JI=r=rals)

dir. Burada mG, G c C bolgesinin Olgusuddr.

ispat:
z € G olmak Uzere z merkezli R yarigapl bir K diskini; diskin alani ile G

bdlgesinin alani ayni olacak sekilde segelim. (Sekil 3.2.)
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Yani mR? = mG olsun. O zaman

Sekil 3.2. Alan olclleri ayni iki bolge

1
mG\2
= ()
m
olur. ¢ € G\K igin |{ — z| = R dir. Bu durumda
1 1
< —
| —z|* ~ R*
yazilabilir. G ve K bdlgeleri ayni élgliye sahiptir. Diger taraftan G\K ve K\G

bolgeleri de ayni Olglye sahiptir. Boylece

£f€T3a=Jlé7ﬁa+4[£%3a
< [t [] 2een

GNK G\K
ZJLE€?”+%%den

Sl[€%2a+4[£?za

2T R
~ ﬂ didn ff rdrdo
Mg —zle re
K 6=0 r=0
2T
< Rz—a
T 2—-«a
a
_2m (mG)l_i
T 2—a\T

olur. Burada
{—zl=71, {—z=re*

dir. Bu da teoremin ispatini tamamiar.
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Teorem 3.10.

1= !f |c—z0|l§(|i<n—z|ﬁ

integrali igin asagidaki esitsizlikler gecerlidir:

a)Eger |z, —z;| <2vea+ B #2ise

-, ( 1, 1 2 ) |2, — 24| 2‘“‘ﬁ_+ L
A VI Ry 2 2—a-p ™

b) |z, —z1|<2vea+p =2ise

<2(1+1)41 72— 71l) | g
I=emzzatzmp) T T2 "

C) |z, —z| = 2 ise

com( e L) (2
R Vi 2 m

ispat:
Bkz [ 2 ], sayfa 101.

3.2. Homojen Olmayan Cauchy-Riemann Denkleminin Goziimleri

w; =0
denklemini saglayan bir w fonksiyonunun reel ve sanal kisimlari homojen
Cauchy-Riemann denklemini saglar. Yani,

Uy —v, =0, u,+v,=0
sistemi gerceklenir.

w; = g(2) (3.11)
formundaki kompleks denklemi gbz onune alalim. (3.11) ile verilen denkleme

homojen olmayan Cauhy-Riemann denklemi denir.

1
wo(2) = —;ﬂ‘{g%d&in. {=¢E+in (3.12)

ile tanimlanan fonksiyon (3.11) kompleks diferansiyel denkleminin G’ de bir

Ozel ¢ozumudar.
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3.3. Holder Siirekli Fonksiyonlarin Banach Uzay

G, z-diizleminde sinirli bir bolge, f ise G da tanimli G in tamaminda Holder
surekli kompleks degerli bir fonksiyon ve H, f nin G bolgesi igin Holder sabiti
olsun. Bu takdirde z; # z, noktalari igin

f(z2) = f@DI _

|z, —Z1|)L B

H (3.13)

yazilabilir. (3.13) esitsizliginin sol tarafi z; # z, noktalari i¢cin daima sinirl
kalmaktadir. O halde bu sol taraf sonlu bir supremuma sahiptir. G In
tamaminda tanimli ve G da (3.13) esitsizligini saglayan bitiin fonksiyonlari
C,(G) ile gosterelim. Buradaki H sabitleri f in 6zel segimine baglidir. Ancak z,

ve z, noktalarinin se¢iminden bagimsizdir.

Lemma 3.13.

f € C,(G) ve zy,z, € Golmak lizere,

11 = max | supl (I, sup f(z5) = )] (3.14)

Z1#2Z; |ZZ - le)L

ifadesi C;(G) sinifinda bir normdur.

ispat:
i) Eger f Ozdes olarak sifir ise o zaman tanim geregince ||f]|; =0 dir.

Tersine ||f]l; = 0 ise sup|f(z)| =0 yani f 6zdes olarak sifirdir. (f = 0)
G

ii) a € C bir sabitise ve z;,z, € G olmak Uzere

|(af)(zz) — (af)(z,)]
sup

Z1#2Z5 |Zz - Zl|)L

|f (z2) — f(z1)]
p

Z1#2Z5 |Zz - Zl|)L

laflix = maX[Slépl(af)(Z)l,

= IalmaX[sgplf(Z)I,

= lal-1I£1l2

iii) (3.14) den f € C,(G) ise

If @1 < Iflla (3.15)
dir. Ayni zamanda
f(22) = fz) < lIflla |22 — | (3.16)
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oldugu tanimdan gorulebilir.

f1(2) ve f,(z), C;(G) sinifindan herhangi iki fonksiyon olsun. (3.16) dan
1f1(2) + L@ < L@+ 1] < Ifilla+If2la

yazilabilir. Boylece

Slép|fl(2) + L@ < Ifilla+1£12

olup (3.16) bagintisinin g6z énune alinmasiyla
|(f1 + f2)(22) — (Fr + ) (2] = |1(2)+2(22) — f1(z1)—fa(20)]
< fi(z2)—f1(2)| + | f2(z2)— f2(z1)|
< fulla 12z = z1* + lIf2llz |22 — 2,12
= (Ifilla + If2012) 122 = 2,1
yazilabilir. Buradan

|(fi + f2)(22) = (fi + f2)(21)]

|z, _Z1|/1

< falla + 11 f2112 (3.17)

olur. Bu esitsizlik ise f;(z) + f>(2) nin, C;(G) sinifina ait oldugunu gosterir.

(3.16) ve (3.17) nin birlikte kullaniimasiyla
Ifs + £l < filla + lIf211a

olur. O halde (3.14), C;(G) sinifinda bir norm tanimlar.

Simdi (3.14) normuna gére C,(G) nin bir Banach uzayi oldugunu gosterelim.
C,(G)’ in tamh@ini gostermek igin C;(G) sinifindan bir (f,,);> Cauchy dizisi

secelim. Tanim geregince n,m = n, oldugunda

Ifn — fmlla < € (3.18)
olur. (3.16) dan n,m = n, igin
1fn(2) — fm(2)| <€ (3.19)

elde edilir. Bu ise (f;,)7° dizisinin dizgun yakinsak oldugunu verir. O halde
(3.19) da n sabit tutulup m - oo igin limit alinirsa n > n, igin
1fn(2) = f(2)| <& (3.20)

olacak sekilde surekli bir f fonksiyonu bulunabilir. (3.16) dan

| [fn(Zz) - fm(zz)] - [fn(zl) - fm(zl)] | < “fn - fm”l |ZZ - le/1
yazilabilir. (3.18) den
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| [ (22) = fn(22)] — [fn(21) — frn(z)] | < €|z, — Z1|)L
olur. n sabit tutulup m — oo igin limit alinirsa
| [fo(22) = f(2)] = [fu(21) = f(2D] | < €lz, — z|*

elde edilir. Buradan

| Un(22) = f(22)] = [fu(21) = f(z)] |

<¢g (3.21)
|z, — Z1|/1

bulunur. Bu ise f,—f ve f—f, farklarinin C,(G) sinifina ait oldugunu

gOsterir.

(3.20) ve (3.21) esitsizlikleri birlikte kullanilirsa her n = n, igin
Ifn—flla<e

esitsizliginin gerceklendigi gorular.

Bu ise (f;,){ dizisinin C;(G) daki metrie gére f e yakinsadigini gosterir.

Yani f € C,(G) dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.4. Tg, [I¢ Operatorleri
ow
25 - 9@

homojen olmayan Cauchy-Riemann denkleminin bir 6zel ¢ézimu

19 .
wy(z) = —;ﬂ{jdfdn, (=¢5+1n (3.22)
G
dir. (3.22)’ daki 6zel ¢ozumu Tgg ile gosterirsek
9]
35 169=9 (3:23)

Ozelligi saglanir.

G sinirh bir bélge; g, G de taniml surekli ve |g| < ¢ yani sinirli ise 0 zaman
her z igin (3.22) integralinin mevcut oldugu soylenebilir. (3.22) igin (3.23)
gosterilimi kullaniirsa o zaman Tg operatorunun tanim kumesindeki g
fonksiyonlari G de tanimlanmis fonksiyonlar olmasina ragmen butun duzleme

bu fonksiyonlar genigletilebilir.
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Bu tip fonksiyonlar ayni zamanda (3.23) kompleks diferansiyel denkleminin

¢ozumleri olacaktir.

Tanim 3.15.
C,(G), G’ da Holder surekli fonksiyonlarin sinifi olmak tzere,
Tg: C2(G) = C3(G)

1
foTof) == [ Lasan, c= s+
G

seklinde tanimlanan T, operatdriine Pompeiu integral Operatorii denir.
Bilindigi gibi bu operatér w; = F(z,w,w,) formundaki kompleks diferansiyel

denklemlerin ¢dzimleri igin verilen Cauchy problemlerinin varligi ve tekligi

icin gok énemli rol oynamaktadir.

Yine burada,
9 ~ Y i)
TS @ =Tlef @) =~ [ = dsan
G
seklinde tanimlanan operatore de [ operatoru denir.
wz = Aw + Bw (3.24)

kompleks denkleminin
w(z) = ¢(z2) + T;(Aw + Bw)
seklinde bir ¢6zim gosterilimi vardir. Burada ¢(z) keyfi holomorf bir

fonksiyondur.

T operatord igin

0 0

5 (Tef (@) = f(2) ve = (Tef(2)) = ¢'(2) + ef (2)
Ozellikleri vardir ve

w'(z) = ¢'(z) + []g(Aw + Bw)
dir.
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Teorem 3.16.
0 < 1 < 1 olmasi halinde Tg, C;(G) sinifindan yine kendi igine donisen sinirli

bir operatordur.

Ispat:

z € G herhangi bir nokta olsun. Bu durumda

ch()———f Ealfal {=E+i

oldugunu biliyoruz. Diger taraftan
1 1 {—z—-0+z; Zy — 74
{—2z, (—z1 ((—2){—2z) (—2)(—2)

olmasi nedeniyle

£

Tof (22) = Tof (z1) = j | == esin

yazilabilir. Boylece (3.15) esitsizliginin de goz 6nune alinmasiyla
11 1

Taf )] < - { | =pdan (3.25)

ve
IIf ||/1 dédn

ITof (22) - Tef (2 2~ 2] £ | == (3.26)

elde edilir.

Teorem 3.9, a@ = 1 i¢in kullanilirsa ve esitsizligin sag tarafi K, ile gdsterilirse
1

1 mG\2
K, = Lo ()
T T

elde edilir. Her z € C, 6zellikle her z € G igin

ITef (@] < KylIfll (3.27)
olur.

Benzer sekilde |z, —z;| <1 kabul edilir ve Teorem 3.10, a = =1 igin

yazilirsa K,, G’ nin alanina baglh bir sabit olmak tzere
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déd -
ﬂ Mk, - amniZ2_ A
). ¢ — 2,11 — 7| 2

yazilabilir.
Bdylece (3.26) dan

I1£ 1l

/A

Zy — Z
IZZ - le lKZ - 4'1-[11‘1u

ITof (22) — Tof(z1)] < >

1 |Zz—Z1||

= ; K|z — Z1|1_)L — 4min > Zy — Z1|1_Al |z, — Z1|A||f||/’1

(3.28)

olur. 0 < 1 < 1 olmasi nedeniyle 1 — A > 0dir. |z, — z;| = § dersek

s >0 ve 61"11n§—> 0 dir. Buradan 6§ - 0 ifadesi sifir limitine sahiptir.
Boylece herhangi z, ve z; igin 0<|z,—z;|] <1 oldugu surece (3.28)
ifadesindeki

1 |z, — 24|

~|K,|z, — z;|*™* — 4nIn Z, — 7|14
- 212, — 74| > |z, — 24|

terimi sinirhdir. Bu sinir K5 ile gosterilirse o zaman (3.28) ifadesi

| Taf (z2) — Tof (20| < Ksllf llalzz — 2 |? (3.29)
haline dénlstr. K, yalnizca G’ ye bagh oldugundan K5 de G’ ye baghdir.

(3.28) esitsizligi |z, — z;| < 1 varsayimi altinda gecerlidir. Eger |z, — z;| > 1
ise |z, — z;|* > 1 olacagindan (3.27) esitsizliginin g6z éniine alinmasiyla
ITaf (22) — Tof (2| < |Taf (22)| + [ Tef (z1)]
< 2Kqllf 1l
< 2Ky [If lalz, = z4|* (3.30)
yazilabilir. Béylece |z, — z,| > 1 olmasi halinde (3.30) esitsizligi gegerlidir. O
halde herhangi z,, z; € G igin
T f (22) — Tof (z1)| < max(2Ky, Ka)If 2]z, — 2| (3.31)
olur. Buradan

|Tef (z2) — Tof (z1)|

|z, _Z1|/1

< max(2K4, K3)|If 1

bulunur. Bu ise Tgf” in tekrar C;(G) sinifina ait oldugunu gdsterir.
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f € C;(G) olmak Uzere,

IlfIl; = max Sléplf(z)l , sup |f(z2) — f(z)]

Z1%2Zy |ZZ - le/1
Holder normuna dikkat edilirse (3.27) ve (3.31) den
ITef 12 < max(2Ky, K3)If 1l (3.32)

oldugu goruldr.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.17.

ITTef o« < I Taf ll1a < Ka (Ol fllo«

Bkz [ 2 ], sayfa 169.
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4. BIR KOMPLEKS KISMi TUREVLI DENKLEM SiSTEMININ
BANACH SABIT NOKTA TEOREMI
YARDIMI iLE GOZUMUNUN VARLIGI VE TEKLIGI

0z
kompleks kismi turevli denklem sistemini goz oOnune alalim. Bu sistem

= f}(z’ Wl' WZ' ""Wm): ] = 1: 2) ---;m (4‘1)

kompleks duzlemin bir G c C altbdlgesinde gecerlidir. Yani z € G dir. Burada
wi=wij(z), j=12,...,m
kompleks degerli fonksiyonlari bulmaya calisacagiz. f; ler ise Uzerine bazi

kosullarin konulacagi skaler fonksiyonlardir.

Eger (4.1) sistemdeki f; ler 6zdes olarak sifir ise
ow;
—J
0z 0,
sistemi elde edilir. Bu durumda w; ler uygun G c C altbolgesinde holomorf

j=1,2,.,m (4.2)

(analitik) fonksiyonlar olmak Uzere w = (wy,w,,...,w,,) vektér fonksiyonu

(4.2) sisteminin ¢dzuma olur.

(4.1) sisteminin ¢ézumlerini ortaya koymadan 6nce

dy; .
= filtyy o ym),  i=12.,m (4.3)

reel denklem sistemini géz 6nune alalim. t = t, sabit noktasinin uygun bir

komsulugunda bu sistemin ¢oztumleri

t
yi(t) =c; + f ﬁ-(s,yl(s), ...,ym(s))ds, i=1,...m (4.4)

Ss=tg

seklinde ortaya konur. Burada c; = y;(t,) dir.

Adi tirevli denklem sistemi teorisinden de bilindigi gibi f; fonksiyonlari
uzerine konulacak uygun kosullar altinda (4.3) sisteminin y = (y4, V5, -, Ym)
seklinde vektorel ¢ozumiu elde edilir. Bu ¢6zim, t=¢t, igin

y(ty) = (cq, €y, ..., Cy) KOSUlUNU sAQlar.
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Benzer dusunceyi kompleks sistem igin ortaya koyalim.
Sinirh G c € bdlgesinde tanimlanmis w = (wy,w,, ..., w,,) vektdr dederli
fonksiyonlar, G da surekli G de

OW]

—= = fi(zwi(2), ..., wn(2)

sisteminin ¢6zimu olsun. Bu durumda ¢ = ¢ + in olmak Uzere

lWJ() f b Wl@ Wm(o)dfdn
8

Y F (2 wi(@), oy w(2))
=0

yazilabilir.

(3.12) de g({) yerine f;(¢, w1(0), ..., wn(Q)) Ve wy(z) yerine w;(z) alinirsa ve

¢6zumdeki keyfi fonksiyonu sifir kabul ettigimizde

w;(2) + dédn = 0 (4.5)

elde edilir ve (4.5) in her iki yaninin z degiskenine gore tlrevi alinirsa,

:hw+ff@%@ mﬂmwﬁﬂ)

Z

olur. O halde koseli parantezin ici (z e gore turev sifir oldugundan) bir

holomorf fonksiyon belirler. Bu kdseli parantez igindeki analitik fonksiyonu

EGM@ oW (D)

—Z

@@—m@+f dédn

ile gosterilim. Buradan (4.1) sisteminin ¢gozumleri igin

f}((} Wl((): le(Z))
{(—z

1
@ = 0@ - dédy (46)
G

yazilabilir. Burada ¢; ler G’ de tanimlanmis holomorf fonksiyonlardir.

(4.1) sistemini ¢ozmek icin (4.6) integral denklem sisteminin ¢dézumundn

varligini ortaya koymamiz gerekir. Bunu Banach Sabit Nokta Teoremi
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yardimiyla yapabiliriz. Bu teoremi kullanabilmek igin f; fonksiyonlari Gzerine
kosullar koymak gerekir.
Simdi
ow; ]
o7 = fi(z,wi(2),wy(2), ..., w(2)), j=12,..,m
sistemini goz onune alalim ve asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:
a) z € G olmak Uzere f; ler m + 1 tane z, wy, ..., w;, degiskenlerine gére
surekli ve her w; igin |w;| <R, |f;] <Kgr olacak sekilde R ve Kg
sabitleri mevcut olsun.

b) |w;| <R, |W| <Rveherz,z, € Gigin (z, # z,) f; ler

m
|f]-(zz,wl, ey Win) — £ (29, Wy, ...,Wm)| < Lgp (lzz —z M+ Z|Wj — le) 4.7)

j=1

dizgun Lipschitz kosulunu saglasin.

Diger yandan, Banach Sabit Nokta Teoremini kullanabilmek igin (4.6) integral
denklem sisteminin ¢ozumlerinin iginde bulundugu bir Banach uzayi

olusturmamiz gerekmektedir.

w; =w;(z), G da sirekli, kompleks degerli fonksiyonlar olmak uzere

w = (W, Wy, ...,w,,) vektor degerli fonksiyonlarin sinifini R ile gdsterelim.

(3.14) den R nin Banach uzayi oldugu agiktir.

Simdi
Mg ={weR: [[wl <R}

sinifini tanimlayalim. My < R oldugu agiktir.
Lemma 4.2.

Myr kimesi kapalidir. Yani M kiimesinden secilen her Cauchy dizisi yine bu

uzayin bir elemanina yakinsar.
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Ispat:
{Wolnen, Mg de bir Cauchy dizisi olsun. Tanim geregince n,m = n,
oldugunda

Iwn —willx <€ (4.8)
olur. (3.15) den n,m = n, igin

lwn(2) —wi(2)] < e (4.9)
elde edilir. Bu ise {w,,},,cy dizisinin diizglin yakinsak oldugunu verir. O halde
(4.9) da n sabit tutulup m — oo igin limit alinirsa n = n, igin

lw,(z) —w(z)| < & (4.10)
olacak sekilde surekli bir w fonksiyonu bulabiliriz. (3.16) dan

| Wn(22) = Win (22)] = Wi (21) = win (2] | < llwy, = winllz 122 — 241
yazilabilir. (4.8) den

| Wn(22) = Win (2)] = [Wn(21) = win ()] | < € |2, — 2,|*
olur. n sabit tutulup m — oo igin limit alinirsa

| Wi (22) = w(z)] = [wn(z1) —w(z)] | <& lzp — 2,]*
elde edilir. Buradan

| wn(22) = w(z3)] — [wn(z)) —wz)I| _

(4.11)
|z, —Z1|)L

bulunur.
(4.10) ve (4.11) esitsizlikleri birlikte kullanilirsa her n > n, i¢in
lw, —wll; <e <R

esitsizliginin gerceklendigi gorular.

Bu ise {wy},en dizisinin Myi daki metrige gére w ye yakinsadigini gosterir.

Yaniw € My dir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Diger yandan,

fj(z, wy(2),w,(2) ...,Wm(z))
fonksiyonu surekli oldugundan bir w = (wy, ..., w,,) € My elemani yardimiyla
olusturulan f;(z,w,(2), ...,wn(2)) bileske fonksiyonu G' da sireklidir. Bu

durumda
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ﬂf,(( wl(c) 'Wm(o)dfdn (=fiiy

integrali ile tanimlanan fonksiyon kompleks dizlemin tamaminda tanimh ve

sUreklidir. Eger ¢4, @5, ..., ¢, ler G’ de holomorf, G’ da sirekli iseler

j fi( §W1(() m@)dfd

w;j(z) = ¢;(2) — = (4.12)

olmak Uzere (¢;(z) ler analitik oldugundan sireklidir.) srekli iki fonksiyonun
toplami da surekli olacagindan w = (wy,w,, ...,w,,) G da slrekli bir vektor
fonksiyonu tanimlar. Boylece (4.12) donisumu Mtz sinifinin her w elemanini
w € R elemanina donugturur. Bu donusum operatorunu
Tpr: Mg =R
w o> T, ,w=W=W,W,, .., W,)

seklinde gosterelim.

Simdi ¢ = (¢4, ..., ¢,) Olmak Uzere
lell <R <R
esitsizliginin saglandigini varsayalim. Diger taraftan Schmidt esitsizliginin

kullaniimasiyla

fasn| < o < 2

_ S

= 2vmVmG
= VammG (4.13)

1
=3

olur. Ayrica

¢ —z|

1
v @] < o) +5 | dzan
G

1 dédn
< v+l ff
m " J) ¢ -z

< R’+—\/47r
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olur. Bdylece
Kr
T

VaArmG

yazilabilir. Eger G bolgesinin mG olgusu

lw]l <R" +

K
?R VarmG < R—R’ (4.14)
esitsizligi saglanacak sekilde segilirse
K
Wl <R + 7‘* VammG
<R'+R-R’
=R
yani ||W]| < R olup buradan W € Mty elde edilir.
Boylece,
T(p,f : SLRR g SIRR
dir.

(4.14) esitsizliginde her iki tarafin karesi alinarak duzenlenirse
— R)2
6T
4Ky

elde edilir. Boylece asagidaki Lemma elde edilmis oldu:

Lemma 4.3
Eger,
_R")?2
< (R 12{ )
4Kgr
esitsizligi saglanacak sekilde mG segilirse T,  operatori Mz kimesini yine

kendi igine donusturar.
(4.1) denkleminin  ¢dzimunun varhdini  arastirmak icin  en son

gerceklestirimesi gereken (Banach Sabit Nokta Teoreminin hipotezi olan)

T,,r operatorinin daralma dontsumu oldugunu gostermektir.
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O halde
TQD,f : EIRR g ED?R
w Ty, rw=W=W,.. W,)

(ﬂu_jfﬁ€%@)»m@%wmﬂ%ﬂ)

fM@M@)‘%@%wO

seklinde verilen operatorin hangi kosullar altinda daralma donusumu

oldugunu arastiralim.

W=Tyrw, W=T, W (W, W € My)
elemanlarini gdz 6nune alalim. Burada
W= (Wy, Wy, ..., W), W= (W, W,,..., W,) dir.
Wj(2) = W;(z) =

T

(—2z
ifadesinin payi icin (4.7) den

i=1
< mLg [|w; — W],

yazilabilir. Bu baginti ve Schmidt esitsizliginin géz 6ntine alinmasiyla

W (2) = W;(2)| =

_ lj f}((} Wl({)l JWm(Z)) - f}(() Wl(()) ) Wm(z)) dEdT]
T

(—z

1 f 56 Wi @), wn () = (6 T3 Q). o Fn O
m

¢ —z|

_ o 1 (f d&dn
<y ;=7 ] o
G
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1
< mLg ||wj — Wf”a —VammG

1 2vmG
< mlg [|w; - Wj||17
2m ~
<R lm VmGl|w; — w;|],
elde edilir.
Boylece

o . [W,22) = W) = (W) = W)
||W W||A—max[51ép|Wj(z) VV]-(Z)|, sup

Z1%#2Z5 |ZZ _21|}L
2m _

yazilabilir. O halde asagidaki Lemma verilebilir.

Lemma 4.4.

G < T ( 2m
m —, —
4m2Lg? Vr

segilirse, T, ; : Mz — P dOnUsUmU daralma olur.

LeVmG < 1 )

Sonug olarak,
m(R —R’)? (
<R (= supl])
4KR2 R Gplfjl

segilirse T, ; operatort My’ yi kendi icine dondsturdr.

mG < ———
4m?Lg

(Lr, fj lere ait Lipschitz sabitlerinin maksimumu, daralma igin)
esitsizlikleri ayni anda saglandiginda T, ; operatord My sinifini kendi icine
donastardr ve Ty, ; bir daralma dontsumu olur.
n(R —R")? T
4Kg? 4m2LR2)
dersek mG < K oldugunda
Ty Mg — My

K=min(

bir daralma dénusumu olur.
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O halde Banach Sabit Nokta Teoremine gore
Torw=w
olacak sekilde bir tek w € Mtz elemani vardir. Bu durumda W = w igin

1 il¢,wy y oy Wi
vm@=%@—;ﬂﬁﬁwflzwwnﬁm
G

saglanir. Boylece W (z) gOsterimi ile

1 ¢, wilS), ..., Wy,
w0 = gy — & [ LD @) o,
G

(—z

ifadesi 6zdes olarak ayni olur. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.5.
@ = (¢4, ...,9,,) G de holomorf, G’ da sirekli olsun. EGer G bélgesinin mG
Olcusu
(R —R’)? (
<IRERY (= supl)
4KR2 R Gplfjl

(Mg’ yi kendi igine dontstirme igin )

mG

mG <
4m2Lg*

(Lg, f; lere iligkin Lipschitz sabitlerinin maksimumu, daralma igin )

esitsizlikleri saglanacak sekilde kuguk segilirse

¥ fi(z,wi(2), ..., wn(2)), j=12,..,m

kompleks kismi tlrevli denklem sisteminin dolayisiyla

Wj(Z)z(pj(Z)_E —z

integral denklem sisteminin bir tek w = (wy, w,, ..., w,,) ¢6zUma vardir.
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5. BIR KOMPLEKS KISMi TUREVLI DENKLEM SiSTEMI iGiN
SCHWARZ PROBLEMI

G c C basit irtibatli, dizgun sinira sahip bir bolge olmak Gzere G de

55 = Fi(z,wy, ..,wy), j=1,2,..,m, z€G (5.1)
Rew;| = ¢}, Imw;(z,) = ¢,

aG
72, €G, ¢; €C(GR), 0<A<1 (5.2)

sinir deger problemini g6z 6nune alalim. Burada ¢; reel sabitler ve C, (G, R),

G = G U G Uzerinde Holder-surekli fonksiyonlarin sinifidir.

(5.1) sistemindeki F; fonksiyonlarinin agagidaki kosullari sagladigini

varsayalim:

a) z € G olmak lzere F; ler m+1 tane z, wy, ..., wy, degdiskenlerine gore
surekli ve her w; igin
|wj(2)| <R, |Fj| < Kg (5.3)
olacak sekilde R ve Ky sabitleri mevcut olsun.

b) |wj(2)| <R, |wj(2)| < Rve her z;,z, € Gigin (z, # z) F; ler

m
|Fj(zz,wl, s W) — Fi(zq, Wy, ...,W;})| < Lg| |z, =z, + lej —w;
=1

(5.4)
duzgun Lipschitz kosulunu saglasin. Burada Ly aligilmig Lipschitz sabitlerinin

maksimumudur.

D= (Q1,....,03), €=1(Cq,Cm),

W= (wy,...,wp) = (U + iV, e, Uy + 1V)y,)
= (Uq, ey Upp) + LV, oo, Upy)
=U+iV

olmak tzere (5.1) ve (5.2) sinir-deger problemi

oW
o7 = F(z W), ze G W= (wy,..,w,), F=(F,..,Fp)
Ul = q), V(Zo) =C Z € E (55)

aG
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seklinde vektorel formda yazilabilir. (5.1) sisteminden
F; . W
wy(2) _fJ(Z)__ﬂ 5(¢, W1(() w. (())dfdn, C=t+in

= fj(2) + TGF]-(Z, w;(2), ...,Wm(z)) (5.6)
yazilabilir. Burada f; ler G de keyfi holomorf fonksiyonlar ve

ToF, (2, Wh (), ooy Wi (2)) = — ffF(cwl(o Wi () azd

dir.

Boylece (5.5) deki vektorel denklemden

1 ((F(C,w(©)
W(z) = f(z) —= || ———=dédn
n[! (—z

= f(z) + TcF(z,w) (5.7)
vektorel ¢dézimu, vektorel integral denklem formunda yazilabilir. Burada
f= Ui fn)
ve
TeF(z, W) = [TgF,(z, w1 (2), ..., Win(2)), ..., TeFin (2, w1 (2), ..., wy (2))]
dir.

W vektorel fonksiyonunun 9dG sinirindaki davranigi ile f keyfi holomorf
fonksiyonunun sinirdaki davranigi arasindaki bagintiyr ortaya koymak igin

once f fonksiyonunun, iki holomorf fonksiyonun toplami seklinde yani,

f=v+fu
yazilabildigini kabul edelim. ¥ ve f,, holomorf fonksiyonlarinin sirasiyla
ReW|=U| = Reyp| = P, ImW(z,) = Imy(z,) (5.8)
3G 4G aG

Ref,,| = —ReTGF(,W)|., Imf(z0) = —ImTcF(,W)(z,)  (5.9)
oG aG

kosullarini sagladigini varsayalim. Bdylece (5.7) nin ¢ozUmu
W(z) =y +f, +TcF(z, W) (5.10)

sekline gelir.
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Lemma 5.1.
Eger (5.10) daki ¢ ve f,, holomorf fonksiyonlari (5.8) ve (5.9) sinir
kosullarini saglarsa bu takdirde (5.10) ile tanimlanan W fonksiyonu (5.5)

Schwarz probleminin ¢ézimu olur.

Simdi
R ={W=(wy,..,wp) : w; € (G}
sinifini tanimlayalim. Bu siniftaki bir normu

IW]l, = m]_ax”Wj”}L , j=1,2,..,m (5.11)

|Wj(22) - Wj(Z1)|
= max{ max sup|wj (Z)|, sup 3
j G Z1%2; |z, — 74|

seklinde verebiliriz.

Bu norma gore R sinifi bir Banach uzayidir.

R sinifinin bir alt sinifi olan

Mr=W=(wg,.,. w,) ER: |[W|, <RO<R<o}cR (512)
sinifini g6z 6ndine alalim. Eger W € Mty ise F;(z,wy(2), ..., wy, (2)) fonksiyonu
G da tanimh bir fonksiyon olur. Bu sekilde G da tanimli bilegke fonksiyonlarin

sinifini F; (., w) ile gbsterelim.

Lemma 5.2.
Eger W € My, ise (5.4) kosulu altinda F;(., W) € C,(G) dir.

ispat:
W € My olsun. Bu takdirde w; € C,(G) olup buradan her zy, z, € G igin

|Wj(22) - Wj(Z1)| < ||Wj||/1|Zz - Z1|)l

yazilabilir. (3.16 dan)

(5.4) kosulunun gbz 6nune alinmasiyla

|Fj(Zz»W(Z2)) - Fj(Z1'W(Z1))| S Lp|lzp =z * + Z |Wj(zz) - Wj*(zl)l
j=1
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m
< Lg| |z, _Z1|A+Z ||Wj||/1|22 —Z A
=1

m
=t 14+ [wll, | 1z -z
j=1

olur. Bu da F;(., W) € C,(G) oldugunu gésterir.
Diger taraftan Mz sinifi (5.11) normuna gore kapalidir. (Lemma 4.2)

(5.4) kosulunun yaninda ilave olarak F = (F4, ..., F,) fonksiyonunun
her W,W € My icin
[FC, W) —F(, W), < L||w W[, (5.13)
Holder-Lipschitz kosulunu sadladigini varsayalim. Buna ek olarak
IEC, 0)]lL =M (5.14)
diyelim. Burada 0 vektorel sifirdir. Bu durumda
IEC, Wl < IFC, W) —F(, 0)lx + IFC, 0) I
< L/W-0J;,+M
=L, [IWllx + M
yazilabilir. Boylece eger W € Mty ise
IFC, W)|lx < L[[W|L,+M<L,R+M (5.15)
olur. Teorem 3.16 dan Tg: C;(G) = C,(G) oldugu bilinmektedir.
F(.,W) € C,(G) oldugundan T¢F(., W) € C,(G) dur.

fw holomorf fonksiyonu igin (5.9) sinir kosullarinin saglandigini varsayalim.
Eger TF(., W) € C,(G) ise bu takdirde

Ifwllx = KiITGF(, W)llx (5.16)
esitsizligi gecerlidir.

ispat:
Bu Lemmanin ispati igin [ 2 ] kaynagina bakilabilir.
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P holomorf fonksiyonu igin (5.8) sinir kosullari saglanirsa ve bu kosuldaki ®
fonksiyonu aG sinirinda C, (G) sinifina aitse bu takdirde

UAON(®
olur.
Bu durumda dnceden verilen her ® ve c icin

1Pl < K, (5.17)
olacak sekilde K, sabiti bulunabilir. Boylece ortaya konan hipotezler altinda
(5.10) daki 3 ve f,, fonksiyonlari C,(G) sinifina ait olur.

Simdi
TIQ:RR - R
w-o W= 1I)+fw + TGF(Z,W)

operatorunu tanimlayalim.

P, fu.TcF(z, W) € C,(G) oldugu agiktir. Dolayisiyla W € C, (G) dir.
(5.13), (5.14) ve (5.15) in gdz 6nune alinmasiyla
IWllx < [1llx + Ifwlla + ITFC, W)l

< K; + KiMITGFC, W)l + ITF(, W[

=Ky + (K; () + DIITGF(C, W)l»

< Ky + (Ki ) + DITCIIFC, W)lx

< Kz + (K: () + DT (LR + M)
yazilabilir.

Boylece asagidaki lemmayi verebiliriz:

Lemma 5.3.
Eger
K, + (K; Q) + D|ITII(L;R+ M) <R (5.18)
esitsizligi saglanirsa (||W]||; < Rolur) T operatoria Mii sinifini yine kendi igine
donasturdr. (5.18) esitsizliginden
Kz + (K; (D) + DIITIL R+ (Ky Q) + DITeIM <R
(K; () + DIITGIIL R - R < —K; — (K; (A) + D[ TgIM
RI(K1 () + DIITelILy — 1] = —[K; + (K1 Q) + DI TIM]
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R < —[Kz + (K1 () + DTG IM]
K ) + DIITelILy — 1]
Kz + (Ki (W) + DIITGIIM
1=K W) + DIITlILy

elde edilir.
Buradan ise (K;(A) + 1)||T;|IL, < 1 olmasi gerektigi aciktir.

(5.18) kogulunun gerceklendigini varsayalim. Bu takdirde T operatoru
T: Q:RR - ﬂRR
woW=vy+f, + T;F(z, W)

seklinde yazilabilir.

Simdi T operatorinin hangi kosullar altinda daralma operatora oldugunu

gOsterelim.

W € M elemanindan baska bir W € My elemanini gdz oénine alalim.

Buradan
W—W =y+f, + TcF(z, W) — p—fy — TcF(2, W)
= fw—fw + Tc[F(z, W) — F(z,W)] (5.19)
yazilabilir.
Burada W € My, icin W = ¢P+fy + TcF(z, W) dr.

Diger taraftan f,,—f holomorf fonksiyonu igin

Re[fu—fwll = —Re[TcF(z,W) — F(z,W)]|
3G 3G

Im[f,—ful(z0) = —Im [TG (F(.,W) - F(.,Vv))] (2o) (5.20)
sinir kogullari saglanir. (5.19) kosullarini saglayan holomorf fonksiyonlar igin
Ifw—ralla < Ke OO [T (FC, W) — F(, W) |
< Ky WITell [[FC, W) — F(., W)]|,

esitsizligi gecerlidir.

Bdylece (5.15) in gdz 6nune alinmasiyla

46



Iw =W, < lifu—falla + || T (FC. W) = F(, W) ||,
< K WIITGN[[FC, W) — F(, W),
+ITGII[|FC, W) — (., W)]|,
= [K: ) + LI TelI[|FC., W) = F(, W)]|,
< [K; ) + Ul TGILy [|[w — W||, (5.21)

elde edilir. Bu esitsizligin sol tarafi ||[Tow — Tew ||, dir.

Sonug olarak, eger
(K: () + DIITelIL, <1 (5.22)
esitsizligi saglaniyorsa T: Wiz — My operatodru bir daralma donusumauaddar.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 5.4.
(5.18) esitsizliginin yani,

K, + (K;() + D||Tgl|(L;R+ M) <R
esitsizliginin saglandigini varsayalim. Burada R, L{, M, K; (1), K, pozitif reel
sabitleri sirasiyla (5.12), (5.13), (5.14), (5.16) ve (5.17) deki gibidir. Bu
takdirde T operatoru Mii sinifini kendi icine donusturar ve

T: Mg — My

w-oW=Tew=v¢+f, + TcF(,W)

donusumu bir daralma dontusumdur.

ispat:
(5.18) esitsizliginin saglanmasi durumunda T: Mtz — R operatdri My sinifini

yine kendi icine donusturur.

Simdi, (5.18) esitsizliginin saglanmasi durumunda (5.22) daralma kosulunun
saglandigini gosterelim. (5.18) esitsizliginden

n < K, + (K; Q) + D||TgIM
— 1=K + DT,

yazilabilir.
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R pozitif oldugundan (K;(A) + 1)||T¢||L; < 1 elde edilir. Bu ise (5.22)
esitsizligidir. O halde (5.18) in saglanmasi T nin daralma dénisimu olmasini

gerektirir.

Sonugc olarak,

(5.11) normuna gore My sinifi bir Banach uzayidir. (5.18) esitsizliginin
saglanmasi durumunda T: Mz — R operatdru My sinifini kendi igine
donustarar. (5.18) esitsizligi saglanirsa ayni zamanda (5.22) esitsizligi de

gerceklenir. Bu esitsizlik ise T nin daralma operatoru oldugunu gosterir.

Boylece Banach Sabit Nokta Teoremine gore T: Wiz — Wiy, operatérunin
Tew = w seklinde bir tek w € My sabit noktasi vardir. Bu w sabit noktasi

(5.5) sinir de@er probleminin ¢ézumudur.
Boylece w = (wy, ..., w,,) ¢b6zUmunun bilesenleri igin (5.1) sistemi ve (5.2)

kosullari saglanir. Dolayisiyla (5.1) sisteminin (5.2) kosullarini saglayan

¢O6zUmu var ve tekdir.
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6. BIR KOMPLEKS KISMi TUREVLI DENKLEM SISTEMININ
SCHAUDER SABIT NOKTA TEOREMI
YARDIMI iLE GOZUMUNUN VARLIGI

(4.1) sisteminin ¢ozumu igin,

w , W
() = ,(z) — ﬂf, ¢ 1(6) m(())dfd
integral denklem sisteminin (4.6) ¢6zUmunun varlhigr Dordincu Bolimde
Banach Sabit Nokta Teoremi yardimi ile ortaya kondu. Bu bdlumde ise (4.6)
integral denklem sisteminin ¢coézimuanin varligini gérmek igin Schauder Sabit

Nokta Teoremini kullanacagiz.

Teorem 6.1. (Schauder Sabit Nokta Teoremi)
X Banach uzay! olmak Uzere K, X in kapall ve konveks bir alt kimesi ve
T:K —» K operatéri slrekli ve kompakt olsun. Bu takdirde Tx = x olacak

sekilde en az bir x € K vardir.

Schauder Sabit Nokta Teoremini kullanabilmek icin (4.6) integral denklem
sisteminin ¢6zumlerinin icinde bulundugu bir Banach uzayi olusturmamiz
gerekmektedir.

W.

;= w;i(2), G da tanimh strekli, kompleks degerli fonksiyonlar olmak Uzere

w = (Wy, Wy, ...,W,,) vektdr degerli fonksiyonlarin sinifini R ile gdsterelim.

(3.14) den R nin Banach uzayi oldugu agiktir.

G de holomorf, G da slrekli ® fonksiyonlarinin sinifini
H={D=(P,.., P, ): Py,.., P, Gde holomorf, G da siirekli }
ile, diger yandan diferensiyel denklem sisteminin G da slrekli w ¢éziimlerinin
sinifin da
W ={w=(wy,..,Wy) : Wy, ..,w,, Gdasiirekli}
ile gosterelim. Bu durumda H ve W, R sinifinin alt kimeleri olur. Yani
HcRveWcCR
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dir. Cainkii
R={w= Wy, .., W) : Wy, ...,w,, Gda sirekli}
olup diger yandan
o _
0z

homojen olmayan Cauchy-Riemann diferensiyel denkleminin ¢ézimlerinin,

h

w=w,+ o

formunda oldugunu biliyoruz. Burada @ analitik fonksiyon.

Simdi bu ¢6zUmu
A:H ->W
® 5> AP =w =+ TsF(z,w, h)
seklinde tanimlanan bir operator yardimi ile
w = AP

bigiminde oldugunu gosterecegiz.

ow
£= F(z,w,h) , h=w,

diferensiyel denklem sisteminin ¢ézimuanin varhdini Schauder sabit nokta

teoremini kullanarak gostermek icin 6nce

”W” = max Suplw,l sup |Wj(ZZ) - Wj(Zl)l
0, j G Jl 2,72, |z, — z4|®

l(w, Wloq = max (Iwllo,e, 1Rlloq)
normlarini goz onune alalim. Ayrica
) |F]-(z,w,h)| <M
I1) |F]-(zz,w, h) — Fj(zy,w, h)| < |z, —z,|*
1) dO9[F(z,w, h),F(z, W, k) | < LdO®[(w,h), (%, k)]

oldugunu kabul edecegiz. Burada F; ler skaler fonksiyonlardir.

Diger yandan
K ={(w,h) € CO9G) : dO9[(w,h),(P,")] <R}
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K <R sinifini tanimlarsak, ileride bu kapali sinifi yine kendi igine
donusturecek bir donisum oldugunu ve bu dénisumun surekli ve kompakt

oldugunu gosterecegiz. Boylelikle Schauder prensibi ger¢eklesmis olacaktir.

(I1) kosulundan yararlanarak,
|F]- (zz, w(z,), h(zz)) —F (Zl, w(z,), h(zl))|
< |F]- (zz, w(z,), h(zz)) — F; (Zl, w(z,), h(zz))|
+|F]- (Zl, w(z,), h(zz)) - F (zl, w(z,), h(zl))|
< |z, — z,|* + |F]- (Zl,W(ZZ),h(ZZ)) — F (Zl,W(Zl), h(zl))| (6.1)
yazilabilir. Diger taraftan
W, h) = (W(z2), h(z2))
(W, fl) = (W(Zl),h(Zl))
olmak lUzere

d©9[(w, h), (W, k)] = mjax(|wj(zz) —w;(z0)|, [hj(22) — by (21)])

yazilabilir.

(III) kogsulundan yararlanarak,
|Fi(z1, w(z2), h(z2)) — Fi(z1, w(zy), h(zy)))|
< Lmax(|wj(zz) —w; (zl)|, |hj(zz) — hj(zl)D
elde edilir.
(w, h) € CO9(G) oldugundan
|Wj(Zz) - Wj(Z1)| < [wlloq |22 — z1|*
|hj(Zz) - hj(Z1)| < llhllo,e 122 — 24 [*
esitsizlikleri gegerlidir.
Boylece (6.1) nin sag tarafi
LmaX(”W“o,a |z, — z4|%, ”h“O,a |z, — Z1|a)
= L|z; — z|* max(”W”O,a; ||h||o,a )
= LlIl(w, Mlloq 122 — 211
olur. Diger yandan
Iw, Wllo,« = max(lwllo,a lIRlloq )
dOO[(w, h), (®,®")] = max(lw(z,) — ®(z1)], [h(z) — @' (z1)])
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1, @"llo,e = max(l®llo,e 19" lloq )
olmak uzere
W, Wllo.e < dOP[(w, h), (@, D] + D, D’ [loq
yazilir. Ayrica (w, h) € X oldugundan
dO®[(w, h), (@, )] <R
olup buradan
l(w, Wlloe < R+ [P, Plloq
elde edilir. Diger yandan
W, Wlloe <R+ [[®ll1q

yazilabilir.

Elde edilen bu degerler (6.1) de yazilirsa
|Fj (zl, w(z,), h(zz)) - F (Zl, w(z,), h(Z1))|
< {l|z, —z1|% + Lmax(le(zz) — wj(zl)|, |hj(zz) — hj(zl)l)
<llzz = z;]* + Lll(w, W) llg
<llzy — z;|* + L(R + ||<I>||1,a)|22 —z4|%
= (¢ + LR+ LlI®lly4)lzs — z,]* (6.2)
elde edilir. (6.2) den

|F] (Zli W(Zz), h'(ZZ)) - F] (le W(Zl)i h(zl))l
|z, — z4|*

<+ LR+ L[4

yazihr. (I) den
|F]-(z,w, h)| <Mve sup|F]-(z,W, h)| <M
dir. (I) ve (6.2) Un birlikte kullaniimasi ile,
IF(z,w, W llo,«

|F]- (zz, w(z,), h(zz)) - F (Zl, w(zy), h(Z1))|
= max sup|Fj|, sup
j G Z1#2Z5 |ZZ - lea

IF(z,w,R)lpq < max (M, # + LR+ L||®]l14)

esitsizligi korunur.

Teorem 3.17. den her (w, h) € X icin

ITeF(z,w, Mllo, < ITF(z, w, W)l 1, < Ky ()max (M, £ + LR + Ll ®||14)
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gecerlidir ve
ITTcF(z, w, W) llo,« < Kq(e)max (M, € + LR + L||®||, )

elde edilir.

Simdi bir T operatoru dusunelim.
T.K->X
w-> W =®+T;F(z,w, h)
(w, h) € X olmak Uizere, (W,H) € X igin
W = & + TgF(z,w, h)
H= &' +[][cF(z,w, h)
yazilir. T dénlisuimunin sabit noktasinin (¢ € H sabit secilmisti) daha sonra

ow
5 =F(z,w,w,)

diferensiyel denkleminin ¢ézimu oldugunu gérecegiz.

L Lipschitz sabitinin

L<

K1 (o)
seklindeki esitsizligini sagladigini varsayalim.

® € H igin
M < £+ LR+ L||P]]; 4
Ki(@)(€ + LR+ L[| ®@[lq) <R
olup boylece
ITIcF(z,w, Wlloe <R
olmasi nedeniyle
[1cF(z,w,h) € X
bulunur.
O halde her (w,h) € X icin [[cF(z,w,h) € X oldugundan KX dan K ya

gidecek sekilde bir T donusimu vardir.

(w,, h.) ikilisi, C©(G) uzayindaki metrige gére K nin bir yigilma noktasi

olsun.
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Béylece bu noktaya yakinsayacak sekilde X iginde bir (w™,r(™) dizisi
secebiliriz.
(W(n)’h(n)) - (w,, h,)
olup buradan
(w®) > w, ve (h™) - h,
dir.
K ={(w,h) € COYG) : dO9[(w,h),(d,d")] <R}
olmasi nedeniyle K tim yigilma noktalarini kapsar. Ayrica w’, w" € X igin
dOD[(wy, hy), (@, d")] <R
ise
max(jw; — ®|,|h; — ®'|) <R
dir. Ayrica
w', w' € K igin
lw"—®[| <R ve |[w’'—-®| <R
dir. Diger taraftan
IAw’ + (1 — D)w" — @|
= IAw' = @) + (1 - DH(w" — D)l
< Aw' =@l + (1 - D]w"” — 2|
<AR+(1-AR
=R
olur. O halde w', w" € X i¢in
w+A-H)w" ex
oldugundan K konvekstir.

Simdi konveksligin bir bagka tanimini verelim:

Tanim 6.2.
Eger bir lineer uzaydaki bir kimenin elemanlarinin ikiser ikiser
birlestiriimesiyle olusan dogru parcgalari yine bu kimeye aitse bu kimeye

konvekstir denir.

Boylece K nin kapalihdi ve konveks oldugu gosterilmis oldu.
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Simdi T operatérintn sirekli ve kompakt oldugunu gdsterelim.

w,W € X olmak lUzere W =Tepw, W = Tep W igin Schmidt esitsizliginin

kullaniimasiyla

W(z)-W(z)| =

Mrvw@)F@wm%wn

< ;Lllw — || 2VaVvmG

2L B
= ﬁm d(w,w)

yazilabilir. Buradan

dw,w) =|w-w| = SIép|W(Z) - W(2)|

2L B
= ﬁ«/ﬁ d(w, w)

olur.

Eger k — oo igin d(w®,w) - 0 olacak sekilde bir {w®}” dizisi olusturulursa,

bu sinirlandirmaya gore
W(k) = T(D,F W(k), W = T(D,F w

goruntu elemanlari igin
2L
dW®,W) < —=VmGd(w®,w
(W, W) 5 Zm a(w®,w)

yazilabilir. k — oo igin
d(TCD,F W(k), TCD,F W) -0

olur. Bu ise Ty ¢ Operatoranin surekli oldugunu gosterir.

Aciklama:
Eger h, = hi(z) fonksiyonlari G da tanimli, sirekli ve |h,| <M seklinde

dizgun sinirli ise bu takdirde

Hu)———ﬂwﬂﬂﬁm
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integrali de G da diizglin sinirli ve biitlin noktalarda ayni dereceden sureklidir.

|hi] <M oldugunda H; larin timU ayni zamanda sinirh ise buna ayni

dereceden sureklidir denir. Boylece asagidaki 6nerme gecerlidir:

Lemma 6.3.
{(w®}” c % dizisi verilsin. Bu takdirde {Tq,'FW(k")}:):l goruntileri yakinsak

olan {w®»)} alt dizisi vardir.

ispat:
Bkz [ 1], sayfa 238.

Te,r Operatora R sinifinin tamaminda tanimhidir. Ayni sonug nedeniyle sinirli
bir dizinin (her k igin ||w®]|| < M) bir alt dizisi vardir ve bu dizinin Tep
operatort altindaki gorintlisti de yakinsak olur. Diger bir ifadeyle Tgr

operatoru tamdir veya kompakttir.

(Ddenvz e Gveherk =1,2,.. igin
[F(zw®)| <M

olur. Diger taraftan W® = Tg, x w® olmasi yani diger bir ifade ile
1 (F(ew®@©)
(k) — R | R S
W = o(z) nﬂ — dédn
G

olmasi nedeniyle {W(")}io dizisi diizglin sinirli ve ayni dereceden sireklidir.

Arzela-Ascoli Teoreminden (Bkz [1], sayfa 432) {W("")}io dizisinin R deki
metrige gore de diizgiin yakinsak olan {W("v)}f;l alt dizisi vardir. Diger
taraftan W) = Tg, zw® olmak tzere T, x operatdri {w("v)}:;1 yakinsak alt

dizisini yine yakinsak {Tq,‘pw("v)}::l alt dizisine dénuistirir.
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K ve Tgr operatorinun ortaya konulan 6zellikleri nedeni ile Schauder sabit
nokta teoremi kullanilabilir. Boylece Tq, p operatorunun sabit noktasi
w = Tq;.'FW

esitligini saglar. Boylece w sabit noktasi
_ 1 ([ F(¢w(D)

integral denkleminin ¢dézimU olur ve @ holomorf bir fonksiyon olmasi

nedeniyle w, G bdlgesinde
ow
37
diferensiyel denklemini saglar.

= F(z,w)

Boylece tespit edilen bir ®(z) holomorf fonksiyonuna karsilik (6.3) integral

denkleminin w ¢ozumunudn var oldugunu gostermis olduk.

Diger yandan, A operatoru Uzerinde detayh bilgi edinmek igin, @ holomorf
fonksiyonunu ve w ¢ézumuinu g6z éndne alalim. Bu durumda

Torw =w
olmak Uzere bir & holomorf fonksiyonuna karsilik gelen bagka bir v ¢ézimi
ele alinirsa

Te W = W
yazilabilir.
Bu denklem her bir bilesen icinde yazilabilir ve kargsilikli bilesenler igin fark

olusturulursa

Fi($, Wiy oo Wig) — F5 (8, W, o Wiy
w;(2)— w,(z)—cb(z)—cb(z)——ff jow W;_Z“W ) tecn

elde edilir. Lipschitz kosulunun da g6z 6nune alinmasiyla buradan

IWU(Z) W, (9

— Z|

|wj(z) WJ(Z)l |CI> (z) — D, (z)| +—ff dédn

yazilabilir. R uzayindaki metrik tanimindan
|<I>j(z) - CTJj(z)| <d(o- )
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|Wv({) - Wv(()l =< d(W - W)

yazilabilir. Boylece
dsd
[
¢ — 2=
Schmidt esitsizliginin kullaniimasiyla
~ L
W ()=(2)| < d(®,B) + = d(w, W)2VTVmG

bulunur.

2mLvmG
V1

=qa
alinirsa

d(w — W) = max sup|wj - v~vj|
I G

<d(®,®) + ad(w— W)
bulunur. Yani
dw —w) < d(®,®) + ad(w — W) (6.4)

yazilabilir.

Simdi G nin mG O6lgustinu 6yle belirleyelim ki integral operatori daralma

kosulunu saglasin. Bu ise bize @ < 1 olmasi gerektigini sdyler.

w ¢bzimuni belirleyen ® veya W ¢ézumini belirleyen & holomorf
fonksiyonlari

Terw =w, Tg,IFW =w

denklemlerinden @ veya ® ya gére ¢dziim yapilarak bunlarin bilesenleri

Fi (¢ ws m
&,(2) = w(2) + ﬂ”@w@ ALCO) .

UF@M«) W (D)

<I> (z) =W;(2) += dédn

(j = 1,2, ...,m) seklinde elde edilir.

Buradan,
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4(®,8) < d(w, ™) (1+ %mLZ\/E\/ﬁ)

=dw,w)(1+ a)
d(®,®) < (1 + a)d(w, W) (6.5)

bulunur.

w = Tgpw integral denkleminin & holomorf fonksiyonu yardimiyla
olusturulan w ¢ézimunu
w = AP
ve benzer sekilde
W = T pW integral denkleminin W ¢ozumina de
w=AP
ile gosterilirse (6.4) den
d(AD,AD) < d (D, D) + ad(Ad, AD)
d(A®,AD) — ad(AD,AD) < d(D, D)
(1 - a)d(AdD,AD) < d(, D)

d(AD,AD) < —— -

(6.6)

ve (6.5) dan
d(®,®) < (1 + a)d(w, W)
d(®, )
1+a
d(o,®)
l1+a
olup bu degerler ve (6.6),(6.7) goz onune alindiginda
d(®, ) d(o,®)
+ 1

ST < d(AD,AD) < —

<d(w,w)

< d(AD,AD) (6.7)

d(A®,AD) < ﬁ d(o,®) (6.8)

(6.8) esitsizliginden A operatoérinun surekliligi elde edilmis olur.
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cp]?") lar G da surekli, G de holomorf fonksiyonlar olmak tizere (dD("))io dizisini
g6z 6niine alalim. Burada ®® = (q>§">, @5,’1‘)) dir.

(CIJ("))io dizisinin R uzayindaki metrige gére & = (d,,..,d,,) vektor
fonksiyonuna yakinsadigini varsayalim. Bu durumda R uzayindaki metrige

g6re tam oldugundan d)gk) lar k — oo igin G da ®; ye dlzgun yakinsar. Yani

k) _
Ill_r)go (Ob ; <1>]

yakinsamasi dizgundur.

Fonksiyonlar teorisinde holomorf fonksiyonlar icin Weierstrass yakinsaklik

teoremine gore ®; limit fonksiyonlari holomorf olmak zorundadir.

(A, C de bir bolge (f,,)7" ise A Uzerinde analitik olan f,, fonksiyonlarinin bir
dizisi olsun. Eger A da bulunan her kapali disk Uzerinde f,, = f yakinsamasi

duzgun ise f, A da analitiktir.)

Simdi w® = Ad® | w = Ad olsun. Bu durumda (6.8) esitsizliginden
1
d(Ad®, AD) < maz(op(k), d) (6.9)

yazilabilir.

k - oo igin @%® - @ oldugundan k - o igin d(®®, @) - 0 olur.

O halde (6.9) dan k - o igin d(A®¥, A®) - 0 olup buradan
AD®) = Wk 5 Ap =w
elde edilir. Bunlarin sonucu olarak A donusumundn surekli oldugunu

sdyleyebiliriz.

A dontsimu tek anlamhdir. Cinki G da slrekli verilen her w = (wy, ..., w,,,)

¢bzUmdinde w; ler

w;j(z) = @;(z) —

dédn

ﬂ Fi(¢, w1(<> wm(o)
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integral denklem sistemini saglar. Bu durumda her w ¢dzimune karsilik

d = (P, ..., d,,) holomorf fonksiyonu tek anlamli olarak belirlenebilir.

Tek anlamlilik nedeni ile A operatorinin A~ tersi vardir. Bu ters donisim

her w ¢oziimiine ® = A~1w seklinde bir holomorf fonksiyon karsilik getirir.

w ¢ozimu ve & holomorf fonksiyonu w =Terw  operatord yardimiyla

birbirine baghdir.

Eger
w=AP, =AW
denirse o zaman (6.8) egitsizliginden
@ < d(AD,AD) < d((}%g)
<(1-a)dww) <dAw,Aw)

olup buradan

d(A tw, A7
( 1Vi " 2 (1-a)dw, W) <d(A'w,A7'W) < (1 + a)d(w, W)
d(A'w, A7) < (1 + a)d(w, W) (6.10)

bulunur.

Boylece (6.10) esitsizliginden de A~ operatoriinin sirekliligi elde edilir.
Ayrica H, A operatori yardimiyla W sinifi Uzerine tek anlamh olarak

donusturulebilir.

O halde tek anlamlilik ve A ve A~ (iki tarafli) sirekliliginden A bir topolojik

donusumdur. Boylece asagidaki dnerme elde edilmis oldu.

A donisimu @ holomorf vektorlerinin H kimesini W ¢ézUmler kimesine
donustlren topolojik bir dontsumddr. Yani
A:H ->W
® 5> AP =w =+ TsF(z,w, h)

dir. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur:
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ow
0z

diferensiyel denkleminin sag tarafindaki F fonksiyonu, (I), (II) ve (III)

=F(z,w,w,)

kosullarini saglasin. L Lipschitz sabiti

L<

K1 ()
esitsizligi saglanacak sekilde secilirse H dan W ye gidecek sekilde A
topolojik yapisi vardir. Bu yapi
ow
0z

diferensiyel denkleminin genel ¢ézimunu olusturur.

=F(z,w,w,)
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7. TARTISMA VE SONUG

Bu tezde, w; = F(z,w,w,) formundaki genel bir kompleks kismi tlrevli
denklem igin sinir deger problemleri tanimlanmig ve ¢oézumler 6nce integral
denklem seklinde ortaya konmus, daha sonra bundan yararlanilarak integral
denklem sistemi olusturulmustur. integral denklem sisteminin ¢éziimunin
varlik ve tekligi uygun kosullar altinda incelenmigtir. Tezin sonunda ¢6zum,

bir operatdrun sabit noktasi olarak elde edilmigtir.

Tezdeki problem Banach uzayinda incelenmis ve Topolojideki Sabit Nokta

Teoremi yogun bir sekilde kullaniimigtir.

ileri bir asama olarak

wz = F(z,w,w;), Rew;|=¢, ¢ €C(CR) Imw(zy) = co
aG
seklindeki sinir deger probleminin ¢ézUmunun varlik ve tekligi, ¢ozimlerin

icinde bulundugu fonksiyon uzay! ve buna bagli olarak norm ya da metrik
degigstirilerek incelenebilir. Bu inceleme sirasinda G bdlgesinin sinirinin
dizglin oldugu kabul edilmektedir. dG siniri duzgin olmadigi zaman
¢Ozumun varlik ve tekligi baska bir arastirma konusudur. Bu tlr problemlerin

incelenmesi icin gerekli temel bilgiler bu tezde verilmigtir.
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