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OZET

DORT BOYUTLU ISING MODELININ CREUTZ ‘CELLULAR AUTOMATON’I
ILE SIMULASYONUNDA HASSASIYETIN ARTIRILMASI

SONMEZ, Esma
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Ziya MERDAN

Ocak 2010, 99 Sayfa

Dort boyutlu Ising model dogrusal boyutu L= 4, 6, 8 olan sonlu boyutlu orgiiler
kullanilarak Creutz Cellular Automaton’dan simiile edildi. Sonsuz orgii kritik
sicakliginda manyetik alinganlik, diizen parametresi ve 0zis1 i¢in sonlu orgii 6l¢ekleme
denklemlerindeki kritik iisler, y=1.0366, ¥ =1.0262, y=1.0216, £=0.4985,
£ =04989, B=0.5004 ve a=-0.0273, a=-0.0272, a=-0.0269, dogrusal
boyutu L= 4, 6, 8 olan sonlu boyutlu orgiiler kullanilarak sirasiyla 7, 14, 21 bagimsiz
simiilasyonlar i¢in hesaplandi. Bagimsiz simiilasyonlarin sayis1 arttigi zaman
y=1.0216, f =0.5004 ve o =-0.0269 kritik iis degerleri y =1, £=0.5 ve a=0"1n
teorik degerleriyle olduk¢a iyi uyum halindedir. Sonsuz 6rgii kritik sicaklik i¢in degerler
T#(0)=6.6788, T#(o0)=6.6798, T (o) =6.6802, T (o0) = 6.6822,
T (o) =6.6819, T (o) = 6.6908 ve T.(o0)=6.6800, T.(o0) = 6.6801, T (o) = 6.6802,
sirastyla manyetik alinganlik maksimumlarinin, 6z1s1 maksimumlarinin fit degerlerinden
ve Binder parametresi egrilerinin kesim noktasindan dogrusal boyutu L= 4, 6, 8 olan

sonlu boyutlu orgiiler kullanilarak sirasiyla 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin
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hesaplandi. Bagimsiz simiilasyon sayisi arttigi zaman 7% (c0) = 6.6802, TC (c0) = 6.6908
ve T.(c0) = 6.6802 'nin elde edilen degerleri renormalizasyon T, = 6.6802, T, = 6.6820

ve Monte Carlo 7, =6.6800, T, = 6.6803 ’lin degerleriyle olduk¢a iyi uyum halindedir.

&

Anahtar Kelimeler: Cellular Automaton, Kritik Us, Sonlu Orgii Olcekleme
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ABSTRACT

INCREASING THE PRECISION IN THE SIMULATION OF THE FOUR -
DIMENSIONAL ISING MODEL ON THE CREUTZ CELLULAR AUTOMATON

SONMEZ, Esma
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics, Mc. Thesis
Supervisor: Assoc Prof. Dr. Ziya MERDAN

January 2010, 99 pages

The four — dimensional Ising model is simulated on the Creutz Cellular automaton using
the finite — size lattice with the linear dimension 4 < L < 8. The critical exponents in the
finite — size scaling relations for the magnetic susceptibility, the order parameter and the

specific heat at the infinite — lattice critical temperature are computed to be ¥ =1.0366,
y=1.0262, y=1.0216, f=0.4985, [=0.4989, [=0.5004 and a=-0.0273,
a=-0.0272, a=-0.0269 using 4<L<8 for 7, 14, 21 independent simulations,

respectively. As the number of independent simulations increase, critical exponents

(y=1.0216,=0.5004 and a=-0.0269) are very good agreement with the

theoretical predictions of y =1, #=0.5 and a =0, respectively. The values for the
critical temperature of infinite lattice T7%(c0)=6.6788, T7(c)=6.6798,
T#(0)=6.6802, T (x)=6.6822, T (x)=6.6819, T (x)=6.6908 and
T (o) = 6.6800, T, (00) = 6.6801, T,(o0) = 6.6802 are obtained from the straight line fits

of the magnetic susceptibility maxima, the specific heat maxima and the intersection

point of Binder parameter curves using 4 < L <8 for the 7, 14 and 21 independent

iv



simulations, respectively. As the number of independent simulations increases, the
obtained results (7% (c0)=6.6802,T° (o) =6.6908 and T, (c0)=6.6802) are in very

good agreement with the renormalization group and Monte Carlo prediction of

T.=6.6802, T, =6.6820 and T, =6.6800, T, = 6.6803, respectively.

Key Words: Cellular Automaton, Critical Exponent, Finite — Size Scaling
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1. GIRIS

Dogada bazi sistemler belirli sartlar altinda faz gecisi yapar. Faz gecisi maddenin bir
durumdan diger bir duruma ani gegisi olarak tanimlanir ve parcaciklar arasi etkilesim
sonucunda meydana gelmektedir. Giinliik hayatta faz gecisine en iyi érnek suyun faz
degistirmesidir. Ancak bunun disinda faz gecisine bir¢cok Ornek verilebilir. Sividan
gaza, paramanyetik fazdan ferromanyetik faza, normaliletken fazdan siiperiletken
faza gecisler en ¢ok bilinen ve deney ortamlarinda gozlenebilen faz gegisleridir (1).
Faz gecislerinin anlasilmasi ve agiklanmasi termodinamik ve istatistik fizigin
arastirma alanlarindan biridir. Termodinamik, faz ve faz gecisinin genel ifadesini

verirken istatistik fizik ¢esitli modellerle faz gecislerini inceleme imkéni1 verir.

Manyetik faz gecisi maddenin miknatislanmasindaki degismeye dayanmaktadir.
Demir (Fe), Kobalt (Co), Nikel (Ni) gibi maddelerin manyetik faz gecisi bilinen en
yaygin orneklerdendir. Herhangi bir maddenin 6l¢iilen manyetik dipol momentinin,
maddenin  hacmine oram1 maddenin miknatislanmasi1  olarak tanimlanir.
Miknatislanmanin kaynagi tamamlanmamig yoriingelerdeki ¢iftlenmemis elektron
spinidir. Manyetik 6zelliklerine bagli olarak maddeler paramanyetik, diyamanyetik
ve ferromanyetik olmak iizere baslica ii¢ sinifa ayrilabilir. Paramanyetik maddeler
siirekli (daimi) manyetik dipol momente sahip atomlardan olusur. Bu momentler
birbirleri ile cok zayif etkilesimde bulunurlar ve bir dis manyetik alan igerisinde
bulunmadiklar1 zaman gelisigiizel yonelmislerdir. Siirekli manyetik dipol momente
sahip atomlarin varligindan dolay1 paramanyetik maddeler pozitif fakat kiiciik bir
manyetik alinganliga sahiptir. Diyamanyetik maddeler siirekli manyetik momente
sahip olmayan atomlardan olusur. Diyamanyetik bir maddeye bir dis manyetik alan
uygulandiginda, uygulanan dis manyetik alana zit yonde zayif bir manyetik moment
olusur. Bu diyamanyetik maddelerin bir miknatis tarafindan zayifca itilmesine neden
olur. Diyamanyetik maddeler ¢ok kiiciik ve negatif bir manyetik alinganlhiga
sahiptirler. Ferromanyetik maddeler ise zayif bir dis alanda dahi birbirine paralel

olarak yonelmeye calisan manyetik momentlere sahiptir. Manyetik momentler bir



kere paralel hale getirildikten sonra dis alan ortamdan kaldirilsa bile madde
miknatislanmis olarak kalir (2). Bu nedenle ferromanyetik maddeler siirekli
miknatislarin yapiminda kullanilir. Ferromanyetik maddelerin miknatislanmasi ayni
zamanda sicakliga bagli bir niceliktir. Maddenin miknatislanmas1 T=0 °K i¢in en
biiyliktiir, buna karsilik sicaklik arttikca maddenin miknatislanmast azalmaktadir.
Cruie sicakligi olarak isimlendirilen bir T, sicakliginda sifir olur. T, nin ustiindeki
sicakliklarda madde paramanyetik fazda bulunur. Bu tez c¢alismanin konusu
manyetik faz gecisleridir ve faz gecisleri icin en iyi istatistik modellerden biri olan

Ising model kullanilmustir.

Ising model; faz gecisi yapan sistemleri temsil eden, ferromanyetik maddelerin
gosterdigi davraniglarin anlasilmasini ve termodinamik niceliklerinin incelenmesini
saglayan, spinler arasi basit etkilesmeleri iceren bir modeldir. Ising modelin
ferromanyetik faz gecisini temsil eden en basit hali spin % Ising modelidir (3). Iki
durumlu ve tek diizen parametreli bir modeldir. Analitik ¢6ziimii 1925 yilinda E.
Ising tarafindan bir boyutlu uzayda yapilmistir (4). D1s manyetik alan yoklugunda iki
boyutlu uzayda ise 1944 yilinda Onsager tarafindan analitik ¢6ziim yapilmistir (5).
Bundan bagka ii¢ durumlu ve iki diizen parametreli bir sistem olan Spin—1 Ising
modeli de arastiricilar tarafindan incelenmektedir (6—15). Spin—1 modeli Blume,
Emery ve Griffiths tarafindan 1971 yilinda tanimlanmistir (6). Bu tez ¢alismasinda

spin ¥2 Ising model kullanilmistir.

Sadece bir ve iki boyutlu uzayda ve dis manyetik alan yoklugunda analitik ¢oziimii
bulunan spin %2 Ising modelin iist boyutlarda heniiz analitik ¢oziimii yapilamamustir.
Bu nedenle istatistiksel sistemlerin sayisal simiilasyon calismalar1 oldukca &nem
kazanmaktadir. Simiilasyon gercek bir sistemin modelini tasarlama siireci ve
sistemin islemesi icin sistemin davranisint anlamak veya degisik goriisleri
degerlendirmek amaciyla bu model iizerinde denemeler yapmaktir. Istatistik
mekanikte bazi problemlerin ¢oziimii tam yapilamazken yaklasik ¢oziim bulmak
miimkiin olabilir. Bu yaklasik c¢oziimlerin dogrulugunu denemek ve desteklemek
acisindan simiilasyon caligmalari olduk¢a Onemlidir (16,17). Yine deneysel

caligmalar esnasinda karsilasilabilecek bircok problemi ortadan kaldirmasi acgisindan



simiilasyon calismalar1 dnem kazanmaktadir. Yani bilgisayar simiilasyon ¢alismalari
teorik ve deneysel caligmalar arasinda bir koprii gorevi gérmektedir. Simiilasyon
caligmalar1 ile fiziksel olaylarin incelenmesinde, model kurulmasi, model gelisiminin
saglanmasi, sonuglarin elde edilmesi ve bu sonuglarin degerlendirilmesi teorik
calismalarin alt yapisint olusturur. Teorik model sisteme uygulanir ve sistemin
fiziksel oOzellikleri hesaplanir. Fiziksel sistemlerin incelenmesi i¢cin bir¢cok model
tanimlanmistir. En yaygin olanlar1 Ising model, Potts modeli, Kiiresel model, Orgii

gaz1 modeli, Percolation modeli ve X-Y ve Heisenberg modelidir.

Monte Carlo ve Molekiil Dinamigi (17,18) istatistik sistemlerin sayisal simiilasyonu,
dolayisi ile faz gegisi ve kritik olay caligmalarinda kullanilan en temel araclardandir.
Monte Carlo yontemi sans karakterli oldugundan bu isimle anilir. Monte Carlo
yaklasiminda rast gele say: iireteci kullanilir. Baslangigta genel olarak spinlerin hepsi
aynt yonli alimir. Bu tiir algoritmalarda sicaklik Onceden bilinmekte ve giris
parametresi olarak kullanilmakta ve sabit sicaklikta biitiin spinler teker teker
durumlarin1 degistirme tesebbiisiinde bulunmaktadir. Tiim orgiideki spinlerin durum
degistirme girisiminde bulunmasi bir Monte Carlo adimim olusturur. Degisiklige
ugrayacak spin, Orgii lizerinde gelisi giizel secilebilir. Herhangi bir konfigiirasyonla

karsilagsma ihtimali Boltzman dagilimina uyacak sekildedir.

Molekiil Dinamigi yontemi Monte Carlo yonteminin bir alternatifidir (19). Molekiil
Dinamigi metodu, ¢ok parcacikli sistemlerin dinamik oOzelliklerini incelemede
kullanilir. Simiilasyon, sistemi olusturan parcaciklarin sabit toplam enerjide klasik
hareket denklemlerini niimerik olarak ¢ozmekten ibarettir. Zamana bagl olarak atom
veya molekiillerin konum, hiz veya yonelimlerinin nasil degistigi bulunur. Klasik bir
dinamik sistem, Hamilton hareket denklemlerinin sayisal integrasyonunu
icermektedir. Molekiil dinamigi 6zellikle kat1 ve sivilarin molekiil yapilari, enerji ve
hareketleri ile ‘bulk’ (parcacik sayisinin sonsuz oldugu durum) 6zelliklerinin ayrintili
bir sekilde arastirllmasina imkan saglamaktadir. Bu yontemde rasgele say1 iireteci

kullanilmamaktadir.



Cok oOnemli ve ¢ok kullanilan algoritmalardan biride, Markov yontemidir ve ilk
olarak 1953 yilinda Metropolis ve arkadaslari tarafindan tiiretilmistir (20).
Metropolis ve arkadaslarinin algoritmasi ile Molekiill Dinamigi arasinda yer alan
diger bir simiilasyon yontemide 1983’te M. Creutz tarafindan gelistirilmistir (21). Bu
yontem gezgin demon modeli olarak bilinmektir. 1986’da M. Creutz iki boyutlu
uzayda Ising modelinin deterministik (belirli bir kurala bagli) bir ‘Cellular
Automaton(CA)’ kurali ile simiilasyonunu gerceklestirmistir (22). ‘Cellular
Automaton’ ilk olarak Neuman ve Ulam tarafindan biyolojik sistemlerin
simiilasyonu icin kullamilmistir (23-25). ‘Cellular Automaton’ O veya 1 degerleri
alabilen bir hiicre veya 0rgii noktalarindan olusur. Bu degerler sabit bir kurala gore
kesikli zaman adimlarinda yenilenir. ‘Cellular automaton’ hiicreleri herhangi bir
boyutta diizenli bir 6rgii lizerinde siralanabilir. Bu model i¢in ilk temel teoriler 1983
yilinda Wolfrom tarafindan verilmistir (25). Fizik, Kimya ve Biyoloji’deki dinamik

sistemler i¢in pek ¢ok uygulamalar vardir.

Ising modelinin ve ¢esitli fizik problemlerin bir CA olarak simiilasyonu Vichniac
tarafindan Onerilmistir (26). Ising modelin simiilasyonu i¢in iki farkli CA algoritmasi
vardir. Bunlardan ilki Vichniac, Pomeau ve Herrman tarafindan sunulan Q2R
algoritmas1 (26-28), ikincisi ise Creutz tarafindan ortaya atilan Creutz ‘cellular
automaton’ olarak bilinmektedir (29). Q2R algoritmasinda simiilasyon siiresince i¢
enerjinin  korundugu  konfigiirasyonlar  iiretilmekte  dolayisiyla  6zis1
hesaplanamamaktadir. Bu sorun i¢ enerji dalgalanmalarinin dikkate alindigi Creutz
‘Cellular Automaton’ ile ortadan kalkmaktadir. Iki boyutlu Ising modelinin tam
¢Oziimii uzay boyutunun kritik iisleri belirlemede 6nemli oldugunu gostermektedir.
Bu sebeple ii¢ veya daha yiiksek boyutlu Ising modelin ¢oziilmesi olduk¢a 6nemlidir.
Ancak ii¢ veya daha yiiksek boyutlu Ising modelin analitik ¢Oziimii miimkiin
olmamugstir. Bu giine kadar boyut etkisi ve teorik sonuglarin dogrulugunu arastirmak
icin d=2 (30-35), 3 (14, 36), 4 (37- 46), 5 (47-50), 6 (16, 51-55), 7 (56-59), ve 8
(59,60) boyutlu Ising modelleri icin simiilasyonlar yapilmistir. Ayrica sonsuz orgiiler
icin Ising modeli teorik olarak ¢oziilebilmekte fakat sonlu orgiiler i¢in tam olarak
cozillememektedir. Ising model i¢in termodinamik niceliklerin sonlu orgiilerdeki

davraniglart Monte Carlo ve Cellular Automaton simiilasyonlar1 ile incelenmis ve



sonsuz Orgii davranislari, sonlu orgii 6lgekleme teorisi yardimiyla belirlenmistir (29—

34, 36-90).

Bu tez calismasinda dort boyutlu Ising model i¢in, dogrusal boyutu L= 4, 6, 8 olan
periyodik sinir sarth orgiilerde ve sonsuz orgii kritik sicakligl yakininda dort ‘bit’ 1i
demonlar kullanilarak Creutz cellular automaton ile simiilasyonlar yapilmistir. Bu
calismada simiilasyon sayisini artirmanin termodinamik nicelikler iizerine etkisi
incelenmistir. L= 4, 6 ve 8 orgiilerinde yapilan simiilasyonlarda enerji giris
parametresi olarak kullamilmustir ve sicaklik, manyetizasyon, manyetik alinganlik,
0z1s1 ve Binder parametresi simiilasyon sonuglarindan elde edilmistir. Sonlu orgii

Olcekleme bagintilar1  kullanilarak, sonsuz oOrgii  kritik sicaklik degerleri,

manyetizasyon (B B ), manyetik alinganlik (7’7 ) ve 0zis1 (0"a ) icin kritik iisler elde
edilmistir. Tez calismasinda elde edilen sonuglardan goriildiigii gibi simiilasyon
sayist artirlldigi zaman elde edilen kritik iis ve kritik sicaklik degerlerinin literatiir

degerleri ile daha uyum icinde oldugu goriilmektedir.



2. TEORI

2.1. Faz Gegisi

Bir elektron spininden olusan i¢ manyetik momentin Bohr magnetonu olarak bilinen

ifadesi;

Uy =——h=927.102J/T @.1)

2m

ile verilir.

Cok sayida elektronu bulunan atomlarda veya iyonlarda, genellikle elektron spinleri
zit yonelecek sekilde c¢iftler olustururlar. Bu da spin manyetik momentinin
birbirlerini yok etmeleri demektir. Fakat tek sayida elektronu bulunan atomlarin en
azindan bir tane ciftlenmemis elektronu ve buna karsilik gelen bir spin manyetik
momenti olmast gerekir. Miknatislanma, tamamlanmamis yoriingelerdeki
ciftlenmemis elektron spiniden kaynaklanmaktadir. Cizelge 2.1.’de goriildiigii gibi
Demir (Fe), Kobalt (Co) ve Nikel (Ni)’de ciftlenmemis i¢ 3d elektronlar

miknatisligin nedenidir.



Cizelge 2.1. Baz1 atomlarin ¢iftlenmemis i¢ 3d elektronlari

Ciftlenmemis Elektron Elektronkurulumu #4s
Atom
3d elektronlari adedi 3d yoriingemsileri |elektronlari

3 v 23 ODDO0O P
5 Cr 24 OODOD
5 Mn 25 ODDDD)
4 Fe 26 DD P
3 Co 27 ODDO0O P
P Ni 28 D000 P
0 Cu 29 OO0000 |1

—

[\

Bilindigi gibi biitiin maddeler az veya ¢ok manyetik 6zellige sahiptir ve manyetizma,
maddenin atom ve kristal yapilarina baglidir. Maddelerin manyetik 6zelliklerinin
biiytikliikleri ve sicaklia bagimliliklar1 farklidir. Manyetik maddeler uygulanan
manyetik alana karsi davraniglarima gore simiflandirilabilir. Manyetizmanin bazi

tiirleri sunlardir:

a) Diyamanyetizma

b) Paramanyetizma

c¢) Ferromanyetizma

d) Ferrimanyetizma

e) Antiferromanyetizma

f) Zorlanmis ferromanyetizma



a) Diyamanyetik maddeler, manyetik momente sahip degildirler, dis manyetik alan
tarafindan zayifca itilirler; tiim elektronlar c¢iftlenmistir. Ornek olarak H,0, Cu

k), N2, BaSO4 Bi, Hg, Ag, Pb, elmas, NaCl verilebilir.

b) Paramanyetik maddeler, manyetik alan tarafindan zayifca ¢ekilirler, ciftlenmemis
elektronlara sahiptirler. Elektronlarin spin ve orbital hareketleri manyetizmay1
dogurur. Dis manyetik alan kalktiginda manyetizmalar1 yok olur. Ciftlenmemis

elektron sayisi arttikca paramanyetik 6zellik artar. Ornek olarak 02, Gd, Mg Al,

Pt, U, Na, verilebilir.

¢) Ferromanyetik maddeler, belirli bir sicaklifin (Curie sicakligi) altinda kalici
manyetik Ozellige sahiptirler; kalict manyetik 6zelligi paramanyetizmanin 1000
kat1 daha biiyiiktiir, atomlarin manyetik momentleri aym1 dogrultuda yonlenmistir,
dis manyetik alan kalktiginda manyetik 6zelliklerini korurlar. Ornek olarak Fe, Ni,

Co, celik verilebilir.

d) Ferrimanyetik maddeler, kristal icindeki iyonlarin manyetik momentleri
antiparalel yonelmistir, birbirlerini tamamen yok etmemistir, net manyetik

moment hala mevcuttur. Ornek olarak magnetit (Fe;O,4) verilebilir.

e) Antiferromanyetik maddeler, yonelmeleri sonucu atom veya iyonlarin manyetik

momentleri birbirlerini yok eder, net manyetik moment sifirdir.

f) Zorlanmis ferromanyetik maddeler, spinleri bir kuvvet uygulanarak paralel hale

getirilmis antiferromanyetik maddelerdir.

Kendiliginden  miknatislanma  ferromanyetizmanin  tanimlayict  ozelligidir.
Ferromanyetizma son yoriingesinde elektron c¢iftlenimi olmayan atomlarda, tek

kalmis elektronun spininden kaynaklanir. Ferromanyetik maddeler, zayif bir dig



manyetik alanda bile birbirine paralel olarak yonelmeye calisan atomik manyetik
dipol momentlere sahiptirler. Manyetik dipol momentler paralel hale getirildikten
sonra, dis alan ortamdan kaldirilsa bile madde miknatislanmis olarak kalacaktir. Bu
siirekli yonelim komsu olan manyetik momentler arasindaki etkilesimden
kaynaklanir. Ferromanyetik maddelerde ne kadar ¢cok spin ayni yone yonelirse spin
sisteminin etkilesme enerjisi de o kadar diisiik olacaktir. Ferromanyetizma ayni
zamanda sicakliga bagli bir ozelliktir. Sicaklik mutlak sifira (0 °K) ulastiginda
spinlerin hepsi ayni yondedir ve sistem en diisiik enerji durumundadir. Bu sistem
ferromanyetiktir. Sistemin T sicakligi ylikselirken spinlerde rastgele yonelmeye
baglar. Yani maddenin miknatislanmasi azalarak Curie sicakligi adi verilen T,
sicakliginda sifir olur. Curie sicakliginin iistiindeki sicakliklarda spinler rastgele
yoneldiklerinden dolayr madde paramanyetik fazda bulunur. Bu durumda sicakliktan
kaynaklanan hareketler, komsu atomlar arasi etkilesmelerden ileri gelen kuvvetleri
yenecek kadar biiylir. Kritik sicaklik disardan uygulanan manyetik alanla
degistirilebilir. D1g alanin varligi kritik sicakligin degerini biiyiitiir. Yani madde daha
yiiksek sicaklikta faz degistirir. Ornegin oda sicaklifindaki demir cubuk
incelendiginde sicaklik artarken sifir manyetik alandaki kendiliginden
manyetizasyonun (My) azaldig1 goriiliir. Eger sicaklik kritik sicakliga (T.) ytikselirse
Sekil 2.1.’de goriildiigii gibi My sifira gider ve M(H), h=0’da sonsuz egimli siirekli

bir fonksiyon haline gelir

M M
14 14
Mg
-M
1 -1
(a) (b)



M

»H

(©
Sekil 2.1. M(H) grafikleri; a)T<T., b)T=T., ¢)T>T.

Eger sicaklik daha da artarsa M(H) siirekli bir fonksiyon olarak kalir ve h=0’da
analitiktir (Sekil 2.1.c.) Bu tespitler Sekil 2.2.’deki (T, H) diizleminde kolayca

Ozetlenebilir.

—y

%

Sekil 2.2. (T, H) yar diizlemi

Hat boyunca M siireksiz diger yerlerde H ve T’nin analitik bir fonksiyonudur.
Sicaklik ekseni boyunca 0’dan T.ye bir hat vardir. Manyetizasyon (M) hattin
sagindaki tiim noktalarda, H'nin ve T’nin analitik bir fonksiyonudur. Hat iizerinde
ise siireksizdir. Bu hatta ‘faz gecis cizgisi’ denir. (T, 0) son noktas: ‘kritik nokta’
olarak bilinir. M(H, T) fonksiyonu bu noktada iraksak olmalidir. Kendiliginden

manyetizasyon T nin fonksiyonudur ve H’nin pozitif degerleri icin;

10



M,(T) = }%1_{51 M(H,T)

limiti ile tammmlanir. Kritik sicakligin altinda (T<T,) pozitif, kritik sicakligin iistiinde

(T>T,) ise sifirdir (Sekil 2.3.)

[]

' s

Mo

.

0 Tc "T

Sekil 2.3. h=0’da kendiliginden manyetizasyon IM/I’nin sicaklikla degisimi

Paramanyetik maddeler bir dis alan icerisine konuldugu zaman atomik dipoller alan
yoniine yonelmeye zorlanirlar. Bu durumda madde miknatislanmis olur. Eger dig
manyetik alan kaldirilirsa manyetik dipol momentler eski hallerini alirlar. Atomlari,
siirekli manyetik dipol momente sahip olmayan maddelere ise diamanyetik maddeler
denir. Faz gecisi yapan bir maddede T ye yakin T sicaklig1 i¢in diizene olan egilim
ile diizensizlige olan egilim hemen hemen birbirini dengeler. T<T. durumunda diizen
baskin cikar ve bu diizenli faz ferromanyetik haldir. T>T, durumunda ise diizensizlik

baskin olur ve diizensiz faz paramanyetik hal olarak bilinir (1-3).

2.2. Termodinamik Nicelikler

Termodinamik nicelikler genel olarak spin basina serbest enerjiden elde edilmektedir

ve serbest enerji asagidaki gibi tanimlanabilir:

f(H, T)= -kTN'logZ(H, T) 2.2)

11



Serbest enerjiye bagli olarak termodinamik nicelikler asagidaki ifadelerle

tanimlanmaktadir:
H,(H,T)=—kT’ i(f(H’T)j (2.3)
oT\ kT
C(H,T) —iH (H,T) (2.4)
oo '
_ 0 (f(H,T)
M(H,T)= H (—kT j (2.5)
(H,T) —iM(H T) (2.6)
Z s - aH ) .

Burada Hj i¢ enerji, C 6z1s1, M miknatislanma ve % ise manyetik alinganliktir.

Manyetizasyon cinsinden ifade edilebilen bir nicelik olan Binder kiimiilant1 (g L) ise

asagidaki ifade ile tanimlanir (61).
g, =1-(M*)/(3(M*)?) @.7)

Farkli uzunlukta orgiiler icin binder kiimiilantinin sicaklikla degisimine bakildiginda
farkli orgiilere ait verilerin bir sicaklikta kesistigi goriiliir. Bu kesim noktasina

karsilik gelen sicaklik, 7, (c) sonsuz orgii kritik sicakligidur.

Ikinci derece faz gecislerinde miknatislanma diizen parametresi ismini alir. Faz
gecisi serbest enerji veya onun tiirevlerinde singiilerlik (iraksama) olustugunda
ortaya c¢ikar. Ising model faz gecisi yapabilen sistemleri temsil eden bir modeldir.

Ikili alasim, 6rgii gazi modelleri uygun parametrelerle Ising modele 6zdes hale

12



getirilebilir. Fiziksel sistemlerin disinda bir¢ok alandaki problemler de Ising modelle

coziilebilir. Bu nedenle Ising modelin ¢6ziimii olduk¢a 6nem kazanmaktadir.
2.3. Serbest Enerji, i¢ Enerji ve Ozisi

Termodinamik limitte spin basina serbest enerji;

f(H,T)=—kT lim N'InZ,(H,T) (2.8)

seklinde ifade edilir. Burada N — oo termodinamik limitte islem yapildigim
gostermektedir. Klasik bir sistem biiyilk hacim (V) icerisinde ¢ok sayida (N)
molekiiliin kompozisyonu olarak diisiiniilebilir. N ve V’nin biiyiikliigiiniin genel
olarak N=10% ve V=10% oldugu diisiiniiliir. N ve V cok biiyiik sayilar oldugundan
bir limit durumu goz Oniine almak uygundur. Bu limit ‘termodinamik limit’ olarak
bilinmektedir. v=V/N 6zgiil hacmi sonlu bir say1 olacak sekilde termodinamik limitte
parcacik sayisi ve hacim sonsuza gider (N — oo ,V — o). Fiziksel olarak biiyiik
sistemlerin serbest enerjilerinin sistemin biiyiikliigi ile orantili olmasi beklenir.
Orgiiniin eni, boyu ve yiiksekliginin aym1 anda ya da sirasiyla sonsuza gitmesi
durumunda termodinamik limit ayni sonucu verir. Termodinamik nicelikler spin
basina serbest enerjiden elde edilmektedir. Termodinamik limitte (N — o)
manyetizasyon ve i¢ enerji serbest enerjinin dig alan ve sicakliga gore birinci
tirevinden elde edilmektedir. X(S;) sistemin S; durumuna karsilik gelen toplam
enerji, icenerji (Hi=<E>) veya miknatislanma gibi gozlenebilir bir nicelik olmak

lizere

(X)=2Z"sX(s)exp|-E(s)/kT] (2.9)

seklinde tanimlanir (77). Burada;

13



H, =<E >=Z">"E(s)exp[- E(s)/kT] (2.10)

ifadesi yazilabilir. Esitlik 2.9 ve 2.10’u kullanarak i¢ enerji ifadesi Esitlik 2.11

seklinde tanimlanir.

H, :sz%an (2.11)
H, :_szaiT(%j (2.12)

Diger taraftan spin basina 6zi1s1 ise

oH,

C(H.,T)= T

(2.13)

ifadesi ile verilir. Voronel 1963 yilinda argonun T, yakininda sabit hacimde 6zisisin1
Olcmiistiir. Klasik teori 6zisisinin sadece kritik noktada siireksiz sicramaya sahip

oldugunu tahmin eder.

C,(TC™)#C,(TC*) (2.14)

Ozis1 diiz olarak artar, kritik sicakligin her iki yaninda ani bir hizla artar.

Kritik sicaklikta C,’nin bir pike sahip olup olmadigi veya sonsuzda iraksayip
rraksamadi81 olduk¢a onemlidir. Onsager 6zisty1 C, (T') = Aln(t) + sonlu belirsizlik

terimleri seklinde tanimlar.
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o= 0 (log) olmas1 6zisinin singiiler olmayan bir kisma sahip olmasindandir. Ozis1
T< T, i¢in o ve T>T. i¢in a seklinde iki iis ile tanimlanir. Teorik ve deneysel olarak

o = o oldugu ispatlanmustir.

2.4. ikinci Derece Faz Gegisi

Ikinci derece faz gegisleri, serbest enerjinin birinci tiirevinin siirekliligi, ikinci
tiirevinin siireksizligi ile tanimlamr. ikinci derece faz gecisini Fe, Co ve Ni gibi
manyetik malzemelerde goriilen ferromanyetizmadan paramanyetizmaya, ikili
alagimlarda goriilen diizenden diizensizlige ve siiper akiskanlarda goriilen siiper
akiskandan akigkana faz gecislerinde gormek miimkiindiir. Bu tiir sistemlerde,
paramanyetik ve ferromanyetik fazi1 karakterize eden diizen parametresi
manyetizasyondur. Herhangi bir manyetik sistem icin faz gecis sicakligi civarinda
manyetizasyon ve i¢ enerjide goriilen siirekliligin yani sira alinganlik ve 6zisida
goriilen 1raksama ikinci derece faz gecisinin karakteristik ozelligidir. Sistemdeki bu
tiir 1raksamalar kritik iislerle karakterize edilir. lkinci derece faz gecislerinin
karakteristik bir diger ozelligi ise, korelasyon uzunlugunun faz gec¢is noktasinda
sonsuza gitmesidir. Simiilasyon caligmalarinin sonlu sistemlerde yapilabilmesi
zorunlulugu, ikinci derece faz gegislerinde beklenen sonsuz korelasyon uzunlugunun
orgii boyu ile sinirlanmasini beraberinde getirmektedir. Bunun sonucu olarak, sonsuz
hacim limitinde, ge¢is noktasinda, termodinamik niceliklerde ortaya ¢ikan sonsuz

degerler orgii biiyiikliigiine bagl olarak sonlu degerlere sahip olur.
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3. ISING MODEL

Ising model spinler arasi etkilesmeleri iceren ferromanyetik maddelerin
termodinamik niceliklerinin incelenmesini saglayan bir modeldir. Bu modelde
incelenen sistem Orgii konumlari adi verilen N tane sabit noktadan olusan, d boyutlu
periyodik bir oOrgiidiir. Genel Ising modelin diizenli bir Orgiiniin koselerinde
bulunmaya zorlanmis spinlerden olustugu diisiiniiliir. Orgiiniin geometrik yapisi iki
boyutta kare veya iicgen iic boyutta kiibik veya hekzogonal, dort boyutta hiper
kiibikdir.

oO———oO
1-boyutlu

2-boyutlu

3-boyutlu

- o
o
o o

Sekil 3.1. d=1, 2, 3 ve 4 boyutlu orgiilerin geometrik yapilar1 ve izdiistimleri

Spinler i=1, 2, 3, 4, ........ N indisi ile isaretlenir ve her bir 6rgii konumuna +1 veya -1
degerinden birisini alabilen N tane spin degiskeni takilmistir. Her bir spin bir
bolgenin tiim etkilesmelerini iceren net manyetik momenti temsil eder. Sistemde tek
degisken spindir ve S; simgesi ile gosterilir. S;=+1 ise 1. 6rgii konumunun spin yukari
(eksene paralel) durumda oldugu, Sij=-1 ise i. 6rgii konumunun spin asagr durumda
oldugu anlasilir. Verilen bir {S;} kiimesi biitiin sistemin konfigiirasyonunu belirler.

Konfigiirasyona sahip olan bir sistemin enerjisi asagidaki gibi tanmimlanmaktadir:

E,=—3% J,SS, —H%Si 3.1)

<ij> LR



Burada I alt indisi Ising enerjiyi <ij> yakin komsular gesitleri iizerinden toplami
gostermektedir. J;; en yakin komsu etkilesme sabiti ve H dis manyetik alan olarak
verilmektedir. Etkilesmenin izotropik oldugu durumda Jj=J alinmaktadir. J>0
ferromanyetizma, J<O0 ise antiferromanyetizma durumuna karsilik gelmektedir. Ising
modelde biitiin termodinamik fonksiyonlar E; enerjili miimkiin konfigiirasyon
tizerinden hesaplanmaktadir.{S;} spin kiimesi mikrokanonik topluluk kavramina

uymaktadir fakat analitik caligmalarinda kanonik topluluk kullanilmaktadir (37).

3.1 Dort Boyutlu Ising Model

Ising evrensellik sinifi icin iist kritik boyut dorttiir (d'=4). Dért boyutlu Ising
modelinin kesin sonucu bilinmediginden dolayr niimerik c¢alismalar oldukca
onemlidir. Monte Carlo simiilasyonlar1 dort boyutlu Ising modelinin kritik
ozelliklerini arastirmak i¢in kullanilmaktadir. Renormalizasyon grup yaklasimu, iist
kritik boyutun altinda kritik olaymn anlasilmasinda oldukca basarili olmustur. Ust
kritik boyutun iistii icin ortalama alan teorisi gegerlidir. Renormalizasyon grup
teorisine gore ist kritik boyutta (d'=4) ortalama alan davramsma logaritmik
diizeltmeler gereklidir. Kuvvet kanunu 1raksamalari i¢in bu tahmin edilen logaritmik
diizeltmeler, dort boyutlu Ising modelinin ilk seri acilim sonuglarinda ortalama alan
degerlerinden kritik iistlerin belirli sapmalarin1 izah etmek i¢in kullanilmistir. Bu
Monte Carlo sonuglar1 ortalama alan teorisi i¢in logaritmik diizeltmeleri ve sira dis1
davranigin bazi kanitlarin1 gostermektedir. Fakat modelin sonlu o6rgii dlgekleme
analizinde sistematiklik yoktur ve sonlu sistemlerin dogrudan Monte Carlo
simiilasyonlartyla bu etkileri gozlemek ilginglik arz etmektedir. Dort boyutlu Isig
model ger¢cek manyetik sistemlere uygulanmamasina ragmen iist kritik boyutta
logaritmik diizeltme olasiliginin bir genel durum olusturmas: beklenilmektedir. Ust
kritik boyut ii¢ oldugu zaman bu logaritmik diizeltmeler gercekte deneysel olarak
gozlenebilir. Ustelik dort boyutlu Ising modelinin sonuglar1 sonlu 6rgii dlcekleme

teorisi i¢in ilginclik gostermektedir (16).
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3.2. Ising Mogelin Simiilasyonu Icin Algoritmalar

Bir¢ok fiziksel problem Ising modeli ile incelenebilmektedir. Ferromanyetik
maddeler bu model ile modellenmekte ve termodinamik 6zellikleri incelenmektedir.
Faz gecisi gosteren sistemler icin ortaya konulan modellerin analitik ¢6ziimleri zor
ve cok az durumda basarili oldugundan dolay1 bu sistemleri ele almakta bilgisayar
simiilasyonlart1 kullanilmas1 olduk¢ca dogaldir. Faz gecisi ve kritik olay
caligmalarinda ilerlemenin biiyilk bir kismu bilgisayar simiilasyon sonuclari

sayesindedir.

Monte Carlo ve Molekiil Dinamigi ilk simiilasyon ¢alismalar1 olarak bilinir. Molekiil
Dinamiginde ilk simiilasyon teknikleri, tanimlanan bir sistem i¢inde hareket boyunca
enerjinin sabit kalmasi1 diisiiniilerek ortaya ¢cikmustir. Sabit toplam enerjide klasik
hareket denklemlerini niimerik olarak ¢6zmekten ibarettir. Mikrokanonik kiimede
parcacik sayist (N), hacim (V) ve toplam enerji (E) sabit olarak alinir. Etkilesme
potansiyellerinin bilinmesi pargaciklar iizerine etkiyen kuvvetlerin hesaplanmasini
saglar. Sonra mikrokanonik topluluk i¢in bir At zaman adiminda Newton hareket
denklemleri ¢oziiliir. Kisa bir zaman sonrasinda i. parcacigin X; koordinatlar1 ve V;

hizlar1 asagidaki ifadelere gore bulunabilir.

Xi(t+At) =X (1) + Vi(t) At (3.2)

Vi(t+ At) =V; () +

%At (3.3)

Bu sistemde sonug alabilmek icin sisteme uygun potansiyellerin secilmesi ve hareket

denklemlerini ¢6zecek algoritmanin iyi kurulmasi gerekmektedir.

Molekiil dinamigi icin 6yle bir hiicre tanimlanmalidir ki parcacik sayisi ve hiicrenin

hacmi korunuyor olsun. Boyle bir sistem i¢in toplam kinetik enerji;
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ve sistemin potansiyel enerjisi;

Um=YUe)

i<j

(3.4)

(3.5)

Burada 1y, 1. ve j. parcaciklar arasindaki mesafeyi gostermektedir. BOyle bir sistemin

Hamiltonyeni;

1 Piz
HZEZZ+ZU("’)

i<j

olur. Sistemin hareket denklemi ise;

dr dP,
m—=P ve —=)>» F(r,
de ' dt ; i)
olur.

(3.6)

(3.7)

Molekiil Dinamigi arasinda yer alan simiilasyon c¢alismalarinin temeli, ilk olarak

1953 yilinda Metropolis ve arkadaslar1 tarafindan ortaya konulan algoritmaya

dayanmaktadir (20).

Bu simiilasyon caligmalar1 zamanla gelistirilmis ve bircok yeni simiilasyon metodu

ile algoritma ortaya ¢ikmistir.
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3.2.1. Metropolis Algoritmasi

Metropolis ve arkadaslar1 tarafindan 1953 yilinda gelistirilen bu algoritma Markov
yontemi ile Kkonfigiirasyonlar iiretir. Markov yoOntemi sistemin var olan
konfigiirasyonundan yeni konfigiirasyonlar iiretir. Sistemin spin konumlarinin o

durumundan o' durumuna degisimi ile sistemin enerjisindeki degisim hesaplanir.

Enerji degisimi pozitif ise yeni konfigiirasyon e (Ev~£e) jhtimali ile kabul eder.

Yani ;

E, <E,

A—le—B(Ea/—Eu) Ea' > Ea (3-8)

Burada A normalizasayon sabitidir. ZP(a — a’) =1 denklemini saglamak igin

secilir. Metropolis algoritmasinin basarisinin temel sebebi pratik uygulamasinin
oldukca acik olmasidir. Simiilasyonda ilk olarak tek spin ters ¢evrilmeye ugrasilir.
Bu spin rasgele secilir ya da ornek spinlerden her biri ters ¢evrilebilir. Daha sonra
eski ve yeni enerjiler karsilastirilir. Bir spinin ters cevrilmesi iizerine enerji degisimi
sadece komsu spin degerlerine baghdir. Bilgisayar yoluyla yeni konfigiirasyon

verilen olasiliga gore kabul ya da ret edilir.
3.2.2. Swendsen-Wang Algoritmasi

Spin kiimesi ‘cluster’ algoritmalarindan biri olan Swendsen-Wang algoritmast 1987
yilinda Swendsen ve Wang tarafindan sunulmustur (19). Spinlerin kendiliginden ters
cevrilmesi ve spin kiimelerinin ‘cluster’ seklinin belirlenmesine sistemin kendisinin
karar vermesi fikrine dayanan ilk basarili calismadir. Bu Ising modele de
uygulanabilen bir algoritmadir. Oncelikle en yakin komsu 1 ve m hiicresi segilir. Bu 1
ve m hiicreleri arasindaki katkilarin ¢ikarildigr eskisine esit yeni bir hamiltonyen

tanimlanir. Daha sonra S; ve S, spinlerinin ayn1 ya da zit yonde olmalarina gore bu
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hamiltonyene uyan iilesim (partition) fonksiyonu hesaplanir. Swendsen-Wang spin

temsilinden bag temsiline gecen ve tekrar geri donen bir algoritma teklif etmislerdir.

Bu algoritma soyledir:

1) Bir spin konumu alinir. Ayn1 yonde olanlar birlestirilerek bir baglantilar ag:

olusturulur.

ii) Bu baglantilar 1—e*” ihtimali ile korunur veya e*# ihtimali ile silinir. Bu

basamak biiyiik spin kiimelerini iki ya da daha fazla kii¢iik spin kiimesine boler.

ii1) Temel birimler olarak yeni daha kii¢iik spin kiimelerinin yonelimleri ele alinir ve

esit olasilikla rasgele olarak asag1 veya yukar1 yonlendirilir.

iv) Son olarak, yeniden yonlendirilmis spin kiimelerinden baslangigtaki spin orgiisii

yeniden olusturulur.

Biitiin bu islemler, sistem i¢in bir Monte Carlo yineleme (tekrarlama) basamagi
olarak kabul edilir. Benzer iki spin arasindaki bagin silinmesinin miimkiin olmasi ve
herhangi bir durum tek basamakta baska birinden elde edildiginden, bu islemin

girilebilirlik kriterini destekledigi anlagilmaktadir.

3.2.3. Wolff Algoritmasi

Spin kiimesi algoritmalarindan digeri olan Wolff algoritmasi 1989 yilinda Wolff
tarafindan tanimlanmistir. Swendsen-Wang algoritmasinin mantigina benzer bir
algoritmadir ve kritik yavaslama problemini tamamen ortadan kaldirmaktadir. Bu

algoritma bir Ising sistemi i¢in tanimlanmistir. Wolff algoritmasinin yineleme
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basamag bir spin kiimesinde bulunan spinlerin yon degistirmesi islemini icerir. Bu

algoritma soyledir:

Orgii iizerinde rasgele bir 1 hiicresi secilir.

Biitiin komsu j hiicreleri ziyaret edilir ve P, (S,.S j)El—emm(O'ws’S/ )

ihtimaliyle j
orgiisii 1’y1 iceren spin kiimesine eklenir. Ferromanyetik bir model i¢in eger spinler

zit yonde iseler Py sifir ve spinler ayni yonde iseler 1—e¢*” dir.

1’li spin kiimesi ile birlesen yeni hiicrelerin her biri j indisine esit alinarak ikinci

basamak tekrarlanir.
Daha fazla yeni hiicre ekleninceye kadar ii¢iincii basamak tekrarlanir.

Spin kiimesindeki biitiin hiicrelere ait spinler yon degistirir ve islem tamamlanir.

Wolff algoritmasi Swendsen-Wang algoritmasi ile oldukca benzerdir. Spin kiimesine
yeni bir spin baglanma ihtimali Swendsen-Wang algoritmasinda bir bag1 yakalama
ihtimali ile aymdir. Iki algoritmada da spin kiimesinin artis1 aym ortalama
tizerindedir. Fakat Swendsen-Wang algoritmasinda biitiin spin kiimelerinde her
basamakta bir spin yon degistirir. Wolff yonteminde ise o sadece baslama spini
iceren spin kiimesidir. Bu daha biiyiik spin kiimelerinin bu islemde daha sik boyle
yon degistirdiklerini gostermektedir. Bu biiyiik spin kiimelerinde algoritmay1 daha

etkin yapar.

3.2.4. Creutz’ un Gezgin ‘Demon’ Algoritmasi

1983 yilinda M. Creutz tarafindan gelistirilen simiilasyon yontemi Metropolis ve
arkadaslarinin algoritmasi ile molekiil dinamigi arasmna girmistir (21). Oncelikle

‘demon’ (spine eslenik momentum) denilen bir serbestlik derecesi tanimlanmaktadir.
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Bu yeni degisken molekiil dinamigindeki eslenik momentumun benzeridir. Molekiil
dinamigindeki eslenik momentum kinetik enerjinin hesaplanmasinda kullanilmasina
benzer sekilde ‘demon’da kinetik enerji tasir. Sistemin toplam enerjisi korunacak
sekilde gezgin ‘demon’ rasgele olarak spinleri ziyaret eder. Demon bir hiicreye
ulastigl zaman uygun bir spini ters ¢evirmek i¢in girisimde bulunur. Eger spinin
enerjisi diisitkse ‘demon’ spine enerji aktarir ve spinin ters cevrilmesine yetecek
kadar enerji aktarilmissa spin ters cevrilir. Aksi takdirde baska uygun bir hiicredeki
spini ters cevirmek ic¢in hareket eder. Demon, enerjisini iistel olarak aktarir. Biiyiik
sistemlerde demonun enerjisi toplam enerjinin sadece kiigiik bir kismini1 gosterir.
Demon’un spinleri rasgele ziyaret etmesinden dolayr bu algoritmaya Creutz’ un
gezgin ‘demon’ algoritmasi denir. Bu algoritmada tek bir gezgin ‘demon’

kullanilabilecegi gibi birden fazla gezgin ‘demon’ da kullanilabilir.

3.2.5. ‘Cellular Automaton’lar

1983 yilinda ilk temel teorisi Wolfram tarafindan verilen ‘Cellular automaton’lar ilk
olarak Neuman ve Ulam tarafindan ‘cellular space’ adi ile biyolojik sistemlerin
simiilasyonu i¢in Onerilmistir (23-25). Kinetik enerji terimi igeren dinamik Ising
modeli ve diger orgii spin sistemleri basit bir ‘cellular automaton’ problemi olarak
ele alinmaktadir. Daha genel olarak makroskobik seviyede her hiicre bir¢ok molekiil
ihtiva eden bir bolgeyi temsil edebilir ve onun degeri birkag¢ farklt miimkiin fazlardan
birini temsil edebilir. ‘CA’ bu sekliyle dogrusal olmayan kimyasal sistemler i¢in
kesikli modeller olarak kullanilmistir. ‘CA’larda uzay ve zaman kesikli degerlere
sahiptir. Sonsuza kadar genisletilebilen diizenli hiicreler orgiisiinden olusur. Orgiiniin
her bir hiicresinde kesikli degerler alabilen degiskenler yer almaktadir. Bir ‘CA’ bu
hiicre degiskenlerinin degerleri ile belirlenmektedir. Genel olarak basit bir ‘cellular
automaton’ 0 veya 1 degerli hiicre veya sitelerin bir satirindan olusur. Bu degerler
kesikli her zaman adimi sirasinda yenilenir. ‘Cellular automaton’un kesikli zaman
adimlarindaki gelisimi sirasinda bir hiicre degiskeni bolgesel bir kurala uyarak bir
onceki zaman adiminda kendisi ve kendisine komsu hiicrelerdeki degiskenlerin
degerlerine bagli olarak yeni degerini alir. Bir hiicrenin komsusu ifadesi ile kendisi

ve kendisine en yakin komsu hiicreler kastedilmektedir. Hiicrenin herhangi bir zaman
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adimindaki degiskenlerinin degerleri 6zdes bir kural yardimiyla es zamanli olarak
elde edilmektedir. Bir boyutlu ‘CA’larda bir hiicrenin bir sonraki zaman adiminda
alacagi degeri belirleyen bolgesel kural, en yakin ii¢ hiicre degerinin fonksiyonu
olarak tanimlanmaktadir. 1. konumdaki bir hiicrenin degeri a; ile verilirse bu hiicrenin

yeni degerini veren kural;

/" = flat,.al al,) (3.9)

seklinde ifade edilebilir. Bu ifadede f kurali aciklayan bir fonksiyondur. Herhangi

bir fiziksel sistem icin cellular automaton ile bir model olusturulurken;

1) Sistemin yapisina uygun diizenli bir orgii (6rnegin iki boyutta kare, ilicgen, ii¢

boyutta kiip, daha yiiksek boyutlarda soyut kiip) secilir.

ii) Orgilyii olusturan hiicrelerin sahip olabilecegi hallere karsilik gelen degisken veya

degiskenler belirlenir.

iii) Hiicrelerin birbiriyle etkilesme seklini ve gelisimini saglayan bir bolgesel kural

tanimlanir.

Fiziksel sistemlerin yani sira biyoloji, kimya ve sosyal bilimlerdeki bir¢cok problem
bir ‘cellular automaton’ olarak incelenebilmektedir. Biyolojide DNA’nin kopyasini
yapan fonksiyonun bulunmasi, kalbin hizli ya da yavas carpmasi, ‘filamentous’
organizmalarinin biiyiitiilmesi ‘CA’ ile modellenmistir. Kimyada ise uzaysal
diffiizyon ile c¢iftlenmis reaksiyonlarin bir agini iceren lineer olmayan kimyasal

sistemler ‘CA’ olarak modellenmistir (25).

24



3.2.6. Q2R ‘Cellular Automaton’1

Q2R algoritmasinda rasgele bir konfigiirasyonla hesaba baslanir. Spin-spin etkilesme
enerjisi (Ising enerji veya i¢ enerji ) sistemin toplam enerjisine karsilik gelmektedir.
Orgiiniin her bir hiicresi, +1 ve -1 degerini alabilen bir spin ile isgal edilir. Her zaman
basamaginda, eger degisecek spin aymi sayida paralel ve paralel olmayan komsu
spine sahipse isaretini degistirir. BoOylece ters donen spin sistemin enerjisini
degistirmez. Simiilasyonun bu tipi sabit enerjili mikrokanonik kiimeye uyar. Sabit
sicaklikli kanonik kiimeye uymaz. Bir kerede biitiin spinler yenilenmez. Orgii iki alt
orgiiye boliiniir. Once bir yaris1 daha sonra diger yarisi yenilenir. Hicbir manyetik
alan dikkate alinmaz. I¢ enerji biitiin simiilasyon siiresince sabit kaldigindan 6z1s1

enerji dalgalanmalar1 kullanilarak hesaplanamamaktadir (26-27).

3.2.7. Creutz ‘Cellular Automaton’1

1986 yilinda M. Creutz tarafindan gelistirilen simiilasyon yontemi Metropolis ve
arkadaslarinin algoritmasi ile molekiil dinamigi arasina girmistir (22). Creutz Ising
modelde i¢ enerji ile spine eslik eden momentuma karsilik gelen kinetik enerjinin
toplam1  korunur.  Boylece  Creutz  algoritmast  kullanilarak  {retilen
konfigiirasyonlardan i¢ enerjiye bagl termodinamik nicelikleri hesaplamak miimkiin
olmaktadir. Ustelik bu algoritma yaygm MC metodlarindan on kat daha hizh

caligsmakta ve yiiksek kalitede rastgele sayi iiretecine gereksinim duymamaktadir.

CCA algoritmast kullanilarak dis manyetik alan yoklugunda iki ve ii¢ boyutlu Ising
modelde yapilan hesaplamalar algoritmanin 2 <d <8 boyutlu uzaylardaki Ising
modellerinin simiilasyonlarinda oldukca basarili oldugunu gostermistir (10-16, 29—
60). Bu algoritmadan tiiretilen cesitli algoritmalar dis alan (23), ikinci derece en
yakin komsu etkilesme ve dort spin etkilesim terimleri igeren Ising model
problemlerine uygulanmis ve literatiirle uyumlu sonuglar elde edilmistir (32-33). Bu
tez calismasinda Creutz ‘cellular automaton’inda dort boyutlu Ising modelin

simiilasyonu standart algoritma kullanilarak yapilmistir.
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3.2.8. Cellular Automaton Standart Algoritma

Bu algoritmada Orgiinlin her bir hiicresinde ii¢ degisken bulunmaktadir. Bu
degiskenler; Ising spin degiskeni, spine eslik eden momentum ve paritedir. Her bir
hiicredeki bu degiskenlerin degerleri, kendi degiskenleri ve enyakin komsularin
degiskenlerinden bir cellular automaton kurali ile belirlenir. Her bir hiicreye atanan
degiskenlerden ilki B; Ising spinidir. B;= 0, 1 degerlerini alir. S;=B;—1 olmak iizere en

yakin etkilesmeli Ising model i¢in Ising spin enerjisi:

H, =-J5SS, (3.10)

ile ifade edilir. Ikinci degisken spine eslik eden momentum degiskenidir.
Momentuma karsilik gelen kinetik enerji Hy, (0, m) araliginda herhangi bir spin
degisimi icin Ising enerjideki degisime esit olan tamsay1 degerler almaktadir. Kinetik
enerji bitlerle veya bu bitlerin olusturdugu degerlere karsilik gelen bir degiskenle

temsil edilebilir. Toplam enerji ise;

H=H,+H, (3.11)

olmak iizere tim zaman adimlarinda korunur. Algoritmanin ilk adimi en diisiik i¢
enerjili (Ising enerji) durumun taban durumu olarak tanimlanmasi ve baslangic

konfigiirasyonu olarak alinmasidir. Ikinci adimda algoritma spin degisimine karar
vermektedir. Bu agsamada spin konfigiirasyonunun t zamanindaki H, Ising enerjisi
hesaplanir. Degeri degistirilecek hiicrenin spini %2 olasilikla diger iki halden birine
evrilir ve t+1 zamaminda H|" Ising enerjisi elde edilir. Daha sonra Ising

enerjisindeki degisim, AH,, hesaplanir.
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O Yukar yonde spin (+1) @® Asagi yonde spin (-1)
ilk durum Son durum

0

o & O

AH, =0 H; =0

Il
|
)

H,
AH, =4 O

Sekil 3.2. Kare orgiide bir spin ters cevrildiginde, AH,, Ising enerjisindeki

degisimler
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O Yukar yonde spin (+1) @® Asagi yonde spin (-1)
flk durum Son durum

H, =6
AH, =-12

Sekil 3.3. Basit kiibik orgiide bir spin ters c¢evrildiginde, AH,, Ising enerjisindeki

degisimler
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O Yukar yonde spin (+1) @® Asagi yonde spin (-1)

i1k durum Son durum

H =-8
H:=-6
H:=-4
H:=-2
H:=-0

Sekil 3.4. Soyut kiip orgiide bir spin ters cevrildiginde, AH,, Ising enerjisindeki

degisimler
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O Yukar yonde spin (+1) @® Asagi yonde spin (-1)

Ik durum Son durum
H)=-2
AH, =4
H,=-4
AH, =38
H,=-6
AH, =12
H,=-8
AH, =16

Sekil 3.4. (devam) Soyut kiip orgiide bir spin ters cevrildiginde, AH,, Ising

enerjisindeki degisimler
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Ising enerjisindeki degisim bu hiicrelerin momentum degiskenine aktarilabilecek
veya momentum degiskeninden alinabilecek bir deger ise ve toplam enerji
korunuyorsa spin ters ¢evrilir ve yeni konfigiirasyon kabul edilmis olur. Buna uygun
olarak momentum degistirilir. Aksi halde spin ve momentum degistirilmez. Bu islem
orgiideki biitiin siyah hiicrelere ayn1 zaman adiminda uygulanmaktadir. Asagidaki

esitliklerde Ising enerji degisiminin, dH ,, hesaplanmasi goriilmektedir.

HY = (3.12)
H,+H, =H"+H}" (3.13)
H'=H,-H"+H} (3.14)
H'=H} +dH, (3.15)

Iki, ii¢ ve dort boyutlu uzayda bir spin ters cevrildiginde Ising enerjisinde meydana
gelen degisim (AHy), iki boyutlu uzayda 8, 4, 0, -4, -8 degerlerini, iic boyutlu uzayda
12, 8, 4, 0, -4, -8, -12 degerlerini, dort boyutlu uzayda 16, 12, 8, 4, 0, -4, -8, -12, -16
degerlerini almaktadir. Uciincii degisken paritedir. CA’nin zamanla dama tahtasi
tizerinde gelisimini saglamakta, boylece Ising modelin ‘CA’ ile simiilasyonunu
miimkiin kilmaktadir. Her bir zaman adiminda dama tahtasinin siyah hiicrelerine
kural uygulanip rengi beyaza cevrilir. Beyaz hiicrelerin ise kural uygulanmaksizin
sadece rengi siyaha cevrilir. Bir hiicrenin yenilenmesi i¢in spini ters cevrilir.
Sistemin i¢ enerji degisimi hesaplanir. Toplam enerji H korunmak {iizere, eger
sistemin i¢ enerjisindeki degisim bu hiicreye ait momentum degiskenine
verilebilecek veya ondan alinabilecek kadarsa, o zaman bu spinin yoniinde degisiklik
yapilir. Aksi halde spinin yonii ve momentumu degistirilmez. Baslangicta biitiin
spinler asag1 veya yukari yonde alinirlar. Ik kinetik enerji orgiiye rasgele verilir.
Toplam enerjide sinirlama devam ettigi miiddetce rastgele hareket, konfigiirasyon

uzay1 boyunca devam eder.
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3.2.8.1. Kinetik Enerji Bitleri ve Kinetik Enerji Degiskeni

Demon enerjisinin hesab1 yapilirken bit sayis1 goz Oniinde bulundurulur. Ciinkii
demon enerjisinin alacagi enerji degerleri kinetik enerji bit sayisina bagli olarak

degismektedir. ki bitten olusan demon;

E,=Q2"xD, +2'xD,) (3.16)

esitligine gore (0’dan 3’e kadar) dort enerji seviyesine, li¢ bitten olusan demon

E, =("xD, +2'xD, +2°D,) (3.17)

esitligine gore ( 0’dan 7’e kadar ) sekiz enerji seviyesine, dort bitten olusan demon

E,=Q2"xD, +2'xD, +2*D, +2°D,) (3.18)

esitligine gore ( 0’dan 15’e kadar) on alt1 enerji seviyesine sahiptir.
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Cizelge 3.1. Iki ‘bit’li demonlarin alabilecegi tamsay1 degerleri

D2 D 1 ED HK:4ED

0 0 0 0

0 1 1 4

1 0 2 8

Cizelge 3.2. Uc ‘bit’li demonlarin alabilecegi tamsay1 degerleri

D, D, D, E, H, =4F,
0 0 0 0 0
0 0 1 1 4
0 1 0 2 8
0 1 1 3 12
1 0 0 4 16
1 0 1 5 20
1 1 0 6 24
1 1 1 7 28
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Cizelge 3.3. Dort ‘bit’li demonlarin alabilecegi tamsay1 degerleri

D4 D3 D, D, Ep Hx=4Ep
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 4
0 0 1 0 2 8
0 0 1 1 3 12
0 1 0 0 4 16
0 1 0 1 5 20
0 1 1 0 6 24
0 1 1 1 7 28
1 0 0 0 8 32
1 0 0 1 9 36
1 0 1 0 10 40
1 0 1 1 11 44
1 1 0 0 12 48
1 1 0 1 13 52
1 1 1 0 14 56
1 1 1 1 15 60

Alt ikili ‘bit’ icin dort bit ‘demon’ veya spine eslik eden momentuma karsilik
gelmektedir. D; , D, ,D3; ve Dy ile gosterilen bu bitler ‘0’ veya ‘1’ degerini alabilir.
Buna gore (0, 15) araligindaki tamsayilar1 olusturmaktadir. Yerlesik ‘demon’a ait

kinetik enerji (Hk) bu tamsay1 degerlerinin dort katin1 almaktadir.
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Kinetik enerji degiskeni

Algoritmada spine eslik eden momentuma karsilik gelen kinetik enerji bitleri yerine
kinetik enerji degiskeni tanimlanabilir. Orgiiniin gereksinim duyabilecegi maksimum
Ising enerji degisimini karsilayacak sekilde kinetik enerji degerleri Sekil 3.2., Sekil
3.3., Sekil 3.4.”den bulunarak bir degiskende saklanip algoritma diizenlenmistir (37).

3.3. Creutz Cellular Automatonda Termodinamik Niceliklerin Hesabi

Toplam enerjinin korunumu altinda mikrokanonik olan bu model kinetik enerji ve i¢
enerji simiilasyon siiresince dalgalanmakta yani bu enerjiler kanonik bir davranis

sergilemektedir (31).

Sistemde Ej kinetik enerjili konfigiirasyona raslama ihtimali Boltzman agirlikln iistel

bir dagilima uymaktadir.

P(E,)— exp(-4E,) (3.19)

Burada 4E;= Hg dir ve bu dagilima uygun olarak kinetik enerjinin beklenen degeri

asagidaki gibidir:

(Ep)y=>ne™ 1Y e*” (3.20)

Esitlik 3.17 ile verilen kinetik enerjinin beklenen degeri ile sistemin sicakligi

belirlenebilmektedir. Yukaridaki ifade kullanilarak 7 =1/ esitliginden sicaklik

degerleri belirlenir ve elde edilen bu sicaklik degerine karsilik kendiliginden

miknatislanma (M) asagida verilen ifade yardimiyla hesaplanir.
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N

LZSi (3.21)
N i=1

M =
Bu esitlikteki N=LxLxLxL, orgiideki hiicre sayisina karsilik gelmektedir.

Elde edilen sicaklik degerine karsilik manyetik alinganlik (), asagida verilen

ifadeler yardimiyla hesaplanir.

H =—§<H> S.S, (3.22)
ij
Z:g—Z:L2<M2>—<MZ>/kT (3.23)

Bu calismada dis manyetik alanin sifir oldugu durum goéz Oniine alinmaktadir. Bu
yiizden Esitlik 3.23, manyetik alinganlik icin dis manyetik alanin varliginda elde

edilen ifadenin H — 0 limitine karsilik gelmektedir.
Ozis1 ve binder parametresi

C=0H,/dT =N(<H; >—<H, >)/(kT)? (3.24)

U, =1-<M*>/3<M?*>?) (3.25)

seklinde elde edilir. Termodinamik niceliklerin zaman ortalamalari ise;

(a) :%Za(t) (3.26)

ile hesap edilir.
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4. SONLU ORGU OLCEKLEME

Fiziksel sistemlerin kritik davramiglarini taklit etmek amaciyla yapilan hesaplamalar
sonlu oOrgiiler iizerinde gercgeklestirilebilmektedir. Bu nedenle sonlu orgiilerdeki
hesaplamalardan sonsuz Orgii davranisini tahmin edebilmek icin sonlu orgii
Olcekleme teorisi gelistirilmistir. Sonlu orgii 6lcekleme bagintilari; sistemin kritik
nokta yakinlarinda olmasi ve tiim uzunluklarin, sisteme ait karakteristik uzunluk
olan, korelasyon uzunlugu (&) cinsinden ifade edilmesi gibi kabullerden elde
edilmektedir. Bu yiizden 6lcekleme teorisi uzunluk dl¢eginin degisimine bagl olarak
termodinamik niceliklerde goriilen degisimlerle ilgilidir. Boyutlu bir niceligin degeri

standart bir birim uzunluga bagl olarak degisir (61-62).

4.1. Dort Boyutlu Ising Model icin Sonlu Orgii Olcekleme ifadeleri

Ising modeli ¢4 alan teorisi ile aynm evrensellik sinifindadir. ¢4 alan teorisi i¢in st
kritik boyut dorttiir. d=4’1{in lizerindeki boyutlarda bu teori kritik bolgede renormalize
olmus etkilesmenin yok olmasi ile onemsiz olmakta ve kritik iisler ¢4 alan teorisinin
ortalama alan degerlerini almaktadir. Renormalize olmus etkilesme g, asagidaki

sekilde ifade edilebilir:

4.1

Burada f korelasyon uzunlugu ,’{(4) ve } sirasityla diizen parametresi dagiliminin
dordiincii ve ikinci dereceden ‘cumulant’laridir. Serbest alan limiti yaklasiminda

tanimlanan niceliklerden biride Fisher {issiidiir. (w*) ile gosterilir ve asagidaki

sekilde tanmtmlanmaktadir:
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Vo =dv+y-2A (4.2)

Burada v korelasyon uzunlugu i¢in kritik iis,  manyetik alinganlik i¢in kritik iis, A
‘gap’ iissiidiir. @ >0 genel bir durum olup ‘hyperscaling’ bozulmasmin bir
Olgiistidiir. Renormalize olmus etkilesme (g ,) kritik nokta yakininda asagidaki

sekilde verilmektedir.

g, ~ 1" (4.3)

Burada t=(T-T,)/T. ve T. kritik sicakliktr. Iki boyutta kesin ¢oziim @ =0
durumunda goriilmekte ve boylece ‘hyperscaling’ bozulmamaktadir. Model 6nemli

bir etkilesme teorisidir. d=3 i¢in ilk ¢alismalar ‘hyperscaling” bozulma olasiligini

gostermistir. Fakat seri agilim ve Monte Carlo simiilasyon sonuglar1 @’ sifir ya da
sifira yakin oldugunu gostermektedir. d=5 i¢in Monte Carlo hesaplamalar1 biiyiik
‘hyperscaling” bozulmalarinin ortalama alan tahminlerini dogrulamaktadir. d=4 iist
kritik boyut da renormalizasyon grup hesaplamalariyla ortaya atilan ortak inanis

esitlik 4.2 icin logaritmik diizeltmenin kritik bolgede 6nemsiz (Gaussian teorisine)
oldugu sonucuna gotiirmektedir. Gergekte Gaussian teorisinin dort boyutta ¢4 teorisi

icin ispatlanmasi zordur.

1) Kritik bolgede ortalama alan davranigsindan bir¢ok logaritmik sapma vardir.

i1) t -0 oldugu zaman g, — 0 olmakta ve renormalize olmus etkilesme serbest

alan limitinde yok olmaktadir. Bu tahminler bilgisayar simiilasyonunda

gozlenebilir.

Kritik bolgede korelasyon uzunlugu iraksar ve bilgisayar simiilasyon sonuglarinda

sonlu boyut etkileri énemli olabilir. Ust kritik boyutta sonlu sistemler i¢in Rudnick
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ve arkadaslar1 (83) tarafindan analiz edilen renormalizasyon grup, ortalama alan
sonlu orgii 6lgekleme tahminleri icin boyuta bagli logaritmik diizeltmeleri tahmin
eder. Ozs1 icin sonlu boyut, logaritmik bagimliligi dort boyutlu Ising sistemlerin

simiilasyonunda gozlenebilir.

¢4 teorisi i¢in manyetik alinganlik, dordiincii alan tiirevi ve korelasyon uzunlugu

asagida gosterilmektedir.

2 ~ [logl] " (4.4)
29~ 7 logl] 4.5)
y(t) ~ 17 log|t””6 (4.6)

Kritik nokta yakininda yukaridaki niceliklerin aldigi tiim {iisler ortalama alan
degerindedir (v =1/2,y=1,A=3/2). Boylece dort boyutta renormalizasyon grup,
kritik nokta yakininda Gaussian alan teorisini tahmin eder. Fakat ortalama alan
davranis1 logaritmik diizeltmelere sahiptir. Niimerik simiilasyon i¢in Binder ve
arkadaslar1 (80) tarafindan kullanilan periyodik sinir kosulu ile sonlu soyut kiip

(‘hypercubic’) hiicrelerden olusan bir 6rgii icin korelasyon uzunlugu;

Z(ri_rj)2(<sisj _CL)
2dgl =
SL Z(Sisj>_CL)

1,]

(4.7)

dir. Burada r;, 1 hiicresinde s; spininin konumudur. ¢, =(1/ r )Z,-<sl.sl,> ve 1

ro=r+

1

(1,1,L,1) L"deki uzunlugun 6lcekleme fonksiyonlari

N |~

39



&,(ty=LZ (" |logl| ") (4.8)

dir. Burada x>>1 icin Z(x) ~ x~ ’diir. Serbest enerji icin tiiretilen nicelikler, sonlu
boyutlu renormalize olmus etkilesme, manyetik alinganlik ve 0©zis1 gibidir.
Korelasyon uzunluguna gore daha yavas iraksayan ikinci bir 6lgekleme uzunlugunun
varligindan dolayr d >4 icin sonlu orgii olcekleme bozulmasi denenmemistir.
Renormalize olmus etkilesmeyi calismak i¢in sonlu renormalize olmus etkilesme

(g R ) , Binder tarafindan asagidaki sekilde sunulmustur.

4.9)

Burada J, manyetik alinganlik ve Z\Y dordiincii alan tiirevidir. L sonlu boyuta

benzer nicelikleri gosterir. d=4 i¢in renormalize olmus ortalama alan yaklagiminda

g, (1)=GL" (log)"*) (4.10)

d=4 oldugu zaman;

yj:lzz (4.11)

g,. L/ f oldugu zaman ol¢eklenmez. g, 'nin ‘bulk’” degerinden G(x), x>>1 i¢in

G(x) ~ x (4.12)
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teorilerden tahmin edildigi gibi g, — 0 serbest alan limit durumu yaklasimim
gozlemlememek igin 7)0 durumunda &, (r) = cL parametresi kullanilmistir. Burada ¢
kararli sabittir. Bu parametreler altinda renormalize olmus etkilesme (g ,) sonlu

boyutlu renormalize olmus etkilesmenin biiylik L limit durumu goz 6niine alinarak

calisilabilir. Biiyiik L limit durumunda;

£:.2¢, (4.13)

4.8, 4.10 ve 4.12 esitlikleri kullanilarak sonlu 6rgii 6l¢cekleme, biiyiik L limit durumu

i¢in;
1/3
g, =1Z ()L (log L)"* l1ogL—1ogz-1(c)+01ogL ] (4.14)
14
g, ~ L logr] """ (4.15)

olur. Eger renormalizasyon grup sonuglari dogruysa y, =2, @  =0’dir ve g L
d= 4(L0gL)_1 oldugu zaman sifira yaklasir. Renormalize olmus etkilesme (g R ), dort

boyutta kritik bolgede kaybolur ve renormalize olmus etkilesme ‘bulk’ limit

1y -1/6y; - e e e o
durumunda ¢ |logt| "oldugu zaman ikinci bir olcekleme uzunlugunun

o . —y vI3 o . . s
varligin verir. Bu f ~t |10g t| korelasyon uzunlugunun iraksamasina ilave getirir.

Bu d)4 durumuna benzer olup &~ ¢t~/ 2 dir. Fakat 1" oldugu zaman ikinci
uzunluk oOl¢ceklenmesi korelasyon uzunluguna gore daha yavas iraksar. d=4 icin
logaritmik diizeltmenin varlifindan dolayr manyetik alinganlik ve 6zis1 gibi sonlu
orgii serbest enerjisinden tiiretilen nicelikler dl¢ekleme degiskeninin bir dlcekleme
formuna konulmayabilir. Fakat d=4 durumunda ilk en etkin logaritmik diizeltmelerle

ilgilenilirse renormalize olmus ortalama alan hesab1 yeterlidir ve dl¢ekleme formlari
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yaklagimin bu seviyesinde elde edilebilir. Ozisinmn sonlu 6rgii davranisi Rudnick ve
arkadaslar1 (83) tarafindan hesaplanmistir. Benzer teknikler kullanilarak dort boyutta

0z1s1, dordiincii alan tiirevi ve manyetik alinganligin sonlu 6rgii 6lcekleme davranisi

sonlu orgii 6lgekleme teorisi kullanilarak tiiretilmistir. ¢4 modeli i¢in;

du(p)

— —w 4.16
d1np (u(p)) (4.16)
dt
PP _y (wppp(p) (4.17)
dlnp
dm(p) _ _nu(p)m(p) 4.18)
dinp 2
d=4"de a)(u)—iS u’ (u)—iu2 ve (u)—ls u’dir
- gttt =7y T ) = Salt G
S =2"7""T'(d /2) dir. 4.16 ve 4.17 esitliklerinin integrali alinirsa;
u(p)=——rir—— (4.19)
1- 5 Sdl/l lnp
pAp =Py (4.20)

elde edilir. Burada u, t ve m, p=1’de sirasiyla etkilesme, sicaklik ve
manyetizasyondur. Boylece p —0 oldugu zaman u(p)— 0 olmakta sacilmanin

olmadig1r Onemsiz alan teorisine yaklasilmaktadir. p detayli hesaplamalar icin

o’ olarak secilmelidir. 0 ise,
PP 2u(p Y () 45 = (k') (4.21)
2 r '
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Renormalize olmus ortalama alan seviyesinde, < > ortalama alan hamilton

islemcisini icermektedir ve serbest enerji sadece z degiskenine baghdir. Burada z;

z=Lp" " t(p)lu(pH]"

Esitlik 4.19 ve 4.20 kullanilarak;

3 ;
z=—7=(1-=S,ulo
u1/3( 2 d gp )

1/6

m Ol¢ekleme formuna sahip olup

(m* (p")) =lup" )T D, (2)

Zd¢¢2 exp(—xp* 2+ ¢* /41

D;(x)="7
(J)d¢exp(—x¢2 12+ ¢ /41)

Sonsuz orgii bolgesinde;

p =Ly

2
‘Bulk’ limitinde p" t(p") +%u(p*)<m2(p*)> =(kp")* dir ve boylece
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logp = logizO(loglogt) 4.27)
K

Bu noktada serbest enerjiden tiiretilen nicelikler ¢ 2(1—%Sdulog p )" gibi

karakteristik Olcekleme uzunluguna sahiptir. Bu ifade korelasyon uzunlugundan
farklidir ve d=4’te denenmis sonlu orgii 6lgeklemenin bozulmasina gotiiriir. ‘Bulk’

-1/2

limitinde bu serbest enerji uzunluk olceklemesi ¢ ‘log|t”_l/12 gider. Bu ol¢ekleme

korelasyon uzunlugundan daha yavas 1raksar ve boylece kritik bolgede o — 0 olur.

Sonlu 6rgii alinganlig1 asagidaki formda verilmektedir.

2.0 =L (m* (p") (4.28)

L
———7 D 4.29
(o] (2) (4.29)

;L/L(t) ~

Boylece L, >>1 olcekleme bolgesinde esitlik 4.29;
2, ()~ [*\JlogL,D,(tI’ (log L,)"®) (4.30)
olmaktadir ve L, >> K i¢in

2.0 = 2,0 (0), x,(0)~ L*ylogL (4.31)

Benzer yolla y.”(t) renormalize olmus ortalama alan seviyesinde sonlu orgii

Olcekleme formuna sahip olarak gosterilebilir.
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2P @)~ LlogL,)[D, (L’ (logL,)"*) 3D} (tL’ (log L, )"*)] (4.32)

Esitlik 4.2 ve 4.3 ‘Bulk’ limitinde x >>1 i¢in

D,(x)~ x (4.33)

D,(x)-3D}(x)~ x* (4.34)

Renormalize olmus ortalama alan seviyesinde sonlu boyutlu renormalize olmus

etkilesme asagidaki dl¢ekleme formuna sahiptir.

D,(z)

= -3=G 4.35
g, D2(2) (2) (4.35)
ve x>>1 i¢in
G(x)~ x~° (4.36)

Ozis1 iginde benzer sekilde yazilirsa;

C,(t)~ (logL, )"’ ¢(tL* log L, )"*) (4.37)

Burada ¢ renormalize olmus ortalama alan seviyesinde dl¢ekleme degiskenine gore

serbest enerjinin ikinci tiirevidir.

Tiim bunlardan renormalize olmus ortalama alan seviyesinde, h=0 durumunda 6z1st,

manyetik alinganligin dordiincii alan tiirevi, manyetik alinganlik, manyetizasyon,
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renormalize olmus eslesme sabiti (Binder parametresi)’nin sonlu orgii 6l¢ekleme

davranist;
a fL y/v
X () =——=-=L""log Ly(x) (4.38)
4
124) _ a j:L :L(7+2A)/V logL (439)
oh
C, ()= =, {L L (log L)'’ ¢(x),ax =0 (4.40)
m, (t) =——=L = L7 4/log Ly (x) (4.41)
7@
8, ()=55=G(x) (4.42)
L L
e 1/6 *ok 1 5 - 1 3
dir. Burada x=tL'" (logL)"®, y, =—’dir. d=4 durumunda v= 5, y=LA= 5
14
oldugundan yukaridaki sonlu orgii 6lgekleme davranist asagidaki gibi olmaktadir.
2.0 =72, 0y () 2,(0)~ L*y[logL (4.43)
2 =20y x) X~ L'logL (4.44)
C. () =C,(0)p(x) C,(0)~ (logL)"” (4.45)
M, (t)=M,(O)y(x) M, (0)~ L"4/logL (4.46)
7@
g, ()= # =G(x) (4.47)
X1

Burada x=tL*(logL)"° dir. Bu sonlu boyutlu niceliklerin Rudnick ve arkadaslari

(83) tarafindan Gzisiin teorik alan hesaplamasi ile uyum halinde oldugu ¢ ~
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L*(logL)"® ile t__ pikinde gosterilmistir. Korelasyon fonksiyonu Binder ve

arkadaslar (63) tarafindan tartisildig: gibi tehlikeli ilgisiz degiskenlere sahip olabilir.
Bu durumda esitlik 4.4 asagidaki gibi degisebilir.

&, (ty= L ZGL" [logd] ™) (4.48)

Burada ¢,y, <0 ve v=(l+gq,y)/y; 'dir. d >d igin periyodik sir sarth L’

hypercubic sonlu bir sistemin serbest enerji yogunlugunun ‘singiiler’ kismi f,’ (¢,h)

Privman ve Fisher tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

O (t,h) = LY (CuLl" ,C,hL" ), t—0,h—0,L—>o0 (4.49)

Burada A ‘gap’ iissii, v sonsuz sistem i¢in korelasyon uzunlugu kritik {issii,
t=(T—T,)/T, indirgenmis sicaklik, h indirgenmis dis manyetik alandir. C, ve C,
Olcekleme carpanlant (faktorleri) sisteme bagli evrensel olmayan parametrelerdir.

Yani Olcekleme fonksiyonu Y (x,y)evrenseldir. Esitlik 4.49, d=4 boyutlu Ising

modeline 7' =T deki y, ve C, icin mevcut olan Slgekleme bagintilar1 goz Oniine

aliarak, uyarlanirsa periyodik sir sarth L ‘hypercubic’ sonlu bir sistemin serbest

enerji yogunlugunun singiiler kismi1

D ,h)y =LY (Ctl logd"® LLG,hElod" L),  t—>0,h—0,L—oc0  (4.50)

olur. Esitlik 4.50 kullanilarak manyetizasyon M, (¢,h), manyetik alinganhk

X, (t,h), sz1sinin singiiler kismi C; (¢,h) ve Binder ‘cumulant’1 g, (¢,h) i¢in sonlu

orgii 6lcekleme ifadelert;
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M, (t,h)= ¥ _ L' log"*(L)C,U(C,tL* log"® L,C,hL’ 10g"* L)

oh
asz 2 1/2 2 2 1/6 3 1/4
X, (t,h)=— vE =L"log " (L)C;V(CitL"log " L,C,hL log " L)
(s) asz 1/3 2 2 1/6 3 1/4
C, (t,h)=—a—2=10g (L)C;W(CitL"log > L,C,hL log " L)
1

(4)
8.0 =75 =G(Cal* log"* L.C;hL log"* L)

4,2
L
d'f
T

dir. Bu esitlikler daha genel sekilde asagidaki gibi yazilabilir:

M, (t,h)=L""1og"*(L)C,U(C,tI*10og"® L,C,hL’1log"* L)
2.t h)=L""1og"*(L)C;V(C;tL’ 1og"° L,C,hL’ log"* L)

C(t,h) =L log"* (L)C}W (CytL* log"® L,C,hL’ log"* L)

4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)
(4.56)

(4.57)

Burada «,f,y ve Vsirasiyla sonsuz Orgiiniin 6zis1, manyetizasyon, manyetik

alinganlik ve korelasyon uzunlugu igin kritik iislerdir. U,V ,W ve G sonlu o6rgii

Olcekleme fonksiyonlaridir.
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Dort Boyutlu Ising modelinin, dogrusal boyutu L= 4, 6, 8 olan periyodik sinir sarth
orgiilerde ve sonsuz orgii kritik sicakligi yakininda dort ‘bit’li demonlar ile Creutz
‘cellular automaton’inda her bir enerjideki simiilasyon sayis1 artirilarak simiilasyonu
yapilmaktadir. Her bir toplam enerji icin 7, 14, 21 kez simiilasyon sayis1 artirilarak
simiilasyonlar yapilmaktadir. Her bir bagimsiz simiilasyonda L= 4, 6 ve 8 orgiileri
icin 9.6x10° kere orgiiniin biitiin spinlerine ters ¢evirme kurali uygulanmaktadir.

Sonlu orgii Olcekleme bagmtilar1  kullanilarak, sonlu orgii  kritik sicaklik

degerlerinden (T* (L), TC(L)) (Cizelge 5.1., Cizelge 5.3. ve Sekil 5.1., Sekil 5.2.)
sonsuz orgii kritik sicaklik degerleri (77 (o), TE(«)) 7, 14, 21 bagimsiz

simiilasyonlar icin hesaplanmistir. Sonsuz oOrgii kritik sicakliginda gecerli olan
Olcekleme bagintilar1 kullanilarak diizen parametresi (Sekil 5.5., Cizelge 5.6.),
manyetik alinganlik (Sekil 5.6., Sekil 5.7., Cizelge 5.6., Cizelge 5.7.), 6z1s1 (Sekil
5.8., Cizelge 5.8.) icin kritik {iisler elde edilmektedir. Sonlu orgii Olcekleme
bagintilar1 kullanilarak Binder parametresinin sicaklifa bagli degisimleri ile bu
niceliklerin Olceklenmis degerlerinin Olgeklenmis sicaklia bagli  degisimleri
incelenip, bu nicelikler i¢in teorinin ongordiigii 6lcekleme bagintilarinin dogrulugu
denenmektedir. Sonsuz orgii kritik sicakligi, 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in
Binder parametresi egrilerinin kesisme noktasindan, manyetik alinganlik ve 0zis1

maksimumlarina karsilik gelen sicaklik degerlerinden elde edilmektedir.

5.1.Sonlu Orgii Sicakhk Degerlerinden Sonsuz Orgii Sicakhk Degerlerinden

Elde Edilmesi

Sonlu 6rgii kritik sicaklik degerleri ile sonsuz orgii kritik sicaklik degerleri arasindaki

bagint1 (83) esitlik 5.1, 5.2, 5.3, 5.4’deki gibi verilmistir.

T#(o0)—T#(L)adL™" (5.1)

(&
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T#(co)~T*(L)aL™"Log™"'°L (5.2)

c

T (o0)=T (L) (5.3)

T (o0)=T. (L) ™""" Log "L (5.4)
Sonlu orgii sicaklik degerlerinden sonsuz orgii sicaklik degerlerinin bulunmasinda
0z1s1 ve manyetik alinganligin maksimum oldugu sicaklik degerleri kullanilabilir.
Ancak dort boyutlu Ising modeli i¢in siras1 ile Sekil 5.1. ve Sekil 5.2.°dende
goriildiigii gibi manyetik alinganligin maksimumlar1 6zisininkilere gore daha sivri ve

daha yiiksek oldugundan 77 (L)degerleri ile elde edilen 7, (co) degerleri daha hassas

olacaktir. Manyetik alinganlik ve 6zis1 icin degerler cizelge 5.1. ve cizelge 5.2.°de

verilmektedir.
7 BAGIMSIZ SIMULASYON
5
45 F A ol
sl A m =6
A A Al=8
35 F
N A
3F A A
X 25 F A A
2 t I\' "
1.5 F A
"=
1 -
*e
05 0090000..,,..
0 Il Il Il Il
5,5 6,0 6,5 7,0 7.5 8,0
T

Sekil 5.1.a. 7 bagimsiz simiilasyon i¢in manyetik alinganligin sicaklikla degisimi
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14 BAGIMSIZ SIMULA SYON

A m =6
A A AL=8

35

X2,5 B A

15 ﬁ“k

oo
L L P
05 | ’Oooooo.,,.

0 'l 'l 'l 'l
55 6 6,5 7 7,5 8

T

Sekil 5.1.b. 14 bagimsiz simiilasyon i¢in manyetik alinganligin sicaklikla degisimi

21 BAGIMSIZ SIMULASYON
5
45 b A ol =4
A m1=6
4} A
35 F
N A
3F L oa
X 25 F . A
A
2 r Jf‘h‘ A
15 F A
"
1F L 2
*%000
0,5 F $000000000e
0 Il Il Il Il
55 6 6,5 7 75 8
T

Sekil 5.1.c. 21 bagimsiz simiilasyon i¢in manyetik alinganligin sicaklikla degisimi
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Cizelge 5.1. L= 4, 6, 8 orgiiler ve 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in manyetik

alinganligin maksimumlarindan elde edilen sonlu orgii kritik sicaklik

degerleri

L T*(L) X nax Simiilasyon Sayis1
4 6.5184 0.9296 7
6 6.6041 2.3417 7
8 6.6453 4.4932 7
4 6.5186 0.9293 14
6 6.6045 2.3425 14
8 6.6463 4.4944 14
4 6.5188 0.9290 21
6 6.6048 2.3432 21
8 6.6467 4.4978 21
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Cizelge 5.2. Sonsuz orgii kritik sicakhigindan 7, =6.6802(2) ve L=4, 6, 8

orgiilerinde 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in manyetik alinganlik

degerleri
L X. Simiilasyon Sayis1
4 0.8540 7
6 2.1601 7
8 4.1274 7
4 0.8540 14
6 2.1607 14
8 4.1278 14
4 0.8536 21
6 2.1605 21
8 4.1278 21
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7 BAGIMSIZ SIMULASYON

0,8

o l=4
] L=6
AL=8

07 |

06 |

05
C 04
03

02 }

01 |

0 'l 'l 'l 'l
5,5 6,0 6,5 T 7,0 7,5 8,0

Sekil 5.2.a. 7 bagimsiz simiilasyon i¢in 6zisinin sicaklikla degisimi

14 BAGIMSIZ SIMULASYON

0,8

ol=4
uL=6
AL=8

0,6

05 |

01 }

Sekil 5.2.b. 14 bagimsiz simiilasyon icin 6zisinin sicaklikla degisimi
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21 BAGIMSIZ SIMULA SYON

0,8

ol—-4
0,7 / A m1=6

AL=8
0,6 B * ",

¢ N
.
0,5 F .-:
*
&
C 0471 l
Lo
03 F .,
A.A- 0’
02 F Ay ’0,.
00.’
.
01 } ¢
0’0 Il Il Il Il
55 5 7 7,5
” 6 6, T , 8

Sekil 5.2.c. 21 bagimsiz simiilasyon i¢in 6zisinin sicaklikla degisimi

Sekil 5.2.a., Sekil 5.2.b., Sekil 5.2.c.’den goriildiigii gibi, ©0zis1 egrilerinin

kesismesinden 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar ic¢in 7, (00) = 6.6967 ,
Tc(oo):6.6962, Tc(oo)=6.6961 degerleri elde edilmektedir. Simiilasyon sayisi
artirlldigr zaman elde edilen 7. () = 6.6961 degerinin renormalizasyon grup

T. =6.6802, T. = 6.6820(68), Monte Carlo T, =6.6800,T, = 6.6803 (89) degerleri

ile daha uyumlu oldugu goriilmektedir.
Sekil 5.2.a., Sekil 5.2.b., Sekil 5.2.c’de L= 4, 6, 8 orgiiler ve 7, 14, 21 bagimsiz

simiilasyonlar i¢in 6z1s1 egrilerinin maksimumlarindan elde sonlu kritik 6rgii sicaklik

degerleri Cizelge 5.3.’de gosterilmistir.
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Cizelge 5.3. L= 4, 6, 8 orgiiler ve 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in 6zisinin

maksimumlarindan elde edilen sonlu orgii kritik sicaklik degerleri

L TS (L) C o Simiilasyon Sayisi
4 6.2748 0.6509 7

6 6.5163 0.6806 7

8 6.5823 0.6952 7

4 6.2758 0.6508 14

6 6.5164 0.6803 14

8 6.5824 0.6951 14

4 6.2792 0.6511 21

6 6.5167 0.6802 21

8 6.5827 0.6949 21
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Sekil 5.2.a., Sekil 5.2.b., Sekil 5.2.c’de L= 4, 6, 8 orgiiler ve 7, 14, 21 bagimsiz
simiilasyonlar i¢in sonsuz orgii kritik sicakliginda 6z 1s1 degerleri Cizelge 5.4.’te
gosterilmektedir. Elde edilen degerlerdende anlasilacagi iizere simiilasyon sayisi

arttikca literatiir degerlerine yakin degerler elde edilmistir.

Cizelge 5.4. Sonsuz orgii kritik sicaklifinda 7. =6.6802(2) ve L= 4, 6, 8

orgiilerinde 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin 6zis1 degerleri

L C. Simiilasyon Sayis1
4 0.3994 7

6 0.4266 7

8 0.4406 7

4 0.3995 14

6 0.4268 14

8 0.4405 14

4 0.3992 21

6 0.4269 21

8 0.4402 21
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6,66
3 o7
6,64 | .l
6,62 | A2l
6,6 |
y(7) =-2,6544x + 6,683
6,58 |
x R? =0,9949
T (L)
6,56 |
y(14) =-2,669x + 6,684
R%=0,9945
6,54 |
y(21) =-2,673x + 6,6845
6,52 | R? =0,9944
6’5 'l 'l 'l 'l 'l 'l
0 001 002 003 004 005 006 0,07
L-l/V

Sekil 5.3.a. L=4, 6, 8 orgiiler ve 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin L™""’ye kars1

T#(L) (Diizeltmesiz) grafigi (v = %)
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6,66
.
6,64 | *7
u 14
6,62 | a2l
66 |
.2 658 [ y(7) =-23794x +6,6788
C
R?=0,9935
6,56 |
y(14) =-2,3924x + 6,6798
6,54 | R2 =0,9931
y(21) =-2,396x + 6,6802
6,52 r R? = 0,993
6,5 Il Il Il
0 0,02 0,04 0,06 0,08
-1 -1/6
L Log 'L

Sekil 5.3.b. L= 4, 6, 8 orgiiler ve 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin

L Log™°L’ye kars1 T#(L) (Diizeltmeli) grafigi (V = %)
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6,65
*7
6,6 |
=14
6,55 | a0l
65 |
2 645 b v =-6,6472x +6,6925
o R =0,9978
= s
6,4 y(14) =-6,6265x + 6,6921
R?>=0,9978
635 |
y(21) =-6,5553x + 6,6909
63 F R?=0,998
6,25 A L L L [ 2
0 001 002 003 004 005 006 0,07

L-l/v

Sekil 5.4.a. L= 4, 6, 8 orgiiler ve 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar igin L™ ye

kars1 7 (L) (Diizeltmesiz) grafigi (v = %)
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6,65
66 | 7
=14
6,55 | A2l
6,5
—_ y(7)=-5,965x + 6,6822
= 645 F R*=0,9985
<
B 64 b y14)=-59464x +6,6819
R2 =0,9986
635
y(21)=-5,8823x + 6,6808
63 F R2=0,9988
6,25 1 1 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08
-1 -1/6
L "Log 'L

Sekil 54.b. L= 4, 6, 8 orgiler ve 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar igin

L Log™"°L ye kars1 T.© (Diizeltmeli) grafigi (V = %)

T*(L) ve TC(L) degerleri esitlik 5.2, esitlik 5.3, esitlik 5.4 formiiliine uydurularak

& &

Sekil 5.3. ve Sekil 5.4.te c¢izilmistir. Bu garfiklerdeki dogrularin kesim

noktalarindan 7, sonsuz orgii kritik sicaklik degerleri sirasiyla 7, 14, 21 bagimsiz

&

simiilasyonlar icin;

T# (o) = 6.6830 (7 Bagimsiz Simiilasyon i¢in, Diizeltmesiz)

&

T# (o) = 6.6788 (7 Bagimsiz Simiilasyon icin, Diizeltmeli)

T# (o) = 6.6840 (14 Bagimsiz Simiilasyon i¢in Diizeltmesiz)

&

T* (o) = 6.6798 (14 Bagimsiz Simiilasyon i¢in Diizeltmeli)
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T# (o) = 6.6845 (21 Bagimsiz Simiilasyon i¢in Diizeltmesiz)

T* (o) = 6.6802 (21 Bagimsiz Simiilasyon i¢in Diizeltmeli)

T (o0) = 6.6925 (7 Bagimsiz Simiilasyon i¢in Diizeltmesiz)
T (o) = 6.6822 (7 Bagimsiz Simiilasyon icin Diizeltmeli)
TC (o) = 6.6921 (14 Bagimsiz Simiilasyon i¢in Diizeltmesiz)
T (o) = 6.6819 (14 Bagimsiz Simiilasyon i¢in Diizeltmeli)

T (o) = 6.6909 (21 Bagimsiz Simiilasyon i¢in Diizeltmesiz)

T (00) = 6.6908 (21 Bagimsiz Simiilasyon i¢in Diizeltmeli)

&

degerleri elde edilmistir.
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Cizelge 5.5. Dort boyutlu Ising modelinin farkli ¢alismalardan elde edilen sonsuz

orgii kritik sicaklik degerleri

T, Yontem
6.6802, 6.6820 Seri Acilimi (89)
6.6800, 6.6803 Monte Carlo (68)
6.6800, 6.6700 Creutz Cellular Automaton (44)
Diizeltmesiz | Diizeltmeli Simiilasyon Sayis1

6.6830 6.6788 7

6.6725 6.6822 7

6.6840 6.6798 14 Bu Calisma

6.6921 6.6819 14

6.6845 6.6802 21

6.6909 6.6808 21

Cizelge 5.5. incelendiginde simiilasyon sayisi arttigr zaman elde edilen sonsuz orgii
kritik sicaklik degerlerinin diger simiilasyon calismalar1 ile daha uyumlu oldugu

goriilmektedir.
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5.2. Statik Kritik Usler
5.2.1. Diizen Parametresi icin Kritik Usler

Renormalizasyon grup teorisine gore sonsuz Orgii icin diizen parametresinin sicakliga

baglilig1 (68, 83);

Mat? Log'’t ; T<T

c

T—T. (5.5)

dir. Burada T, sonsuz orgii i¢in kritik sicaklik, t ise indirgenmis sicakliktir.

@_T—RJ
Tc

Kiritik {iissiin etkin degeri 7)’ ise;

Mot (T, , T T, (5.6)

verilmektedir.
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0,5
o7

04995 | & = 14

0,499 | =

A
04985 | 4
B(L)0,498 | g
04975 T y(7) =-0,0046x +0,4985
R =0,0233
0,497 |
’ y(14) = 0,0063x + 0,4989 y(21) =-0,0081x +0,5004

vass | R 20,0445 R2=0,8133

0,496 : : '

0’1 0,15 0,2 0,25 033

1/L

Sekil 5.5. 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin 1/ L ye karsilik S(L) grafigi

Dogrularin  kesim noktalart £ =0.4985, £=0.4989, S =0.5004degerlerini
vermektedir. Esitlik 5.5 ve esitlik 5.6’dan yararlanilarak elde edilen kritil {iisler
cizelge 5.6.da verilmektedir. Sekil 5.5.’te 1/L‘ye karsihk AB(L) grafikleri

cizildiginde dogrularin kesim noktasindan 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin;

B =0.4985, 5 =0.4989, f =0.5004 degerleri elde edilmektedir. Elde edilen bu
degerler =% teorik degeri ile uyum halindedir. Simiilasyon sayis1 arttig1 zaman

elde edilen kritik iis f’min degerinin teorik degeri ile daha uyumlu oldugu

goriilmektedir.
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5.3. Manyetik Duyarhlik (Alinganlik) icin Kritik Us

Renormalizasyon grup teorisine gore sonsuz Orgii icin manyetik alinganligin ()

sicakliga bagimlilig: (68, 83);

yot"Log'"’t; T—>T. (5.7)

verilmektedir. Kritik iissiin etkin degert;

ot T T, (5.8)

verilmektedir.

Sonlu boyutlu 6rgiilerin (L) manyetik alinganliga (y)baghlig:;

x(L)al’" Log"*L; T () (5.9)

verilmektedir. Esitlik 5.7 ve 5.8’den yararlanilarak elde edilen kritik iisle cizelge

5.6.”da verilmektedir.
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Cizelge 5.6. L= 4, 6, 8 orgiiler ve 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in /£, ,E

(T(T, =6.6802,0.04<t<0.1), 7, ;/ (T<T, =6.6802,0.04<r<0.1)

ve (L), y(L) (TSTc*(L) 0.04<1<0.1), B(L), B(L) (T<Tc*(L)

0.04<7<0.1) kritik uislerin degerleri

IE (L) IE ?/(L) ;/ B L) B L) 4 SimiilasyonSayisi
0.3977 | 0.4004 | 1.0942 | 1.1560 | 0.4981 | 0.4272 | 0.9799 | 1.0374 7
0.4149 | 0.4053 | 1.0662 | 1.0454 | 0.4956 | 0.5053 | 0.9773 | 0.9454 7
0.3946 | 0.4190 | 1.0939 | 1.1544 | 0.4994 | 0.4601 | 1.0170 | 1.0554 7
0.3977 | 0.4000 | 1.0929 | 1.1545 | 0.4980 | 0.4276 | 0.9787 | 1.0360 14
0.4150 | 0.4052 | 1.0657 | 1.0451 | 0.4957 | 0.5052 | 0.9768 | 0.9450 14
0.3812 | 0.4188 | 1.0867 | 1.1539 | 0.4995 | 0.5178 | 1.0097 | 1.0549 14
0.3982 | 0.3997 | 1.0917 | 1.1539 | 0.4985 | 0.4275 | 0.9774 | 1.0354 21
0.3493 | 0.4051 | 1.0664 | 1.0451 | 0.4988 | 0.5051 | 0.9775 | 0.9451 21
0.3770 | 0.4190 | 1.0824 | 1.1542 | 0.4996 | 0.5180 | 1.0055 | 1.0552 21
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1,02
*
1015 } o7
14
1,01 | L A2l
1,005 F y(7) =-0,2499x + 1,0365
Ol R2=0,5131
r y(14) = -0,2093x + 1,0262
v o995 | R? = 0,520
0,99 F y(21) = -0,1929x + 1,0216
0985 | R? =0,5745
098 1
& A
0,975 F
0,97 . L L
0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

1/L

Sekil 5.6. 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin 1/ L ‘ye karsilik ¥(L) grafikleri

Sekil 5.6.’da 1/L’ye karsihik (L) grafikleri cizildiginde dogrularm kesim
noktasindan 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in y=1.0366, ¥ =1.0262,
¥ =1.0216 degerleri elde edilmektedir. Elde edilen bu degerler ¥ =1 teorik degeri
ile uyum halindedir. Simiilasyon sayisi arttig1 zaman elde edilen kritik {is ¥ ’nin

degerinin teorik degerle daha uyumlu oldugu goriilmektedir.

5.9 esitliginden yararlanilarak elde edilen kritik isler [Zj , (Zj cizelge 5.7. ve
v c U max

Sekil 5.7.”de verilmektedir.
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Cizelge 5.7. Dogrusal boyut (L) aralizi 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin

x.Log™"?L ‘nin L’ye kars1 ve ¥

max

Log™"*L ‘nin L’ye karsi Log —

Log grafiklerinin egimi

L i¢in aralik ( Zj ( Zj Simiilasyon Sayisi
v) © v) max
4<L<8 1.9799 1.9794 7
4<L<8 1.9801 1.9803 14
4<L<8 1.9808 1.9818 21
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0,7
06 F vy =19799x - 1,1508
R =1
05 I y(14)=1,9801x - 1,1509
_ R =1
& ooaf
“en y(21) =1,9808x - 1,1515
S R =1
% 03t
0
S
] 02 }
o7
0,1 m 14
A2l
0 Il Il Il Il
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Log(L)

Sekil 5.7.a. 7, 14, 21 Bagimsiz simiilasyonlar i¢in manyetik alinganligin sonsuz orgii
kritik sicakligindaki degerleri y.Log "/’L’nin sonlu orgii dogrusal

boyutuna kars1 Log — Log grafigi (4< L <8)

c

Sekil 5.7.a.’daki dogrularin egimi (Zj = 1.9799, (Zj
v) ¢ v

= 1.9801 ve (Zj -

1.9808 degerlerini vermektedir.
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0,8
*7
07 b y()=19794x- 1,1141 =14
R2=1
0.6 A21
A 9
g y(14) = 1,9803x - 1,1148
: | -
80,5 R =1
=
= 04 F y(21)=19818x-1,1158
% R =1
go,s -
=0
)
— 0,2 -
0,1 F
0 Il Il Il Il
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Log(L)

Sekil 5.7.b. 7, 14, 21 Bagimsiz simiilasyonlar icin manyetik alinganligin sonlu 6rgii

kritik sicakligindaki degerleri y, Log "?L’nin sonlu orgii dogrusal

max

boyutuna kars1 Log — Log grafigi (4< L <8)

Sekil 5.7.b.’deki dogrularm egimi [Zj = 1.9794, (ZJ = 1.9803 ve

(Zj = 1.9818 degerlerini vermektedir. 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in

()

elde edilen (Zj = 1.9799, (Zj = 1.9801, (Zj = 1.9808, (Zj = 1.9794,
v C v C v C ’I) max

(Zj = 1.9803, (Zj = 1.9818 degerleri Z=2 teorik degeri ile uyum
max max V

halindedir. Simiilasyon sayist arttikca elde edilen (ZJ = 1.9808, (ZJ =

v v

1.9818 degerleri teorik degerle daha iyi uyum halinde oldugu goriilmektedir.
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5.4. Ozis1 icin Kritik Us

Sonlu boyutlu 6rgiilerin (L) 6zisiya baghilig (68, 83);

C(L)aL*" Log"’L; T (c0), T(L) (5.10)

esitligi ile verilmektedir

-0,322
-0,324 | o7
m 14
-0,326 |
A2]
-0,328 |
= 033 |
<
'gﬂ 0,332 |
] y(7) = -0,053x - 0,293
g 0334 r R? = 0,9962
0
-0,336 |
S o y(14) = -0,0536x - 0,2924
-0,338 | R? =0,9942
0,34 I y(21)=-0,0534x - 0,2928
0342 R2=0,9888
0,344 : L : :
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Log(L)

Sekil 5.8.a. 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin 6zisinin sonsuz Orgii kritik

-1/3

sicakligindaki degerleri C.Log™ "~ L ’nin sonlu orgii dogrusal boyutuna

kars1 Log — Log grafigi (4< L<8)
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Sekil 5.8.a.’daki dogrularm egimi (ﬁj = - 0.0530, (ﬂj = - 0.0536,

(ﬂj = - 0.0534 degerlerini vermektedir.
v c

0,11
0115 | *7
=14
012 F a2l
=
< 0125 F
¥ ) =-0,1001x - 0,0528
y(7) =-0, x -0,
= 013 I
S
% 0,135 F y(14)=-0,1001x - 0,0529
S R? = 0,9999
~ 014 |
y(21) =-0,1012x - 0,0521
0,145 F R® = 0,9998
-0,15 Il Il Il Il
0,5 0,6 07 0.8 0,9 1

Log(L)

Sekil 5.8.b. 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar icin Ozisimin sonlu orgii kritik
g ¥ ¢ g
sicakhigindaki degerleri C,, Log™'’L’nin sonlu orgii dogrusal

boyutuna kars1 Log — Log grafigi (4< L <8)
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Sekil 5.8.b.’deki dogrularn egimi (ﬁj = - 0.1001, (ﬁj = - 0.1001,
l) max l) max
a o .. .
(—j =-0.1012 degerlerini vermektedir.
v max

-1/3

Cizelge 5.8. 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in C_ Log

L’nin L’ye kars1 ve

C,.. Log™"’L’nin L’ye kars1 Log — Log grafiklerinin egimi

L icin aralik o o Simiilasyon Sayisi
G
4<L<8 - 0.0530 -0.1001 7
4<L<8 - 0.0536 -0.1001 14
4<L<8 -0.0534 -0.1012 21

Cizelge 5.8. ve Sekil 5.8.’den (

0.0534, . =-0.0273, & =- 0.0272, «,

- 0.1001, (ﬂj
U max

- 0.1012,

“j = - 0.0530, (ﬂj = - 0.0536, (ﬂj = .
C l) C l) C

- 0.0269, (ﬂj
U max

- 0.0530, a, =

v

- 0.0513, a, = - 0.0512

degerleri elde edilmektedir. Elde edilen bu degerler & = 0’1n teorik degeri ile uyum

halindedir. Simiilasyon sayis1 arttik¢a elde edilen «,

degerleri teorik degere daha yaklastig1 goriilmektedir.
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5.5. Dort Boyutlu Ising Modelinin Sonlu Orgii Olcekleme Fonksiyonlar

d=4 boyut i¢in sonlu 6rgii dlgekleme bagintilar1 Privman ve Fisher (44, 79, 83, 87)

tarafindan h=0 i¢in;

M, ()=L*"Log"*LF(tI*Log"°L) (5.11)
2,(6)=L""Log"*LF(tI*Log"°L) (5.12)
C,(t)=L*""Log"*LF(il*Log"°L) (5.13)

esitlikleri ile verilmektedir.

7 BAGIMSIZ SIMULASYON
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55 6,0 6,5 7,0 7,5 8,0

Sekil 5.9.a. 7 bagimsiz simiilasyon icin Manyetizasyonun (M) sicakliga (T') gore

degisimi (4 <L <8)
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14 BAGIMSIZ SIMULASYON
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Sekil 5.9.b. 14 bagimsiz simiilasyon i¢cin Manyetizasyonun (M ) sicakliga (T) gore

degisimi (4 <L <8)

21 BAGIMSIZ SIMULA SYON
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Sekil 5.9.c. 21 bagimsiz simiilasyon i¢in Manyetizasyonun (M ) sicakliga (T) gore

degisimi (4 <L <8)
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7 BAGIMSIZ SIMULASYON
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thlog L

Sekil 5.10.a. 7 bagimsiz simiilasyon i¢in 6l¢ceklenmis manyetizasyonun dlceklenmis

sicakliga gore grafigi (4 < L <8),(T, =6.6802), [Zj -2
(%
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14 BAGIMSIZ SIMULASYON
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Sekil 5.10.b. 14 bagimsiz simiilasyon icin 6l¢eklenmis manyetizasyonun l¢eklenmis

sicakliga gore grafigi (4 <L <8), (TC =6.6802), [
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21 BAGIMSIZ SIMULASYON
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Sekil 5.10.c. 21 bagimsiz simiilasyon icin 6l¢eklenmis manyetizasyonun ol¢eklenmis

sicakliga gore grafigi (4 < L <8), (TC =6.6802), (Zj =2
v
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7 BAGIMSIZ SIMULASYON
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Sekil S.11.a. 7 bagimsiz simiilasyon icin Ol¢eklenmis manyetik alinganligin,

olceklenmis sicakliga kars: grafigi (4 < L <8), (TC =6.6802), (Zj =2

v
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14 BAGIMSIZ SIMULASYON
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Sekil S5.11.b. 14 bagimsiz simiilasyon i¢in Olgeklenmis manyetik alinganligin,

olceklenmis sicakliga kars: grafigi (4 < L <8), (TC =6.6802), (Zj =2
()
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21 BAGIMSIZ SIMULA SYON
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Sekil S5.11.c. 21 bagimsiz simiilasyon icin Olceklenmis manyetik alinganligin,

olceklenmis sicakliga kars: grafigi (4 <L <8), (TC =6.6802), (Zj =2
()

Sekil 5.10. ve Sekil 5.11. grafikleri incelendiginde datalarin iist iiste geldigi
goriilmektedir. Simiilasyon sayis1 arttigi zaman datalarin daha iyi iist liste geldigi

goriilmektedir. Buda olgekleme bagintilarinin gegerli oldugunu gostermektedir.
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7 BAGIMSIZ SIMULASYON
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Sekil 5.12.a. 7 bagimsiz simiilasyon icin 0Ol¢eklenmis manyetik alinganligin,

olceklenmis sicakliga kars: grafigi (4 < L <8), (TC =6.6802), (Zj =2
()
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14 BAGIMSIZ SIMULA SYON
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Sekil 5.12.b. 14 bagimsiz simiilasyon i¢in Ol¢ceklenmis manyetik alinganligin,

olceklenmis sicakliga kars: grafigi (4 < L <8), (TC =6.6802), (Zj =2
()
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21 BAGIMSIZ SIMULA SYON
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Sekil 5.12.c. 21 bagimsiz simiilasyon icin Olceklenmis manyetik alinganligin,

olceklenmis sicakliga kars: grafigi (4 < L <8), (TC =6.6802), (Zj =2
()

Sekil 5.12. incelendiginde kritik bolgede Olceklemenin gecerli oldugu diger
bolgelerde ise Olceklemenin gecerli olmadigr goriilmektedir. En 1yi Olcekleme
simiilasyon sayisi arttik¢a goriilmektedir.

5.6. Binder Parametresi

h=0 ve d=4 icin Binder parametresi Binder tarafindan (62, 79);

L'yt

(s*) { 7 }
g =75 3= 55 (5.14)
<S >L h=0

verilmektedir. Binder parametresi i¢in 6l¢ekleme ifadesi ise (44, 62, 79);
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g,(t)=F(i*Log"°L) (5.15)

verilmektedir.
7 BAGIMSIZ SIMULASYON
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Sekil 5.13.a. 7 bagimsiz simiilasyon i¢in Binder Prarametresinin (g L) sicaklik T ye

gore degisimi
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14 BAGIMSIZ SIMULA SYON
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Sekil 5.13.b. 14 bagimsiz simiilasyon i¢in Binder Prarametresinin (g L) sicaklik T’ye

gore degisimi
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21 BAGIMSIZ SIMULA SYON
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Sekil 5.13.c. 21 bagimsiz simiilasyon i¢in Binder Prarametresinin (g L) sicaklik T’ ye

gore degisimi

Sekil 5.13.‘deki egrilerin kesim noktasindan c¢izelge 5.9.°daki degerler elde

edilmistir.

Cizelge 5.9. 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in Binder Parametresi egrilerinin

kesismesinden elde edilen T () ve (g L) degerleri

BINDER PARAMETRESI EGRILERININ KESISMESINDEN

T (o) (g L) Simiilasyon Sayisi
6.6800 -1.2421 7
6.6801 - 1.2404 14
6.6802 - 1.2394 21
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7 BAGIMSIZ SIMULASYON
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Sekil 5.14.a. 7 bagimsiz simiilasyon i¢in Binder Parametresinin Olceklenmis

sicakliga kars: grafigi (4 < L <8), (TL. =6.6802), [Zj =2
(%
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14 BAGIMSIZ SIMULA SYON
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Sekil 5.14.b. 14 bagimsiz simiilasyon i¢in Binder Parametresinin Olceklenmis
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()
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21 BAGIMSIZ SIMULA SYON
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Sekil 5.14.c. 21 bagimsiz simiilasyon icin Binder Parametresinin olceklenmis

sicakliga kars1 grafigi (4 < L <8),(T. = 6.6802), (Zj =2
()

Sekil 5.14.’te ise Binder parameresinin 5.15 esitligine gore olgeklenmis sicaklikla
degisimi cizilmis olup datalarin iist iiste geldigi goriilmektedir. Simiilasyon sayisi
arttikca datalar daha iyi iist iiste gelmektedir. Sekil 5.15.’de ise; 7, 14, 21 bagimsiz
simiilasyonlar i¢in Binder parametresinin (g L) orgii uzunluguna (L) gore grafigi

cizilmistir.
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| y(7)=0,0011x - 1,2463
-1,3 R2=0,1055
1,35 | y(14)=0,002x - 1,2562
R? =0,684
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y(21) =0,0022x - 1,2567
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L

Sekil 5.15. 7, 14, 21 bagimsiz simiilasyonlar i¢in Binder parametresi (g L)’nin orgi

uzunlugu (L)’ye bagh grafigi

Sekil 5.15.°deki egrilerin kesim noktasindan sirasiyla 7, 14, 21 bagimsiz

simiilasyonlar i¢in; g, =-1.2463, g, =-1.2562, g, =-1.2567degerleri elde
edilmistir.  Elde  edilen  bu  degerler ; g,(T.)=0.81156 (81),

g,(T.)=-0.958+0.050 (63-64), g,(T.)=-0.967+0.016 (53) ile uyum halindedir.
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