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This thesis consists of four parts. In the first chapter, the aim of the thesis and
a brief information about the resources are given. In the second section, basic -
concepts that will be used in the following sections are addressed. In third chapter,
Lie groups are introduced, topological properties of Lie groups, Lie subgroups, Lie
algebra of a Lie group, Lie group actions and properties, Lie algebra of vector fields,
orbits under Lie group actions are investigated. The fourth section is reserved for

discussions and results.
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1.GIRIS

Bir Lie grubu hem bir grup, hem de bir manifolddur. Dolayisiyla bir Lie
grubunun birbiri ile ilgili olan hem cebirsel hem topolojik hem de bir geometrik
yapist vardir. Buna gére Lie gruplari incelenirken matematigin bu li¢ daliyla ilgili
yapilar ¢alisilmaktadir. Bu tezde Lie gruplari ve Lie doniisim grubu olarak etkileri

ele alinmis ve 6rneklendirilerek incelenmistir.

1.1 Tezin Amaci

Lie gruplari ve Lie d6niisiim grubu olarak bir manifold tizerindeki etkilerinin

ozellikleriyle birlikte 6rneklendirilerek incelenmesi amaglanmigtir.

1.2 Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar i¢cin Differentiable Manifolds ( R. S. Clark and F. Brickell ),
Lineer Cebir ( H. H. Hacisalihoglu ) ve Diferensiyel Geometri ( A. Sabuncuoglu )
kitaplarindan faydalanilmistir. R. S. Clark ve F. Brickell Differentiable Manifolds
adli kitabinda bir manifoldun topolojisini, Lie gruplarini ve Lie doniisiim grubu
altindaki etkilerini almistir. Lie grup etkilerinin bazi 6zellikleri ve 6rnekleri icin An
Introduction to Differentiable Manifolds and Riemannian Geometry ( W. M.
Boothby ) ve Yiiksek Diferensiyel Geometriye Giris ( H. H. Hacisalihoglu ) adh
kitaplardan faydalanilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Topolojik Kavramlar

Tamm 2.1.1 (Topoloji, Topolojik Uzay) :
S bir ctimle ve P(S)={4: Ac S} olmak iizere 7 < P(S) olsun.
Eger asagidaki li¢ aksiyom saglaniyor ise,

7 climlesine S tizerinde bir fopoloji, (S,7) ya da topolojik uzay ad verilir.

1. ©Ser

I |J4er, 4er

el

. (der, det, I1={2,.,n

el
Tamm 2.1.2 (Temel Atk Ciimle, Topolojik Baz):

(8,7) bir topolojik uzay ve B={B, : B € t} olsun.
Eger,

1L S=|JB, BeB

icl

. BNB,#@=8NB,=|JB, BeB

el

Ise B, cumlesine femel acik ciimle, B ailesine de S topolojisinin bir baz: denir.

Tanmm 2.1.2 (Komsuluk): (S,7) bir topolojik uzay ve s€ S olsun. se U c §

olacak sekilde U agik altctimlesine s noktasmin bir komsulugu denir.

s€ § nin komsuluklar ailesini ¢(s) ile gosterecegiz

Ueds)eselU, Ue rdur.



Tanim 2.1.3 (lki Fonksiyonun Kartezyen Carpimi):  f:A— B, g:C— D iki
fonksiyon olsun.

fxg:AxC — BxD
(p.a)=(/(p).g(9))

bi¢iminde tanimlanir.

Tanim 2.1.4 (Global Fonksiyon): §ve T bos ciimleden farkli iki climle
ve f:§8—=T bir fonksiyon olsun. Domf =S ise f fonksiyonuna global fonksiyon

denir.

Tammm 2.1.5 (Siirekli Fonksiyon): S ve T iki topolojik uzay f:S—T bir

fonksiyon olsun.
f fonksiyonu se S de siireklidir < VVed(f(s)) icin IV e Ks)> fU)V
dir.

Tamim 2.1.6 (Homeomorfizm): S ve T iki topolojik uzay f S — T bir fonksiyon

olsun. Bu fonksiyon stirekli, birebir ve acik ise f fonksiyonuna bir homeomorfizm

denir.

Tamim 2.1.7 (Aliciimle Topolojisi): (S,7) bir topolojik uzay olmak tizere 4 = §

olsun. Bu durumda 7, ={U N 4 :U € 7} koleksiyonu 4 ciimlesi iizerinde bir
topolojidir.

Bu topolojiye 4 ciimlesi izerinde tanimh altciimle topolojisi denir.

Tamim 2.1.8 (dywma aksiyomlart): (S,7) bir topolojik uzay olsun.

T,:Vp,ge Sicin p # g olmak iizere AU € ¢ p),AV e P q) icin pg V ve g U dir.
T,:Vp,qge S i¢inp#q olmak lizere I e KN p)IVeq) > UnV = dir
T, ayirma aksiyomunu saglayan bir topolojik uzay 7, ayirma aksiyomunu saglar.

7, ayirma aksiyomunu saglayan bir topolojik uzaya Hausdorff’ uzayi denir.



Tamm 2.1.9 (Irtibatli uzay): (S,7) bir topolojik uzay olmak iizere, S ayrik iki
aciginin birlesimi olarak yazilamiyorsa S irtibatlidir denir.
(S.7) topolojik uzay irtibathdir & U, U, =& olacak sekilde

YU, U,eti¢in U UU, #8 dir.

Teorem 2.1.1 S irtibathi ise S nin bog cﬁmfeden farkli hem agik hem kapali

altciimlesi S ye esit olmak zorundadir.

2.2. Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar

Tanmm 2.2.1 (Diferensiyellenebilir fonksiyon): f :R" — R”™ olmak iizere R"
uzaymin koordinat fonksiyonlari x,,x,,...,x, olsun. 1<i<n i¢in p=(p,, p,..... p,)
olmak tlizere

x:R" >R

px(p)=p,
dir. p noktasinda f nin x,,x,,..., x, koordinat fonksiyonlarma gore kismi tiirevleri
var ve siirekli ise /' fonksiyonuna p noktasinda diferensiyellenebilirdir denir.

R” nin her bir p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri

varsa f fonksiyonu C” sintfindandir denir.

fR">R"

Jp=rer 5

R

f fonksiyonu ze Dom( f )cR" de C”sinfindandir & 1<j<m igin v,

fonksiyonu ze Dom( f)c R" de C” sinifindandir.



f={fihn )R DR”
265 £(2)=(fi(2) fol(2)reen fo(2))

Tanmm 2.2.2 (Jakobien Matris). R” uzayinn koordinat fonksiyonlar

X, X,,..., X, olsun.

f:R" 5 R
fonksiyonu C~ siifindan olmak iizere f fonksiyonunun jakobien matrisi

J, :R" = M(kxnR)=R}

zi——)Jf(z)z[gfL}

7

fonksiyonu ile tanimlanir.
Teorem 2.2.1 (Kapali Fonksiyon Teoremi):
[ RPXR! =R > R?

C” simifindan olmak lizere ve

f(a,b)=0, de{gj—:—:‘;ﬁ(} (i,j=12,.,p)
x

7

ozelligine sahip bir nokta (a,b) € Dom f ise; IV e ¥ a),3W e ¥(b) >
Vwe Wicindve V 3 f(v,w)=0 dir.

X WcR 5V cR?  we y(w)=v fonksiyonu C” sinifindandir 3 f(v,w)=0



Tanim 2.2.3 (Diffeomorfizm): f:R" — R" bir fonksiyon olmak iizere

I f Dbirebirdir.
II. f diferensiyellenebilir
1. f' diferensiyellenebilir

ise f ye diffeomorfizm denir.

2.3. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmm 2.3.1 (Harita): M bir cimle olsun ve

x:M—R"

fonksiyonu i¢cin Dom x = U olmak tizere agsagidaki iki aksiyom saglaniyor ise (U, x)

ye M de bir n-boyutlu harita denir.

H,) x, birebirdir.

H,) x(U), R" de agiktir.

Tamim 2.3.2 (Haritalarm Uyumlulugu): (U,x), (V,y), Mde U NV # D olacak
sekilde herhangi iki harita olsun. (Sekil 2.3.1)

yoxix(UnV)— y(UnV)

bi¢iminde verilen yox™ déniisiimii bir diffeomorfizm ise (U,x) ile (V,y)

haritalart uyumludur denir.



(Sekil 2.3.1)

Tamm 2.3.3 (C”-Atlas): A={(U,,x,):ie I} Mnin haritalarmin bir koleksiyonu

olsun. Eger asagidaki iki aksiyom saglaniyorise 4 ya M ninbir C” -atlasi denir.

A) M=y,

ied

A,) Vi, ji¢in (U,x) ve (U,,x;) uyumludur.

Tanim 2.3.4 (Denk Atlas): Mbir cimle 4 ve 4,, Mnin ikiC” -atlasi olsun

A4, U A4, de Mnin bir C” -atlas1 ise 4, ve 4, atlaslarina M de denk atlaslar denir.

Tamim 2.3.5 (Tam Atlas): M cimlesinin bir C™ -atlasi, M nin hicbir C™ -atlasi

tarafindan ihtiva edilmiyorsa bu atlasa M nin bir tam atlasidir denir.

Teorem 2.3.1: Bir diferensiyellenebilir manifoldun her C* -atlasi bir tek tam atlas

tarafindan kapsanir.

Sonug 2.3.1: Bir diferensiyellenebilir manifoldun denk atlaslari ayni tam atlas

icerisinde bulunur. Dolayistyla her bir tam atlas bir denklik sinifidir.



Tanmm 2.3.6 (Diferensiyellenebilir Manifold): Bir M ciimlesinin bir C” -tam

atlasina M de bir n-boyutlu C” -yap1 denir. Bu yapi ile birlikte M ye n-boyutlu

diferensiyellenebilir manifold adi verilir

Ornek 2.3.1: R nin 1-boyutlu diferensiyellenebilir manifold yapisi belirttigini

gosterilim,
M =R olsun
x= id :R—>R
!
dzdeslik

s> x(s)=s olmak iizere
H,)  x birebirdir.
H,) x(R)=R agiktir.

O halde (R,x), R nin bir haritadir. 4 = {(R,x)} olsun;
A,)  Ortii aksiyomu asikardir.

A,) xox' =x diffeomorfizmdir.

A= {(R,x)} R nin bir C~ -atlasidir.

Bu atlasin belirttigi C~ -yapu ile birlikte R , 1-boyutlu diferensiyellenebilir

manifolddur.

Ornek 2.3.3: ( Carpim Manifoldu )
M, m-boyutlu ve M, n-boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold olsun.

M, ve M, deki C7 -yapilar sirasiyla 4, ve 4, olsun.

4, ={(U,.x,)|lie I}ve 4, ={(Vj,yj)}je J} olmak iizere



A XA, nin M, xM, de bir C” -yap1 tanimladigin gsterelim
A= x4, ={(UxV, , xxy,)|(Uxx)e 4,(V,xy,)e 4,

v (UixUj s xiXxj) M, X M, de bir haritadr.

H) x:U, - R" birebirdir.
y; iV, >R birebirdir.

x, Xy, :UXV, > R"XR"=R™"  birebirdir.

H,) (5%, )(UxV, )=, (U )%y, (V,) c R™"
agik actk

A=A XA, M, x M, de bir C” -atlastir.

Bunun i¢in;

w U s U ol Y o femoan
(U,x)e 4, (Uix)e4 (752, ),
ijl’j}EAz e N L

M, M

A) Y(Uxv, , x,,xy}.),(UixV. , Zx?j)e AxA

J
3 (U%Vj.)m(ixi’?)i@ i¢in

(3%,) (%%, )“i = (3%, )l %y, ) = (5 0 )x(7,° y"_l),

it

diffeomorfizm diffeomorfizm
N J
diffeomorfizm

= A=4 X4, M, x M, de bir C” -atlastir.
Bu atlasin belirttigi C” -yapiyla birlikte M, xM,, (m+n)-boyutlu
diferensiyellenebilir manifolddur. Bu diferensiyellenebilir manifolda da M, ve M,

diferensiyellenebilir manifoldlarinin ¢arpim manifoldu denir.

Benzer sekilde ikiden fazla manifoldunda ¢arpimindan bahsedilebilir.

Ornegin; RxRx..xR=R" n-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.
RS S sty

n-tane



Bunun bir C” -atlasi A={[RXRx...xR,idxidx...Xid)} dir.

n—lane n—tane

Ornek 2.3.4: S’ in 1-boyutlu diferensiyellenebilir manifold yapisi belirttigini

gosterelim.

M =S' ={(sin27zs,cos 2715)| s R} olmak tizere
U ={(sin27s,cos 27s)| 0 < §< ]} cS' olsun.
u=s -{fo)

x:U—3R

olmak iizere (sin 27s,cos27s) > s seklinde tamml (U, x), S' in

1-boyutlu bir haritasidir. (Sekil 2.3.2)

H,) x birebirdir.

H) x(U)=(0) SR

ol

i
L

e
(Sekil 2.3.2)

U'= {(sin 275,¢08 275 )| :zl <5< -;—} cS' olsun.

x"WU'——>R
olmak iizere (sin27s,cos27s) > s seklinde tanimhi (U',x"), ' in

1-boyutlu bir haritasidir. (Sekil 2.3.3)

10



H,) x' birebirdir.

1 w)=(2d)e

2%
'y §_2
\ y X
{01}
(Sekil 2.3.3)

Simdi 4, ={(U x), (U ’,x')} ailesinin S' in bir C” -atlasi oldugunu gosterecegiz.
A) UULU'=S

A) UnU'=S"-{(0,1),(0,-1)} (Sekil 2.3.4)

X

@y

LR
{0.-1}

(Sekil 2.3.4)

xox i x(UnU") - x'(UnU")

olmak tizere s > (x’o x”‘)(s) S (0,—1-})(-1—,1}
2 2

seklinde tanimli doniisiimiin diffeomorfizm oldugunu gorelim.

11



s se((),—l-)
2
s=1 Se(i,l}
: 2

se (O,—;—) icin x'ox~' .bir 6zdeslik doniisimi diffeomorfizmdir.

x’(x_] (s))z—-

se (—;—,IJ igin (x'm X )(s) =s5—1 oldugundan x'ox™" de bir diffeomorfizmdir.

(U,x),(U",x") haritalari uyumlu olup 4, ={(U ,x), (U ',x')} koleksiyonu S' in bir

C~ -atlasidir. Bu atlasla birlikte S' 1-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.

Simdi S' iizerinde 4, atlasindan farkli dort haritali bir C~ -atlas tanimlayacagiz
v, ={(s,,5,)e 8’ 5,50} olsun.

JjiS' >R
(s,8,)> j(s,5,)=(s,,s,) olmak tizere

Jl R
(5558,) > J i (8,8,) = j(s,,8,) =(5,5,) olup

r,R* >R

(SUSZ)H T, (Slasz)zsz

xn=mojl: V>R
olmak iizere (s,,s,) > s, seklinde tanimli doniisiim (Sekil 2.3.5) igin
H,)  x, birebirdir.

H) x(h)=(-L)cR

agtk

olup (¥,,x,), S' in 1-boyutlu haritasidir.

12



%;
{ﬁg}l -~

{ﬁr%}s;—/

(Sekil 2.3.5)

V,={(s;.s,)e s’ |s,(0}  olsun.
x,=mojl,:V,>R

Olmak iizere (s,,s,) > s, seklinde tanimli doniisiim (Sekil 2.3.6) igin

H,)  x, birebirdir.

H)  x(%)=(-L)cR

acik

olup (¥,,x,) S'in 1-boyutlu haritasidir. (¥, ¥, ¢ S')

~+ : ol
Kf‘;;js-ié

(Sekil 2.3.6)

V,={(s,.5,)e §' |s5,)0}  olsun.

7R >R

(Slasz) o ﬂl(slasz) =95

13



X3=;rioji,,3:V3 R
olmak iizere (s,,s,) > s, seklinde tanimh doniistim (Sekil 2.3.7) i¢in

H,)  x, birebirdir.
H) % (h)=(-L)ck

agik

olup (¥,,x,) S'in l-boyutlu haritasidir. (V, UV, UV, ¢ S'
3273 1 2 3

By
»

-

(-L0)

(Sekil 2.3.7)

v,

Il

{(sl,sz)e S'|s,(0}  olsun.
x,=mojl,V, >R
olmak iizere (s,,s5,) > s, seklinde tanimhi doniisiim (Sekil 2.3.8) igin

H,)  x, birebirdir.

H,) x(V)=(-L)cR

actk

14



(Sekil 2.3.8)

olup (¥,,x,) S'in 1-boyutlu haritasidir. (V, UV, UV, UV, = s')

4,={(V.x)} i=1234 4 ={.x).(.x).(/x%).(V.x,)}

ailesinin S' in bir C™ -atlast oldugunu gosterelim.

) UJy=s
i=1

A) ViV, 2@ V.V, 2@ V,nV,2Q V,AV, 2@

olup 6rnegin V, NV, # D igin

X0, :\xz(Vszazﬁxs(Vzmp;}

(01) (~L0)

x 0%, 1(0,1) > (=1,0)

1 x, (! (t))=x3(J1—t2,z) =\1-7

15



xy0x, diffeomorfizmdir. (V,.x,),(V;.x,) haritalart uyumludur. Benzer durum
ooV, , inV, , V,nV, icinde ifade edilebilir. Boylece
4, ={(V.%).(V,.%,).(75.%,).(Vs.x,)} de S in bir diger C” -atlasidir.

Bu atlasla birlikte S' 1-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.

Simdi de 4, ve 4, atlaslarinin denk oldugunu gosterelim.

A,) Asikardir.
A) UnV, =@ (1<i<4)

UnV 0

UnV, elealalm UnV, =V, dir
xox i x(Unl) - x(UnV,)
(GT%) (-1
= 1
X, 0X :[O,—i]—)(—l,l)

SE X (x"1 (s)) = x,(sin275,c08 277s) = cos 27rs olup bu doniisiim bir

diffeomorfizmdir. O halde (U, x),(¥;,x,) haritalar: uyumludur.

Benzer sekilde (U, x), (V.x,) (i=1,2,3,4) haritalar uyumludur.

(U.x") ., (V.x,) (i=1,2,3,4) haritalari uyumludur.

4,04, S inbir C” -atlasidir. Dolayisiyla 4, ve 4, atlaslari denktir.

4, ve 4, atlaslar1 ayni tam atlasta bulunur, yani ikisinin de belirledigi C  -yap1

aynidir. Sonug olarak S, 1-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.

Ornek 2.3.5: S', 1-boyutlu diferensiyellenebilir manifold oldugundan ¢arpim

manifoldu tanimindan yararlanilarak

S'x8' x.. xS =T"
M !

n-tane

ifadesi elde edilir. Buna n-boyutlu Tor denir.

16



Tanmm 2.3.7 ( Koordinat Temsilcisi ) :

M, M’ iki diferensiyellenebilir manifold, boyM = n, boy M'= n’ olsun

f

<

> M

R" R”
F = x'o fO x_l

me Domf olmak lizere F (m) = (x'o fox™ )(m) fonksiyonuna f nin “koordinat
temsili” ad1 verilir.

F fonksiyonu x(m) noktasinda C® ise f, m noktasinda C” dur denir.

2.4. Bir Manifold Uzerinde Diferensiyellenebilir Yapidan indirgenmis Topoloji

ve Bir Manifoldun Topolojisi

Tamim 2.4.1 ( Koordinat Bolgesi ) : M nin bir tam atlast 4~ olsun. 4" mn bir
haritasinin tanim bélgesine manifoldun bir koordinat bolgesi adi verilir.

Buna gore, koordinat bolgelerinin ctimlesi,

(U,1(V,x)e 4’} dir

Teorem 2.4.1 : M nin bir tam atlas1 A4* olsun. 4" daki koordinat bolgelerinin

climlesi, M de bir topoloji i¢in bir bazdir.

Tanim 2.4.2 ( C” -yapidan indirgenmis topoloji ): M nin bir tam atlast 4  olsun.

A" tam atlasmin koordinat bolgelerinin climlesini bir baz kabul eden topolojiye M

nin A" atlasiyla belirli C* -yapidan indirgenmis topolojisi denir ve 7, ile gosterilir.
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Teorem 2.4.2 : A, M de bir atlas ve M nin C” -yapidan indirgenmis topolojisi 7,

olsun. Bu durumda

(U.,x)e 4 =x:U > R" r,-homeomorfizmdir.

M bir topolojik uzay olsun. Bu uzay (M,7) ile, M de C” -yapinin indirgedigi

topoloji de r, ile gosterilsin. Buna gore asagidaki Teorem 2.4.3 verilebilir.

Teorem 2.4.3 : 7 =7 dir.< 3 4 atlas1 3 V(U,x) e 4 igin

x:U - R” bir r -homeomorfizmdir.

Tanim 2.4.3 (Acik Altmanifold):
M n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve M’, M nin bir agik altctimlesi

olsun
JiM'>M
p j(p)=p dogal birebir doniisiim ve U N M '# & olacak sekildeki M nin

V(U, x) haritast igin (U NM',xoj ) M’ niin bir haritasidir.
v

UnM)cM—L>M

RI’I

H,) x birebirdir.

xo j birebirdir.

H) (xej)(UnMY)= x(Ur\M')c R”
e, agik



A) | U=M= |J UnM)=M

(U.X)ed (U.X)ed

A) (UnV)=08 UnM'#@ VnM'#D olacak sekildeki
(U,x) ve (V,y) haritalar igin;
oo L sl Yo ol s

diffeomorfizmdir.

Buradan da anlasilmaktadir ki 4’ = {(U NM',xe j)|(U,x)e A} , M’ igin bir

C* yapidur.
Bu C”yapiyla birlikte M ' bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.

M ' manifolduna M manifoldunun bir a¢ik altmanifoldu denir.

Ornek 2.4.1: M(nxn.R)=R; ={[a,] |a,eR 1<i j<n|
x:R7 > R”

A= [aij] > x([aij]) = (000, Bl 05,04, )
{(R’;,x)} , R’ icin bir C”-yap1 tamimlar.R”, n’-boyutlu diferensiyellenebilir
tam  atlas

manifolddur.
det:R" >R
A detd

fonksiyonu diferensiyellenebilirdir. Bundan dolay1 determinant fonksiyonu
streklidir.

{0} = R kapali ve determinant fonksiyonu siirekli oldugundan der™' {0} c R”,
kapalidir. ( Sekil 2.4.1)
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det
R?—" ™ R \

der {0}~ \Ol

( Sekil 2.4.1)

det {0} = {4 e R} | detd = 0}
GL(n,R)= { AeR" | detd # O} ciimlesi der™ {0} c R/, cimlesinin R/, ye gore
tiimleyenidir. Buna gore GL (n,R) c R, agiktir. Dolayisiyla GL(n,R) , R’ in bir

acik altmanifoldudur.

Tanim 2.4.4 ( Regiiler Altmanifold ): M bir manifold ve M', M nin bir
altmanifoldu olsun. M nin C* -yapinin indirgedigi topoloji z,, M' niin C” -yapinin
indirgedigi topoloji de 7, ile gosterilsin. Eger ¢ ile M niin M den alt

climle olarak indirgedigi topoloji aymi ise, M ' ye M nin regiiler altmanifoldu

denir.
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2.5. Tanjant Vektir

M, n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve m € M olsun. Tamim ciimleleri m
yi kapsayan ve M lizerinde tamimlanan reel degerli diferensiyellenebilir

fonksiyonlarin climlesi

7 (m)= { [ f M derensiyellerehily_y R m e Domf } bir vektor uzayidir.

Tamim 2.5.1 5 (m) iizerinde tamml R -lineer fonksiyona 5 (m) de bir lineer
operatdr ad1 verilir.

Buna gére A, (m)de bir lineer operatrdiir < A: 5 (m)——"% >R dir.

Tamum 2.5.2 (& (m)nin bir tirevi):  A: 5 (m)—C >R

bir lineer operator olsun. Vf g e 7 (m) i¢in A(fg)=A(f)g+ fA(g)ise

leibnitz: kurah

Aya Z (m)nin bir tirevi denir.

Tanm 2.5.3 (Tanjant Uzayi, Tanjant Vektor) M bir diferensiyellenebilir manifold
ve me M olsun & (m) nin tiirevlerinin ciimlesini 7, M ile gosterelim.
T M= {A |A: 5 (m) e, R} bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayma M

manifoldunun m noktasindaki tanjant uzay: denir.
T,,M uzaymin her bir elemanina da M nin m noktasindaki bir tanjant vektor adi

verilir.

Tanim 2.5.4 (Tanjant Demeti):

™ = U T, M ciimlesine M nin tanjant demeti denir.
meM
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2.6. Tiirev Doniisiimii

M ve M’ iki diferensiyellenebilir manifold ve

p:M—> M

o H{m)=m"

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.

Vf e s (m') igin f o ¢ € &7 (m) dir. Buna gore

G T M—>T M'
A4, (A): 7 (m)>R

£ (¢ (M))(F) = A(S 29)

doniistimii g6zontine alinirsa bu déniisiimiin iyi tammh oldugu kolayca goriilebilir.

Ayrica,
Va.beR ve Vf,ge 7 (m')igin

(., (A))(af +bg) = A((af +bg)o4) = A(a(f 4)+b(g°9))
=aA(fo¢)+bA(go9) (AeTmM lineerdz'r)

— (g (M)(F) +5(8 ()(2)

= ¢.,, (A) doniigiimii lineerdir.

(2., (M)(fg)=A((f2)°9)
=A((72¢)-(2°9))
=(A(729))-(229)], +(f9)].(A(g29))
= (2 (M)S) 8|+ 7 (2 (1))(2)

= ¢,,, (A) doniisiimii Leibnitz kuralim saglar. Buda ¢., (A)e 7, M' anlamina gelir.
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Bu sekilde tanimh @, : T M —— T M ' dontistimiine 7 M {izerinde Tiirev

Doniisiimii denir.

2.7. Topolojik Grup

Tanmm 2.7.1 ( Topolojik Grup ) : G bir grup ve ayni1 zamanda bir topolojik uzay
olsun. Eger bir fonksiyon olarak grup islemi siirekli ise G ye bir topolojik grup adi

verilir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Lie Gruplari ve Lie Grup Etkileri

Tamim 3.1.1 ( Lie Grubu ) : G bir grup ve diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

Eger,

0:GxG>G

(g] ogz) = 8,8,

grup islemi diferensiyellenebilir ise G grubuna bir Lie Grubu denir.

Bir Lie grubunun etkisiz elemamn e ile gosterilecektir.

Ornek 3.1.1: (R", +) grubu ile R” manifoldu bir Lie grubu tamimlar.

R” bir grup ve diferensiyellenebilir manifold yapisina sahiptir.

®:R"xR” > R"
déntisimi Va=(a,a,,...a,) b=(b.b,,...b,)eR", 1<i<n i¢in
+:RxR —> R
(a,,b)> a,+b,
olmak lizere
(a.b) > (a,+b,a,+b,,...a,+b,)
olarak tanimlanir.

“+” diferensiyellenebilir oldugundan @ fonksiyonu da diferensiyellenebilirdir.
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Ornek 3.1.2: GL(n,R) bir Lie grubudur. Gergekten
GL(n,R)c M(nxn,R)=R"
GL(nR)={4=[a,]|eR] |deta =0}

VA,BeGL(n,R) igin det(A4.B)=det A.det B0 oldugundan A.Be GL(n,R) dir.

VA e GL(n,R) i¢in det(A‘l) = 5%47 #0 oldugundan 4™ € GL(n,R) dir.
e

Buna gore GL(n,R), (R’;,.) grubunun bir altgrubudur. Grup islemi

diferensiyellenebilirdir. Gergekten;

GL(n,R)xGL(n,R)—>GL(n,R)

R” x R' —°5 R

@ =x000(xxx) dir. V 4,Be GL(nR) i¢in x(4)=-#, x(B)=& olsun.
(&) =x(4.B) dir.

® , Oklid koordinat fonksiyonlarmin bir polinomu olarak yazilabileceginden

diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla 8 diferensiyellenebilirdir. Buna gore

GL (n,R) matrislerin garpma islemine gore bir Lie grubudur.
Ornek 3.1.3 : S' birim gemberi bir Lie grubudur. Gergekten;
S ={x =(x.x,)eR?[[x|= 1} = {x =(x,,X,) e R? | x] +x] = 1}

S'xS'  SHR*xR’—> CxC — C HEN R?

(X=(X1a"2)»y=(3’1=y2}) Lt (xyy) o (XL Y, ) (XWx“XzYz”(xl)'z*Xzyl)) 2 (Y =X Y2 XY X,y )
2 1
- S

(x1¥1-%0y2 Y2 +%,y ) (xy1=%2y3 %19, *Xzsﬁ)
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0: S'x§ ey s

(X=(X1 »Xz)sy=()’1 >Y2)) e 9(X>Y)=(X;3’1 —X2¥2.X%1Y2 +X2)’;)

: ; .
"9("9 y)n = (lel = XzyZ) + (X1Y2 + XZY1) =1

dir.

Dolayisiyla S' tizerinde bir islemdir. Bu islemi “.” ile gosterelim. C ¢arpma islemine

gdre bir grup oldugundan |z,|=|z,| =1 iken |z,.z,|=|z|.|z,| =1 oldugundan ve |z| =1
ikenlz“*! =1 oldugundan (Sl,.) da bir gruptur.

p.ge S igin;

O=x, o@o(x,. ><.7cj.)—1
0, (xl. (p).x, (q)) noktasinda diferensiyellenebilirdir
Ornegin;

1<i,j,k<4 i¢in x,,x 19X haritalar1 Ornek 2.3.4 deki gibi alimirsa  £,,1, € R ve

i=2, j=3,k=2 ig:inp:(Jl—tf,z‘}), q:(zz,qfl——tzz), (p.q) e S' xS olmak

lizere

O(t1,) = (%200 (x, %) )(1.1,)
s o[ o)
= x, (tz\/1~t12 spdeer o il +t1.t2)
=2 1= 44,1,
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O(,.1,) =1-1" y/1-1,> +1,1, olur. Bu déniisiim diferensiyellenebilir oldugundan
0( p.q) doniistimii diferensiyellenebilirdir.

Sonug olarak; S" birim gemberi bir Lie grubudur.

Ornek 3.1.4 : G ve H birer Lie grubu olsun, G x H de bir Lie grubudur.

Bu gruba Carpim Lie grubu adi verilir.

G ve H birer Lie grubu ise birer diferensiyellenebilir manifolddur. Gergekten;
iki diferensiyellenebilir manifoldun ¢arpimi da bir diferensiyellenebilir manifold
oldugundan G x H bir diferensiyellenebilir manifolddur.

G ve H birer grup oldugundan G x H de bir gruptur. Burada grup islemi
(GxH) x (GxH)—>(GxH)

((avaz) ; (bvbz))"')(aabuazbz)

seklindedir. Buna gore G x H de bir Lie grubudur.

Bunun bir sonucu olarak asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 3.1.5 : S' birim ¢emberi bir Lie grubu oldugundan S'xS' =72 de bir Lie

grubudur.

T"=8"%x8"x..xS' carpimi da bir Lie grubudur.

n-tane

Tamm 3.1.2 (sol oteleme ve sag oteleme ) : G bir Lie grubu ve a € G (sabit) olsun.

L GG g ag

g oag

R:G>G g ga

& = ga

doniistimlerine sirasiyla G Lie grubu tstlinde sol ételeme ve sag dteleme adi verilir.

(G.e) bir grup ve a e G (sabit) olsun.

27



L(g)=ag

« :GxG — G olup G bir Lie grubu oldugundan

®

:{a}xG——)G

{a}xG

(a,g) e

{a}xG(a, g)=L,(g)=ag olup - e kisitlanig: diferensiyellenebilirdir.

L, diferensiyellenebilir olup g > ag seklinde oldugundan

(La_, ° La)(g) =L (ag)=a'(ag)= (a']a)g =eg=g olup L =(L, )" dir.
VaeG igin L, diferensiyellenebilir. O halde a™' € G i¢in L, diferensiyellenebilir.
L, ve L, diferensiyellenebilir olduundan L, diffeomorfizmdir.

Benzer sekilde Va e Gigin R, doniistimii de bir diffeomorfizmdir.

Ornek 3.1.6 : 2 bir topolojik grup olsun U c v =LU= {La (g)lg e U} =alU

agik

L, diffeomorfizm ve U agik oldugundan L U =aU ciimlesi agiktir.

Ug % ve V¢ % olsun. Oyleyse UV = { gh{ gelU,he V} ciimlesi de agiktir.

agik acik

Cunki; UV = U gV olup agiklarin birlesimi de agiktir.

\.w._i
8eU genk

0:GxG—>G
(g.h)>0(g.h)=gh

Ue 9 (e) iginW e 9 (e) vardir. W c U olup W xW < U xU dur.

0 grup islemi stirekli oldugundan W?* = WW < U olacak sekilde e nin bir W

komsulugu vardir.
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Teorem 3.1.1: G bir Lie grubu olsun

v:G->G

grv(g)=g¢"
seklinde taniml1 fonksiyon bir diffeomorfizmdir.

Ispat : Bir grupta her elemanin tersinin var ve tek oldugu bilinmektedir.
Birebirlik:

Vg,.g,€Gicin g, #g, = g ' #g,' olup y birebirdir.

Ortenlik:

VbeG igin b G dir. y(b7)=(b")" =b

VbeG igin b=y (b) seklinde yazlabileceginden y ortendir.

Ayrica y ' =y dir. Vg e Gigin
v(g)=vw,=g¢"

vg'=(¢") =¢

ylgl=g
=y

dir.
Buna gore y nin bir diffeomorfizm oldugunu géstermek i¢in  nin bir
diferensiyellenebilir fonksiyon oldugunu gostermek yeterlidir.

v = Rg,, oy o Lg_, oldugunu gorelim.

Vg e Gigin
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=R (v (e))
=R, e)

= eg"l

frmes g—]

=y (g)

olup v = Rg_I oy o Lg,I dir.

v(g)= (Rg_, 0 y/)(e) oldugundan w, ee G de diferensiyellenebilir ise ¥, G nin

her bir g noktasinda diferensiyellenebilirdir. Buna gérey nin G de

diferensiyellenebilirligini gormek i¢in e € G de diferensiyellenebilir oldugunu

gostermek yeterlidir.

G diferensiyellenebilir manifold oldugundan e e U olacak sekilde G nin bir (U, x)

haritast vardir. V c U ve V> cU dur.

X (e)=0 olacak sekide segilebilir.  x , = dersek;

yVcG-o>R"

y(a)=w y(e)=0. Simdi asagidaki diyagram goz niine alinsin.

R x R L5 R

Bu diyagrama gére € nin koordinat temsilini / = xc 8o (yx y)'l fonksiyonudur.

/(w,0) =w oldugundan

30



f(w,0)=(x(6(y>< y)*)(w,o))zx e(&@, L@] =x(a)=w

a.e

dir. Buradan f,(w,0)=w, =x, (w) elde edilir. Kismi tiirevler hesaplanirsa,

2f—(w, 0)= %L =6, (w) =6, olup jakobien matris birim matristir.
: J

de{ng—{‘—(w,()):l #0 dir. w=e alinirsa,

)

=9

—%-(0,0)
ox, (1<i,j<n) dir.
7(0,0)=0

Kapali fonksiyon teoreminden 0 in R” de U' ve V' komsuluklar: vardir yle ki

her bir we U"' igin bir tek ve V' vardir.Yani,

a:U'cR SV 'cR”

w> o (w)=v donisiimi iyi taniml olup, diferensiyellenebilirdir.

g

) =(5(00)" Y = 9(3’ ()2 w} (-0

&8
dr.
Buna gore,
G — G
g g
Rn o : Rﬁ
Wy
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G x G iy
(gh.g)g'g=e
yXy¥ x
v
R"” x R” —L

(v, w) > 0

diyagramlari g6zdniine alinirsa,

1) o, i nin koordinat temsilcisidir.

i) oo, U'eJ( 0 ) de diferensiyellenebilirdir.
¥e)

iil) ¥, e nin bir komsulugunda diferensiyellenebilirdir.
iv) w,e de diferensiyellenebilirdir,

v) v, G nin her bir g noktasinda diferensiyellenebilirdir.

Sonuc 3.1.1: Bir Lie grubu G olsun Va,be G igin

GxG—->G
(a.b) > ab™
doniistimi diferensiyellenebilirdir.
Gergekten;
GxG—Y 5GxG—25G

(a.b) > (a,b“’) > ab!

olmak tizere 6o (id xy ) doniisiimi diferensiyellenebilirdir.
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3.2. Lie Grubunun Topolojik Ozellikleri

& bir topolojik grup olsun. Grup fonksiyonu;

0:F x g —> &

olup siireklidir.

v: g —> &

g g

¢ Lie grubunun y fonksiyonu diffeomorfizm oldugundan Lie grubu

diferensiyellenebilir topolojik bir gruptur. Sag ve sol 6telemeler topolojik grup

tizerinde birer homeomorfizmdir.

Ornek 3.2.1 : & bir topolojik grup olsun

Ug ¢ ise VgeU \pU:U*:{g“lIgech} ciimlesi agik bir

aork
ctimledir. ¢ =e¢ 'olduundan U e $(e) ve W e 3(e) i¢in U € 9(e) ve

W' e 9(e) yazlabilir.

W cU Ornek 3.1.6dan W> cU olup V = (WmW")e 9(e) olur.

wW=W"' ve yW'=W ise yWyW'=W"'nW =V (y birebir ve siirekli )
(W™ )_1 =W ' nW=V'=V

Vv U dir.
Tanmm 3.2.1: Topolojik grup olan ¢7 nin bir acik altclimlesi ¢ nin agik bir

altgrubudur.

Kapal1 grupta benzer bir sekilde tanimlanabilir.
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Teorem 3.2.1: ¢ nin /% agik altgrubu kapalidir.

ispat: & nin agik bir altgrubu +# olsun. ( $ekil 3.2.1)

g

(Sekil 3.2.1)

U g#n#=0ise | ] g#=4"di

geH" geH !’

Kabul edelimki | | g#no# #@ olsun. Buna gore

geH!

U g N4 climlesinde en az bir z eleman: vardir. Iki climlenin kesisimi
geH !

tammmindan ze |J g% ve z e~ elde edilir. Buradan g-# nin tanimi g6z 6niine
geHs!

alinirsa, 3g € 7 ve 3h e # icin gh =z yazilabilir.

o bir altgrup oldugundan ' € # dir.(gh)h ' =zh™" esitliginden
g=zh'e #eldeedilirkibu ge # kabuliiyle celisir. Bu geliskiden dolay1
U g7 N A = olmak zorundadir.

geA!

Buda U g4 =" olmasi demektir.

geH!
L : A L (H#)= g~ agiktir.

Aciklarin birlesimi agik oldugundan U g4 = " agiktir. Timleyeni agik olan

geH !

climlenin kendisi kapali oldugundan ~# kapalidir.
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Teorem 3.2.2: Bir ¢ topolojik grubunun herhangi bir /# altgrubu

altctimle topolojisine gore bir topolojik gruptur.

Ispat: & nin bir altgrubu % olsun.

Teorem 3.2.1 den +# hem agik hem de kapalidir.
6,y grup fonksiyonu olmak tizere

0: g x g — o sirekli = 6|, , : 4 xH — A siireklidir.
y:g — ¢ sirekli =y, o — A siireklidir.

7 altgrubu altctimle topolojisine gére bir topolojik gruptur.

Teorem 3.2.3: ¢ irtibath bir topolojik grup, e birim elemanin keyfi bir komsulugu

tarafindan olusturulur.

Ispat: ¢ nin % altgrubunu U € 9(e) olusturur..#, ¢ nin agik aliciimlesidir.
Ciinkii; he & ve hU e 9(h) olup hU < # dir. Buradan %, & de kapahdur.

¢ irtibatli oldugundan dolay1 ¢ nin bostan farkli hem agik hem de kapali alt
climleleri ¢ ye esit olmak zorundadir. Teorem 2.1.1 den ¢ =% olup

g =Jnv di.

Teorem 3.2.4: Bir topolojik grubun topolojisi 7, aksiyomunu sagliyor ise 7,

aksiyomunu da saglar.

Ispat: ge Zolsun g#e ve ¢, T oldugundan e nin g yi icermeyen bir U

komsulugu vardir. e nin bir  komsulugu i¢in V'V~ < U oldugunu Ornek 3.2.1 den

biliyoruz.
Vg ve V sirasiyla g ve e nin ayrik iki komsulugudur. Gergekten;
heVgnV olsun. Bir k €V vardir 6yle ki kg = h dir. Fakat;

k'kg=g=k"holup g=k'heV VU (V'=V)

olur ki bu bir ¢eliskidir, ¢linkii kabulumiiz g ¢ U idi.

35



Varsayalimki g ve g', ¢ nin farkli iki elemaniolsun e=g'g ve g''g' niin
ayrik komsuluklar: 7 ve W' olsun. gl € 9(g) ve gW'e 9(g') oldugundan

gW ve gW' ayriktir.

Sonug¢ 3.2.1: Bir Lie grubunun manifold yapis1 bir Hausdorff manifolddur.

3.3. Lie Altgruplari

Tanmm 3.3.1 ( Lie ;zltgrubu ): G bir Lie grubu olsun. H, G nin hem altgrubu hem de

altmanifoldu ise H ye G nin Lie altgrubu denir.

Teorem 3.3.1: Bir Lie grubunun regiiler altmanifold olan bir altgrubu G nin bir Lie

altgrubudur.
Ispat : G nin bir Lie grubu ve H, G nin bir altgrubu olsun.

H regiiler altmanifold oldugundan
jiH—G
h j(h)=h

dogal birebir doniisimi diferensiyellenebilir ve “ 6" grup fonksiyonu oldugundan

x G —%5 @G

G
j/{ J id

H x H-2,q

6 o HxH—>H
6 Y diferensiyellenebilirdir.

Buna g6re H, G nin bir Lie altgrubudur.
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3.4. Bir Lie Grubunun Lie Cebiri

Tanim 3.4.1 ( Lie Cebiri ) :
V bir reel vektor uzayi ve @:V xV — V bir fonksiyon olsun. Eger asagidaki ii¢

aksiyom saglanirsa V ye @ ile birlikte bir Lie Cebiri denir.

1) Va,beR ve Vx,py,zeV icin;
w(ax+by,z)=aw(x,z)+ba(y,z)
o(x,ay+bz) = aw(x,y)+bw(x,z) dir.

2) o(x,y)=-w(y.x) dir.

3) a)(a)(x,y),z)+a)(a)(y,z),x)—f—a)(co(z,x),y)=O dr.

Tanmm 3.4.2 ( Bir Manifold Ustiinde Vektor Alant )
M manifoldunun her bir m noktasina, m noktasinda bir tanjant vektor karsilik getiren

bir fonksiyona, M iistiinde bir vektor alani1 denir.

V, M ustiinde bir vektor alam1 ve f € & (m) olsun.

Vf:M —>R
fonksiyonu

() (m) = (v (m))(f)
esitligi ile tammlanir. Her f e & (m) icin, Vf fonksiyonu diferensiyellenebilir ise,
V' vektor alanina, diferensiyellenebilir vektdor alani denir. M istiindeki

diferensiyellenebilir vektor alanlarmim cilimlesini, y (M) ile gosterecegiz.

Teorem 3.4.1 V. € y(M) olsun. M manifoldunun her bir m noktast igin,

v.wl,(f)=v, )W, ()

esitligi ile tanimlanan,
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VW] 5 (m)>R
donilisimii, m noktasinda bir tanjant vektordiir.

Ispat: [V, W] :# (m)— R doniigtimi lineerdir ve Leibniz kuralin saglar.

m

Boylece, M manifoldunun her bir m noktas: igin, m noktasma, [V,W] tanjant

vektoriinii kargilik getiren m = [V, W] vektor alam elde edilir.

V.71, () =Y. 00)-W, ()

oldugu goriiliir. Vf € & (m) ve Wf € # (m)olur. Bu iki fonksiyonun fark da

diferensiyellenebilir oldugundan, [V,W] e y(M) dir.
Tamm 3.4.3 ( Lie carpimi ) : V,W € y (M )olmak iizere,

.71, (1) =Y. (0r)-W,, (07%)

esitligiyle tanimlanan, [V, W | vektor alanmna, Vile I vektor alaninin Lie ¢arpimi

denir.

Teorem 3.4.2 V. W.Y € (M) ve f,ge# (m) olsun. Asagidaki dnermeler

dogrudur.

o []=-[w]
o [P =0

o [ml()=r1v-wie)+elv.w1(/)

Tanim 3.4.4 (¢ —bagl Vektor Alani ) : M ve M 'iki diferensiyellenebilir manifold

olsun
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§: M — ool
Xey(M)ve X'e y(M') olmak iizere
M—t5M
X X'
T™ —4—>TM'

0, oX=X"¢ ise X ve X' vektor alanlar1 ¢ -baglidir denir.
Ozel olarak M = M' olmak iizere X ve X' vektor alanlar1 ¢ -bagl ve

X=X"'=X, ¢ ye gore invaryanttir denir.

Teorem 3.4.3 ¢: M — M' doniistimii M Ustiinde diferensiyellenebilir olsun.
X,Yey(M)ve X',Y'e y(M’) olmak iizere X ve X' vektor alanlari ¢ -bagli, Y

ve Y' vektor alanlan ¢ -baglh ise [X, Y] ve [X", Y'] vektor alanlari ¢ -baghdur.

Tamm 3.4.5 ( Sol Invaryant Vektor Alan ) : G bir Lie grubu olsun, G {izerindeki bir
X vektor alani sol 6telemeler altinda invaryant kaliyorsa, X vektér alanina, G

tizerindeki bir sol invaryant vektor alant denir.
X:G>T1G
bir vektor alani olsun. Bir a € G igin

L:G>G

g Lg=ag
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(L,).=a.:TG>TG

Xr—»—;a*(X)

G —»>» @G

grag

A 4

G —2> TG

X(g)-X(ag)

(a.X)(g)=(X=L,)(¢)

a.(Xg)=X(ag)
g=e ahmsa X(a)=a.(Xe) ve a=e almrsa X(g)=e.(Xg) elde edilir.

G Uzerindeki biitlin sol invaryant vektor alanlarinin climlesini .2 G ile
géstereiim.

Teorem 3.4.3’ten dolay1 {,]: LG x LG — LG dir. Buna gore [,]

operatoriiyle birlikte .« G, G lizerinde bir Lie Cebiridir.
Benzer islemler sol 6teleme yerine sag oteleme alinarakta yapilabilir. Sag

invaryant vektor alanlarinin climlesini 2 G ile gosterecegiz.

Teorem 3.4.4 .2 G ile TG uzaylan izomorfiktirler.
ispat :
£ G—>TG

X E(X)=Xe

& bir vektor uzayi izomorfizmidir. Gergekten

VX, Ye G E(X)=&(Y)= Xe=Ye
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Vg e Gigin

g Xe=gYe
Xge=Yge
Xg=Yg
X=Y
oldugundan & birebirdir.

VX, Ye G ve LeR iin
E(AX+Y)=(AX+Y)e=(AX)e+Ye=AXe+Ye=A&(X)+E(Y) olup
& lineerdir. £, . G den 7,G nin bir altctimlesine lineer izomorfizmdir.
Ayrica,
T(GxG)=TGxTG
n:G——T(GxG)

g (0g.,v) 0g =(0,0....0) g

AG = TG

Xk Xe
oldugundanv e 7,G igin, bir X sol invaryant vektor alan1, Xe =v olacak sekilde
vardir. O halde & o6rtendir.

Leibnitz Formuliinii hatirlarsak ;

¢ N M % M! diferensiyellenebilir

> L doniisiimii gz oniine alinirsa (a,a') € Domg¢ olmak

lizere ¢, M'—LEnlntl 5] m'v> g(a.m')=¢,(m') elde edilir. Benzer

sekilde ¢, : M —2remnelendlt s [ m s ¢(m,a') = ¢, (m) oldugu goriilir.
Tpay (MxM') =T, M ®T,M" oldugundan w=(u.u")e T,y (M x M) olmak iizere
pw=¢,u+g, u' oldugunu biliyoruz.

Bu formiil geregince,

0:GxG—>G

(gpgz)"") 9(g1.9g2) =81-8
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ng G—>CG

g0, (2,)=0(2.2)=8-8=L, (&)

0, :6—>G
&0, (2)=0(¢.8)=82=k,(s)
0(22:2,)=0(2122,) = (L, °R,, )2
ve boylece
0.:7(GxG)——>TG
(u.v)eT(GxG) i¢in (g,.g,) yerine (g, g) alimrsa
6 (uv)=L v+R,u bulunur.

T(GxG)~—9*——>TG
n X
G

X=6,0n
6, ve n diferensiyellenebilir oldugundan X diferensiyellenebilirdir.

=> X bir vektor alanidir.

VgeG igin X(g)=(6.°1)(g)
=0.(n(g))
=6,(0g,v)

=L, v+R, (0g) (R, 1:1velineer oldugundan R, (0g)=0dr)
\—-—\f—_/

0

X(g)=L, (v)=gwv

dir. §imdi, X in sol invaryant oldugunu gosterelim:
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VaeG i¢in a.(Xg)=a.(g.v)=(ag), v=Xag oldugu bilinmektedir. Buna gore

X bir sol invaryant vektor alamdir. O halde,
Xe=ev=velG
olup & ortendir. Yukaridaki agiklamalardan dolay: & bir lineer izomorfizmdir.

<7 G ile TG izomorfik olmas: 7,G lizerinde bir Lie Cebiri yapis1 tanimlamak

icin kullanilacaktir. Buna gore,

vwwelGveX.Ye”G Xe=v, Ye=w olmak iizere,

[v.w]=[X,Y] seklinde tammlayalim buradan (T3G, [,]) bir Lie Cebiridir.
Sonu¢ 3.4.1: boy 2 G = boyT,G =boyG dir.

Tamim 3.4.6 (G nin Lie Cebiri) : (];G,[,]) Lie Cebiri ne G nin Lie cebiri denir ve
LG ile gosterilir.
TGXTG— TG

(v) b [uv]=[XY],

Boylece tanjant uzaylar tizerinde Lie ¢arpimi tanimlanmig oldu

7.G nin bir baz1 {v,,v,,...,v,} olsun.

X :g2>X, (g) =L, (v,.)=g*v, (Xg =gV Ve TeG)

ile tanimh1 X, vektor alanlar1 G tizerinde sol invaryant vektor alanlari olup,
{X,X,,.... X, } sistemi<“ G igin bir bazdr.

L G—>TG

Xz‘ Hé(Xi)ZXie =V
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L2 G—5TG

X:‘ (g) i ‘S(X; (g)) = Xieg = g*Xie = &V

Tersine; «# G nin bir bazi verilmigse  {X,,,X,,.....X,.} € T.G i¢in bir bazdur.
~<7 G tizerindeki carpimi,

[XI.,X j] = Zc:X , ile verelim c,f katsayilarina 7 G nin yap1 sabitleri adi verilir.
[Vi,vj] => v, (i j=12,...n)

[X.X,] =X eX, (hij=12...n)

Ornek 3.4.1: R’ ciimlesi icin [,](4, B) = AB- BA ise R’ bir Lie cebiridir.
(GL(n.R).[.]) de bir Lie cebiridir.

GL(n,R) Lie grubunun Lie cebiri (R’;,[,]) Lie cebirine izomorftur.
Bunu gosterelim:

GL(n,R)deki haritay1 x ile gosterelim.

1<i,j<n’igin {e(,- = (-ég?} } bir baz sistemidir.
0 G
{eg :(5;'1_) } < I,GL(n,R) igin bir bazdr.

d o LW\ @ 0
X g X (g)=gl—|=3|—g || =] =g | =
;g X, (g) g*(axyl gs(ax,jg,hr )[&C”L E;g"(@x”]g

nf 0
Bt (5;:)
[Xy‘ﬂxkl] = 51g'Xi1 ’51'/ij
[e,] ,e,d:} =0,e,-0,¢,

(s

|E,.E, |=8,E,~5,E, islemine gore (R?,[,]) bir Lie cebiridir.

E, nin (i,]) bileseni 1, diger bilegenler O} c R’ igin bir bazdir.

7
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I,GL(nR)——>R’

&,

lie cebiri izomorfizmi . E
e

olup bu bir vektor uzay: izomorfizmidir.

GL(n,R) Lie grubunun Lie cebiri (R7,[.]) Lie cebirine izomorftur.

3.5. Lie Grup Etkileri

Tanmm 3.5.1 (Bir G Lie grubunun bir M manifoldu iizerinde bir doniistim grubu

olarak etkisi): G bir Lie grubu ve M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere
O:GxM > M

dontigsiimii 6rten ve global olsun.

Vg,he G ve me M igin

i) @ donusimii diferensiyellenebilirdir.

ii ) (I)(g,cb(h,m))=®(gh,m)dir.
ozellikleri saglaniyorsa G, M iizerinde bir doniisiim grubu olarak etki ediyor denir,

Ozellik1: Vg e G icin
¢ :M—>M

m> ¢, (m)=D(g,m)
dontisiimi diferensiyellenebilirdir.

Ozellik 2: Vg,heG i¢in 4,9, =¢, dir.

8, (¢,(m)) = 4(g.¢(h.m))=¢(gh.m) =4,
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Ozellik 3: g=e igin ¢ : M — M doniistimii 6zdeslik doniisiimudiir.

Ozellik 4: VgeG i¢in ¢, : M — M doniisiimii bir diffeomorfizmdir.

Ozel olarak G = M ise ¢, yi sol dteleme olarak diisiinebiliriz.
¢g,l = (¢g )_] olup ¢, diffeomorfizmdir.

4, 4

M > M £ > M

m gm=D(g,m)—> ¢ ((I)(g,m))z CD(g"l,(D(g,m))

=(D(g“1,g,m)

=D (e,m)
(800 )(m)=(8)m=4,

= ¢g“ = (¢g )_1 dir

¢, diferensiyellenebilir ve ¢g4 diferensiyellenebilir oldugundan ¢, diffeomorfizmdir.

Teorem 3.5.1 G Lie grubu M tstiinde bir Lie donuistim grubu olarak etki ediyorsa,
G nin her H ¢ G Lie altgrubu da M tizerinde bir Lie dontistim grubu olarak etki

eder.

Ispat :
D:GxM —>M

@ dontistim grubu ve H, G nin bir Lie altgrubu ise
D, HxM—>M
ilid @

GxM
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@, =®o(jxid) seklinde tamml doniisiimiin A nin M iizerinde bir etki
tanimladigim gorelim. Bunun i¢in;

i ) @, j ve id diferensiyellenebilir oldugundan @, = ®o ( Jxid )
diferensiyellenebilirdir.

ii) Vg,he G ve Vme M igin @, (g,CDH (h,m)) =@, (gh,m)dir.

Dolayisiyla H ¢ G nin M iizerinde bir etkisi tanimlanmis olur,

Ornek 3.5.1: G=GL(n,R) ve M =R" olmak tizere
O:GxR" - R”
(A,Z)HCD(A,Z):A.Z

seklinde tanimli dontistim, G nin R" {izerinde bir doniistim grubu olarak etkisini
tanimlar

@ global ve ortendir.

i )@ diferensiyellenebilirdir.
G=GL(nR)  4=[a,]eGL(nR)
z=(z.2,...2,) 4 =(a,.a,.....a,) olmak iizere
Az=a,z+a,z,+..+a,z, = (A,,z) = Zn:ay.zj
=1

elde edilir. Buna gore

anz +a,.z,+..+a,,.2, 4.z

Q5.2 + 0y 25+t a2, 4,.z
Az= =

a2 +a,2, +..+4a,,.2, 4,z

ve [a”:[ z= (<A1= z2).{4,, z),es{4,, z)) seklide yazilabilir. @ nin koordinat temsili
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®:GL(n,R)xR" ——>R”
X id id
R” xR"—23sR"

diyagramindan da goriildiigii gibi (x[a,_.j. ] , z) > z[aﬁ] seklindedir.

Buradan da

([ ] ) (a”, N7 AR )Z)H ?.(ail,...,aln),z.(an,...,azn),...,z.(anl,.,.,am)

(4.2)=4.2 {4y32)=4y 2 {4,.2)=4, .z

8

(xi [al.],z) = {A,,,z>
d differensivellenebilivdir

elde edilir ki bu 8 nin diferensiyellenebilir olmasi anlamina gelir. Tanim geregince

=idofo(xxid )~l diferensiyellenebilirdir.

ii )®(A,®(B,z))= A(Bz)=(4B)z = ®(4B,z2)

Bu gosterir ki ¢, G nin R” {izerinde bir doniisiim grubu olarak etkisini tanimlar.

Tanmm 3.5.2 : G, M tizerinde bir doniistim grubu olarak etki -etsin AcM

bir altciimle olmak iizere ®(Gx 4)c 4 ise A, ® altinda invaryanttr denir.

Teorem 3.5.2 Bir M'c M regiiler altmanifoldu @ :Gx M — M etkisi altinda
invaryant ise,

O:GxM'>M!'

donlistimii G nin M ' {istiinde bir doniistim grubu olarak etkisini tanimlar.
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ispat:

O:GxM'—2L sGxM—23M

M',® altinda invaryant oldugundan ((Do(idx HIGxM") = M! dir.
O :GxM'>M'
(g.m) > @'(g.m') = D(g.m')

olarak taniml déniistim G nin M ' istiinde bir doniisiim grubu olarak etkisini
tanimlar.

Ornek 3.5.2: Gzo(”s]R):{A}A 2[04-,-]6]1%';,14“1 :AT}

M=R" ve M'=S"" almirsa M', R”in bir regiiler altmanifoldudur.
Teorem 3.5.1 den O(n,R) < GL(n,R) Lie altgrubu M tizerinde bir Lie d6niisiim
grubu olarak etkidir. Asagidaki diyagram incelenirse,

®:GL(n,R)xR"——>R"

USIN O(n,R)xR"——R"

S"! < R” regiiler altmanifold olup, Teorem 3.5.2 den dolay1

O:0(nR)xS"" —> 8"

(4,5)> D'(4,5)= Doz (4,5)=®(4,s)=4s

dontisiimii O(n,R) nin M' istiinde bir doniisiim grubu olarak etkisini tammlar.
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3.6. Vektor Alanlarmin Lie Cebiri

Teorem 3.4.4 ve Sonug 3.4.1 goz 6nline alinirsa benzer sekilde R G sag invaryant

vektor alanlarinin ctimlesi G ile ayn1 boyuta sahip bir Lie cebiri tanimladif

gorilebilir.

Teorem 3.6.1 .2 Gve &G Lie Cebirleri izomorfiktirler.
Ispat:
v:G—o>G

g g’

seklinde tamimlanan y dontisiimii teorem 3.1.1 den diffeomorfizm idi.

Xe LGigin Y=y, o X oy olsun

w =y oldugunu biliyoruz. Asagidaki diyagram g6z oniine alinirsa

Gt (G
¥

X Y

1G——T1G

Y, G iizerinde bir vektor alamdir.

Y nin sag invaryant oldugunu gosterelim:

g g b gg g ge ' glg

::>Lg ol,f/-——l//oRg,1

G—t3G—LesG G 5G—Y 3G
g g gy g glg gg’
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=R oy =yol

R oYoR =R, *(w.oXey)eR
=(ng OW*)OXO(WOR{T) burada (Rg* oy/*) =(Rg oy/)* oldugundan
:(Rgo]//)*oXo(WoRg_])

=(l/10Lg_l )* OXO(WORg")

=y.oL _ oXo(yoR ) burada XoL, =L, oX=L  oX=XoL,
\-—-—V—-——J

XLy

olup
=W, oXoLg“] oLg oy dir.
Mt i)
dzdeslik

Rg, OYOR{, ::(//*oXo[//:Y
R, oY=YoR
R

G —> G

g2ga
Yl \LY
TGt 516

Y(g)- R, (Y(g))=Y(ga)

R, (Y(2))=Y(ga)

(R.Y)(2)=(Y=R)(2)

R, oY=YoR  burada a=g alinirsa;

ay

Rg* oY:YoRg bulunur.

Bu notasyon ve kabullerile f:./4G — #£G seklinde bir doniisim tanimlanabilir.
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Bu doéniistimiin izomorfizm oldugunu gosterelim.
Dontistim lineerdir:
LG > RG

X f(X)=Y

(aX+Z) >y, o(aX+Z)oy =(1//*oaXow)+(y/*oZogy)
=a(y,oXoy)+(y.°Zoy)
f(aX+2)=af (X)+ f(2)

f nin tersi:

X+ f(X) =y, oXoy =Y
F(Y)=X=y, o Yoy (yv.'=y. ve w' =y oldugundan )

::l//* oYOl//
dar.

O halde f dontistimii birebir ve 6rtendir. Boylece f bir izomorfizmdir.

J Lie Bracket operatoriinii korur

Y=y, oXoy
Yoy =y, X
Yoy =y, oX

= X ve Y, y-baghdir.

Benzer sekilde X' ve Y' alimirsa X' ve Y', w -baghdir.
v, o[XX=[Y. Yoy
[X,X'] ile {Y, Y'] w -baghdir. f Lie Bracket operatorinii korur.

Sonug olarak f bir Lie Cebiri izomorfizmidir. Dolayisiyla .# G ve £ G Lie

Cebirleri izomorfiktirler.
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Teorem 3.6.2 £ G ile 7.G vektor uzaylar1 izomorfiktirler.

izomorf

Ispat: /G 2 5 G 220 5 TG
<G ile £G nin izomorfik ve .2 G ile T,G nin izomorfik oldugunu biliyoruz.
Buna gore #G ile TG vektor uzaylari izomorfiktirler.

Sonug olarak £ G, G lizerinde bir Lie Cebiri tamimlar.

3.7. Bir Lie Grup Etkisi Altinda Yoriingeler

¢:GxM — M doniistimii bir etki olsun. m,,m, € M i¢in bir ~ bagmtisi,
m, ~m, <> m, = gm,,3g € G olarak tamimlansin. “~ ” bir denklik bagintisidir.

Gergekten;

Yansima: Vme Micin g =e alimirsam = em dir.

Simetri: ¥V m,,m, € M igin m, = gm, = g"'m, =m, dir.

Gegisme: Vm,,m,,m, € M i¢inm, ~ m, ve m, ~m, ise m, = gm,, m, = g,m, ise
m, = g,g,m, dir. Dolayisiyla m, ~ m, dir.

¥m e M nin denklik smuifi m = {m 'eM|m'=gm.3ge G} =¢,(G)dir.

Burada ¢,:G—>M

g ¢,(g)=gm=o(g,m)dir.
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Tanmm 3.7.1 ( Yoriinge ) : 4, (G ) ciimlesine ( m nin denklik sinifina ) m nin

O:GxM — M etkisi altindaki yoriingesi ad1 verilir. (Sekil 3.7.1)

G x M 25 M

(Sekil 3.7.1)

Simdi H, = { gl gm= m} < G climlesi gozoniine almirsa ¢,'m = H, olup

H,, altciimlesi G nin altgrubudur. Buna m noktasindaki izofropi grubu denir.
H nin bir grup oldugu asagidaki sekilde ispatlanabilir.
1-) g.8,€eH, =>gm=m, g,m=mdir.

& m=m

gam
g.g&,m=molup g.g, € H, dir.
Kapalilik 6zelligi saglanmis olur.

2-) ee G olmak tizere em=m olup ee H  dir.

3-) 8.8,-8,€H, icin g (gzgs):(gzgz)ga olup

Birlesme 6zelligi saglanir.

4-) Vge H  igin em=m
g”l gm=m
v
g'm=m
=g ' eH, dir
H ,, G nin bir altgrubudur.
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Tamm 3.7.2 ( Etkili Etki, Serbest Etki ): G, M tizerinde bir doniisiim grubu olarak
etki etsin.

1. Ym e M iging, (m) = mesitligi sadece g = e igin saglamyorsa G, M iizerinde

etkili olarak etki ediyor denir.

2. dme M igin ¢, (m) =m iken yalnizca g = e ise G, M lizerinde serbest olarak

etki ediyor denir.

Ornek3.7.1: ¢:SO(2,R)xR’ — R’

(1,2)> ¢(T.2)=T.Z
Bu doniistim bir etkidir. Gergekten;

SO(2.R)={4|4e R}, det 4 =1

VT e SO(2,R)ve Z € R? igin

SO(2,R)xR*——R?

(T.2)>¢(T.2)=T.Z

4 :RP— >R’

Zv¢,(2)=TZ

i) VT € SO(2,R)igin ¢, diferensiyellenebilirdir.

ii) VT € SO(2,R) ve Z € R? igin (¢, ¢ )(Z) =T (KZ) = (TK) Z = ¢ (2)
Gy ° @ = Py dir.

Bu etkinin etkili mi yoksa serbest mi oldugunu gorelim.
VZeR® i¢in $Z=Z=>T.Z=7Z=T=1I,=¢ o halde tanimlanan etki etkilidir.
3ZeR? igin ¢Z=Z=T.Z=Zolup Z=(0,0) olmak iizere T' =1, olmak

zorunda degildir. Buna gore serbest etki degildir.
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Ornek3.7.2: ®:GL(n.R)xS(n,R)—> S(nR)
(T, A) > O(T, A)=T.AT"
Bir etkidir.
S(n.R)={4|4eR;. 4" = 4
x:8(nR)—> Rﬁ%ﬂ

[ay] B (Gpsenis Gy Gy seees Gy eens )

(S (n.R), x)‘ bir haritadir. {(S (n.R), x)} bir atlastir.
GL(n,R) matrislerin carpma islemine gore bir gruptur.
(LaT?) =(17) . & Ti=Tal’

AeS(n.R)

(T AT )T =T.4T" olup islem tanimhidir.

Bu doniisiim diferensiyellenebilirdir.

¢T : S( n, R) diferensivellenebiliv > S ( n, R)

A ¢, (A)=T.AT" =0(T, 4)
¢,(4)=¢,(B)=> A=B
TAT" =TBI" =T (T.4T")=T"(T.BT")
= AT" = BT"
(At =lert) )
= A=B

@, birebirdir.
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GL(n,R)xS(n,R) —— S(nR)

. n{n+1) n{n+1)
R” x R? -5 R:?
a,uc(l)o(xxc;y)‘I

O=yodo (x Xy )"1 diferensiyellenebilir oldugundan @ diferensiyellenebilirdir.
- ®(T,A4)=¢,A4 oldugu hesaba katilirsa, (¢, )"1 =¢,., olup (¢, )_l
diferensiyellenebilirdir. Boylece ¢, diffeomorfizmdir.

Ayrica,

¢ (4)(4)=¢, [K.A.K"') =T(KAK")T" =(T.K).A(TK) =4, (4)

eS(nR)
(¢7 ° ¢ )(A) = (¢TK)(A) = CD(T'Ke A)
4, bir etkidir.

Bu etki etkili midir?

VAeS(nR) i¢in ¢ A=A=T =1 olur mu?

b A=A=TAT" = 4

=>T=-1

= ¢, bir etkili etki degildir.

Bu etki serbest midir?

d4e S(nR) i¢in g A= A=T =1 olur mu?

TAT" =A , A=0ahnirsaT # I oldugu durumda da saglanir.
= ¢, bir serbest etki degildir.
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o b
Ornek 3.7.3: G = ¢ a)0,b € R} olsun
- 0 l 2x2

0:GxR—>R

b
dontisimi q{lig 1}, x] = gx + b seklinde tanimlansin.

i) ¢ dontisiimil diferensiyellenebilirdir.

ii)g [g ﬂ,gbq(c) ﬂ,x) =¢ﬂg ?},cx+d}=acx+ad+b

ex+d.

a b] d d+b
) * .c X |=¢ @ oger ,X |=acx+ad+b
0 11{0 1 0 1

e 6 (e s e

= ¢ donusimi bir etkidir.

Tanmm 3.7.3 ( Gegisli Etki ): G, M tizerinde bir etki olsun. Herhangi m,,m, € M igin

m, = gm, olacak sekilde bir g € G varsa G, M iizerinde gecisli olarak etki ediyor

denir.

Ornek 3.7.4: G=GL(n,R) ve M =R"-{0} olsun
o GxM—>M
(4.2)> ¢(A.2)=AZ
bir etkidir. Gergekten;
VZ.Z,e Migin A.Z =Z, olacak sekilde 4 € G vardir. Clinkti det 4 # 0

oldugundan bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii vardir. Dolayisiyla bu etki gegisli bir
etkidir.
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Ornek 3.7.5:
¢:0(n,R)xS"" ——>8""
(T.2) -T2
bir etkidir.
S"' bir g elemamm alahm 7 € O(n,R)olmak iizere 7 matrisinin birinci kolonu a
olsun 1=(1,0,...,0) T.1=a
S, O(n,R) etkisi altinda 1°e denktir.

Dolayisiyla tanimlanan etki gegislidir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde bir Lie grubu cebirsel, topolojik ve geometrik ozellikleriyle ele alinarak

incelenmis ve bir manifold tizerindeki etkisi 6rneklendirilerek ¢alisilmigtir.

Bir ileri asama ve arastirma konusu olarak bir manifold tizerinde birinci
mertebeden diferensiyel denklemler, maksimal integral egrileri ele alinarak bir Lie
grubu igin Ustel dontisiimler incelenebilir. Bir Lie grubunun 1-parametreli altgruplar
ele alinabilir. Lie grubu etkileriyle ilgili olarak o6zellikle yortingeler ele alinarak

geometrik 6zellikler incelenebilir.
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