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OZET

BANACH SABIT NOKTA TEOREMI VE BAZI UZAYLARDA UYGULAMASI

AYNI, Figen
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi

Danisman: Yrd. Do¢. Dr. Hakan Simsek
Ocak 2010, 43 sayfa

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris ve ¢alismanin amaci
ve kullanilan kaynaklar hakkinda bilgi verilmistir. ikinci boliimde ise temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde Kismi Metrik uzay ve Dualistik Kismi
Metrik uzay kavramlar1 tanitilmis ve bu uzaylarda Banach Sabit Nokta teoremi ve
bazi uygulamalarina yer verilmistir. Dordiincii boliim de ise tartisma ve sonuca yer

verilmistir.

Anahtar kelimeler: Banach sabit nokta, Dualistik metrik uzay, Kismi metrik uzay,

Sabit nokta, Quasi metrik uzay.



ABSTRACT

BANACH FIXED POINT THEOREM AND APPLICATIONS FOR SPECIAL
SPACES

AYNI, Figen
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hakan Simsek
January 2010, 43 pages

This study consist of four parts. In the first part, the aim of the the study and
information about used sources have given. In the second part some basic definations
and theorems have been given. In the thirth part, Partial Metric spaces and Dualistic
partially metric spaces structure and Banach theorems and its applications were given
to partially and dualistic spaces. The final part is deserved for discussion and

conclusion

Key Words: Banach fixed points, Dualistic partially metric spaces, Fixed points,

Partial metric spaces, Quasi metric spaces.
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1.GIRIS

Kismi Metrik uzay kavrami Mathews tarafindan 1994 de, Genel Topoloji ve
Uygulamalar1 8.Yaz Konferansinda tanitildi. 4 aksiyomla verilen kismi metrik uzay
kavrami, kendisine uzakligi sifirdan farkli olan ciimleler kavramini da igermekte
olup bu manada metrik kavramindan daha genis bir kavramdir. Bu aksiyomlar ikinci

boliimde verilmistir.

Kismi metrik uzay kavramina en belirgin 6rnek p(a, b) = maks(a,b),a,b € R* ile
tanimlanan bagintidir. @ ve b yi negatif olmayan reel sayilar climlesinden segersek

kismi metrik R* = [0, ) ciimlesi lizerinde degerler alir.

Bir bagka 6rnek ise R de tanimli bos olmayan kapali sinirli araliklarin bir ailesi
Tt ={la,bl:a,b € R,a < b} olsun. [a,b]l,[c,d] €Tt iken p([a,b] [c,d]) =
mak(b,d) — min (a,c) ile tammlanirsa p reel sayilar climlesi tizerinde kismi
metrik uzaydir. Bu kavram reel sayilar climlesi {lizerinde ki alisilmis metrikle de
yakindan alakalidir. Kismi metrik kavramiyla [a, b] nin kendisine uzakligi b — a dir.
Bu yolla her a € R elemanini [a,a] ifadesine tasiriz. Boylece alisilmis metrik

kavrami1 kismi metrik bashigina taginmis olur (12).

1996 Yilinda Genel Topoloji ve Uygulamalar1 11.Yaz Konferansinda S.J. O’Neill,
S.Mathews’ in tanittig1 kismi metrik uzay kavramimi R ye tasidi ve Dualistik kismi
metrik uzay olarak adlandirdi. Bu yolla kismi metrik uzay kavrami O‘Neill
tarafindan yeniden olusturuldu. Yukarida verilen maksimumla tanimlanan 6rnek
dualistik kismi metrik uzay kavramimin en belirgin 6rnegidir. Bu ornekte deger
cimlesi R* dan R ye tagindig1 i¢in kismi metrik uzay olamayacak fakat dualistik

kismi metrik uzay sartlarini sagladigi i¢in dualistik kismi metrik uzay olacaktir.

Dualistik kismi metrik uzay ve kismi metrik uzay kavramlari
{B,(x,€): xeX, e > 0}

p-acik yuvarlari ailesini taban kabul eden bir T, topolojisini tiretirler (13).



1.1.Kaynak Ozetleri

O’Neill ve Mathews in tanittig1 kavramlar iizerine son yillarda pek cok makale
yazilmistir. Referanslar arasinda da yer alan M.Schellekens, S. Romaguera, S.Oltra
ve O.Valero gibi pek ¢ok matematik¢inin ilgisini ¢eken bu kavramlarin Banach
teoremine uygulamasi hakkinda ¢ok sayida makale yazilmistir (1, 15-16, 29, 31-32).
Son  zamanlarda bilgisayar yoluyla  Banach sabit nokta teoreminin bazi
genellemeleri quasi metrik ve kismi metrik uzaylar i¢cin kismen de olsa ifade

edilmistir (4-5, 9, 20-26).

Bu makalelerden S. Oltra ve O. Valero tarafindan ” Kismi metrik Uzayda Banach
Sabit Nokta Teoremi” ( Rend. Istit. Mat. Univ. Trieste 2004 ve O. Valero
tarafindan “Kismi metrik Uzay iizerinde Banach Sabit Nokta Teoremleri” App. Gen.
Topology 2005 adli makaleler temel alinarak, Banach teoreminin Kismi metrik
uzaylarda gecerli Banach Sabit Nokta teoremine ve onun bazi geniglemelerine

tasinmasi durumu arastirilacaktir.

Temel kavramlarda R.P. Agarwal, M.Meehan, D.O’Regan,in Fixed Point Theory
and Applications, ve Y. Soykan’in ve M.Bayraktar’ Fonksiyonel Analiz, J.Dugundji,
A. Granas, Fixed point Theory ve B. Yurtsever’in Matematik Analiz Dersleri
kitaplarindan faydalanilmistir. Kismi metrik kavraminda, dualistik kismi metrik ve
quasi metrik kavramlarinda ise S. Mathews ve O Neill’in makalelerinden

faydalanilmistir.

1.2.Calismanin Amaci

Bizim bu tezde amacimiz S.J. O’Neill ve S.G. Mathews e ait tanimlar 15181nda Kismi
Metrik uzaylar i¢in Banach Teoremi hakkinda, S. Oltra ve S. Oltra — O. Valero

tarafindan yazilan makaleleri incelemektir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu bélimde ilerde kullanacagimiz temel tanim ve kavramlar verilecektir.

2.1. Temel Tammmlar ve Kavramlar

2.1.1.Tanmm: X bostan farkli bir ciimle olsun. d: X X X — R fonksiyonu
DNdx,y) =0 x=y

2)d(x,y) = d(x,y) (simetri)

3)d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (liggen esitsizligi)

sartlarin1 saglar ise d ye X iizerinde bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay

denir, (X,d) veya X; ile gosterilir (2).
2.1.2.Tammm: (X, d) bir metrik uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun.

lim d(x,, x)

n—

olacak sekilde bir x € X varsa (x,) dizisine X de yakinsak dizi ve x e bu dizinin
limiti denir (2, 30).

2.1.3.Tanmm: (X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilmis
herhangi bir e > 0 i¢in m,n > n, oldugunda d(x,,x,,) < & olacak sekilde bir

n, = n, (&) sayisi varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi (esas dizi) denir (30).

2.1.4.Tanmm: (X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her (x,) Cauchy dizisi yakinsak

ise yani x, = x € X ise (X, d) metrik uzaymna tam metrik uzay denir (2).

2.1.5.Uyarr: (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki bir (x,,) Cauchy dizisinin alt
dizisi yakinsak ise yani x,, — x ise bu taktirde Cauchy dizisinin kendisi de bu

noktaya yakinsar (30).



2.1.6.Uyarr: (X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her yakinsak dizi Cauchy dizisidir
(30).

2.1.7.Uyarr: (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki bir (x,) dizisi yakinsak ise bu
deger tektir (2).

2.1.8.Tanmm: (X, d) bir metrik uzay olsun. r > 0 bir reel say1 ve a € X olmak iizere
Bs(a,r) ={y € X:d(x,a) <r}

seklinde tanimli yuvara, a merkezli r yarigapl yuvar denir (2).

2.1.9.Tanim: N normlu lineer uzay olsun. N norm metrigine gore tam ise N ’ye
Banach uzay denir. N’nin normlu veya kompleks lineer uzay olusuna gére Banach

uzayina reel veya kompleks Banach uzayi denir (2).

2.1.10.Tammm: X bos olmayan bir ciimle ve T: X — X bir fonksiyon olsun.
Tx =x

esitligini saglayan x € X elemanma T nin bir sabit noktasi denir (28).

Asagidaki oOrneklerden de goriilecegi gibiT:X - X  ile tanimlanan bir T
fonksiyonunun herhangi bir sabit noktas1 olmayabilir , bir sabit noktas: olabilir ya da

birden c¢ok sabit noktas1 olabilir.

2.1.11.0rnek: X=R? yi goz oniine alalim. a #0 olmak iizere Tx =a+x ile

tamimlanan gibi T: R? - R? 6teleme fonksiyonunun sabit noktasi yoktur (27).
2.1.12.0rnek: 0<0 < 2m igin

T(x,y) = [0059 —SinH] [;C]]

sin@ cos@

ile verilen T:R? —» R? fonksiyonunun yalniz bir sabit noktasi vardir. Bu nokta
(0,0) noktasidir (27).

2.1.13.0rnek:{( x,0): x € R} kiimesinin her bir eleman1



T(x»}’) = (x, _Y)

ile tammlh T:R%* > R? yansima fonksiyonunun sabit noktasidir. Yani T

fonksiyonunun sonsuz sayida sabit noktas1 vardir (27).

2.1.14. Tammm: (X, d) bir metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger her
X,y € X i¢gin

d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak sekilde bir 0 <a <1 varsa T ye bir daralma (veya biiziilme) fonksiyonu
denir (28).

2.1.15.Teorem: (X,d) bir tam metrik uzay olmak lizere T:X — X bir daralma

fonksiyonu ise 0 zaman;

1) T nin bir ve yalniz bir sabit x € X noktasi vardir.
2) Herhangi bir x, € X igin (T"x) iterasyon dizisi, T nin bu sabit noktasina
yakinsar (yani hern € N igin x, = T(x,_;) iletamimh (x,) iterasyon

dizisi T nin bu sabit x noktasina yakinsar (28).

Ispat: Once sabit bir noktanin varhgmi ispatlayalim. x, € X baslangi¢ noktasii

secelim.
Xpr X1 =Txg, %, =Txy =T?xy ,, Xy = Ty =--=T"x,
Iterasyon dizisini goz 6niine alalm. n < m i¢in
d(xXn, Xm) =d(T"x,, T™x,) =d(T"x,, T"T™ "x,)
< ad(x,, T™" "x,) = a"d(x,,Xm-n)
< a™{d(x,,x1) +d(x1,%3) + -+ d(Xpp_n—1,Xm—n)}
< ad(x,,x){1+a+ a*+..+a™ "1}
< ad(x,,x) 2%, o/

2 d(xy, %)

1-a



elde edilir. 0 < a < 1 oldugundan (x,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu sonucuna
ulasiriz. Fakat (X, d) bir tam metrik uzay oldugundan bir x € X vardir dyle ki (x;,)
dizisi x e yakinsar. Simdi x elemaninin T nin bir sabit noktasi oldugunu

gosterecegiz.
d(Ty,x) < d( T, T"x,) + d(T"x,,x)
< ad(x, xp_1) + d(xp, x)

oldugundan ve (x,) dizisi xe yakinsadigindan d(Tx,x) =0 elde edilir ve

buradan
Tx = x

sonucuna ulasilir (veya alternatif olarak x in T nin bir sabit noktast oldugu, T nin

stirekliginden ve
Tx =T (limx,) = limx,,4 =x
n—->oo n—oo
esitliginden elde edilir.

Simdi T nin sabit noktasinin tek oldugunu gosterelim. Herhangi bir y € X  i¢in

Ty=y
olsun. O zaman
d(x,y) =d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olur. 0 < a <1 oldugundan d(x,y) = 0 bulunur ki bu bize x = y oldugunu verir
(28).



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Dualistik Metrik Uzay

3.1.1.Tammm: X bostan farkli bir ciimle olmak lizere p:X X X » R* asagida

verilen sartlar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

1) x=yopl,x)=pky) =p®y)
2) p(x,x) <pxy)
3) p(x,y) =p,x)
4) p(x,2) <p(x,y) +p(y,2) —p(¥,¥)

Bu taktirde pye X lizerinde kismi metrik denir ve (X,p) ikilisine kismi metrik

uzay adi verilir (13).

3.1.2.Tanmm: X bostan farkli bir climle olmak ilizere p:X XX — R asagidaki

sartlar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

1) x=yoplx)=pky) =p®y)
2) p(x,x) <pxy)
3) p(x,y) =p(y,x)
4) p(x,2) <p(x,y) +p(,2) —p(,¥)

Bu taktirde p ye X flizerinde dualistik kismi metrik denir ve (X,d) ikilisine

dualistik kismi metrik uzay denir (14).
3.1.3.0rnek: Vx,y € R icin

p(x,y) = xVy = maks{x,y}

olmak iizere (R,p) ikilisi kismi metrik olmayan dualistik kismi metrik uzaya

basit bir ornektir (14).

Coziim: x = —1vey = —2 alalim.

p(x,y) = xVy = maks{x, y}



taniminda yerine yazilacak olursa
p(—1,-2) = -1 v -2 = maks{-1,-2} = -1

olur. -1¢ R* oldugundan p kismi metrik tanimini gergeklestirmez. Ancak -1€ R

oldugundan dualistik kismi metrik tanim1 saglanir.
3.1.4.Teorem: (X, p) bir kismi metrik uzay olsun.
d(x,y) = 2p(x,y) = p(x,x) = p(y,¥)
olarak tanimlansin. Buradan (X, d) bir metrik uzaydir (3).
ispat: x,y,z € X alalim.
1) a) d(x,y) = 0 olsun. x = y oldugunu gosterelim.
d(x,y) =0=2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y) =0
= 2p(x,y) = p(x,x) +p(y,y)

= 2p(x,y) =p(x,x) + p(x,x) V 2p(x,¥) =p(,y) +r(y,y)
= 2p(x,y) = 2p(x,x) V 2p(x,y) = 2p(y,y)

= px,y) =pxx) =p©,y)
=x=y
b) x = yolsun. d(x,y) = 0 oldugunu gosterelim .

d(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(,y)

=2p(x,y) —p(x,y) —p(x,y)
=2p(x,y) — 2p(x,y) =0

2) d(x,y) = d(y,x) oldugunu gosterelim.
d(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) = p(y, )

=2p(y,x) —p(y,y) —px,x)
= d(y,X)

3) d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) oldugunu gosterelim.
d(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)



<2[px,z)+p(zy) —-pz2)]-pkxx)—pyy)
<2p(x,z) +2p(z,y) —p(z,2) —p(z,2) —p(x,x) —p(y,y)

= [2p(x,2z) —p(x,x) —p(z,2)] + [2p(2,y) —p(2,2) —p(¥,¥)]
=d(x,z) +d(z,y)

O halde V x,y, z € X i¢in 1,2,3 sartlar1 saglandigindan (X, d) bir metrik uzaydir.

3.1.5.Tamm: d,X X X iizerinde negatif olmayan reel degerli bir fonksiyon olsun.

d fonksiyonu asagida verilen sartlari saglasin. Vx,y,z € X i¢in

1) dx,y)=d(yx)=0ox=y
2) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)

Bu taktirde d ye X izerinde quasi metrik ve (X,d) ye quasi metrik uzay adi verilir
(13).

3.1.6.Teorem: ( X,p) bir kismi metrik uzay olsun.
q(x,y) = p(x,y) = p(x,x)
olarak tanimlansin. Buradan (X, q) bir quasi metrik uzaydir (15, 26).

Ispat:
1) a) q(x,y) = q(y,x) = 0 olsun. x =y oldugunu gosterelim.
q(x,y) =q(,x) =0 = plx,y) —px,x) =pl,x) —p(y,y) =0

= plx,x) =pl,y) Ap(y,x) =p(,y)
= plx,x) =ply) =p1,y)

=x=y

b) x = y olsun. q(x,y) = q(y,x) = 0 oldugunu gosterelim.

x =yikenq(x,y) = p(x,y) —px,x)
=p®.x) —p(,y)
=q(y,x)

Ayrica q(x,y) = p(x,y) —p(x,x) =px,y) —plx,y) =0



q(x,y) =q(,x) =0

olur.

2) q(x,y) < q(x,2) + q(z,y) oldugunu gosterelim.

q(x,y) = p(x,y) — p(x,x)
<pxz) +p(zy) —pr(z2z) —plx)

=p(x,z) —plx,x) +p(zy) —p(z2)
=q(x,2) +q(zy)

3.1.7.Tammm: : ( X,q) bir quasi metrik uzay olsun.
B,(x,e) = {yeX:q(x,y) <e} , VXEX vee>0

seklinde tanimli olan agik yuvarlar ailesine quasi metrik uzayda taban denir (10),
(12).

3.1.8.Uyan : X lizerinde her quasi d metrigi X lizerinde t(p),T, topolojisini

olusturur (13).

3.1.9.Teorem: Xiizerinde her dualistik p metrigi X iizerinde t(p), T,

topolojisini dogurur. Bu topolojinin baz1
B,(x,¢) = {yeX:p(x,y) <p(x,x) + & VxeX, e > 0}
seklindeki p ac¢ik yuvarlarinin ailesidir (13) .

Ispat: Kabul edelim ki p:X x X - R bir dualistik metrik olsun. Ayrica x,y € X

olmak tizere x # y olsun. Buradan p dualistik metrik oldugundan

p(x,x) <p(x,y)
olur ve boylece

e:=(pl,x)—plxy)/2
oldugunda

x € By(x,e) ve y & B,(x,¢)

10



olur. Yani bu uzay T, uzayidir.

3.1.10.Teorem: Bir p kismi metrigi i¢in acik yuvar B,(a, &) ve x € B,(a, ) olsun.
O halde

x € B,(x,6) S By(a,¢)
olacak sekilde & > 0 mevcuttur (13) .

Ispat: Kabul edelim ki x € B,(a, £). Buradan

p(x,a) < €+ p(a,a)

Olur.
§:= e+pla,a)—plx,a)
olsun.
6>0 iken e>p(x,a)—p(aa)
Ayrica

p(x,x) <6 iken £ > p(x, a)

olur. Bu yiizden

x € By(x,6).
Simdi
B,(x,8) € B,(a,¢)
oldugunu iddia ediyoruz. Kabul edelim ki y € B,(x,9) olsun.

= p(x,y) <8+ p(x,x)
= px,y) < e+p(a,a) —plxa) +px,x)
= p(x,y) +px,a) —plx,x) < e +p(a,a)
= p(y,a) < e+p(aa)

= y€By(ace)

11



olur. Bu yilizden
B,(x,6) S By(a,¢)

olur.

O halde sonug¢ olarak; dualistik bir metrik uzayda (x,) dizisinin bir a

noktasina yakinsamasi igin gerek ve yeter sart
p(a,a) = lim p(x,, a)
n—->oo

olmasidir denilebilir (29).

3.1.11. Tammm: Dualistik metrik uzayda (x,) dizisini géz 6niine alalim, eger

limn,m—wo p( xTU xm)

limiti varsa dualistik metrik uzayda bir Cauchy dizisi denir (13,29).

3.1.12. Tammm: (X,p) dualistik metrik uzayinda eger X igerisindeki her (x,,)
Cauchy dizisi

p(x,x) = lim p(x,, xp)
n,m-oo

sartin1 saglayacak sekilde bir xeX noktasma (7(p) topolojisine gore) yakinsar ise

bu uzaya tamdir denir (15, 29).

3.2. Tam Dualistik Kismi Metrik Uzayda Banach Sabit Nokta Teoremi

Dualistik kismi metrik ile quasi metrik uzay arasindaki iliskiyi verecegiz.

3.2.1.Teorem: Eger X iizerinde d quasi metrik ise

d*(x,y) = maks {d(x,y),d(y,x)}
seklinde tanimlanan d°® fonksiyonu X iizerinde bir metriktir (8, 17).

Ispat: x,y,z € X alalim.
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1) a)d*(x,y) = 0olsun. x = y oldugunu gosterelim.

dS(x,y) = 0 = maks{d(x,y),d(y,x)} =0
= d(x,y) = d(y,x)

=x=y

b) x = y olsun. d*(x,y) = 0 oldugunu goésterelim.
x=y=dx,y)=dy,x)=0
= maks{d(x,y),d(y,x)} =0
=d’(x,y) =0

2) d°(x,y) = d*(y,x) oldugunu gosterelim.
d*(x,y) = maks{d(x,y),d(y,x)}
= maks{d(y,x),d(x,y)}
= d*(y,x)
3) d*(x,y) < d°(x,z) + d°(z,y) oldugunu gosterelim.
d*(x,y) = maks {d(x,y),d(y,x)}
< maks {d(x,z) +d(z,v),d(y,z) + d(z,x)}
< maks {d(x,z),d(z,x)} + maks {d(z,y),d(y,z)}
< d’(x,z) +d°(z,y)
1,2,3 sartlar1 Vx,y,z € X i¢in saglandigindan d°, X tizerinde bir metriktir.
3.2.2.Teorem: (X,p) dualistik metrik uzay ise d,:X x X - R*
dp(x,y) = p(x,y) — p(x,x)
ile tanimli fonksiyon X tizerinde bir quasi metrik olup
t(p) = 1(dp)

seklindedir (13, 15-16) .
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Ispat: x,y € X ise
d,(x,y) = p(x,y) — p(x,x)

ifadesi p(x,x) < p(x,y) oldugundan daima pozitiftir.

Simdi d, nin X de quasi metrik oldugunu gostermeliyiz. x,y,z € X alalim. Agik

olarak x = y iken
dp(x,y) = dp(y,x) =0
olur. Ustelik
dy(x,y) =d,(y,x) =0
ise
p(x,y) —p(,x) =p»,x) —p,y) =0

olacaktir. Buradan

p(x,y) = plx,x) =p(»,y)
olurki buise x =y olmasidir. Ustelik
dp(x,y) = p(x,y) —p(x,x) < p(x,z) +p(z,y) — p(z,2) — p(x,x)
< dy(x,z) +d,(2,y)

Simdi t(p)=7(d,) oldugunu gosterelim. x €X ve € >0 olsun.y € Bq, (x, €)

yi gbz Oniine alalim.
dp(x,y) =p(x,y) —plx,x) < e ise plxy) <e+p(xx)
Sonug olarak
y € By(x,£) ve t(p) € ©(d,p)
dir. Tersine olarak

eger y € B,(x,¢) ise p(x,y) <e+p(x,x)
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o halde
dp(x,y) = px,y) —p(x,x) < €
oldugundan
Y € By, (x,¢€)
ve buradan
t(dp) € 1(p)
olacaktir. Bu ise ispat1 tamamlar.

3.2.3.Teorem : (X,p) dualistik kismi metrik uzayin tam olmasi i¢in gerek ve yeter

sart (X ,(dp)s) metrik uzayinin tam olmasidir. Ayrica
lim (dp)s(a, x,) =0 © p(a,a) = limp(a,x,)
n—->oo n—->oo
= lim p(x,xm)
n,m—oo

(15-16, 29).

Ispat: Ik olarak (X,p) de verilen her Cauchy dizisinin (X, (d,)%) de Cauchy
dizisi oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (x,), (X,p) de Cauchy dizisi olsun. Bu

taktirde a € R vardir 6yleki verilen € > 0 i¢in

|p(xn’xm) —al<eg/2

iken Vn,m > n, sartin1 saglayan bir n, € N vardir. Béylece n,m = n, i¢in
dp (xn,xm) = p(xn,xm) - p(xn,xn)
= | p(xn,xm) —a+a-— p(xn,xn)l

< |p(xn,xm) - al + |Cl - p(xn,xn)l

olur. Benzer sekilde n,m = n, igin
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dp (xm,xn) = p(xm,xn) - p(xm,xm)
= | p(xm,xn) —ata- p(xm,xm)l

< |p(xmrxm) - al + |a - p(xm rxm)l

olur. Buradan
(dp)5(xpmxn) < e
Sonug olarak  (x,,) dizisi (X, (d,)®) de Cauchy dizisidir.
Simdi (X, (d,)%) in tamhigmm (X,p) nin tamligm gerektirdigini gosterelim.
X, (dp)s )  metrik uzaymin tam olmasi gerektigini gosterelim.

limd, (v, x,,) = 7111_r)£10 maks{d, (v, x,),d,(xp,¥)} = 0

n—oo
= lim (d,)’ (3, %,) = 0

olacak sekilde bir y € X vardir. Teorem 3.2.2 den (x,,) dizisi, (X,p) de yakinsak

dizi oldugu goriilir. Simdi de
Jim p(xn,xm) = p(7,y)
oldugunu ispatlayalim. (x,,) dizisi, (X,p) de Cauchy dizisi oldugundan
lim p(xy,20) = P, ¥)

oldugunu goérmek yeterlidir. Bunun i¢in

>0 icinVvn > n, olacak sekilde 3In, € N vardir ki (dp)s(y, x,) < €/2. Su
halde

lp(v,y) —p(nx0)| < 0B y) — P, x| + [P, x0) — P (X0, %)

= dp(yrxn) + dp(xn:y)
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< Z(dp)s(y, X,) < €

Vn = n, i¢inbu (X,p) nin tam oldugunu gosterir.

Simdi (X, (dp)s) de her (x,) Cauchy dizisinin (X,p) de bir Cauchy dizisi

oldugunu gosterelim. € = 1/2 olsun. Bu taktirde bir n, € N vardir ki Vn,m >

n, i¢in
dy(xpxm) < 1/2
saglantr.
dy, (xp, Xp, )+ P (xnxn) =dp (xn,, Xp) +P (X, Xn,)
oldugundan

| p(xn,xn)lz | dp (xnorxn)+ p(xno'xno) - dp (xn’xno) I
= dp(xno'xn)ﬂ p(xno'xno)|+dp(xn'xno)
= Z(dp)s(xn’ xno)+| p(xno’xno)l

<1+ p(xn,. X, )|

Sonug olarak (p(x,x,)) dizisi Rde smirl olup bu nedenle a € R noktasina

yakmsayan bir p(xp,, Xy, ) alt dizisine sahip olup
lim p(xnk,xnk) =a

k—oo

olur. Boylece (p(x,x,)) dizisinin de Rde Cauchy dizisi oldugunu gostermek

kalir. (X, (dp)s) de (x,) Cauchy dizisi oldugundan V & > 0 verilen degeri i¢in
(dp)s(xn, X)) < €/2 ,Vn,m=n,
igin n, € N vardir. Suhalde Vn,m =>n, icin
| p(xn,xn) - p(xm: xm)l = | dp (xml xn) - dp (xn; xm)l

< Z(dp)s(xm,xn) < e
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olmasi nedeniyle
P (xn, %) = dp (X, %)+ P (X, Xm) — dip (X, Xi)

olur. Gostermeliyiz ki

1im p(xy, xp) = a.
Diger taraftan Vn,m = n, igin

lp(en, xm) — al = [p(xn, Xm) — p(xn, %) + PO, %) — @
< dp(Xp, xm) + (X, xp) —al < €

Buradan

lim p(x,,x,) =a

n,m-oo

ve (x,) dizisi (X,p) de Cauchy dizisidir.

Eger (X, (dp)s) nin tam olmast durumunda (X, p) nin de tam oldugunu ispatlarsak

teoremin insaas1 tamamlanir. (X, (dp)s) de bir (x;,,) Cauchy dizisi alalm. (X, p)

de bir Cauchy dizisi (x,) olur ve budizi y € X noktasina yakinsadigi igin

lim p(xn, %m) = lim p(y, %) = p(y, y)

n,m-co
saglanir. Bu taktirde € > 0 verildiginde n=n, igin
P, xn) =p(y,y) < & ve p(y,y) = p(Xp, Xn)< €
olacak sekilde bir n, € N vardir. Bunun sonucu olarak
dp (¥, %) =P, %) —p(y,¥) < & ve nzn,

oldugunda

dp (Xn, y) = DY, X5) — P (X, X)

<lp(, %) =PV + [ p(y,y) — p(xn, %)

<2¢
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olur. Buradan (X, (dp)s) tamdir. Son olarak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

lim (dp)s(a, x,) =0 p(a,a) = limp(a,x,) = lim p(x,, x,)
n—oco n—-co n,m—)oo

3.3. Banach Sabit Nokta Teoremi

3.3.1 .Teorem : Banach Sabit Nokta Teoremi

f, (X,p) tam dualistik kismi metrik uzaydan kendisine taniml1 bir doniisim ve

Ip(f (), fFNI= clp(x, ¥)] Vx,y €X igin 1)

sartin1 saglayan bir (0 < c < 1) c reel sayist mevcut olsun. Bu taktirde f, bir tek

sabit noktaya sahiptir (15).

Ispat: x € X secelim. Bu taktirde her birn € N igin

P (%), f))I< c™lp(x, 1) ... * ve [p(f (), f () I< M IpCe, f ()] ... **
yazilir. Teorem.3.2.2 den
dp (f(2), () = p(F (), F71 () = p(F(2), ()
dir. Buradan
dp (F" (), f1 () + p(F (), () = p(F" (%), F7 ()
ve **dolayi
dp (F" (), F71 () + p(F" (20, f(2)) < c™lp(x, ()]
sonucu elde edilir. Buradan * dolayist ile
dp (f (0, 1)) < " p(x, F())| = pUF (), (X))
< ¢lp(x FQ)| + Ip(f(), F ()
< c™[|p(x, fO)| + Ip(x, 0]
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n, k € N ise bu taktirde
dp (F (0, FH () < dp (F (), FP ) + -+ dp (P2 (1), F74 (1)
< (e 4 et R, £00)] + Ip (e 01
<c*(T+c+c+ -+ (p(x F)] + I 0)])
<= (Ip(x, F@)| + Ip G ).
Benzer olarak x € X segelim. Bu taktirde her birn € N icin

G0, IS (e x)] ¥ ve p(F™ (), fM))I< e Ip(f (%), %)

e **
yazilir. Teorem.3.2.2 den

dp (f" 1 (), f* () = (" (), f () — p(F™(2), F741 ()

dir. Buradan

dp(f" (), f* () + p(F (), () = p(F (20, f1 (X))

ve

dp (F*1 (), () + p(F™* (20, f™1 (1) < c™Ip(f (), X))
sonucu elde edilir. Buradan
dp (F™1(6), () < ¢™lp(f (), )| = p(f™+1(x), f™+1 (x))
< ¢p(F@), 0|+ Ip(fr0), F74 ()]
< c"[Ip(fC0), )| + Ip(f (), £ ()]
< ¢"[Ip(f(0), )| + IpCx, 0)1]

< c"[|p(x, FOO)| + IpCx, 0)1]

n,k € N ise bu taktirde
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dp (FH (), £ (1)) < dy(FPH (20, £7HE71@) )+ o+ dp (P77 (1), £ ()

< (€ N ([p(x FOO)] + I 0)1)

< c*(L+c+c+ -+ D (p(x, F)] + Ipx, %))

IA

= (p(x )] + IpGe )
dp(Fr G0 F10) = =l f )]+ Ip(e0)

Sonug olarak (f™(x)) dizisi (X, (dp)s) metrik uzayda Cauchy dizisi olup
Teorem.3.2.3 ten bu uzay tamdir. Boylece lim (dp)s(a, X,) = 0 olacak sekilde bir
n—->oo

a € X vardir. anin f fonksiyonunun bir tek sabit nokta oldugunu gostermek

istiyoruz. ilk olarak Teorem.3.2.3 ten
p(a,a) = limp(a, /() = lim p (f"(x), f™ ()
oldugunu elde ederiz. Ustelik
im dy (F1 @), f™(0) = limp (F"(x), () = 0
oldugundan Teorem 3.2.2 nin sonucu olarak
lim p (f"(x), f™(x)) =0
olur. Ayrica
p(a,@) = limp(a, f1(x)) = 0
dir.

lp(f (@), f(@)] < clp(a,a)

oldugundan

p(f(a),f(@) =0

oldugu anlasilir. Diger taraftan
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p(f (@), f™(@)] < clp(a, f*())]
oldugundan
lim p(f(a), () = 0
yazarz.

Dualistik metrik uzaydan kendisine tanimli olan ve (1) sartin1 saglayan doniistime,

sabit ¢ sayisina bagl biiziilme doniisiimii diye adlandirilir .

3.3.2.Sonug: f, (X,p) tam kismi metrik uzaydan kendisine tanimli bir doniisiim

ve

p(f(x), f() < cp(x,y), Vx,y €X

icin sartin1 saglayan bir (0 <c <1) c reel sayist mevcut olsun. O halde f, bir tek

sabit noktaya sahiptir (13).

ispat: x € X alalim.

vn,k € Nigin p( ™+ (x), f7(x))
< p( 0, ) ) + p (£ @), £1(X)) = (G, FrH ) )
< (£, ) + p(FHE ), 1)

Buradan vn, k € N icin

P40, fr(0)) < (€ 4+ eMPp(F(), %) + P (£ (0, F1 ()

<M1= /A = op(f(x0),x) + c"p(x,x)
< c"((p(F (), x)/(1 = ©)) + p(x, X))

Bu yiizden
vx € p(f™(x), f*(x)) < ¢"p(x,x)

oldugundan
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lim p(fr(), fm(0) = 0

olacak sekilde (f™(x)) bir Cauchy dizisi oldugunu goriiyoruz. p tam oldugundan
bir a € X segebilir ki bu Cauchy dizisi X, a ya yakinsar ve p(a,a) = 0 dur.

Bu yiizden
lim p(f7(0,0) = 0
Ancak p(f(a),a) = 0 iken vn € N icin
p(f(@),a) < p(f(@), fM(x)) + p(f™*(x), @) — p(f™* (%), 1 (%))
< cp(a, () + p(f™*1(x), @).
Bu yiizden a = f(a) ve p(a,a) =0 olur.

Bu noktanin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki b = f(b) olacak sekilde bir

b € X mevcut olsun. Bu taktirde

p(a,b) = p(f(a), f(b)) < cp(a, b)
yazariz. ¢ < 1 oldugundan p(a, b) = 0 olmalidir. Buradan a = b.
Bu yiizden f in sabit noktasi tektir (13).

Banach Sabit Nokta teoreminin bir yerel versiyonunu asagida verilecektir. Ayrica
bu teorem Dirichlet problemlerinin ((8),(18)) pratik ¢6ziimiine de uygulanir. Biz

bu sonucu dualistik kismi metrik durumuna genisletecegiz.

3.3.3.Teorem: (X,d) bir tam metrik uzay ve x, € X ve r > 0 olsun. Kabul edelim
Ki

fiBa(xo,1) = X ,d(f(x,),%,) < (1—=Dr

sartt saglanacak sekilde [ sabitine bagli bir biiziilme fonksiyonu f olsun. Bu

taktirde f, By(x,,r) iginde bir tek sabit noktaya sahiptir (28).

3.3.4.Uyar: (X,d) bir quasi metrik olsun. Bundan sonraki kisimlarda Y ¢

semboliinii Y € X in 7(d) ye gore kapanisini igaret edecegiz .
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3.3.5.Uyar1: Gortiliiyor ki
By(x,€) = {yeX:p(x,y) < p(x,x) + €}
yuvart T(p) ye gore kapali degildir. Gergekten

p(x,y)=xVy

seklinde tanimlanan dualistik kismi metrik p, R ile birlikte dualistik kismi metrik

uzay (R,p) olur. Bu agik olarak
B,(0,1) = (—o0,1] ve R\B,(0,1) = (1,)
Boylece B,(0,1), (R,p) de kapali bir yuvar degildir (29).

3.3.6.Teorem: (X,p) bir tam metrik uzay, x, € X ve r >0 olsun. Kabul edelim ki

Vx,y € B,(x,,7) igin

|p(f(xo)rxo)| < (1 - C)T' - zlp(xmxo)l - |p(f(xo):f(xo)|

kosulunu saglayan c sabitine gére biiziilmiis f:B,(x,,7) — X fonksiyonu bir
biiziilme doniisiimii olsun. Bu taktirde f, B,(x,,7) igerisinde bir tek sabit noktaya

sahiptir (29).
Ispat: Acik olarak 0 <7, < olmak iizere

Ip(f (%), %) | < (1 = )15 = 2|p (0, X0) | = [P(f (X0), f ()]

kosulunu saglayan bir 7, vardir. Gosterecegiz ki

B_p(xo' ro)(dp)s = B_p(xo' ro)

olur.
_—(d )S A S
X € B, (x,,1,)\%P ve iﬂo(dp) (x,x,) =0

olacak sekilde (xp)nen € B,(x,,7,) olsun. Butaktirde &>0 iken n>=n,

oldugunda
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dp(xorxn) = p(xo'xn) - p(xo'xo) ST Ve dp(xn: X) = p(xnr X) - p(xnr X) <&

kosulunu saglayan n, € N vardir. Bu durumda yalnizca
dp(xmx) = p(x: xo) - p(xor xo)

<r,

oldugunu gostermeliyiz. Gergekten,
dy(x,%,) < dp(x,x,) + dyp(xy,%,)
< dp(n, x) + dp (x4, %)
< ploan, x) = p(Xn, %) + (X0, Xn) — P (X4, %,)
<e+r,
ve sonug olarak
PO0x,) = PUiox) STy Ve By(ip ) @) € By(x, )
olur. x € B, (x,,1,) alahm. O halde d,(x,x,) <1, yani
dp(x,%,) = p(x,%,) = P(X,%,) ST
ve
P(xn, X) — p(oxn, Xn) <€
olacak sekilde (x,)nen € B,(x,,7,) Vvarolup d,(x,x,) =0 olur ki
By (x0r7) € By 1))
olmasidir. Buradan
By Cror 7o) @) = B, 0x0,75)
olur. f fonksiyonunun

By (x0,75) = By(x,,7)
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oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun i¢in Vx € B_p(xo, 7,) oldugunda

P(f (), f o)) = 1P (o, X0)] < [p(F (), £ (o)) = clp (X0, o))
< c(lp(x, x0)| = 1p (o, %))
< c(p(x,%,) = P(X0, X))
<cr,
Bundan dolay1 Vx € B,(x,,7,) icin
dp (f (), %) < dp (X, £ (30)) + dp (f (o), f (X))
< p(x0, f (%6)) = P, X0) + P(f (%), £ (D) = P(f (%), f (%))
< Ip(F@), fF D] + 1 PUFCD, x6)| + [p(F (o), £ (o) + 1P (o, X))
<cr,+(1-o0o)r,
=1
Buradan
f(By(x0,7)) € By(ao,T)
elde edilir.

Teorem.3.3.1 den f nin B,(x,,7,) C B,(x,,r) icinde sabit bir noktaya sahip

oldugu sonucuna variriz.

Son olarak tek oldugunu gostermek istiyoruz. Kabul edelim ki x =y ve f(x) = x,
f(y) =y olacak sekilde x,y € B,(x,,1) mevcutolsun. f, B,(x,,r) lizerinde

bir biiziilme oldugu i¢in

p(x,y) =plxx)=p(l,y)=0

elde edilir. Ciinkii Va, b € {x,y} iken

Ip(a,b)| = |p(f (@), f(B)] < clp(a, b))

saglanir. Bu durum sadece x = y ig¢in saglanir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Agik bir sekilde Teorem 3.3.3 ten, dualistik kismi metrik de ayni zamanda bir

metrik oldugu i¢in

|p(xo'xo)| = |p(f(xo);f(xo)| =0

oldugundan dolay1 Teorem 3.3.6 nin 6zel bir durumudur.

3.4. Tam Dualistik Kismi Metrik Uzaylar icin Genellestirilmis Banach Sabit

Nokta Teoremleri

Bu baslikta bizim amacimiz biiziilme sartin1 daha da zayiflatacak sekilde Banach

sabit nokta teoremleri tipinde iki teorem vermektir.

Banach teoremini genisletmenin dogal yolu, yakinsama problemlerinden ortaya
¢ikar. Bu tip problemlerde biiziilme reel degerli bir fonksiyon yoluyla verilir (3, 6-7,
11, 17, 19).

Banach sabit nokta teoreminde genislemelerin bir baska yolu da p(f(x), f(¥))
ve p(x,y) mesafesine bagl oldugu kadar dogurulan yari metrigin davranigina da

baglidir (29).
3.4.1.0nerme: (X,d) bir tam metrik uzay ve her bir sabit t > 0 igin
lim,,_, o, " (t)=0
sartin1 saglayan
®: [0, 0) - [0, )
monoton azalmayan fonksiyon olmak iizere Vx,y € X igin
d(f(x), f(y)) = ®(d(x,y))
olur. Bu durumda f, sabit bir noktaya sahiptir (8).
3.4.2.Teorem: Her sabit t > 0 i¢in

lim,, e, ®™(t) =0
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sartin1 saglayan
®: [0, ) - [0, )
keyfi azalmayan fonksiyonu olmak iizere f, doniisiimii Vx,y € X i¢in

Ip(f (%), )] < O(lp(x, ¥)D

olacak sekilde tam dualistik kismi metrik uzaydan kendisine bir doniisiim olsun. Bu

taktirde f bir sabit noktaya sahiptir (29).
Ispat: Eger t > 0 ise bu taktirde @®(t) < t dir. Ciinkiit < ®(t) ise

O(t) < Dd(D(t)) ve buradan ¢t < P3(t) dir. Bdylece tiimevarimla n > 1
icin t < ®™(t) elde edilir. Buradan

t < lim®"(t) =0
olur. Bu bir geliskidir.
X € X segelim. Her birn € N igin
Ip(F* (), fr )| < @™(Iple, ) ve  [p(f™(x), M) < @™ (Ip(x, f (X))
elde edilir.
a = maks {|p(x, x)|, [p(x, £ ()]}
olsun. Teorem 3.2.2.den
dy(f* (0, fMH (1) = p(F (), F () _p(F (%), f(x)).
Sonug olarak
dy(f* (0, () < | p(F 0, fM )| + Ip(F (%), ()]

< O*(|p(x, fF () +@"(Ip(x, x)|
<20"(q + 1)

Simdi n,k € N oldugunda
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d (£, FTH)) < dp (), F7H100) + o dy (P10, £ (1)
< O™(|p(x, f (D)) + P (Ip(x, 1))+ - +
+ O™ (|p(x, £ () +@™ R (Ip(x, X))
Boylece
dy (£, (X)) < 20™(a + 1) + -+ +20™H (@ + 1)
Benzer sekilde gosterebiliriz ki
dp (f™ (), f™(x)) < 20™(a + 1)
ve buradan
dp(f7H(), f1(x)) S 20" 1@ + 1) + o+ 207 (a + 1)

O halde (f™(x)) dizisi, (X,(d,)°) uzaymnda bir Cauchy dizisidir. Teorem3.2.3. ten

bu uzay tamdir. Buradan bir a € X i¢in
lim (dp)s(a,f”(x)) =0 ve p(aa) = limp(a, f™(x))
n—-oco n—oo
= lim p(f™(x), f™(x))
n,m—co
olur.

Simdi a, f in bir tek sabit noktas1 oldugunu gosterelim. Acik olarak
Jim (d,)(F1G0, ™)) = 0
ve
[p(f" (0, f())| < @™ (Ip(x, 1)
< O"(lp(x,x)| + 1)
ve

nli_)rgCD”( Ip(x,x)| + 1) = 0 oldugunda limp (f™(x), f™(x)) = 0

n—oo
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saglanir. Buradan
lim p(f™(x), f™(x)) =0
n,m—oo
sonucuna varilir. Teorem3.2.3. iin sonucu olarak p(a,a) = 0 olur. Buradan

Ip(f (@), f(a))] < ®(Ip(a, @)]) = ©(0) < P(e) <&

Dolaysiyla |p(f(a), f(a))| = 0 dir. Ciinki son esitsizlik Ve > 0  i¢in gegerli.
Diger bir ifadeyle

limp(a, f*(0)) = p(a,a) = 0
oldugundan
| p(f"(x), f(@)] < @(p(f*(x), a)]) < P(e) < ¢

elde edilir. Bu yiizden Teorem3.2.3 geregi  f(a), (X, (dp)s) uzaymda (f"(x))

dizisinin bir limit noktasidir. Buradan a = f(a).

Sonug olarak gostermeliyiz ki a, f nin bir tek sabit noktasidir. Bunun i¢in f(b) = b

ve b # a olmak iizere b € X de f nin sabit noktasi olsun. Bu taktirde
p(a,a) =p(b,b) =p(a,b) =0

olur, olmadigi durumda

Vx,y € {a,b} i¢in [p(x,y)| = [p(f(x), fOWNI = C(p(x,y)| < |p(x, )l

olur.

3.4.3.Uyari: Eger biz ®(t) =ct, 0 < ¢ <1 segilirse, gozleyebiliriz ki bir 6nceki

sonu¢ Teorem 3.3.1 in 6zel bir durumunu ifade eder (29).
3.4.4.Tanim: Eger
lp, I <k ,vx,y €X

kosulunu saglayan bir k > 0 wvar ise, dualistik kismi metrik uzay (X,p) sinirhidir

denir. Ustelik YEX ciimlesinin ¢ap1
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8, (Y) = sup {|p(x,¥)|:x,y € Y}

olarak tanimlanir, eger sup degeri varsa 8, (Y) ye sonlu aksi halde 6, (Y) = +oo olur.

Bu kavramlar metrik uzaylarin ¢ap kavramlariyla cakisir. Ustelik
5,(Y) < 8(ay)s Y)+ Sw, Y)
dir. Eger sup degeri varsa
81, (V) = sup {Ip(x, x)|:x € Y}
yoksa
Swp (V) =4
olur (29).
3.4.5.Teorem: (X,p) bir dualistik kismi metrik uzay ve YSX olsun. Buradan
6(%)5(}’) < 46,(Y)

saglanir (29).

Ispat: 8w, (Y) < 6,(1)
oldugu kolayca goriiliiyor. Ustelik

(dy)° (6, y) < dp(x,¥) + dp(y,%) = 2p(x,¥) — p(x,%) — p(3, )

oldugunda

(dy) (6,y) < 2lpG Y| + PG )| + PG, Y)]
Buradan

8(apys(¥) < 46,(Y).

3.4.6.Teorem: (X,p) bir tam dualistik kismi metrik olsun. ¢: X - R* keyfi negatif

olmayan bir fonksiyon olsun. Ayrica
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inf{g(x) + @ (¥): [P, V)| + Ip(x, )| + [P, ¥)| = a} = p(a) > 0,va > 0
oldugunu kabul edelim. Buradan X de oldugu gibi

limp(x,) =0

n—-co
sartin1 saglayan her bir (x;,),en dizisi T((dp)s) uzayinda yakinsar (29).

Ispat: A,={x € X: ¢(x) < ¢( x,)} olsun. Asikar olarak A,, bos olmayan bir

climledir ve sonlu arakesit 6zelligine sahip bir ailedir. Gosterecegiz ki
Tlll_l;rolo 6(dp)5 (An) =0
dir. Burada € > 0 olsun. Bu taktirde

o(x)<U2u(e) ,vn=n, igin n, € N var olsun. Buradan Vx,y € 4,, ve

n > n, oldugunda
@(x) + ()< ule)
olur. Buradan hipotezden dolay1 |p(x,y)| < € olur. Bu ylizden
0,(4,)<e ,Vn=n,
olur. Sonug olarak
lim 8,(4,)=0

dir. Teorem.3.4.5 ten

Alj{}o 8(ayys(An) =0

elde ederiz. Bu ise

—(d..)’
Bayy ™) = 84,7 ()

oldugunda

Aij?os(dp)s (A—n(dp)s) =0
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olmasi gerektigini verir. Biz Cantor teoreminden

e ﬂ ()
n=1

olacak sekilde bir tek nokta oldugunu cikaririz. Ustelik Vn € N oldugunda

Xp € E(d”) iken

. s
Aggo(dp) (x,%,) =0
olur. Buradan

p(x,x) = limp(x, x,) = limp(x,, x,)
n—oo n—oo

oldugu cikar. T((dp)s) uzayinda

limp(x,) =0

n—-oo

olacak sekilde herhangi bir (x,) dizisi icin bir x € X limit noktasinin oldugunu

ispatlamaliy1z. (v,,),
lim @(y,) =0

n—oo

sartin1 saglayan bir bagka dizi ve y € X bu dizinin limit noktas1 olsun.

lim @(x,) = lime(y,) =0

n—-oo n—-oo

oldugunda ¢ > 0 i¢in Vn = n; oldugunda

©(xp)<U2 u(e) , @(yn)<U2 u(e)

sartin1 saglayacak sekilde bir n€ N olsun. Buradan n > n; oldugunda

[0 G,y |+ [0 G, )|+ (s y) 1 < €

olur. Boyle devam edilirse
u(e) =inf{ @)+ o) Ip(x, )| + Ip(x, )| + lp(y, ¥)| = &}

<@(xs) + ()

33



<pu(e)
elde edilir. Bu da bir ¢eliskidir.

Gosterelim ki x = y dir. Gergekten
(dp) (7)< (dp) (6 20 ) + (dp) (s ) + (dp)” G )
< Ze+(dp)s(xn, V)
<2& 4 2|p(n, Y| + PG, X1 + [0 G )|
<A4¢

Yukaridaki esitsizlik her € > 0 igin saglandigindan x = y dir .

3.4.7.Teorem: (X,p) tam dualistik kismi metrik uzay olsun. (X, (dp)s) den
X () ye
@(x) = dp(x, f(x)) ve Y(x) = dp(f(x),%)

sartin1 saglayan f:X — X siirekli bir donilisim olsun. Buna ilave olarak ¢,y

asagidaki sartlar1 sagladigini kabul edelim:

1) inf{p(x) + o) +¢¥x) + @) pl, |+ lpx, )|+ lp(y, )| = a} =
u(a) >0, Va>0

2) infrex ((x) + P(x))=0
Buradan f, bir tek sabit noktaya sahiptir (29).
Ispat: Tk olarak
lim @ (xn) + 9 (yn) =0
olacak sekilde bir (x,)ney © X dizisini olusturalim. € > 0 verilsin.

oxe) + () <e

sartini saglayan x. € X varolsun. vn € N i¢in  x, =Xy, secelim. Bu

taktirde (x,)ney dizisi sunlar1 saglar:
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Her € >1 i¢in n > 2 oldugunda ¢@(x,) +¢Y(x,) <1< ¢

1
Her € >1 iginvn = n, iken ¢(x,) + ¥(x,) < — < e

o

Kosulunu saglayan bir n, € N vardir. Iddia ediyoruz ki
lim @(x,) +P(x,) =0

n—-oo

dir.
lim @(x,) +P(x,) =0

n—-oo

oldugunda Teorem 3.4.6 dan
7lli_r)£10(dp)s(x, x,) =0
olacak sekilde birtek x € X vardir. Bu taktirde
P(x) — (xn) = p(x, f(X)) = p(x, %) = p(Xn, f (X)) + P (Xn, X3)
< e+ p(x, f(x)) = plxn, f(xn))
<2+ p(xn, f(X)) = P(n, f(xn))

< 2e+ p(f(xn)rf(x)) —p(f (), f (X))
<3¢

olur. Benzer sekilde

o(xn) — o(x) <3¢

sonucu ¢ikar. Buradan
@(x) = lim ¢ (x,)
olur. Diger bir taraftan

%1_1;210 (p(xn) Sn_l}ol;n ( (p(xn) + 1/)(xn)) =0

Béylece biz p(x) =0 ve p(x, f(x)) = p(x,x)
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elde edilir. Ayrica
P() —P(n) = p(x f()) = p(f), F(X)) = PCon, f () + P (%), £ (X))
< e+ p(x, £ () = Pln, f(xn))
< 2& + p(xn, £()) = P, £ ()
< 2e+ p(f(xn), F(0) = p(f (), f (X))
<3¢

Benzer olarak ¥ (x,) — ¥ (x) < 3 & oldugunu gostermeliyiz. Boylece
P = lim 1 () < lim () + () = 0
Sonug olarak

p(x, f(x)) = p(f(x), f(x)) = p(x,x)

olur. Dualistik kismi metrik tanimindan ve (i) sartindan x = f(x) ve f sabit bir
noktaya sahiptir. Ikinci olarak tekligini gdstermeliyiz. Bunun icin 7y # x Ve

f(y) =y olacak sekilde y € X segelim. Bu taktirde
a = [pC,y) +IpC, ) + Ip(y, ¥)| #0

elde edilir. Aksi halde

p(xy) =pl,x) =pyy)=0 ve x=y
olur. Buradan
0 < u(a)=
=inf{ (x) + (¥) + Y(x) + Y (): [pCe, Y| + [pCe, )| + Ip(y, ¥)| = a}
<e@)+ o)+ +¥(y) =0

Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla x = y dir. Sonug olarak elde edilen bu sonucu (8) de
bulabiliriz (29).

3.4.8.Sonugc: f, (X,d) tam metrik uzaydan kendine bir doniigim ve ¢:X —» R*
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p(x) =d(x, f(x))

seklinde tanimlanan negatif olmayan bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki

inf{p(x) + ¢(¥): d(x,¥) = a} = p(a) >0,
Va > 0iginve infyexd(x, f(x)) =0

olsun. Bu taktirde f, tek bir sabit noktaya sahiptir (29).

3.4.9.Uyar: Kolayca goriiliiyor ki Teorem.3.4.7 ve Teorem.3.3.1 den

p(x,y) — p(f(x), f) < dp(f(x),x) +dp(F(¥),y)

= P +y»)
ve
p(f(), f)) = px,y) < dp(x, f(X)) +dp(y, fF())
= o) + o)
Boylece
[pCe,y) = p(f (), fFW)] < () + o) + Y(x) + ()
Ustelik
[pCe, 201 = Ip(f (), £ ()| < IpCe,2) = p(f (), £ ()
< dy(x, f(x))+d, (f(x),x)
= ¢(x) + P(&x)
ve

e, W = Ip(fO), FM)| < I, y) —p(F B, FO)]
< d,(y, fO)+d,(f (), ¥)

= o)+ Y©)

Eger VO<c <1 igin
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Ip(f (), fFO)I < clp(x, )|

ise bir onceki esitsizligi aklimizda tutarak

A =(pC, )+ lp(x, ) + [p, Y < 2(p(x) + (¥) + Y(x) +P(¥))

elde edilir ki Teorem.3.4.7.nin (1) sart1 saglanmis olur. Sonug olarak biiziilme

sartindan Vx € X igin
lim (d,)° (f"(x), f**1(x)) = 0
n—-co

elde edilir. Sonug olarak

infrex(@(x) + P(x))=0

dir. Ciinkii

infrex (@(x) + P()) < (f(x)) + P(F™(x))

= d, (™00, M) + dyp (F (), f(x))

<2(d,) (f"(x), f**(x))
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4. TARTISMA VE SONUC

Banach sabit nokta teoreminin bir ¢ok uygulama alani ve birgok genellemesi vardir.
Biz de bu genellemelerin bazilarin1 O.Valero ve S.Oltra’nin makalelerini esas alarak

inceledik. Simdi bunlardan 3.3.1 Teoremi ve 3.3.2 sonucunu inceleyelim.
Hatirlatma: 3.3.1. Teorem : Banach Sabit Nokta Teoremi
f, (X,p) tam dualistik kismi metrik uzaydan kendisine taniml1 bir doniisim ve

Ip(f (), fFONI< clp(x, ¥)] Vx,y €X igin 1)

sartint saglayan bir (0 < c < 1) c reel sayis1 mevcut olsun. Bu taktirde f, bir tek
sabit noktaya sahiptir (15).

Hatirlatma: 3.3.2.Sonug: f, (X,p) tam kismi metrik uzaydan kendisine taniml

bir doniisiim ve

p(f(0), f) < ep(x,y), Vx,y € X

i¢in sartin1 saglayan bir (0 < ¢ < 1) c reel sayist mevcut olsun. O halde f, bir tek

sabit noktaya sahiptir (13).

Teorem 3.3.1 ifadesi igindeki mutlak degere bagh biiziilme durumu ile Sonug 3.3.2
de yer alan biiziilme sartinin yer degistirilemeyecegini S. Oltra, O. Valero ya ait

(15) makalesi gosterir.
4.1.0rnek: X = (—, 2] olmak iizere Vx,y € X icin

p(x,y) = xVy = maks{x,y}

seklinde tanimlanan p, X iizerinde dualistik kismi metrik iken (X,p) tam dualistik
kismi metrik uzaydir. Ancak (X,p) kismi metrik olmadigi igin Teorem 3.3.1
uygulanamaz. Eger f, Vx € (—,2] i¢in f(x) =x—1 olacak sekilde X den

kendisine taniml1 bir fonksiyon olarak alinirsa Teorem 3.3.2 de Vx,y € X i¢in
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1
p(f(x), f() < ip(x, y)

olur ancak fonksiyon teleme fonksiyonu oldugu icin f in sabit noktas1 yoktur .
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