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OZET
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. ishak ALTUN
Haziran 2010, 50 sayfa

Bu tez ¢alismasinda sirali koni metrik uzay lizerinde bazi sabit nokta teoremleri
incelenmistir. Ik olarak sabit nokta teorisi ile ilgili &n bilgiler, baz1 temel tanim ve
teoremler verilmistir. ikinci olarak sirali metrik uzaylarda sabit nokta teorisi
incelenip normal metrik uzayla arasindaki farklar belirtilmistir. Daha sonra son
yillarda tanimlanan koni metrik uzay kavrami verilerek bununla ilgili temel tanim,
teoremler ve bu uzayda sabit nokta teorisi incelenmistir. Son olarak bu tez
calismasinin orijinal kismini olusturan sirali koni metrik uzaylarda sabit nokta
teoremleri incelenerek koni metrik uzaylardaki teoremleri ile arasindaki farklar

incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Koni Metrik Uzay, Sirali Ciimle



ABSTRACT

FIXED POINT THEOREMS ON ORDERED CONE METRIC SPACE

DURMAZ, Gonca
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ishak ALTUN
June 2010, 50 pages

In this study, some fixed points theorems on ordered cone metric space have been
analyzed. Initially, background information, some essential definitions and theorems
were given about fixed point theorem. Secondly, fixed point theorem on ordered
cone metric space was investigated, and its differences from usual metric space were
determined. After that, recently identified cone metric space term was given, and
basic definition, theorems, and fixed point theorem were investigated for this space.
Finally, fixed point theorems on ordered cone metric spaces constituting the original
part of this study were analyzed, and differences between these theorems and

theorems on cone metric spaces are investigated.

Key Words: Fixed Point, Cone Metric Space, Ordered Set
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1. GIRIS

X bostan farkli bir kiime olmak iizere f: X — X bir donilisiim olsun. Eger fx, = x,
olacak sekilde bir x, € X varsa bu x; noktasina f doniisiimiiniin bir sabit noktasi
denir. Ornegin;

X

X =1[0,0), f(x) =3, gx)=x+1, h(x) = x?

seklinde tanimlanir ise x, = 0 noktas1 f doniislimiiniin bir sabit noktasi iken h
doniisiimiiniin x, = 0 ve x, = 1 gibi iki sabit noktas1 vardir. Ancak g doniisiimiiniin
bir sabit noktas1 yoktur. Eger X = (0,00) alinirsa f doniisiimiiniin de sabit noktasi
olmadigi agiktir. O halde bir doniisiimiin sabit noktasinin varligi, o doniisiimiin
tanimina bagl oldugu gibi tanimlandigi kiimenin yapisina da baglidir. Bu nedenle
sabit nokta teori ¢aligsmalari, bir doniisiimiin sabit noktasinin hangi kosullar altinda
var oldugu, varsa tek olup olmadigi, tek ise nasil bulunabilecegi sorularina cevap

aramaktadir.

Sabit nokta teorisi matematigin birgok alaninda kullanilmaktadir. Ornegin

5

x> —x — 1 = 0 denklemi

4x5+1
5x%4—-1

fX)=x>-1,9g(x) =¥x+1,h(x) =

olmak tizere x = f(x), x = g(x), x = h(x), seklinde yazilabilir. Béylece f, g veya
h fonksiyonlarinin sabit noktasinin varligi yukarida verilen denklemin kdokiiniin
varligin1 garanti eder. Yani sabit nokta teoremi yardimiyla bu sekildeki bazi

denklemlerin koklerinin var oldugu goriilebilir.

Yine y'(t) = @(t,y(t)) ve y(ty) =y, baslangi¢ deger problemini gbéz Oniine

alalim. Bu problemin

y(©) = yo + [, ¢t y(s)) ds



seklinde ikinci tipten bir Volterra integral denklemine doniistiiriilebildigi iyi

bilinmektedir. Dolayisiyla F: C[0,1] — C[0,1], Vt € [0,1] igin
t
Fy(t) = yo + [, #(t,y(s)) ds

olarak tanimlanirsa F doniisiimiiniin sabit noktasinin ¢oziimiinlin varligi yukaridaki
integral denkleminin ve bdylece verilen baslangic deger probleminin varligini garanti

eder.

Genel olarak sabit nokta teori caligmalar1 iki yonde gelismistir. Birincisi normlu
lineer uzaylarda stirekli doniisiimler i¢in sabit nokta teorisi, digeri ise tam metrik

uzaylarda biiziilme ve biiziilme tipi doniigiimler i¢in sabit nokta teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢alismalart Brouwer ile baslamistir.
Brouwer R™ nin kapali birim yuvarindan yine kendi iizerine tanimlanan siirekli
donilisiimiin en az bir sabit noktasinin varligin1 kanitlamistir. Daha sonra Schauder,
Brouwer’in teoremini R" yerine herhangi bir normlu lineer uzay alarak asagidaki

sekilde ispatlamustir.

“X bir Banach uzay, C, X in kompakt konveks bir alt kiimesi ve f: C — C stirekli bir
doniisiim ise fx, = x, olacak sekilde bir x, € C vardir. Yani f, C de enaz bir sabit
noktaya sahiptir.”

Tam metrik uzaylar iizerinde sabit nokta teori calismalar1 ise Banach ile baglamistir.

“(X, d) bir metrik uzay olsun. @ > 0 olmak iizere her x,y € X i¢in

d(fx, fy) < ad(x,y)

sart1 saglaniyorsa ve f:X — X donilisimiine bir Lipschitz doniisimi denir. Bu
esitsizligi saglayan en kiigiik @ sayisina f doniigiimiiniin Lipschitz sabiti denir. Eger

a <1 ise f doniisiimiine biliziilme(daralma, contraction) doniisiimii denir. Ayrica



a = 1 ise f doniisiimiine genislemeyen(nonexpensive) doniisiim denir. Her Lipschitz

doniigiimii ayn1 zamanda siirekli bir doniistimdyir.
Banach, biiziilme doniisiim prensibi olarak da bilinen asagidaki teoremi vermistir.

“(X, d) bir tam metrik uzay ve f: X — X dontisiimii her x, y € X ve bir @ € [0,1) i¢in
d(fx, fy) < ad(x,y) sartin1 sagliyorsa f doniisimii bir tek z € X sabit noktasina
sahiptir ve her x € X i¢in x, = f™x seklinde tamimlanan {x,} dizisi z noktasina

yakinsar.”

Banach sabit nokta teoremi, doniistimiin sabit noktasinin varligin1 garanti ettigi gibi,
Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu sabit noktanin
tekligini ve nasil bulunabilecegini de gostermektedir. Daha sonra pek c¢ok yazar

tarafindan bu teorem genisletilmistir. Ornegin Kannan 1968’de teoremdeki biiziilme

sart1 yerine a € [0, %) olmak {izere

d(fx, fy) < a(d(x, fx) + d(y, fy))

esitsizligini kullanmistir. Her biiziilme doniistimiiniin stirekli oldugu agiktir. Ancak
bir Kannan doniistimii siirekli olmayabilir. Yine Chatterjea 1972°de a € [0, %) olmak

uzere

d(fx, fy) < a(d(x, fy) + d(y, fx))

esitsizligini kullanarak bir sabit nokta teoremi ispatlamistir. Chatterjea doniisiimii de

stirekli olmayabilir. Benzer sekilde @ € [0,1) ve

m(x,y) = maks {d(x,y),d(x, f2),d(y, fy), 2 [d(x, fy) + d(y, £ 1}

olmak tizere d(fx, fy) < am(x,y) genellestirilmis biiziilme esitsizligini kullanarak,

¢ baz1 sartlarn  saglamak iizere lineer olmayan biizilme denilen



d(fx,fy) < e(d(x,y)) ve genellestirilmis lineer olmayan biiziilme denilen
d(fx, fy) < e(m(x,y)) esitsizliklerinden sabit nokta teoremleri elde etmistir.

1.1.Kaynak Ozetleri

2004 yilinda Hollandali matematikgiler Ran ve Reurings yaptiklar1 bir ¢alismada,
Banach biiziilme prensibi olarak bilinen temel sabit nokta teoremini siralt metrik
uzaylarda ele almislar ve elde ettikleri sonucu matris denklemlerinin ¢dziimlerinin
varligt i¢in kullanmiglardir (1). Yazarlar bu ¢aligmada biiziilme sartinin uzayin tim
elemanlar1 i¢in saglanmasinin yerine uzay lizerinde verilen siralama bagintisina gore
sadece karsilastirilabilen elemanlar i¢in biiziilme sartinin saglanmasini kullanarak
sonuca ulagmiglardir. Ancak elde edilen sonug sabit noktanin sadece varligin1 garanti
etmis, tekligi ve nasil bulunabilecegi hakkinda bir bilgi vermemistir. Daha sonra bu
calisma temel alinarak cesitli yazarlar tarafindan sirali metrik uzaylarda bazi sabit
nokta teoremleri elde edilmistir (2, 3-5). Ornegin Nieto yukarida bahsedilen
calismay1 daha da genellestirmis ve ayrica ek bir sart ile sabit noktanin tekligini de

garanti etmistir (3).

Son yillarda sabit nokta teorisinin gelismekte oldugu diger bir kavram ise 2007
yilinda Huang ve Zhang tarafindan tanimlanan koni metrik uzaydir (6). Bu Cinli
matematikgiler, bilinenen reel degerli adi metrigi, iizerinde bir koni tarafindan
siralama bulunan Banach uzay1 degerli olarak ele alip genellestirmislerdir. Banach
uzayinda bir koni ve bir koni tarafindan elde edilebilen siralama hakkinda genis bilgi
Deimling’in kitabinda bulunabilir (7). Ayrica Huang ve Zhang bu caligmalarinda
Banach biiziilme prensibi, Kannan sabit nokta teoremi (8) ve Chatterja sabit nokta
teoremini (9) bu yeni tanimlanan uzay iizerinde ispatlamislardir. Ardindan pek ¢ok

yazar bu yeni kavrami kullanarak ¢alisma yapmuglardir (10- 20).

Bu tez ¢alismasinin ana fikri, yukarida bahsedilen sirali metrik uzaylarda sabit nokta
teori c¢alismalart ile koni metrik uzaylarda sabit nokta teori calismalarinin
birlestirilerek sirali koni metrik uzaylarda sabit nokta teori ¢calismalar1 yapmaktir. Bu

diisiince ile yapilan ¢caligma (21) numarali kaynakta sirali koni metrik uzaylarda sabit



nokta teorisi olarak belirtilip 6zgiin bir makale olarak basilmistir. Daha sonra (16) ile

(22) numarali kaynaklarin ana fikrini olusturmustur.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Baz1 Temel Tanimlar

2.1.1. Tanim: X bos olmayan bir ciimle ve <, X de bir bagint1 olsun. Eger
a) Her x € X i¢in x < x (yansima ozelligi)
b) x < yvey < xise x =y (ters simetri 0zelligi)

c) x Xyvey =< zisex < z (gegisme 6zelligi)

sartlar1 saglaniyorsa < bagintisina kismi siralama bagintis1 denir.

X de kismi siralama bagintis1 tanimlanmigsa X’e kismi sirali ciimle denir. Eger kismi
sirali bir ciimlede x, y elemanlar1 i¢in x < y veya y < x sartlarindan en az biri dogru

ise x ve y karsilastirilabilir denir.

Kismi sirali bir climlenin herhangi iki elemani karsilagtirilabilirse bu ciimleye tam

siralt climle denir.

2.1.2. Tanmm: (X, <) kismi sirali bir ciimle, A € X olsun. Her x € A i¢in u < x
olacak sekilde u € X varsa u ya A nin X deki alt sinir1 denir. Benzer sekilde her
x € A i¢in x < v olacak sekilde v € X varsa v ya A nin X deki iist sinir1 denir. Ust
siira sahip bir climleye iistten sinirli; alt sinira sahip bir ciimleye de alttan sinirh

climle denir. Alttan ve iistten sinirli ciimleye ise kisaca sinirli climle denir.

2.1.3. Tanmm: (X, <) kismi sirali bir climle, A € X olsun. A tam sirali ise A ya X de
bir zincir denir. O halde A, X de bir zincir ise her x,y E Aiginyax < y veyay <
dir.

2.1.4. Tanmm: (X, <) kismi sirali bir ciimle, A € X ve A nin alt sinirlarinin ciimlesi
A, olsun. ¢ € A; olmak iizere her x € A; i¢in x <  ise @ ya A nin en biiyiik alt
siir1 (A nin infimumu) denir ve infA ile gosterilir. A nin iist sinirlariin ciimlesi A4,

olsun. f € A, olmak lizere her y € A, icin f < y ise § ya A nin en kiigiik {ist sinir1



(A nmin supremumu) denir ve supA ile gosterilir. infA € A olmasi1 halinde infA ya A

nin minimumu ; supA € A olmasi haline ise supA ya A nin maksimumu denir.

2.1.5. Tanmm: (X, <) kismi sirali bir ciimle ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger
x < y olacak sekildeki her x,y € X icin T(x) < T(y) oluyorsa T ye azalmayan

doniisiim denir.

2.1.6. Tanim: X bos olmayan bir ciimle olsun. Eger d:XxX — R fonksiyonu

Vx,y,z €Xigin

a) dlix,y) =0 x=y
b) d(x,y) =d(y,x)
¢) d(x,y) <d(x,z) +d(z,vy)

kosullarini sagliyorsa d ye X lizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik

uzay denir.

2.1.7. Tanim: X bostan farkli bir ciimle olsun. Eger d:XxX - R fonksiyonu
Vx,v,zZ € X igin

a) d(x,x)=0

b) d(x,y) = d(y,x)

c) dx,y) <d(x,z)+d(zy)

kosullar1 saglaniyorsa d ye X iizerinde bir yar1 (pseudo) metrik ve (X, d) ikilisine de

bir yar1 (pseudo) metrik uzay denir.

2.1.8. Tanim: (X,d) bir metrik uzay, xo € X ve r >0 bir reel sayr olsun.
D(xg,7) ={x € X |d(x,x,) < r} ciimlesine x, merkezli ve r yarigapl agik yuvar,
D(xy,7) = {x € X | d(x,x,) <1} ciimlesine x, merkezli r yaricapl kapali yuvar,
S(xg, 1) = {x € X | d(x,xy) = r} climlesine x, merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi ve
D'(xy,7) ={x € X|0 < d(x,xy)r} ciimlesine x, merkezli r yarigaph delik yuvar

denir.



2.1.9. Tanim: (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan alt ciimlesi olsun. Eger
Vx € A igin D(x,r) € A olacak sekilde bir r pozitif sayis1 varsa A ciimlesine

d- aciktir denir.

2.1.10. Tanim: (X, d) metrik uzayinin bir A alt ciimlesi i¢in A° = X — A d-acik ise A

ya d-kapal1 climle denir.
2.1.1. Onerme: (X, d) bir metrik uzay olsun.
a) (X,d) icindeki her agik yuvar d-agiktir.
b) (X, d) igindeki her kapali yuvar d-kapalidir.
2.1.11. Tanim: (X, d) bir metrik uzay, A € X ve x, € A olsun. D(x,,7) S A olacak
sekilde bir r > 0 sayis1 varsa A, x, 1n bir civari, x; sayisina da A nin bir i¢ noktasi

denir. A nin biitiin i¢ noktalarinin climlesine ise A nin i¢i denir ve intA ile gosterilir.

2.1.12. Tanim: (X, d) bir metrik uzay, A ve B de X in bos olmayan iki alt climlesi

olsun. x € X olmak tizere

d(A,B) = inf{d(a,b) |a € A,b € B}

sayisina A ve B climleleri arasindaki uzaklik,

d(x,A) = inf{d(x,a) | a € A}

sayisina x noktasinin A ciimlesine olan uzakligi,

d(A) = sup{d(a,b) | a,b € A}

sayisina A climlesinin ¢ap1 denir.

Eger d(A) < o ise A climlesine smirl ciimle, d(A) = o ise A climlesine sinirsiz

cumle denir.



2.1.13. Tanim: (X, d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in
n = n, oldugunda x,, € B(x, €) olacak sekilde bir n, dogal sayisi varsa {x,} dizisi X
icinde x noktasina yakinsar denir. Kisaca lim,_ X, = x veya x, — x seklinde

gosterilir.

2.1.14. Tanim: Bir (X, <) kismi sirali bir ciimle ve {x,} X de bir dizi olsun.
a) Hern € N i¢in x,, < X4 ise {x,,} dizisine artan;
b) Hern € Nigin x,,, < x,, ise {x,} dizisine azalan;

c) Artan veya azalan bir diziye monoton dizi denir.

2.1.2. Onerme: (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A nin d-kapali olmas1 i¢in

gerek ve yeter sart her {x,} € A i¢in x,, = x oldugunda x € A olmasidir.

2.1.3. Onerme: Bir (X, d) metrik uzayinda {x,} dizisi yakinsak ise her {xnk} alt

dizisi de ayn1 noktaya yakinsar.

2.1.15. Tanim: (X, d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda herhangi bir dizi olsun. Her
€ >0 i¢in m,n > n, oldugunda d(x,,x,,) < € olacak sekilde bir n, > 0 dogal

sayis1 var ise {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Eger (X, d) metrik uzay1 i¢indeki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor

ise (X, d) ikilisine tam metrik uzay denir.

2.1.16. Tanim: (X, d) ve (Y, p) iki metrik uzay, f: X — Y herhangi bir fonksiyon ve
x € X olsun. f fonksiyonunun x noktasinda siirekli (dizisel siirekli) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart X iginde herhangi bir {x,,} dizisi x* e yakinsak iken, Y i¢indeki {f (x,,)}

dizisinin f(x)’ e yakinsak olmasidir.

2.1.17. Tanim: (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A ciimlesindeki her dizi yine
A da yakinsayan bir alt diziyi igeriyorsa A ciimlesine dizisel kompakt denir. Eger X
climlesi i¢indeki her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa bu uzaya dizisel kompakt

metrik uzay denir.



2.1.18. Tanim: X bos olmayan bir climle ve K reel veya kompleks sayilar cismi
olsun. Eger her x,y,z € X ve her o, f € K icin

a) x+ye€eX

b) x+(y+z2)=x+y)+z

c) x+ 6 =860+ x = xolacak sekilde 8 € X var.

d) x4+ (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € X var.

e) x+y=y+x

) axeX

g) alx+y)=ax+ay

h) (a+B)x =ax+ fx

) (aB)x = a(px)

j)  1x = x (Burada 1, K’ nin birim elemanidir.)

sartlar1 saglaniyorsa X e K cismi iizerinde bir Lineer uzay veya Vektor uzayi denir.

2.1.19. Tanim: X ,R cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Her x € X elemanini bir

llx]| € R elemanina esleyen ve
a) |lx||=0ex=20
b) a € K olmak tizere ||ax|| = |a|||x]|

c) llx+yll <llxll + llyll (iggen esitsizligi)

sartlarin1 saglayan bir ||.||: X = R fonksiyonuna bir norm ve (X, ||. ||) ikilisine ise bir

normlu uzay denir.
(X, |I.-1D) bir normlu wuzay olsun. d:X XX - R,d(x,y) = ||lx —y|| seklinde
tanimlanan d bir metriktir. Bu metrige norm metrigi denir. Dolayisiyla her normlu

uzay bir metrik uzaydir.

2.1.20. Tanim: X normlu lineer uzay olsun. Eger X norm metrigine gore tam ise X

uzayina Banach uzayi denir.

10



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Siral Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

3.1.1. Teorem: (X, <) kismi sirali climle ve d, X tlizerinde ( X, d) ikilisi tam olacak
sekilde bir metrik olsun. T: X — X donilisiimii siirekli, azalmayan ve y < x olacak
sekildeki her x,y € X ve k €[0,1) i¢in d(Tx,Ty) < kd(x,y) biizilme sartin

saglasin. Eger bir xy € X i¢in xq < Tx, oluyorsa T bir sabit noktaya sahiptir (5, 9).

Ispat: Eger x, = Tx, ise ispat tamamlanir. x, # Tx, oldugunu kabul edelim.

Boylece xq < Txy ve T azalmayan oldugundan tiimevarim ile

X0 < TxO < TZXO << TnxO < Tn+1x0 < e

elde edilir. Simdi her n € N igin

d(T™xy, T"x,) < k™d(Txg, %o) (3.1.1)

esitsizliginin saglandigin1 gorelim. Gergekten; x, < Tx, oldugundan biiziilme sarti

kullanilirsa

d(szo, Txo) < kd(Txo, XO)

elde edilir ki bu n=1 i¢in (3.1.1) esitsizliginin saglandigin1 gosterir. (3.1.1)
esitsizliginin 7 igin saglandigini kabul edelim. T"x, < T"*1x, oldugundan biiziilme

sart1 kullanilirsa

d(T™2x,, T xy) = d(TT"  x,, TT"x,)
< kd(T™x,, T"x,)
< kk™d(Tx,, x,)
= k™ 1d(Tx,, xo)

11



elde edilir, buda (3.1.1) esitsizliginin n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. m > n

olsun. Bu durumda

d(meo, Tnxo) S d(meo, Tm_le) + ot + d(Tn+1x0, TnxO)
S (km_l + km_z + b + kn)d(Txo, xo)

kM —k™
1-k

d(TxO, xo)

kn
S E d(TxO, xO)

bulunur. Bu ise {T"x,} dizisinin X de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam
oldugundan lim,,_,,, T"x, = y olacak sekilde y € X vardir. T siirekli oldugundan

Ty = y dir.

Yukaridaki teoremde T nin stirekliligi yerine ek bir sart konularak asagidaki teorem

ifade edilebilir.

3.1.2. Teorem: (X, <) kismi sirali climle ve d, X tizerinde ( X, d) ikilisi tam olacak
sekilde bir metrik olsun. T: X — X donilisiimii azalmayan ve y < x olacak sekildeki
her x,y € X ve k €[0,1) i¢in d(Tx,Ty) < kd(x,y) bizilme sartin1 saglasin.
Ayrica X ciimlesinin

{x,}, X igerisinde azalmayan bir dizi ve x,, > x iken hern € Ni¢inx,, < x (3.1.2)

sartin1 sagladigini kabul edelim. Eger bir x, € X i¢in x, < Tx, oluyorsa T bir sabit

noktaya sahiptir (9).

Ispat: 3.1.1 teoreminin ispatinda oldugu gibi lim,_ . T"xy =y € X oldugu
gosterilebilir. Boylece (3.1.2) sartindan n € N i¢in T"x, < y dir. Buradan biiziilme
sart1 kullanilirsa

d(Ty,y) < d(Ty, T" x,) + d(T" 1 xy,y) < kd(y, T"x,) + d(T" %y, y)

elde edilir. n = oo i¢in limit alinirsa Ty = y bulunur.
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Yukaridaki iki teoremde de T nin sabit noktasinin tekligi garanti degildir. Ancak

her x,y € X igin {x, y} climlesi alt ve iist sinira sahip olsun (3.1.3)

sart1 saglanirsa T nin sabit noktasi tektir. Bunu gérmek i¢in 6nce her x € X i¢in

lim,, ., T"x = y oldugunu gorelim.

x € X keyfi olsun. Eger x < x, veya x5 < x ise T"x < T"x, veya T"x, < T"x elde

edilir. Boylece biiziilme sartiyla

d(T"x, T"x,) < k™d(x, x,)

elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa

lim, o T"x = lim,_,, T"xy =y

olur. Eger x ile x, karsilagtirillamiyor ise x; ile x5, {x, x,} climlesinin sirastyla bir st

ve alt sinir1 olmak tizere

Xy <x<x1VexZ <x0<x1

olur. Boylece T azalmayan oldugundan T"x, < T"x < T"x; elde edilir. Ayrica
Xy < x9 < X1 oldugundan lim,,_, T"x; = lim,_,, T"x, =y bulunur. Buradan
lim,,_,o T"x = y olmalidir.

Simdi sabit noktanin tekligini gérmek icin z, T nin bagka bir sabit noktasi ise Tz = z
olup T"z = z dir. Yani {T"z} dizisi hem y ye hem de z ye yakinsar. Bu durumda y = z

olup T bir tek sabit noktaya sahiptir.

3.1.1. Ormek: X = Rve X,y € X igin

x<ye{(x=y)veya(x,y €[1,4]icinx <y)}

13



ile tanimh < siralama bagintisin1 g6z oniine alalim. d, X iizerinde alisilmis metrik

olsun. T: X = X doniistimii

( 2x , x<1

x+5

T(X)=JI — 1<x<4

ka—S, x >4

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyonun Teorem 3.1.1 in biitiin sartlarin1 saglandigi

goriilebilir. Bu yilizden T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

3.1.2. Omek: X; = {(1,0), (0,1)} c R? ve X, iizerinde

xy)<@Zt)ex<zvey<t

ile tanimh < siralama bagmtisin1 goz oniline alalim. Bdylece (X, <) climlesi farkli
elemanlar1 karsilastirilamayan kismi sirali bir ciimledir. Diger yandand, Oklid
metrigiyle (X;,d) tam metrik uzaydir. Ozdeslik déniisiimii T(x,y) = (x,y) nin

stirekli ve azalmayan oldugu; ayrica

bir k€[0,1) ve (zt)=< (x,y) olacak sekildeki her (x,y),(zt) € X i¢cin
d(T(x,y),T(zt)) < kd((x,y),(z1))

sartin1  sagladigi asikardir. Ciinkii X; in elemanlarn sadece kendileriyle

karsilastirilabilir.

Ayrica (1,0) < T(1,0) = (1,0) dir. Bu durumda Teorem 3.1.1 in biitin sartlart
saglanir. O halde X; en az bir sabit noktaya sahiptir. Ayn1 zamanda Teorem 3.1.2 de
uygulanabilir. Ciinkii {(x,, y,,)} € X; azalmayan ve (x,y) € X; e yakinsayan bir dizi
ise {(x,,, v,,)} dizisi her n € N i¢in (x,, y,,) = (x,y) seklinde bir sabit dizi olmalidir.

Boylece (x,y) limiti dizideki biitiin terimler i¢in bir tist sinir olur.
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Bu o6rnek Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 nin sartlarinin sabit noktanin tekligini

garanti etmedigini géstermektedir.

Aymi sartlar altinda X, = {(x, —x) |x € R} tlizerinde tanimli birim doniisiim sonsuz
coklukta sabit noktaya sahiptir. Dikkat edilirse X, deki farkli iki nokta

karsilastirilamaz.
Bir kismi sirali climlede (3.1.1) ve (3.1.2) sartlar1 bagimsizdir.

3.1.3. Ornek: < bagintistm1 Ornek 3.1.2 deki gibi olmak iizere (R?, <) uzaym goz

Oniine alalim. Bu durumda (3.1.1) ve (3.1.2) sartlarinin her ikisi de saglanir.

Gergekten;  (x,y),(z,t) ER?  i¢in  (maks{x,z}, maks{y,t}) e R?  ve
(min{x, z}, min{y, t}) € R? sirasiyla (x,y) ve (z,t) nin iist ve alt sinirlaridir. Eger
{(x,,, ¥,)}, R? de monoton, azalmayan bir seri ve (x,y) ye yakinsar ise {x,} ve {y,,}
monoton, azalmayan dizileri sirasiyla R de x ve y ye yakinsar. Bu durumda her n i¢in

Xn S X, Vp Sy ve (x,y), {(x,, )} dizisinin biitiin elemanlarinin bir {ist sinir1 olur.

3.1.1. Lemma: (X, <) kismi sirali ciimle ve d, X iizerinde bir metrik olsun. Eger X
deki her zincir yine X de bir supremuma sahip ise (3.1.3) sart1 saglanir. Y € X
supremuma sahip ise her € > 0 i¢in d(y,supY) < € olacak sekilde y € Y nin var
oldugu agiktir (9).

Ispat: {x,,} dizisi azalmayan ve x,, > x olacak sekilde bir dizi olsun. Bu durumda
X1<XZ<X3<"'<xn<"'

oldugundan C = {x,, [n € N}, X de bir zincirdir. Buradan z = supC € X vardir ve
her n € N igin x,, < z olur. Simdi hern € N i¢in x,, < x oldugunu ispatlamak i¢in

x = z oldugunu gosterelim. € > 0 verilsin. Yakinsakliktan dolayr her n > N i¢in

d(x,x,) < % olacak sekilde N € N ve supremum o6zelliginden dolayr m > N olmak

tizere d(x,,, 2) < golacak sekilde x,,, € C vardir. Boylece
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d(x,z) <d(x,xy) +d(x,,2) <e€
elde edilir. Bu ise x = z oldugunu gosterir.

3.1.2. Lemma: (X,<) tam sirali climle ve d, X ilizerinde bir metrik olsun. Eger

a<b<ci¢ind(b,c) <d(a,c) saglaniyorsa (3.1.2) ve (3.1.3) sartlart saglanir (9).

Ispat: x,y € X verilsin. Bu durumda x < y veya y < x olur. Buna gore {x, y} nin bir

ust ve alt sinir1 vardir.

{x,} € X azalmayan ve x e yakinsayan bir dizi olsun. En az bir m € N i¢in x,,, < x
olmadigimi1 kabul edelim. O halde X tam sirali oldugundan x < x,, olur. {x,},

azalmayan oldugundan her n > m i¢in
X <Xy S x,ve 0 <d(xy,x) <d(x,,x)
elde edilir. n = oo igin limit alinirsa 0 < d(x,,,, x) < 0 ¢eliskisi bulunur.

3.1.4. Omek: X3 ={(x,x) |[x € [-1,1]} € R? ve d, X; iizerinde Oklid metrik

olsun. X; lizerinde asagidaki siralamay1 goz oniine alalim.

x#0#yise(x,x) xS (v,y)ox<y,
(-1,-1) < (0,0),(0,0) < (0,0),(0,0) < (1,1)

olsun. X5 deki herhangi iki elemanin bir st simir1 (1,1) ve bir alt siirt (=1, —1)

oldugundan (3.1.3) sart1 saglanir. Ancak (3.1.2) sart1 saglanmaz.

Ornegin {x,} = {(— %, - %)} " azalmayan ve (0,0) a yakinsayan bir dizidir. Fakat

ne

dizinin sadece ilk terimi bu limitle karsilastirilabilir.

3.1.5. Omek: X, = {(x,x) |x € [-1,0]} c R? ve d, X, iizerinde Oklid metrik

olsun. X, lizerinde asagidaki siralamay1 gz oniine alalim.
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(0,0 <00 vex#0+#yicin(x,x) S (y,y)©x <y
dir. Burada (—1, —1) ve (0,0) i¢in ne tist nede alt sinir vardir. Bundan dolayi (3.1.3)

sart1 saglanmaz ayn1 zamanda bir dnceki drnekteki dizi g6z oniine alindiginda (3.1.2)

sartinin da saglanmag goriiliir.
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3.2. Koni Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

3.2.1. Tamim: E bir reel Banach uzayi, P € E olsun. 8 ile E’ nin sifir elemanini
gosterelim ve intP, P’nin i¢i olsun. Eger

a) P # @, Pkapalive P + {0}
b) a,b e RY,x,yEP=>ax+by€P

c) X, xXEP=>x=86

sartlar1 saglaniyor ise P ye E de bir koni denir (7).

Verilen bir P C E konisi ile E Banach uzay1 iizerinde x < y © y — x € P seklinde

bir < kismi siralamasi tanimlanabilir.

Ornegin; P = {(x,y)|x,y = 0}, R? de bir konidir. Bu koni yardimiyla R? {izerinde

(x,y),(z,t) € R?icin (x,y) < (z,t) ©x < zve y < t bagintis1 elde edilir.

x < yvex # yisebudurumx <y, y — x € intP ise bu durum x < y ile gosterilir.

3.2.2. Tanmim: E bir reel Banach uzayi, P c E olsun. Eger
i inf{llx+yll:x,y € Pve x|l = llyll = 1} > 0 yada
ii. Her x,y €E igin 6 < x <y iken ||x|| < K||y|| olacak sekilde K > 0 sayisi
varsa P’ye normal koni denir. Bu esitsizligi saglayan en kii¢iik K sayisina P’ nin

normal sabiti denir (7).
Eger her azalmayan ve iistten sinirl dizi yakinsak ise P’ye regiiler koni adi verilir.
Yani {x,} dizisi x; < x, <+ <y Ozelligine sahip iken lim,_|lx, — x| =0

olacak sekilde x € E varsa P ye regiiler koni denir.

3.2.1. Lemma: Her regiiler koni normal konidir (1, 6).
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Ispat: P bir regiiler koni fakat normal olmasm. Her n > 1 i¢in t,, s, € P dizilerini

S.
ve X, = —=%

t, — S, €EP ve n?||t,ll <l|ls,|l olacak sekilde secelim. y, = : n=on
n

_n_
llenll

diyelim. Bu durumda

n = 11i¢in X, Y, Xn — Yn € P, “yn” =1ven®< ”xn”

dir. 22‘;1% [y, |l yakinsak ve Banach uzayinda normlu yakinsak her seri yakinsak

oldugundan }5_, n—lzyn serisi yakinsaktir. Dolayisiyla Z‘;‘fﬂ%yn = y olacak sekilde

y € E vardir. P kapali oldugundan y € P dir.
Diger taraftan x,, — y,, € P © x,, < y,, oldugundan
Sz < Do Yn =Y

dir.

Simdi v, = X}i-; — Xy dizisini goz dniine alirsak

o 1 ..

olur. P regiiler oldugundan )54 —3 Xn Serisi yakinsaktir. Buradan
. 1 _

hmn—wo nz ”xn” =0

Xn
n2

olur ki bu bir geliskidir. Ciinkii n? < ||x,|| 2> 1 < dir.

3.2.2. Lemma: Normal sabiti K < 1 olacak sekilde bir normal koni yoktur (1).

Ispat: P, normal sabiti K < 1 olacak sekilde bir normal koni olsun. x € P, x # 6 ve

0 < & <1 sayisin1 K < 1 — € olacak sekilde secelim. O halde (1 — ¢)||x]|| > K||x||
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olur. Diger taraftan (1 —€)x < x oldugundan (1 — ¢)||x|| < K||x|| olur. Bu bir
celiskidir. Bu durum K < 1 kabul edilmesi ile olustugundan K < 1 olacak sekilde
normal bir koni yoktur.

Asagidaki 6rnek normal koninin regiiler olmasi gerekmedigini gdstermektedir.

3.2.1. Omek: E = Cg[0,1] uzaymi supremumum normu ile birlikte géz 6niine alahm.

Ayrica P = {f € E |f(t) = 0} olsun. Bu durumda P’nin normal sabiti 1 olur.

Gergekten; 6 < f S ge Hert € [0,1] igin 0 < f(t) < g(t)
S supeoq1]lf ()] < supeefo,7lg (@)l

S |Ifllo < llglleo
olur. O halde K = 1 dir.
Simdi E igerisinde asagidaki sekilde tamimlanan {f,} dizisini goz Oniine alalim.
Hert € [0,1] igin f,,(t) = t™ olsun. {f,,} dizisinin azalan ve alttan sinirli oldugu
aciktir. Fakat bu dizi Cg[0,1] igerisinde yakinsak degildir. Dolayisiyla P regiiler
degildir.

3.2.1. Onerme: m > 1 i¢in K > m olacak sekilde bir normal koni vardir (1).

Ispat: m > 1 olsun. Supremumum normuyla
1
E = {ax+b |a,b ER;x € [1_Z’1]}

reel vektor uzaym g6z Oniine alalim. P ={ax +b € R|a < 0,b = 0}, E de bir
konidir. ilk olarak P’nin normal oldugunu gorelim. {a,x + b,} azalmayan ve iistten

sinirl1 bir dizi olsun. O halde

herxe[l—%,l] icinax +by <ayx+b, < <apx+b, < <cx+d
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olacak sekilde cx + d € E vardir. Bu durumda {a,,} ve {b,,} Rde b; < b, <--<d
ve a; = a, = -+ = ¢ olacak sekilde iki dizidir. Boylece{a,}, {b,}yakinsaktir. Yani
a, - a ve b, > b olacak sekilde a,b € R vardir. Bu durumda ax+b € P ve
a,x + b, - ax + b dir. Buradan P regiilerdir. Dolayisiyla normaldir. Yani her

f,g €Eicin0 < g < fi¢in ||gllc < K||f||e olacak sekilde K = 1 vardur.

Simdi K > m oldugunu gorelim. Ilk olarak f(x) = —mx+me€P,g(x) =meP
olarak almirsa f — g € P olup 6 < g < f dir. Boylece m = ||g||e < K||f||eo = K
dir.

Diger taraftan eger f(x) = — (m + %) x+mve g(x) =malmirsa f € P,g €P ve

f—g €P olur. Ayrica ||glle =m ve ||flle =1 —%+i oldugu agiktir. Bu

m?2

yiizden ||g|lo =m >m + % — 1 = m||f|| bulunur ki bu K > m oldugunu gosterir.

3.2.2. Omek: E = C§[0,1] uzay1 iizerinde ||f]l = Ifllw + lIf'lle normunu goz
ontine alalim ve P ={f €E|f(t) =0} olsun. Her m>1 igin f(t) =t ve
g(t) = t?™ olsun. O halde

O0<g=<f.lfll=2vellgll=2m+1

olur. Boylece m||f]|| < ||g|| olup m, P’nin normal sabiti degildir. Bu durumda P

normal koni degildir.

3.2.3. Tanim: X bos olmayan bir ciimle, E bir Banach uzay1 ve P, E de bir koni

olsun. d: X xX — E doniisiimii

a) Herx,y €eXicinf <d(x,y)ved(x,y) =0x=y
b) Herx,y € Xicind(x,y) = d(y, x)
¢) Herx,y,z€ Xi¢ind(x,y) < d(x,z) +d(y, z)

sartlarini saglarsa d doniistimiine X de bir koni metrik, (X, d) ikilisine de koni metrik

uzay denir (6).
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3.2.4. Tamm: (X, d) bir koni metrik uzay, {x,}, X de bir dizi ve x € X olsun. Eger
her 8 «< c iginn > N oldugunda d(x,, x) < c olacak sekilde bir N € N sayis1 varsa
{x,} dizisi x e yakinsar ve {x,} dizisinin limiti x dir denir. lim,_. X, = X veya

n — o icin x, — x seklinde gosterilir (6).

3.2.3. Omek: E=R?% P={(x,y) EE|x,y >0} ve X = R olsun. d: XxX - E ve

a = 0 bir sabit olmak tlizere

d(x,y) = (lx =yl alx —y|)

seklinde tanimlansin. Bu durumda d, X lizerinde bir koni metriktir.

324. Omek: q=1,b>1E=19={{x,}Ix, € Rve Yj_4|x,|9 <o} ve
P ={{x,} € Elher ni¢inx, =0} olsun. Eger (X,p) bir metrik uzay ise
d:XxX - E,

d(x,y) = (p (x,y)/b™)4
seklinde tanimlanan d, X tizerinde bir koni metriktir.

3.2.5. Omek: E = (Cg[0,), ||.|ls) ve P = {f € E |f(t) = 0} olsun. Eger (X, p) bir
metrik uzay ise d:XxX - E, f,,(t) = (|x —y|t) olmak iizere d(x,y) = f,,

seklinde tanimlanan d, X iizerinde bir koni metriktir.

3.2.3. Lemma: (X, d) bir koni metrik uzay, P, K normal sabiti ile bir koni ve {x,,}, X
de bir dizi olsun. {x,} dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart n — oo igin

d(x,,x) = 6 olmasidir (6).
Ispat: Kabul edelim ki {x,} dizisi x e yakinsak olsun. Her reel & > 0 sayis i¢in

0 < c ve K||c|| < &€ sartim1 saglayan bir ¢ € E segelim. {x,} dizisi x e yakinsak
oldugundan n > N oldugunda d(x,,x) < c olacak sekilde N € N vardir. O halde
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n>N i¢in ||d(x,, x)|| < Kl|c|]| <& olur. Buradan n - o igin d(x,,x) = 6

bulunur.

Tersine n— o i¢in d(x,,x) —> 6 oldugunu kabul edelim.n > N oldugunda
[|d(xp,, x)|| < & olacak sekilde N € N vardir. Simdi 6 «< ¢ keyfi olsun. O halde
c €intP dir. Yani Ngs(0) ={y € E||lyl|l < 6} olmak iizere c + Ns(0) < intP
olacak sekilde § > 0 vardir. Boylece n > N igin —d(x,, x) € Ng(6) oldugundan

¢ —d(x,,x) € intP

olur. Buradan n > N i¢in d(x,, x) < c olur. Bu ise {x,,} dizisinin x ¢ yakinsadigini

gosterir.

3.2.4. Lemma: (X, d) bir koni metrik uzay olsun. P, K normal sabiti ile bir koni ve
{x,}, X de bir dizi olsun. Eger {x,}, x ve y ye yakinsiyor ise x = y dir. Yani {x,}

dizisinin limiti tektir (6).

Ispat: 8 < ¢ olacak sekildeki her ¢ € E i¢inn > N oldugunda d(x,,x) < ¢ ve
d(x,,y) < c olacak sekilde N sayisi vardir. Bu durumda n > N i¢in

d(x,y) < d(x,,x) +d(x,,y) < 2

elde edilir. Boylece ||d(x,y)|| < 2K||c]|| olur. ¢ keyfi oldugundan d(x,y) = 6 ve

buradan x = y olur.
3.2.5. Tanim: (X, d) bir koni metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. 6 « ¢ sartin1
saglayan her ¢ € E i¢cin n,m > N iken d(x,, x,,) < c olacak sekilde N € N sayisi

varsa {x,, } dizisine X de bir Cauchy dizisi denir (6).

3.2.6. Tanim: (X,d) bir koni metrik uzay olsun. Eger her Cauchy dizisi X de

yakinsak ise X e tam koni metrik uzay denir (6).
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3.2.5. Lemma: (X, d) bir koni metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Eger {x,}
dizisi yakinsak ise bir Cauchy dizisidir (6).

Ispat: {x,} dizisi x e yakinsak olsun. O halde 8 < c olacak sekildeki her c € E igin
n,m > N oldugunda

d(x,, x) K gve d(xm, x) < %

olacak sekilde N € N vardir. Bu durumda n,m > N i¢in

A, Xm) < d(x, x) +d(xp, x) L €

olur. Boylece {x,,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

3.2.6. Lemma: (X, d) bir koni metrik uzay, P, K normal sabiti ile bir koni ve {x,,}, X
de bir dizi olsun. {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
n,m — oo i¢in d(x,, X,,) = 6 olmasidir (6).

Ispat: {x,} dizisi bir Cauchy dizisi olsun. O halde 8 <« c olacak sekildeki her c € E
icin n,m > N oldugunda d(x,, x,;,) < ¢ olacak sekilde N € N vardir. O halde
K||c|| < € olacak sekilde € > 0 sayis1 vardir. Bundan dolay1 n,m > N oldugunda

ld Cen, xm) |l < Kllell < &

olur. Bu ise n,m — oo igin d(x, x,,,) = 6 olmasi demektir.

Diger taraftan n,m — o icin d(x,,xy) = 6 oldugunu kabul edelim. n > N
oldugunda ||d(x,, x|l < 6 olacak sekilde N € N vardir. Simdi 6 < ¢ ve c €E
olacak sekilde keyfi bir sabit olsun. O halde c¢ € intP dir. Yani

Ns(8) = {y € E||ly|l < 6} olmak tlizere c + Ns(0) S intP olacak sekilde & >0
vardir. Béylece n,m > N igin —d(x,, x,,) € Ns(6) oldugundan
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¢ — d(x,, xpy) € intP

olur. Buradan n,m > N igin d(x,, X;,) < ¢ olur. Bu ise {x,} dizisinin bir Cauchy

dizisi oldugunu gosterir.
3.2.7. Lemma: (X, d) bir koni metrik uzay ve P, K normal sabiti ile bir koni olsun.

{x,} ve {y,} dizileri n — oo i¢in x,, > x ve y,, = y olacak sekilde X de birer dizi ise

bu durumda n — oo i¢in d(x,, y,,) = d(x,y) olur (6).

Ispat: Her £ > 0 i¢in 8 < ¢ ve ||c|| < ﬁ sartlarini saglayan ¢ € E segelim. x,, = x

ve y, = y oldugundan her n > N i¢in d(x,, x) < c ve d(¥,,¥) < c olacak sekilde

bir N sayisi vardir. Buradan

d(xp, ) < d(x,x) +d(x,y) +d(y,y) < d(x,y) + 2c,
d(x,y) < d(xn, x) + d(Xp, Yu) + A, y) < d(xn, Yn) + 2¢

olur. Bu durumda
0 <d(x,y)+2c—d(x,y,) < 4c
ve boylece

ld Ceny y) — dCe Y < Nld(x, ) + 2¢ = d e, vl + | 2¢ll
< 4K +2||c|l < €

bulunur. Buradan n — o i¢in d(x,, y,) = d(x,y) elde edilir.
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3.2.7. Tamm: (X, d) bir koni metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Eger {x,,} in
X igerisinde yakinsak bir {xni} alt dizisi varsa X climlesine dizisel kompakt koni

metrik uzay denir (6).

3.2.1. Teorem: (X, d) bir tam koni metrik uzay ve P, K normal sabiti ile bir koni
olsun. T:X —» X dontisimi i¢in k € [0,1) olmak tizere her x,y €X igin
d(Tx,Ty) < kd(x,y) sart1 saglansin. Bu durumda T bir tek x* € X sabit noktasina
sahiptir ve her x € X i¢in {T"x} dizisi bu sabit noktaya yakinsar (6).

Ispat: xq € X secelim. x; = Txg,x; = Txy = T2xg, ... ,Xpy1 = Ty = T 1x, ...

seklinde {x,,} dizisini olusturalim.
Bu durumdan = 0,1,2, ... i¢in

d(xn+1:xn) = d(Txn' Txn—l) < kd(xn; xn—l)

< kzd(xn_l, xn—Z) << k”d(xl, XO)
olur. Béylecen = 0,1,2, ... ve n > m igin

d(xrv xm) < d(xru xn—l) + d(xn—l'xn—z) + et d(xm+1rxm)
< (kn_l + kn_z + + km)d(xl, XO)

km
<% d(xq, x9)
elde edilir. Buradan
km
d Gt ) | < 2Kl Gy, x0) |

bulunur. Bu ise n,m — oo igin d(x,, x,,) = 6 olmasi1 demektir. Boylece {x,} dizisi

*

bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan bu dizi yakinsaktir. Yani lim, . x, = x

olacak sekilde x* € X vardir. Buradan
d(Tx*,x*) S d(Tx,, Tx™) + d(Tx,, x*) < kd(xp, x™) + d(xp41,X7)
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ve bdylece

ld(Tx", x")II < K (klld(xn, DI + lld Cengq, xDI) = 0

elde edilir. Bundan dolay: ||d(Tx",x*)|| = O olur. Buradan Tx* = x* elde edilir ki

bu x* 1 T’nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterir.

Tekligini gostermek i¢in T°nin x* ve y* gibi iki sabit noktasi olsun. Bu durumda

Tx* = x*ve Ty* = y* olur. Buradan

d(x*,y") = d(Tx",Ty") < kd(x",y")

olur. Boylece [|d(x*,y*)|| = 0 ve x* = y™* olur. Bu ise T nin sabit noktasin tekligini

gosterir.

3.2.1. Sonug: (X,d) bir tam koni metrik uzay ve P, K normal sabiti ile bir koni
olsun.xy €X ve 6 < c¢ olmak iizere B(xy,c) ={x € X |d(xy,x) < c} olsun.
T:X - X dontisimi d(Txy, x9) < (1 —k)c ile birlikte bir biiziilme doniisiimii
olsun. Yani k € [0,1) ve her x,y € B(x,,c) i¢in d(Tx,Ty) < kd(x,y) olsun. Bu
durumda T, B(x,, ¢) iginde bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Her x € B(xy,c) igin Tx € B(xy,c) ve B(xg,c) nin tam oldugunu
gostermeliyiz. {x,}, B(x, c) de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda {x,}, X de bir
Cauchy dizisidir. X in tamlhigindan n — oo i¢in x,, = x € X olur. Simdi

d(xg,x) < d(xp, x9) +d(x,, x) < d(xp,x) + ¢

elde edilir. Buradan x, — x oldugundan d(x,,x) < ¢ ve dolayisiyla x € B(xy, ¢)

bulunur. Bu durumda B (x,, ¢) tamdir.

Her x € B(x,,c) igin

d(xo,Tx) < d(Txy, xg) + d(Txy, Tx)
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d(xy, Tx) < (1 — k)c + kd(xy, x)
<KA-k)c+kc=c

olur. Boylece Tx € B(x,c) elde edilir.

3.2.2. Sonug: (X,d) bir tam koni metrik uzay ve P, K normal sabiti ile bir koni

olsun. T: X — X doniisiimii her n pozitif tam sayisi ve k € [0,1) oldugunda

herx,y € X igind(T"x, T™y) < kd(x,y)

sartin1 saglasin. Bu durumda T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 3.2.1 den T™, x* gibi bir tek sabit noktaya sahiptir. Fakat

T"(Tx*) =T(T"x*) = Tx*

olur. Bu durumda Tx* da T™ nin bir sabit noktasidir. Buradan Tx* = x* olup x”,

T nin bir sabit noktasi olur.

Diger taraftan T nin sabit noktasi ayn1 zamanda T™ nin de bir sabit noktasi

olacagindan T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir.

3.2.2. Teorem: (X, d) dizisel kompakt koni metrik uzay ve P bir regiiler koni olsun.
T:X — X biiziilebilir donilisiim, yani x # y olacak sekildeki her x,y € X icin
d(Tx,Ty) < d(x,y) olsun. Bu durumda T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir (6).

Ispat: x, € X segilsin ve
X, =Txg,x, =Tx; = T?xg, e , Xy = Tx, = T xy, ...
seklinde {x,,} dizisini olusturalim. Eger bazi n ler igin x,,,; = x,, saglaniyorsa x,,, T

nin bir sabit noktasi olur. Biz biitiin n ler i¢in x,,,; # x, oldugunu kabul edelim ve

d, = d(x,, xp41) diyelim. Buradan
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dn+1 = d(xn+1'xn+2) = d(Txn; Txn+1) < d(xn: xn+1) = dn

elde edilir. Bu durumda d,,, 6 ile alttan sinirli ve azalan bir dizidir. P regiiler

oldugundan n — o i¢in d, — d* olacak sekilde d* € E vardir. X in dizisel
kompakthgindan, i - o igin x,, — x* € X olacak sekilde {x,} in bir {xni} alt dizisi

vardir. Buradan
d(Txy, Tx*) < d(xy,x*),i =12, ..
ve boylece

i > oo igin ||d(Tx,, Tx")

< K||d(xni,x*)

| > 0 olur.

Bu durumda i — oo igin Tx,, —» Tx" olur. Benzer olarak i — oo igin T?x,, — T?x"

dir. O halde i = oo i¢in
d(Txn, Xn,) = d(Tx*, x*) ve d(T?xp, Txp,) = d(T?x*, Tx*)

elde edilir. Buradan d(Txni,xni) =dy, > d" =d(Tx",x") oldugu agiktir. Simdi

Tx* = x* oldugunu gosterelim. Eger Tx* # x* ise d* # 0 dir. Boylece
d* = lim;_ e dp,q =limyeo d(T%xp, Txy,) = d(T?x*,Tx*) < d(Tx*,x*) =d”

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bundan dolay1 Tx* = x* ve x*, T nin bir sabit noktasi

olur. Sabit noktanin tekligi de agiktir.

3.2.3. Teorem: (X, d) bir tam koni metrik uzay ve P, K normal sabiti ile bir koni

olsun. T: X — X doniisiimii k € [0, %) oldugunda her x,y € X icin

d(Tx,Ty) < k(d(Tx,x) + d(Ty,y))
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sartin1 saglasin. Bu durumda T, X de bir sabit noktaya sahiptir ve her x € X i¢in

{T™x} dizisi T nin sabit noktasina yakinsar (6).

Ispat: x, € X segilsin ve

X, =Txg,x, =Tx; = T?xg, e, Xpyq = Tx, = T xy, ...
seklinde {x,,} dizisini olusturalim. Bu durumda her n € N igin

d(xp, Xp41) = d(Txp, Txp_y) < k(d(Txn, Xn) + d(Txn—l'xn—l))
= k(d(xn+1rxn) + d(xn'xn—l))

elde edilir. b = —— < 1 denilirse d (tn41, %) < h d(X, X,—1) bulunur.
n > migin
d(xn: xm) < d(xn: xn—l) + d(xn—l'xn—z) + et d(xm+11xm)

< (hn_l + A2 4 h™)d (x,, Xo)

hm
< Ed(xl,xo)

elde edilir. Buradan ||d (x,, x,,) | < %K ld (xq, x0)]| olur.

n,m — oo i¢in d(x,, X,,) — 6 bulunur. Bu durumda {x,} bir Cauchy dizisidir. X in

tamligindan n — oo i¢in x,, — x* olacak sekilde x* € X vardir. Simdi

d(Tx*,x*) <d(Tx,,Tx*)+d(Tx,,x*)
< k(d(Txn,xn) + d(Tx*,x*)) + d(xp41,x")
< (kd (T, 2) + d G, 2))

oldugundan
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ld(Tx, x| < K = (klld ez, )l + 1d G2, X1 = 0

elde edilir. Boylece ||d(Tx*, x*)|| = 0 olur. Bu Tx* = x* demektir. Bu durumda x*,

T nin sabit noktasidir.

Eger y*, T nin diger bir sabit noktas1 ise

d(x*,y*) = d(Tx*, Ty*) < k(d(Tx*,x*) + d(Ty*,y*)) =0

bulunur. Bu durumda x* = y* elde edilir ki bu T nin sabit noktasini tekligini gosterir.

3.2.4. Teorem: (X, d) bir tam koni metrik uzay ve P, K normal sabiti ile bir koni
olsun.T: X - X  donisimii  k € [0, %) oldugunda her x,y€X icin

d(Tx,Ty) < k(d(Tx,y) + d(Ty, x)) sartin1 saglasin. Bu durumda T, X de bir sabit

noktaya sahiptir ve her x € X i¢in {T™x} dizisi T nin sabit noktasina yakinsar (6).
Ispat: x, € X segilsin ve

X, =Txg,x, =Tx; = T?xg, e , Xpyq = Tx, = T xy, ...

seklinde {x,,} dizisini olusturalim. Bu durumda her n € N igin

d(xru xn+1) = d(Txn' Txn—l) < k(d(Txn' xn—l) + d(Txn—lJ xn))
< k(d(xn+1:xn) + d(xnrxn—l))

elde edilir. h = ﬁ < 1 olsun. O halde d(x,41,x,) < hd(x,, x,_1) bulunur.
n > migin

d(xn: xm) < d(xn:xn—l) + d(xn—l'xn—z) + et d(xm+11xm)
< (hn_l + hTL—Z + + hm)d(xl, xO)
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A Xn) < 1 d (1, %)

elde edilir. Buradan
hm
lld (o, x| < 7= Kl d (x4, x0)

olur. n,m — oo igin d(x,, x,,) — 6 bulunur. Bu durumda {x,} bir Cauchy dizisidir.

X in tamligindan n — oo i¢in x,, = x* olacak sekilde x* € X vardir. Simdi

d(Tx*,x*) < d(Tx,,Tx*) + d(Tx,,, x")
< k(d(Tx*,xn) + d(Txn,x*)) +d(xp4q,x")
< k(d(Tx*,x*) +d(x,, x*) + d(xn+1,x*)) + d(xp41,X7)

<= (kG x) + A1, %) + ACenar, X))
oldugundan
ld(Tx*, x| < Kﬁ(k(lld(xn,x*)n + 1 Cenar, XD + ldCGepas, x9I) = 0

elde edilir. Boylece ||d(Tx*, x*)|| = 0 bulunur. Bu Tx* = x* demektir. Bu durumda

x*, T nin sabit noktasidir.
Diger taraftan y* da T nin bir sabit noktasi ise
d(x*,y") = d(Tx", Ty") < k(d(Tx*,y*) + d(Ty*,x")) = 2kd(x*,y*)

bulunur. Boylece d(x*,y*) = 6, x* = y* elde edilir ki bu T nin sabit noktasinin

tekligini gosterir.

Yukaridaki teoremlerdeki normallik sartt kaldirilabilir. Bu durumda asagidaki

teoremler elde edilebilir.
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3.2.5. Teorem: (X, d) bir tam koni metrik uzay olsun. T: X — X doniisiimii k € [0,1)
oldugunda her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < kd(x,y) biizilme sartim1 saglasin. Bu
durumda T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir ve her x € X i¢in {T™x} dizisi T nin

sabit noktasina yakinsar (1).

Ispat: Teorem 3.2.1. in ispatindan n > m icin

d(xy, Xm) < gd(xl,xo)

oldugu goriilebilir.

0 < ¢ almsin. Bu durumda c € intP dir. Yani 6 nm bir komsulugunda

Ns(8) ={y € E ||lyll < 8} olmak tiizere c + Ns(6) € P olacak sekilde & >0

secilebilir.

Her m = N; i¢in %d(xl,xo) € Ns(0) sartim1 saglayan bir N; € N segilsin.

Buradan her m > N; i¢in
km
ﬁd(xl,xo) Lc

olur. Boylece her n > N; i¢in

km

A, Xm) < 12

d(xq,x9) KL €

elde edilir. Bu durumda {x,} bir Cauchy dizisidir. X in tamligindan n — o i¢in

x, = x* olacak sekilde x* € X vardir.

Her n = N, i¢in d(x,, x") <<§ sartin1 saglayan bir N, € N secilsin. Buradan her

n = N, i¢in
d(Tx*,x*) < d(Tx,,Tx*) + d(Tx,, x")
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d(Tx*,x*) < kd(x,, x*) + d(xp41,x")

S Ay, x*) +d(xpeq,x") K §+§ =c

olur. Boylece her m > 1 i¢in d(Tx*, x*) <<% olur. Bu durumda her m > 1 i¢in
%— d(Tx*,x*) € P olur. m — oo i¢in %—) @ ve P kapali oldugundan

—d(Tx*,x*) € P dir. Fakat d(Tx",x*) € P dir. Bu yiizden d(Tx"*,x*) =60 ve

Tx* = x* olur.

3.2.3. Sonug: (X, d) bir tam koni metrik uzay olsun. x, € X ve 0 < ¢ olmak tizere
B(xg,¢) = {x € X |d(xp,x) < c} olsun. T: X — X doéniistimii d(Txy,x) < (1 —k)c
ile birlikte bir biiziilme dontisiimii olsun. Yani k € [0,1) ve her x,y € B(x,,c) i¢in
d(Tx,Ty) < kd(x,y) olsun. Bu durumda T, B(x,,c) iginde bir tek sabit noktaya
sahiptir.

3.2.4. Sonug: (X, d) bir tam koni metrik uzay, T: X = X bir doniisiimii her n pozitif
tam sayisi i¢in k € [0,1) oldugunda

herx,y € X igind(T"x, T™y) < kd(x,y)
sartin1 saglasin. Bu durumda T, X de bir tek sabit noktaya sahip olur.

3.2.6. Teorem: (X, d) bir tam koni metrik uzay olsun. T: X — X doniisiimii k € [0, %)

oldugunda her x,y € X i¢cin d(Tx,Ty) < k(d(Tx,x) + d(Ty,y)) sartin1 saglasin.
Bu durumda T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir ve her x € X igin {T™x} dizisi

T nin sabit noktasina yakinsar (1).

3.2.7. Teorem: (X, d) bir tam koni metrik uzay olsun. T: X — X doniisimii k € [0, %)

oldugunda her x,y € X i¢in d(Tx, Ty) < k(d(Tx,y) + d(Ty,x)) sartim saglasin.
Bu durumda T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir ve her x € X i¢in {T"x} dizisi

T nin sabit noktasina yakinsar (1).
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3.2.8. Teorem: (X,d) bir tam koni metrik uzay olsun.T:X — X doniisiimii
k,1 € [0,1) oldugunda her x,y € X i¢cin d(Tx,Ty) < kd(x,y) + ld(y,Tx) sartin
saglasin. Bu durumda T, X de bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica k + [ < 1 oldugunda
T nin sabit noktasi tektir (1).

Ispat: x, € X segilsin ve
X, =Txg,x, =Tx; = T?xg, e , X4y = Tx, = T xy, ...
seklinde {x,,} dizisini olusturalim. Bu durumda her n € N igin
d(xXp, Xn41) = d(Txp, Txn_q)

< k(d(xn: xn—l) + d(Txn—l: xn))

= kd(xrv xn—l)

< k™d(xq,xp)

olur. Her n > m i¢in

d(xn; xm) < d(xn; xn—l) + d(xn—lrxn—z) + -t d(xm+1:xm)
< (le—l + le—Z + + km)d(xl, xo)

km
<Tx d(xq,%0)
elde edilir.

m
0 < ¢ alinsin. Buradan her m > N; i¢in f_—kd(xl,xo) « ¢ sartim1 saglayan bir

N; € N segilsin. Boylece her n>m > N; i¢in d(xp, x,,) < ¢ elde edilir. Bu
durumda {x,} bir Cauchy dizisidir. X in tamligindan n — o igin x, = x* olacak

sekilde x* € X vardir.

Her n = N, i¢in d(x,, x*) <<§ sartin1 saglayan bir N, € N secilsin. Bu durumda

n > N, igin
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d(Tx*,x*) < d(x,, Tx*) + d(x,, x*)
=d(Tx,—1, Tx*) + d(x,, x*),
S kd(xp_1,x*) + ld(Txp_1,x*) + d(x,, x*)
S dXp_1, x*) +d(x,, x*) +d(x,, x¥)

elde edilir. Buradan
d(Tx* x*) K=+-+==¢
3 3 3

olur. Boylece her m > 1 igin d(Tx*, x*) <<% olur. Dolayistyla her m > 1 igin
%—d(Tx*,x*) €P olur. m—- o igin %—)9 ve P kapali oldugundan

—d(Tx*,x*) € P dir. Fakat d(Tx*,x*) € P dir. Bu yiizden d(Tx*,x*) =0 ve

boylece Tx* = x* olur.
y*, T nin diger bir sabit noktasi ve k + [ < 1 olsun. Buradan

dx*,y*) =d(Tx*,Ty*) < kd(x*,y") + ld(Tx*,y")
dx*,y*) = (k+Dd(x",y")

elde edilir ki bu bir ¢eliski olacagindan d(x*,y*) =6 olup x* = y* olmalidur.
Bundan dolay1 k + | < 1 oldugunda T nin sabit noktasi tektir.
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3.3. Sirali Koni Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

3.3.1. Teorem: (X,E) kismi sirali ciimle, d, X iizerinde ( X,d) ikilisi tam olacak
sekilde bir koni metrik ve P, K normal sabiti ile bir koni olsun. T: X = X donilisimii
stirekli ve C siralamasina gore azalmayan olsun. Eger
i. yCx olacak sekildeki her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < kd(x,y) sartini
saglayan k € [0,1) var ve

ii. Birx, € X igin xo E Tx,

ise T bir x* € X sabit noktasina sahiptir (21).

Ispat: Eger x, = Tx, ise ispat tamamlanir. x, # Tx, oldugunu kabul edelim.

Boylece x, E Tx, ve T azalmayan oldugundan tiimevarim ile
xg ETxg ET?xg E -+ ETMxg STy E -
elde edilir. Simdi her n € N i¢in
d(T™ 1x, T"xo) < k™d(Txg, o) (3.3.1)
esitsizligi saglanir. Gergekten; xy E Tx, oldugundan biiziilme sart1 kullanilirsa
d(T?xy, Txy) < kd(Txg, xg)
elde edilir ki bu n=1 icin (3.3.1) esitsizliginin saglandigim1 gosterir. (3.3.1)
esitsizliginin n i¢in saglandigin1 kabul edelim. T™x, = T"*1x, oldugundan biiziilme
sart1 kullanilirsa
d(Tn+2x0, Tn+1x0) = d(TTn+1x0, TT”xO)

< kd(T™ x,, T"x,)

< kk™d(Txg, x,)
= kn+1d(Tx0,x0)
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elde edilir. Bu (3.3.1) esitsizliginin n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir.

m > n olsun. Bu durumda

d(meo, Tnxo) < d(meO’ Tm_le) + i + d(Tn+1x0, Tnxo)
S (K™ K™ 4+ k™) (T, x0)

kM —k™
1-k

d(TxO, xo)

kn
< ﬂ d (TXO, xo)
elde edilir. Buradan

kTL
AT ™y, )| < 22 K1l (T, )

bulunur. n,m — oo igin d(T™x,, T"xy) = 6 olur. Bu durumda {T"x,} dizisi bir

Cauchy dizisidir. X in tamligindan n — o igin T"x, = x* olacak sekilde x* € X

vardir. Sonugta lim,,_,,, T"xy = x* olur. T nin siirekliliginden ise

x* =lim,e T xy = lim,_,o, TT"x, = T lim,_,,, T"x, = Tx*

elde edilir. Boylece x*, T nin bir sabit noktasidir. Simdi asagidaki Ornegi

inceleyelim.

3.3.1. Ornek: E = R? Oklid uzay1 ve P = {(x,y) € R? |x,y = 0} olsun. P, E de
normal bir konidir. X = {(x,0) € R? |x > 0} U {(0,x) € R? |x = 0} olmak iizere X

uzerinde

her (x,y),(z,w) € X igin (x, y)E(z,w) @ {x Szvey S w}

seklinde tanimlanan E bagintisin1 gz oniine alalim.

Burada R deki < bagintisi
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xsye{(x=yveya(x,y €[0,1] icinx <y) }

seklinde tanimlanmaktadir. E ve < bagmtilarinin birer kismi siralama bagintisi

oldugu gosterilebilir. d: X xX — E doniigiimii

d((x,0),3,0)) = Glx =yl Ix = yD,
d((0,x),(0,) = (Ix = y1.5 Ix = yI),

d((x,0),(0,)) = d((0,), (x,0)) = Gx +y,x +)

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X,d) bir tam koni metrik uzaydir. f: X - X

doniisiimii

f(x,0) =(0,x) ve f(0,x) =

olarak tanimlansin. Burada f doniisiimiin siirekli ve E siralamasina gore azalmayan
et 1t e g : 3. . . S

oldugu goriilebilir. Simdi f nin k = S i¢in Teorem 3.3.1 in (i) sartin1 sagladigini

gosterelim. E  bagmtisinin =~ tamimi g6z Online  alinirsa  x = (xq,x,) ve

y = (y1,¥,) olmak tizere

xCy @y = xveya{x;,x,¥1,¥y; € [0,1] iciny; < x; vey, < x,}

oldugu aciktir. y = x ise Teorem 3.3.1 in (i) sart1 her k > 0 i¢in saglanir.

Simdi x,y € X oldugundan x = (x;,0) veyax = (0,x,) ve y = (y;,0) veya
y = (0,y,) seklindedir. O halde y # x ve yEx ise asagidaki dort durumdan biri

gerceklesir.

Durum 1: x = (x1,0) ve y = (y4,0) ise y; < x; ve x4,y; € [0,1] dir. O halde
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d(fx, fy) = d(f(y1,0), f (x1,0))
= d((0,7,), (0,x,))
= (Iyr =21, 2 1ys = 211
=231y —xal Sy — 1)
<2y —xlly - xl)
<2d((71,0), (x1,0))

=2d(x,y)

bulunur.

Durum 2: x = (0,x,) vey = (0,y,) ise y, < x, ve x5, y, € [0,1] dir. O halde

d(fx, fy) = d(£(0,y,), f(0,x,))
-a((3.0).%.0)
- )

_3(8 2
—Z(;b’z _x2|'§|YZ —x2|)

Y2 _ X2
2 2

Y2 _ X2
2 2

)

3 2
< Z(b’z —x2|,§|y2 - x2|)

= %d((ol yZ): (O, xz))

=2d(x,y)

bulunur.
Durum 3: x = (x;,0) ve y = (0,y,) ise y, = 0 ve x; € [0,1] dir. O halde

d(fx, fy) = d(£(0,0), f(x1,0))
=d((0,0), (0,x,))

_ 2
—_ xl,gxl
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d(fx fy) =3 (%0 5%)
<:(Gxx)
=24d((0,0), (x;,0))
=2d(x,)

bulunur.

Durum 4: x = (0,x,) ve y = (y4,0) ise y; = 0 ve x, € [0,1] dir. O halde

d(fx, fy) = d(£(0,0),£(0,x,))
= (00, 2,0)

3 3
=-d((0,0),(0,x,)) =3 d(x,y)
bulunur. Sonug olarak Teorem 3.3.1 in (i) sart1 k = % icin saglanir.

(0,0)E£(0,0) oldugundan (ii) sart1 da saglanir. Bu durumda Teorem 3.3.1 in biitiin
kosullar1 saglanir. Yani Teorem 3.3.1 bu 6rnege uygulanabilir. Ancak d, X iizerinde

Oklid metrigi ise Teorem 3.1.1 in biiziilme sart1 saglanmaz.
Gergekten; x = (1,0) ve y = (0,0) i¢in d(fx,fy) =1=d(x,y) olur. Yine d

burada tanimli koni metrik olsa bile Teorem 3.2.1 in biiziilme sart1 saglanmaz. Ciinkii

x = (0,2) ve y = (0,0) i¢in

d(fx, fy) = d(f(0,2), £(0,0))

—d ((g 0) , (0,0))
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d(fx fy) = (3.3)

< k(z,f)

3

= kd((0,2),(0,0))
olacak sekilde k € [0,1) yoktur.

3.3.2. Teorem: (X,E) kismi sirali ciimle olsun. d, X {iizerinde (X,d) tam olacak
sekilde bir koni metrik ve P, K normal sabiti ile bir normal koni olsun. T: X — X
doniigiimii C siralamasina gore azalmayan olsun. Eger
i.  y Ex olacak sekildeki her x,y € X icin d(Tx,Ty) < kd(x,y) sartin
saglayan k € [0,1) var,
il.  xg E Tx, olacak sekilde en az bir xq € X var ve

iii.  {x,} artan ve x € Xe yakinsayan bir dizi iken her n i¢in x,, E x
sartlar1 saglaniyorsa T bir x* € X sabit noktasina sahiptir (21).

Ispat: Teorem 3.3.1 in ispatinda oldugu gibi lim,,_,., T"x, = x* oldugu gosterilebilir.
Boylece teoremin (iii) sartindan her n i¢in T™x, E x* dir. O halde biiziilme sarti

kullanilirsa

d(Tx*, x*) < d(Tx*, T" xy) + d(T" 1xy, x*)
< kd (x*, T"xg) + d(T™ %0, )

elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa Tx™ = x* olarak bulunur.
Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 deki biiziilme sartlar1 daha da genisletilerek asagidaki

teoremler elde edilebilir. Bu teoremlerde normallik sartinin da kaldirildigina dikkat

edilmelidir.

3.3.3. Teorem: (X,E) kismi sirali ciimle, d, X iizerinde ( X, d) ikilisi tam olacak
sekilde bir koni metrik olsun. T: X — X doniisiimii siirekli ve = siralamasina gore

azalmayan olsun. Eger
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i. yCx olacak sekildeki her x,ye€X ve «,f,y=0 icin
d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bld(x,Tx) + d(y, Ty)] + y[d(x, Ty) + d(y, Tx)]
sartin1 saglayan a + 2 + 2y < 1 var ve

ii. Birxy € X i¢in xy & Tx,

ise T bir x* € X sabit noktasina sahiptir (22).

Ispat: Eger x, = Tx, ise ispat tamamlanir. x, # Tx, oldugunu kabul edelim.

Boylece xy © Tx, ve T azalmayan oldugundan tiimevarim ile
Xg ETxg ET?xy E -+ ETMxy E T 1y, E -
elde edilir. Simdi her n € N igin

d(Tn+1x0, TnxO) % ad(Tnxo, Tn_lxo) + ﬁ[d(Tnxo, Tn+1x0) + d(Tn_le, TnxO)] +
yd(Tn—le' Tn+1x0)

d(T™ 1xy, Txo) < ad(T™xg, T" 1) + LA (T™xy, T xg) + d(T™ iy, T"x)] +
y[d (Tn_le, TnxO), d(TnxO, Tn+1x0)]

bulunur. Buradan her n > 1 i¢in

d(Tn+1x0, TnxO) % (—Zi—gi—;) d(TnxO, Tn_lxo)

dir. Bu bagintinin tekrarlanmasiyla (%) = k denirse

d(T™ 1x, T"xo) < k™d(Txg, xo)
elde edilir. m > n igin

d(meo, Tnxo) < d(meO’ Tm_le) + d(Tm_le, Tm_zxo) + b + d(Tn+1x0, TnxO)
S KM T4+ k™2 4 o+ k™) d(Txg, xp)
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d(T™xy, T"xy) < % d(Txg, x,)

bulunur. Boylece

d(T™xy, T"x) < % d(Txy, x)

bulunur.

{T"x,} dizisinin (X,d) uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.
0 < ¢ alinsmn. Bu durumda c € intP dir. Boylece & nin bir komsulugunda
Ns(8) ={y € E ||lyll < 8} olmak {lizere ¢ + Ng(@) S int P olacak sekilde & > 0

secilebilir. N; dogal sayisini
kN1
|| - ﬁ d(Txo, XO) || < 6

N
olarak secilsin. Buradan her n = N; igin —%d(Txo,xo) € Ns(0) elde edilir.

Dolayisiyla
kN1 .
c— Ed(TxO,xo) Ec+ Ns(6) S int P

n
bulunur. Bu ise her n > N; i¢in f_—kd(Txo, xy) < c elde edilebilecegini gosterir. Bu

nedenle herm > n > N; igin

kTL

d(meO! T"xo) < -k

d(Txo, XO) <Lc

ve boylece d(T™x,, T"xy) < ¢ bulunur. Bu durumda {T"x,} dizisi (X,d) uzayinda
bir Cauchy dizisidir. (X,d) tam bir koni metrik uzay oldugundan n — oo igin

T™x, = x* olacak sekilde x* € X vardir.
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Son olarak T nin siirekliliginden T(T"x,) = T"*'x, - x* elde edilir. Buradan

Tx* = x* elde edilir.

Bu teoremlerdeki siireklilik sartinin yerine bir sart eklenirse asagidaki teorem ortaya

cikar.

3.34. Teorem: (X,C) kismi sirali climle, d, X iizerinde ( X, d) ikilisi tam olacak
sekilde bir koni metrik olsun. T: X — X doniisiimii E siralamasina gore azalmayan
olsun. Eger
. yCx olacak  sekildeki her x,y€X ve a,B,y=0 i¢in
d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bld(x, Tx) + d(y, Ty)] + y[d(x, Ty) + d(y, Tx)]
sartini saglayan a + 28 + 2y < 1 var,
ii. Birx, € X igin xy & Tx, ve
iii.  Eger {x,,} artan ve x € Xe¢ yakinsayan bir dizi iken her n igin x,, E x

sartlart saglaniyorsa T bir x* € X sabit noktasina sahiptir (22).

Ispat: Eger Teorem 3.3.3 iin ispatinda x,, = T"x, alinirsa

seklinde {x,} artan dizisi elde edilir. Ayrica x,, —» x* elde edilir. (iii) sartinin

kullanilmastyla her n i¢in x,, £ x* saglanir. Boylece (i) sart1 kullanilabilir. Buradan

d(x, Txy) = d(xp, Xn41) < dQp, %) +d (X7, Xp44)
dx*, Tx*) < d(x*, xp41) + d(x41, Tx™)
=d(x*, xp41) + d(Tx,, Tx")
d(xp, Tx™) < d(x,, x*) + d(x", xp41) + A1, TX™)
= d(xp,x*) +d(x*, xp41) + d(Tx,,, Tx™)

elde edilir. Boylece d(x*, Tx,) = d(x*, x,4+,) bulunur. Bu durumda
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(1 - ,8 - y)d(Txn' TX*) < ((X + ﬁ + )/)d(xnrx*) + (ZB + zy)d(xn+1'X*)

x (a+p+y) x (2B+2y) x
d(Tx,, Tx") < —py d(xn,x )-i-(1 2y d(xn+1,x)

olur. 8 K c alinsin. Boylece n — o i¢in x,, = x* ve her n > ng i¢in

c(1--v)
2 (2B+2y)

c(1-B-y)
2 (a+B+y)

d(xp, x*) K = ve d(xXp41, X)) K

olacak sekilde bir ny dogal sayist vardir. Buradan her n > ng i¢in d(Tx,, Tx*) < ¢

elde edilir. Boylece Tx,, = Tx*bulunur. O halde x,,,; = Tx" olup Tx* = x* olur.
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4. SONUCLAR

Sirali metrik uzay1 tizerinde (5) de elde edilen sabit nokta sonuglari ile (6) daki
koni metrik uzay iizerinde elde edilen sabit nokta sonuglarinin ana fikirleri
kullanilarak sirali koni metrik uzay iizerinde bazi orijinal sabit nokta teoremleri

elde edilmistir. Ayrica elde edilen sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar (16) ve (22) de oldugu gibi baz ileri

calismalar i¢in kullanilabilmektedir.
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