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OZET

3-BOYUTLU OKLID VE 3-BOYUTLU MINKOWSKiUZAYLARINDA
GAUSS DONUSUMU NOKTASAL 1-TiPLI OLAN DONEL YUZEYLER
UZERINE

SEVIL , Ayhatun
Kirikkale Universites
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dal1, Y Uksek Lisans tezi
Danisman: Dog. Dr. Kazim ILARSLAN
Nisan 2010, 91 sayfa

Bu calisma doért bdlimden olusmaktadir. Birinci bdlum giris icin ayrilmastar.

ikinci bolimde Oklid ve yari-Oklidyen uzaylar tanitilarak bu uzaylarda yiizeyler ve
ylzeylerin geometrisi icin gerekli kavramlar verilmistir.

Uclincti bolimde Oklid 3-Uzayinda Gauss doniisiimii noktasal 1-tipli olan donel

ylzeyler incelenmistir.

Dordinci bolimde Minkowski  3- uzayinda Gauss donusimt noktasal 1-tipli olan

donel yuzeyler incelenmistir.

Besinci bolUm tartisma ve sonug icin ayrilmustir.

Anahtar kelimeler: Oklid uzay1, Minkowski uzayi, Dénel Y tizey, Gauss Donisumi
noktasal 1-tipli ylzey



ABSTRACT

ON ROTATION SURFACES WITH POINTWISE 1-TY PE GAUSS MAP IN
EUCLIDEAN 3-SPACE AND MINKOWSKI 3-SPACE

SEVIL , Ayhatun
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
April 2010, 91 Pages

Thisthesis consist of four chapter. The first chapter is reserved for introduction.

In the second chapter, we introduce the spaces Euclidean and Minkowski.

Then we give some notion related with the geometry of surfaces in Euclidean

3-space as well asin Minkowski 3-space.

In the third chapter, the rotation surfaces with pointwise 1-type Gauss map are
investigated in Euclidean 3-space.

In the fourth chapter, the rotation surfaces with pointwise 1-type Gauss map are
investigated in Minkowski 3-space.

Thefifth chapter isreserved for discussion and conclusion.

Key words: Euclidean space, Minkowski space, rotation surface, surface with
pointwise 1-type Gauss map
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1. GIRIS

Diferensiyel Geometride ¢6nemli calisma konulanindan birisi de ylzeyler ve
yuzeylerin aniflandirimast problemidir. Bu problemin gincelligi glniimuzde de
gecerliligini korumaktadir. Oklid uzayinda verilen bir M ylizeyinin simiflandiriima-
sinda ylzeyin ortalama egriligi H ve Gauss egriligi K Onemli rol oynamaktadhr.
Ornegin; ylizeyin her bir noktasinda Gauss egriligi “0” ise ylizey bir dizlem veya
dizlem parcasidir. Benzer sekilde; ytizeyin her bir noktasinda ortalama egrilik “0”

ise yuzey bir minimal yizeydir. (Minimal ylzeyin Gauss egriligi £ <0 dir.)

1970 lerin sonlarina dogru Chen tarafindan Oklid ve yar1 Oklidyen uzaylarinda sonlu
tip at manifold kavram gelistirilmis ve bu kavram daha sonra Chen ve Ishikawa
(1993) tarafindan diferensiyellenenebilir donustimlere oOzellikle de Gauss
dontstmlerine  genisletilmistir.Boylelikle ylzeylerin  simiflandiriimasnda  ¢ok

kullansli olan sonlu tipli Gauss dontsumu kavram gelistirilmistir.

Bu tez calismasinda Oklid 3-uzayr ve Minkowski 3-uzayinda Gauss doniisimii

noktasal 1-tipli olan dénel ylzeyler incelenmistir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Teme kavramlar icin Hacisalihoglu (2000) nun “Diferensiyel Geometri Cilt | ve Cilt
1" kitabi, Sabuncuoglu (2004) nun “Diferensiyel Geometri” kitabi, O’ Neill (2006)
adl1 yazarn “Elementary Differential Geometry” kitali, Kuhnel (2006) adli yazarin

“Differential Geometry Curfes-Surfaces-Manifolds’ kitabi ve Carmo (1976) adl



yazarin “Differential Geometry of Curves and Surfaces’ adl1 kitabi referandarinmz
olmustur. Ayrica Minkowski 3-uzayr ve bu uzaydaki geometrik kavramlar igin
O’'Neill (1983) adli yazarin “Semi—Riemann Geometry with applications to
relativity” kitabr ve Duggal ve Beancu (1996) adli yazarlarn ise “Lightlike
Submanifolds of Semi-Riemann Manifolds and Applications” kitabindan
faydalanilmistir. Ayrica Dede (2006)' nin “3-boyutlu Minkowski uzayinda Minimal
regle ylzeyler” yuksek lisans tezinden de faydal amlmustir.

Ayncan Chen vd. (2005) tarafindan yayimlanan “Surfaces of Revolution with
pointwise 1-type Gauss map” isimli makale, tez calismamzdaki “Oklid 3-uzayindaki
Gauss donusumu noktasal 1-tipli donel ylzeyler” konusu igin temel olmustur.
Minkowski uzayindaki Gauss donustimt noktasal 1-tipli donel ylzeyler ¢alismanmiz
icinde Niang (2004)’1n “On rotation surfaces in the Minkowski 3-dimensional space

with pointwise 1-type Gauss map” makales temel ainmistir.

1.3. Calismanin Amaci
Bu tez calismasi ile iki farkll metrik geometri olan Oklid 3-uzayinda ve Minkowski
3-uzayinda Gauss dontsimu noktasal 1 tipli olan donel ylzeyler aynntili olarak

incel enecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Oklid 3-uzay: ve Minkowski 3-uzay1 tanitilacak ve bu uzaylarda
yuzeylerin diferensiyel geometrisinin calisilabilmesi icin gerekli olan kavramlar

sunulacaktir.
2.1. OKlid 3-Uzay1

Tanim 2.1.1. (Oklid uzayr)
Bir reel afinuzay 4 ve A ilebirlesen vektor uzayi da ¥V olsun. V' de bir i¢ carpim

islemi olarak

(,): VxV—>R

=(x,,x,)

n x
(x, ) —><X1J’>: ;x,.yi {y (v 9,

Oklid i¢ carpumi tammlanirsa bu islem yarchimi ile 4 da uzaklik ve a1 gibi kavramlar
tanimlanabilir. Boylece 4 afin uzay1 da yeni bir ad olarak Oklid uzayr achm alir. Ozel
olarak 4=R" ve V =R" olarak alinrsa 4 =R" Oklid uzay: E" ile gosterilir. E",
n-boyutlu standart Oklid uzayr achn alir.

Tanim 2.1.2. (Yiizey)

U, R? uzayinin irtibatl: bir agk at kiimesi olmak Uzere, ¢ :U — R?, diizgiin ve

reguler bir dontsim olsun. ¢ :U — @(U) donustmu bir homeomorfizmise o(U)



kimesine, R*® uzayinda bir basit yizey denir.A/, R® uzayin bir alt kimesi
olsun.M nin her bir p noktas icin p e p(U) ve o(U) = M olacak bicimde bir
o(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M kiimesine, R® uzayinda bir yiizey denir.

(Sekil 2.1.)

Sekil 2.1. Y izey

Tanim 2.1.3. (Donel yiizey)

IcR agk at araig icin, R® deki bir IT dizleminin icindeki bir egri
y:Ic R—II vebu dizlemde y egrisini kesmeyen bir dogru ¢ olsun.y egrisinin
¢ dogrusu etrafinda dénmesi ile olusan yiizeye donel ytizey denir. ¢ dogrusuna donel
ylzeyin ekseni, y egrisine de Ureteg egrisi denir. Yani, bir dizlem egrisinin, kendini
kesmeyen bir dogru (donme ekseni) etrafinda kaymadan donmesi ile olusan ylzeye
donel ylzey denir.

Donme ekseni z olarak alinirsa, u eksenden uzakligi, v boylam verilen nokta ve

eksenden gecen dizlemle xoz dizlemi arasindaki aciyr gostermek lizere, ylzeyin bir

noktasimn koordinatlari,



Xx=ucosv, y=usinv , z=¢(u)

olur.
Ornek 2.1.1. y:bcosh(gj katenary egrisinin, z ekseni etrafinda donmes ile

olusan donel ylzeye katenoid ylzeyi denir. Buradaki b sabiti, katenary egrisinin
herhangi bir noktasinin z eksenine olan uzakhigidir. O halde, katenoid ylzeyinin

parametrik denklemi;

cosy —sinv 0)(bcosh(u/b)) (bcosh(ulb)cosy
R(u,v)=|siny cosv O 0 =| bcosh(u/b)sinv
0 0 1 u u

olarak bulunur. Boylece;
x=bcosh(u/b)cosv, y=bcosh(u/b)sinv, z=u

oldugu gorular. (Sekil 2.2.)



L 3
=

Sekil 2.2. DOnel Y lizey (Katenoid)

Tanim 2.1.4. (Gauss doniisiimii)
M , 3-boyutlu Oklid uzayr E* de bir yiizey olsun. S? orjin merkezli birim kiire

olmak tizere M nin her bir noktasim S? nin merkezine birim normal vektor tasiyan

G:M—S*cE®

X XX
“u Ty

p—G(p)=

X XX
u v

donusUmi M ylzeyinin Gauss donisuimi olarak adlandirilir. (Sekil 2.3.)



Sekil 2.3. Gauss donisimu

Tanim 2.1.5. (izometrik immersiyon)

M, E®de bir ylzey olsun. F: M — E*donisiminin tirev donisumi F, olmak
Uzere eger F,, T,M deki i¢ garpimi koruyorsa F' ye bir izometrik immersiyon ad:
verilir.

Tanim 2.1.6. ( Laplace operatorii)

x:M" —R" fonksiyonu, n-boyutlu Riemann manifoldu A7 den, m -boyutlu Oklid

uzayt R" ye bir izometrik immersiyon olsun. Bir diger ifadeyle

o, B)=(x(a), x(B))]

dir. M Uzerindeki lokal koordinatlar u,,u,,us,...,u, verildiginde R" den indirgenen

metrigi,



biciminde tarumlayalim. Boylece G = det(gi,) ve (g*"): (gij.)_l olmak tizere M nin

R™ den indirgenmis metrige gore Laplace operattru;

seklinde tarmmlanir.

Tanim 2.1.7. ( Gauss doniisiimii 1-tipli olan yiizeyler)

Oklid veya yarn-Oklidyen uzayimin bir M alt manifoldu varsa; A, M Uzerinde
indirgenen metri ge karsilik gelen Laplace operatorii olmak Gizere bazi A € R ve bazi

C sabit vektorleriicin G

AG=2(G+C)

esitligini saglar.
Tanim 2.1.8. (Gauss doniisiimii noktasal 1-tipli olan yiizeyler)

Oklid veya yari-Oklidyen uzaylarinin bir A at manifoldu varsa; A, M Uzerinde
indirgenen metrige karsilik gelen Laplace operattrii olmak Uizere, bazi sabit olmayan

f fonksiyonu ve baz1 C sabit vektoruigin;

AG= f(G+C) (2.1.1)



dir. Eger M alt manifoldu yukarndaki esitligi saglarsa Gauss donisimi noktasal
1-tiplidir denir. Eger yukanda tammlanan C vektort sifir vektori ise Gauss
donustmi noktasal 1-tipli olan alt manifold birinci gesitten, sifirdan farkl: ise ikinci

cesittendir denir.



2.2. Minkowski 3-Uzay1

Minkowski Uzay1r Alman matematik¢i Herman Minkowski (1864-1909) tarafindan
1907 yilinda tamimlanmistir. Matematiksel fizikte, 1905 yilinda Einstein tarafindan
ortaya konan izafiyet teoris icin en uygun matematiksel model Minkowski
uzay-zamandir. Minkowski uzay zaman (4-boyutlu Minkowski uzayi) modeli uzayin
genel 3 boyutu ile zamanin bir boyutunun birlesmesiyle elde edilen 4 boyutlu bir
manifold olarak dustndlebilir.

Bu bélimde Minkowski uzayr ve bu uzayda yuzeyler ve ylzeylerin geometrisi icin
gerekli kavramlar verilecektir.

Tamim 2.2.1. V' bir reel vektor uzayr olsun. V' Uizerinde taniml1

g VxV —>R

dénusumu bilineer ve simetrik ise g ye V' Uzerinde simetrik bilineer form denir. Bu
donusim aym zamanda nondejenere ise g ye V' zerinde bir skalar carpim, bu

durumda ¥ vektor uzayina da bir skalar carpim uzay: denir.

Ayrica,
(i) Her veV ve v =0 igin g(v,v)>0 ise, gdmetrik bilineer formuna pozitif
tanimlz,
(ii) Her v eV ve v =0 icin g(V,V)<0 ise, g simetrik bilineer formuna negatif
tanimly,
(iii) Her veV ve v=0 icin g(v,v)>0 ise bu durumda g simetrik bilineer

formuna yari-pozitif tamml,

10



(iv) Her veV ve v#0 icin g(¥,7)<0 ise bu durumda g simetrik bilineer
formuna yari-negatif tanmmlidir denir.

Tammm 2.2.2. V' bir skalar carpim uzay1 , W da Uzerindeki skalar carpim negatif
tamml1 olacak sekilde 7/ nin en biuyik boyutlu alt uzay: olsun. Bu durumda # nin

boyutuna ¢ skalar carpimin indeksi denir. gskalar carpiminin indeks v ise
0<v <boyV dir. Aynca V skalar carpim uzayimn indeksi, Uzerinde tanimlig

skalar carpiminin indeksi olarak tammlanur.
Tamim 2.2.3. V' skalar carpim uzayr olsun. V' nin indeksi v olmak Uzere v=1 ve

boyV > 2 ise V' skalar carpim uzaymnabir Lorentz uzay: denir.

Tanim 2.2.4. V' bir Lorentz uzay olsun. veV icin,

i) g(v,v) >0 veyav =0 ise v ye spacelike vektor,

i) g(v,v)<0 isev yetimelike vektor,

iii) g(v,v)=0 ve v£0 ise v ye null (ligtlike) vektor ve ||v||=‘g(v,v)‘% reel
sayisina v vektorinin normu denir.

Tamim 2.2.5. V' bir Lorentz uzayi ve W, V' nin bir at uzay: olsun. Bu durumda

i) g pozitif tammliise W yaspacelike atuzay,

7)) g, nondegjenereveindeks 1ise W yatimelike atuzay,

iif) g, dgjenereise W yalightlike alt uzay denir.

Tammm 2.2.6. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M Uzerinde simetrik

nondejenere ve sabit indekdli (0,2) tipinden g tensdr alamna bir metrik tensor denir.

11



Baska bir deyisle g, M manifoldunun her p noktasina M tanjant uzay Uzerinde
bir g, skalar carpim karsilik getirir ve g skalar carpimimin indeks her p € M igin

aynichr.

Tammm 2.2.7. R”, n-boyutlu standart reel vektér uzay: Gzerinde her p e R" ve

v, W, € TP]R{ olmak Uzere,

n-v n
<Vp’Wp>:ZVfo_ Z ViW;
=1

i=n—v+1

esitligiyle verilen v -indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yar1 Oklidyen

uzay denir ve R" ile gosterilir. Burada 1<i<n olmak Uzere, sirasiyla v, ve w;, ler
v, ve w, tanjant vektorlerin bilesenleridir.

Tammm 2.2.8. R" yan Oklidyen uzayinda v =1 ve n>2 ise R} yan- Oklidyen
uzayinan-boyutlu Lorentz uzay: denir.

Tammm 2.2.9. n-boyutlu, v indeksli R" yari-Oklidyen uzayinin, boyutunu 3 ve

indeksini 1 olarak alalim. Boylece R® Uizerindeher p e R® ve v,,w, e T,R? igin,
<vp W, > =VW, +V,W, — VoW,

esitligiyle verilen 1-indeksli metrik tenstrle birlikte elde edilen uzaya 3-boyutlu

Minkowski Uzay: denir ve R? ile gosterilir.

12



Tanmm 2.2.10. R} Minkowski uzayinda iki vektor v ve w olsun.v=(v,v,,v;) ve

w=(w, w,, w;) olmak tizere,
(V3W2 T VW3 VW3 — VoW, VIW, — Vzwl)

vektortine v ve w nin vektorel carpimi (veya dis carpim) denir. vx, w veyav A, w

seklinde gosterilir.

0, = {l’ .l :.] 'lSe ve € = (51'1’5:'2’51'3)
0, i#J ise

olmak Uzere

un,w=—det|v, v, v,

veya
-6 —6 &

un, w=det| v, v, v,

W W, W

olarak hesaplanmir. Burada e A, e,=e;, e, N, e5=—¢€, e A, g=—e, dir. Saa
yonunun tersi pozitif yon olarak alinmustir. Saat yoninin tersi negatif yon olarak
kabul edilecek olursa 0 zaman e A, e,=—e;,e, A, e;=¢,, e;n, e =e, Olur. Bu

durumda,

13



seklindedir.

Minkowski 3-Uzayinda Donel Yiizeyler

R =(R®, —dx?+ dy* +dz?) Minkowski 3-uzay1 olsun. ¢ =(1,0,0), e,=(0,10) ve
e, =(0,0,1) Minkowski uzayinin standart ¢atis olmak Uizere, R? uzayinda dénmeler
U¢ gruba ayrilmaktadir. e,, e, spacelike eksenler etrafindaki donmeler, e timelike
eksen etrafindaki donmeler, e te, , ¢ te;, null eksenler etrafindaki donmeler. Bu

donmeleri asagidaki matrislerle karakterize edebiliriz.

i) e, spacelike eksen etrafindaki donmeye karsil 1k gelen dénme matrisi

coshy O sinhy
0 1 0
sinhy O coshy

ii) e, spacelike eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen donme matrisi

coshy snhy O
snhy coshy O
0 0 1

iii) e, timelike eksen etrafindaki donmeye karsil ik gelen dénme matrisi

14



1 0 0
0 cosy -siny
0 siny cosy

iv) e +e, eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen donme matrisi

y y
142 2
S 7
v’ b
< 1__
2 2 7
y -y 1

v) e —e, eksenetrafindaki donmeye karsilik gelen dénme matris

vy
1+— = -
> 2 7
2 2
y y
L 12
2 2 7
-y -y 1

vi) e + e, eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen donme matrisi

y? y°
1+— -
2 Y 2
y 1 -y
2 2
y Y
2 Ve

15




vii) e, — e; €ksen etrafindaki donmeye karstlik gelen donme matrisi

v v
1+— - —
2 7
-y 1 -y
2 2
y y
_ 1_ <
2 7 2

dir.
Tanim 2.2.11. ( Gauss Doniisiimii )

M, R 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey, peM ven(p) M yiizeyinin

p noktasindaki birim normal vektorl olsun. M ylzeyinin Gauss donisimi

G:M—S; (1) veya H; (1)
G(p)=n(p)

olarak tarumlanr.

Eger G, M nin degerlerini S7(1) de airsaM ye Lorentz yizeyi, H¢ (1) de
alirsa M ye Riemann ylzeyi adi verilir.

Tanim 2.2.12. (Sekil Operatorii)

x(u,v) parametrizasyonuylaverilen bir M yuzeyi igin,

birim vektor damdir. pe M igin

16



S:TM->TM
p p

X, > S(xp)
seklinde tamiml1 fonksiyona ytizeyin sekil operator denir.
1(x,09,)=(%,.7,)

esitligine ylizeyin birinci temel formu denir ve

I= <xu,xu >du2 +2<xu,xv>dudv+ <xv,xv>dv2
seklinde ifade edilir.

1(x,,v,)=(8(x,). »,)

esitligine ise ylzeyin ikinci temel formu denir ve

11 =(G,x Ydu®+2(G,x, Ydudv+(G,x, )dv’
ileifade edilir.

dUu
S()C) =—M

17



ve

alalim. O zaman yuzeyin ikinci temel formu

[I(xp,yp) =—<dU, dx>

seklindedir. Ayrica dx L U oldugundan

(U,dx)=0

dir. Bu denklemin her iki tarafinin tirevi alinirsa,

(dU,dx)+(U,d*c)=0

elde edilir. Buradan da

(U,d*x)=—(dU dx)

bulunur. x intam diferensiyeli

dx = xudu + xvdv

olmak Uzere

18
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2. 2 2
d°x=x,du+2x x,dudv+x,dv

dir. O halde

(U,d%)=(U,x,,)du+2{U,xx,)dudv+(U,x, )d*% (2.2.2)

elde edilir. Bu denklemde

L = <U,xuu>
M o= Us,)
N = (U.)

dir. O halde (2.2.1) denklemi

<U, d2x> = Ld*u+ 2Mdudv+ Nd?v

seklinde yazilabilir. Y Uzeyin U normalinin tam diferensiyeli

dU =U du +U dv

dir. O halde

(dU,dx)=(U,du+U,dv,x,du+ x,dv)
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dir. Buradan da

(dU,dx)=(U,,x, )d*u+(U,,x, )dudv+{U,,x, )dudv,(U,,x, )d*v (2.2.3)

elde edilir. (2.2.1) denkleminde (2.2.2) ve (2.2.3) ssitliklerini yerine yazalim.

L= <U’xuu> = _<Uu’xu>
M = <U,xw> = —<Uv,xu>dudv+<Uu,xv>dudv (2.2.4)

N = —<U,xw> = —<wav>

esitlikleri elde edilir. Ayrica

E = (xu,xu>
Fo=(x.x)
G = {x.x)

olmak tizere {v,w} T,M nin bir bazi olsun. O zaman

S(v)=av+bw, S(w)=cv+dw

seklinde yazahiliriz.

S(v)AS(w)=(av+bw)A(cv+dw)
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= (ad —be)(vaw)

= det (S)(vaw)

dir.

SW)AS(w)=K (vAw)

esitliginin her iki tarafint u A w ile garparsak,

<S(v)/\S(w),V/\ W>=K<V/\ w,v /\w>

elde edilir. Lagrange 6zdesli ginden dolay1

<S(v),v><S(w),w>—<S(v) , w><S(w),v> = K(v,v><w, w>—<w,v><v, w> (2.2.5)

dir. Sekil operatori self-adjoint oldugundan

(S(v).w)=(S(w).v)

yazilir ve

V=X, W=1X,

olmak Uzere
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esitliklerini (2.2.5) denkleminde yerine yazarsak,

_LN-M?

K 2
EG-F

(2.2.6)

bulunur. Ve bu ifadeye ytizeyin Gauss egriligi denir. Ayrica k, ve k, ylizeyin esas

egrilikleri olmak Uizere

K =k, (2.2.7)

dir. Benzer yolla

S(V)AW+VAS(W) :(av+bw)/\w+V/\(cv+dw)
=(a+d)vaw

:iZ(S)V/\w

dir. Buradan da

S(v)Aw+vAS(w)=2Hv Aw
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esitliginin her iki tarafimt u A w ile carparsak,

<S(v)/\w+V/\S(w),V/\ W>=2H<V/\ W,V/\W> (2.2.8)

dir. Lagrange 6zdesliginden dolay1

[S(v)/\w+w\ S(W)J(V/\w): <S(v),v><w, w>—<S(v),w><w,v>
+<v,v><S(w),w>—<v, w><S(w),v>

= GL-FM +EN-FM

eldeedilir. (2.2.8) esitligi kullamlarak,

2H (v Aw)(vAw)=EN - 2FM +GL

elde edilir. Buradan da

off — EN-2FM +GL
EG - F?

(2.2.9)

olur. Bu ifadeye de ylizeyin ortalama egrilig denir. Ayrica k ve k, ylzeyin esas

egrilikleri olmak Uizere

(2.2.10)

dir.
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3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA GAUSS DONUSUMU NOKTASAL

1-TiPLi OLAN DONELYUZEYLER

Bu bdlimde Gauss donusumi noktasal 1-tipli olan donel yizeyler incelenecektir.

a<v<b, O<u<2r oldugunda bazi ¢ ve y fonksiyonlar: icin E® te M donel

yuzeyi

x(u,v)=(p(v)cosu,p()sinu,y(v)) (3.1

seklinde verilsin. M donel ylzeyinin hangi durumlarda Gauss déntis Uminin noktasal

bir tipli oldugunu arastiracagiz. Bunun iginilk olarak asagidaki lemmay: verelim.

Lemma 3.1. E® te Gauss donisiimii noktasal 1-tipli donel yiizey M olsun. Bu
durumda G Gauss donistimi harmoniktir yani AG =0 veya (2.1.1) de tanimlanan
f fonksiyonu sadece v ye baglidir ve (2.1.1) deki C vektori donel ylzeyin
eksenine paraeldir.

Ispat:

(3.1) deifade edilen donel yizeyin profil egrisini birim hizl1 kabul edelim.

x(u,v) = (e(v)cosu,p(v)sinu,y (v))

ile parametrize edilen M donel yuzeyinin G Gauss donUsumi

x,xx, = (@(My'(v) cosu, oWy (V) sinu,—p(M ¢'(v))
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= Jp? (y"? (v) €O U+ > (Vy? (v) SN + ¢ (V)'? (v)

X, XX,
=p(v)
olmak Uzere
X, XX ' ’ : '
G= xuxxv = (y'(v)cosu,y'(v)sinu,—¢'(v)) (3.2

olarak elde edilir. Simdi (gy.) matrisinin e emanlarim bulalim. Buradan

8u= <xu’xu >1 B12=8a= <‘xu’xv>’ 82 = <xv’xv>
olmak Uzere
gu=0"("), €2=82=0, g€»=0'() +y'(v)* =1
elde edilir. (g, ) matrisinin determinant:

2

¢ O:(pz(v), g:dEt(gi,)=(Pz(V)

|gij|= 0 1

olur. (g, ) matrisinin tersi,
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oldugundan

11 1

=—, g12:0:g21’ g22:1
P°(v)

dir. Simdi Laplace operatdrini hesaplayalim. Laplace operatorinin;

oldugunu biliyoruz. O halde,

ov ou

e §lE{ ) £ L) 8] 20

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
A*@(v)_a—u(w’ e a0z o (o a—vﬂ

-1 17 +<o‘<v)ﬁ+<o<v)i}
o(v) () du’ ov v’

_ 1 * 9o
?(v) ou®  (v) ov

0
ov?
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elde edilir. G =(y’'(v)cosu,y '(v)sinu,—¢'(v)) Gauss dénlisimiine Laplace

operatoruni uygulachigimiz takdirde

AG:{[W—Z—%—W'”]COS%(W—Z—M—U/"jgnu,w'ﬂp"] (33)
o o @ ¢

elde edilir. Eger M noktasal 1-tipli Gauss donustimine sship ise bazi f
fonksiyonlar1 ve bazi C vektorleri icin (2.1.1) saglamir. Gauss donusUmi harmonik
olmadigi zaman , (2.1.1), (3.2) ve (3.3) de gosterilen C nin ilk iki bileseni sifir

olmali ve C =(0,0,c¢) oldugunda,

+o = f(-9'()+¢) (3.4

olur. w'(v) ve ¢'(v) ninher ikiside sifirdan farkli olduguicin f* fonksiyonu u dan
bagimsizdir.

Asagida, birinci ve ikinci gesit Gauss donisimi noktasal 1-tipli donel ylizey
orneklerini verelim.

Ornek 3.1.

Bir katenoid'in
x(u,v)= (\/1+ v? cosu,V1+v* sinu,sinh™ v)
ile parametrize edildigini dustnelim. Bu durumdakatenoid' in Gauss donusumu
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G= (cosu,sinu,—v)

1+ v?

olur. Gergekten parametrik olarak ifade edilen
x(u,v)= (\/1+ v2 cosu,\N1+1v? sinu,sinh‘lv)

donel ylzeyin sraayla u ve v yegore kismi tirevleri;

X, :(—\/1+v2 Sinu,\/1+v2 COSu,O),

v v i 1
X, = COSu, SNu,———
! ( \/l+ V2 \/1+ V2 V1412 ]

olmak Uzere

x,xx,=(cosu,sinu,—v) , |x, xx,|=+v1+v?
elde edilir. Buna gore Gauss donisimd
X, XX, cosu  Sinu —v
G= - 2"’ 2’ 2
Xy XX, V1ev? Vv iy

olur. Laplace operatriinde ifade edilen (gij ) matrisinin el emanlar
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g, :<xu,xv> =1+v2,
81 =8n :<xu’xv> =0,

g22 :<xv’xv> :1’

olup bu matris

seklindedir. Buradan
det(g..) =G=1v2+1

y

olup (gv) matrisinin tersi

1
(g”)z 1++2 0
0 1

olur. O halde Laplace operattri

- glaoe L) s e ) o) soes)

ov ou ov ov

1 9° v 0 0

V+lou® v +loy 0V
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olarak elde edilir. G Gauss donisUmine Laplace operatorini uygulayal im.

G=(G,,G,,G,) olmak Uzere AG =(AG,, AG,, AG,) diyelim. O hdde

AG =1 o ( cosu v 0| cosu | O | cosu
! V+lou® \ 1av? ) Vi+1ovi1ev?2 ) v 102
__ 2 cosu

(1+ v2)2 N

AG. = 2 Sinu

? 1+ vz)z N

AG. = — 1 & -v | v d] -v _i -y
ovilar’ V+v? ) VHlav V14?2 ) v (V142
—2v

(1+ v2)2 V1+v?

elde edilir ki

AG=(AG, AG,, AG,)

2 CoSu 2 Sinu 2 —v

(1+v2)2 V1+1? ,(1+v2)2 1+v? ’(1+v2)2 1+v°

3 2 CcoSu sinu —v
(1+v2 )2 V142 1412 1402

olur. Buradan
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2
(1+v2 )2

AG = G

dir. Sonug olarak x(u,v)= (x/1+ v cosu, V1+v*sinu,sinh™ v) katenoid donel

yuzeyinin Gauss donusumu noktasal 1-tiplidir ve birinci gesittendir.(Sekil 3.1.)

|

At
:::-fs.‘ﬁﬁi;‘ll‘“‘

h

Sekil 3.1. Katenoid Y Uzeyi

Ornek 3.2.

x(u,v)=(vcosu,vsinu,av) a>0

ile parametrize edilen bir dik koniyi ele dlaim. Donel ylzeyin sirasiylau ve v ye

gore kismi turevleri,

x, =(-vsinu,vcosu,0), x, =(cosu,Sinu,a)

u

olup
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x, xx, =(vcosua,vsina,-v)

u

x,xx[|=vVa®+1

elde edilir ki Gauss déntsimu

G X, XX, :(VCOSua,vSinua,—v)
Xy XX, wa’+1
G= (a cosu,asinu,-1)

a’+1
olarak bulunur. Laplace operatoriinde ifade edilen ( gl.].) matrisinin elemanlar

gll = <xu’xu>:v2’
81w =<xu’xv>=g21= 0,

g22:<xv’xv>:1+a2'

olur ve matris

()5 1)

seklindedir. (g, ) matrisinin determinant:
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det (gy) G=1V(a*+])

olup invers

olarak elde edilir. O halde Laplace operatori

a?+1ov

T

162_ 1 o 1 0
vZou? v(@®+1)ov a’+1ov?

olur. G ye Laplace operatorini uygulayal im. Buradan

a cos a sinu,0
—_— u,—/——=9SNu,
v Ja?+1 a’+1

AG:%(aCOSu’aSH’]u’ -1 ],[0,0, 1 j:iz GJ{O,O, 1 j
v \/a2+1 \/a2+1 \/a2 +1 a’+1 14 a’+1

olarak elde edilir.
Sonug olarak parametrik olarak ifade edilen x(u,v)=(vcosu,vsinu,av) dond

ylzeyinin Gauss donis Umt noktasal 1-tiplidir veikinci gesittendir. (Sekil 3.2.)
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Sekil 3.2. Dik Koni

3.1. Birinci Cesitten Noktasal 1-Tipli Gauss Doniisiimiine Sahip Donel Yiizeyler

Bu bolimiin amaci asagidaki teoremin ispatidir.

Teorem 3.1.1.

[E* te bir donel ylizeyin sabit ortalama egrilige sahip olmasi icin gerek ve yeter sart
ylzeyin birinci ¢esitten noktasal 1-tipli Gauss déntsiimiine sahip olmasidir.

Ispat:

Baz1 pozitif ¢ fonksiyonuicin M ,

x(u,v) =(p(v)cosu,p(v)sinu,y (v))

ile parametrize edilen bir donel yizey olsun. Profil egrisini birim hizh kabul edelim.

Boylece

o)+ ()P =1 (3.1.1)
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olur. Baz1 6 = 6(v) fonksiyonuigin

¢'(v)=cosO(v), y'(v)=sinf(v) (312

olur. Birinci veikinci temel formun katsayilari,

E=(x,,%,)= ¢*(v) 0= (%, N) ==p()y'(¥)
F=<xu,xv>:0 mz(xuv,N>=0
G=(xx)=1 n=x,.N)=¢" 0y (") -y"()e' )
olur. Buifadeler
Gl +En-— 2Fm
~ 2AEG-F?)

esitliginde yerlerine yazildiginda

g =0 oo’ ~v'e) (3.1.3)

2p

elde edilir. Benzer sekilde

3 n—m?
- EG-F?
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esitliginde ifadeler yerlerine yazilirsa

(=o' () (@" ' (v)-w" (e’ (v))
0°(v)

K=

K= %’5;) (3.1.4)

elde edilir. Kabul edelim ki M birinci ¢esit noktasal 1-tipli Gauss donistUmine sahip

olsun. O zaman (2.1.1) durumu
AG—(AG,G)G =0 (3.1.5)
esitligini gosteriri ki (,) E* Uzerinde standart i¢ garpimdur. Buradan,

12

! n. ! 12 _n
(46,G)= ((p——w—w'w" —(quo —(p’fp”j

2

% ¢

dir.

AG =(AG,G)G

esitliginde ifadeleri yerlerine yazip karsilikli bilesenleri esitlersek;
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' roon 3 roon 12 2 mor
[ﬂg_¢W’_wnj:FL?_¢V’W g ® ¢W'_¢¢w,]
¢ 2 ¢

@ ¢
¢!¢u _WIZ(p/ (p'zl//"l//' (/)/3()0”
( +(plnj:£ . + +l//’l,l/"(0’+ +(Dr2(0mj
¢ ¢ ¢ ¢

elde edilir.Birinci esitligi ¢ ile, ikinci esitligi ' ile carpip taraf tarafa toplarsak

1A 12,1 (PN
vo oy mwy QOY
s ~yp

¢ @

l//'(p'" — O

olur. ¢'(v)=cosf(v), y'(v)=sind(v) ve tirevlerini yukaridaki denklemde

yerlerine yazarsak

sinfcosf cos’f.cosh.0'
2

¢ @
N cos6.(—sin0.0")sin 6

¢

—cosf(—sin6.0' +cos6.0")

+sin@(-co0s0.0'—-sinf.0") =0

olur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

—sin@cosf® ' cosO
5 +

@ ®

+0"=0 (3.1.6)

(3.1.6) daesitligin sol taraf1 (ﬂ+ 9'] nin tirevine esittir. Yani (3.1.6) ifadesi
%
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olarak yazilabilir. Buradan (ﬁ+ 9’j bir sabittir. Diger taraftan (3.1.2) ve (3.1.3)
®

denklemleri kullamlarak
H =—l(ﬂ+ 9'] 3.1.7)

elde edilir. BOylece H ortalama egriliginin bir sabit oldugu goruldr. Simdi teoremin
ikinci tarafim ispatlayalim. Yani, H ortaama egriligi sabit ise ylzeyin G Gauss
doénusUmuniin birinci gesit noktasal 1-tipli oldugunu gosterecegiz.

YUzeyin birinci c¢esitten Gauss donUsUmi noktasal-1 tipli olmast icin AG = fG

sartina sahip olmalidir. Bu sart
AG-(AG,G)G=0

ifadesine denktir.

G =(w'cosu,y'sinu,—¢") Gauss donisiimiine Laplace operatorii uygulanirsa,

AG:((’/’_Z_(PV/ _W,,jCOSu(v/_Z_cow _V’mjgnu’(mﬂpﬂn
0 @

olur ve
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12 oo 12 _n

<AG,G>:{W—2—M_W’W”_(D q) _(D!(Dn]
% @ Q

olarak bulunur. Buradan,

olarak segilirse
(AG,G)=y'4-¢'B
olur. Bulunan ifadeler AG—(AG,G)G =0 esitliginde yerlerine yazilip diizenlenirse

COSu(A—(//’ZA+(p'1//'B)= 0
sinu(A —yP A+ go'u/'B) =0
B+Ay'o'—¢"?B=0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

A-y?A4+¢'y'B=0

B+Ay'o'—¢?B=0
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halini air ki ¢'>+y'*=1 oldugundan

Ap” +Bo'y'=0=¢'(4p' +y'B)=0

By'? + Ay'9p'=0=y'(By'+¢'4)=0

seklinde yazilir. (3.1.3) ifadesinin tlrevi alinirsa;

elde edilir. Simdi A4¢'+w'B ifadesinde 4 ve B degerleri yerlerine yazilir ve

¢'"? +y'?* =1 ifadesinin tirevi kullanilirsa

Aq)’-’—u/,B:[Z_z—(p:’i/ —l//”jq)’-i—[(p@ +¢)H’][//I

olur. H sabit veturevi sifir oldugu igin

Ap' +y'B=0
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dir. Bu ifadeyi

o ilecarparsak @' (49’ +y'B) =0,

v ' ile carparsak v'(4A9'+y'B) =0,

elde edilir. Bu ifadeler AG = fG olmasm gerektiriyordu. Sonug olarak, H ortalama
egriligi sabit ise AG = fG dir. Yani ylzey Gauss donusimu noktasal 1-tipli ve
birinci gesittendir. Boylece teoremin ikinci kismi daispatlanmis olur.

Not : Sabit ortalama egrilikli donel ylzeyler aym zamanda Delaunay ylzeyleri

olarak dabhilinir

3.2. Ikinci Cesitten Noktasal 1-Tipli Gauss Doniisiimiine Sahip Donel Yiizeyler

M , bazi g(t) dizgin fonksiyonuigin

x(0,t)=(tcosb,tsinb,g(t)) (3.2.1)

ile parametrize edilen E* de bir donel yiizey olsun. Bir M donel ylzeyi, eger g(z)
bir polinom ise polinom c¢esit donel ylzey, eger ¢(z) bir rasyonel fonksiyon ise
rasyonel cesit donel ylzeydir. Rasyonel ¢esit bir donel ytizey kisaca rasyonel donel
ylzey olarak adlandirilir.

(3.2.1) ileparametrizeedilen M nin G Gauss donusumd;

x, =(—tsinf,tcos0,0), x, =(cosh,sinb, g(t))

41



olup

x, xx, = (tcosOg'(t),tSn0g'(t),~t), |x,x x| =14g"%(£) +1

olmak Uzere

G . xe th
Joeg x|
_ (rcosfg'(t),tsnbg'(t),~)
g7 () +1
elde edilir. Buradan,
G| & cosé, g sing, 1 (3.2.2)
\/1+ g’ \/1+ o'? \/1+ g'?

seklinde yazilir. Di ger taraftan Laplace operatOrinin

-1| 0 0 0 0
A:_ v g 11_)+_( g 22_]
@{ae([g 00) o Vo ot
oldugunu biliyoruz. Buradan (g,.,.) matrisinin elemanlar

81 = <x9,x9>=t2,

g12=<x9,x[>=0:g21,
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g2 =<xt’xt>=1+g'2(t)1

olmak Uzere

i 0
(g,»j) :[O 1+g'2(t)]

olup,
detg, =G :t2(1+g’2(t))

olur. (g”) matrisinin invers

0
()"
0 1
1+g(1)

olur. Buradan M nin Laplace operatori

1 o —10) o —— 1 &
A= — —| ty1+ t)—— |+— tJ1+ t —
t/1+g'2(t)_ae( g5 aej at( & ()1+g'2(t)6tﬂ
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-1 { 1+g"%(@t) &

e g0 ¢ 90°
Y D S 4 )4 (0 (VL+g”() 2g'(f2)g”(t)) 5
\/1+ glz(t) \/1+ g'z(l‘) (1+g'2(t)) (1+g12(t)) ot

+t«/1+ g°() o }

1+g"%(t) of?

olarak hesaplanir. Sonug olarak

-1 0? ( 1 gg" }8 1 0°

= < - L 2 323
1+g? o (t(A+g?) (@A+g”)? o t* 062 ( )

elde edilir.
M ikinci gesit noktasal 1-tipli Gauss donusuimine sahip olsun. O zaman, tammdan

(2.1.1) deki C vektort sifirdan farkl: vektordar. (2.1.1), (3.2.2), (3.2.3) ve

Lemma3.1. uygulanirsa,
%g" (1+ g”? ) +g" (l+ g” ) ~4g'g" — tlzg'(l+ g” )3 = —fg'(l+ g” )3 (3.2.4)

elde edilir. Gergekten G =(G,, G,, G,) Gauss donisimiine Laplace operat6rinti

uygulayalim. AG =(AG,, AG,, AG,) diyelim. Buradan,



S S 1 gy Jof &
T Cosear [\/1+ & ]+[I(l+g'2) (1+g'2)2}azu+gfz

g!

——(cos0)
1+g 59

2

1+g' t2(1+ g'z)3

coso -—tg" (1+ g’ ) —g'(1+ g'z)t+ 4g's"t? +g'(l+ g )3]
AG, = ,

!

:

AG. = snog —tzg”’(1+ g’2>—tg"<l+ g'z) +4g’g”212 +g’(l+g'2)
? \/1+g'2 £ (1+ g" )3
ve
IV 3¢%g""t—g"t—g'g"(1+g%) - g'g"(1+g"?)
3 1
(1+g'2) t(1+gr2)§
olup
G C0s0_| 1°g"(1rg”)-g'(Lrg”)t +4g" g (14g")
1+g" t2(1+g'2)3
sino —tzg”'(1+ g” ) —g"(l+g'2 )t +4g'g"t* +g'(1+ g” )3
1+ g7 E (1+ gfz)s '
1 |3g%g"-g"1-gg"(1+¢"7)1-gg' (1+¢7)
(1+g'2)3 l(1+ gVZ)%
olarak elde edilir.
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AG = f(G+C)

esitliginde ifadeler yerlerine yazilip karsilikli bilesenler esitlenirse,

gl

g . -1
cosf +c¢,, ——=9no +c.,, +c
1+ g'2 ' 1+ g'2 ? 1+ g'2 3}

coso —fzg”'(1+g'2)_g”(1+g'2)t+4g'g,2t2+g'(l+g’2)3 =f{ g c030+cl]

1+ g” t2(1+g’2)3

AG=f

olur. Esitligin olabilmesi igin ¢, =0 alinmalidir. O halde; esitligin her iki tarafindaki

coso

ifadeleri sadelesir. Bu durumda,

—g" (L g'z)—%g'(1+g’2)+ 4g'g" +t12g'(1+g'2)3 = fg'(1+g")
elde edilir. Her iki taraf1 (-1) ile carparsak
g"(l+g'2)+%g"(1+g'2)—4g’g"2 —%g’(1+g’2)3 = —fg'(1+ g?)
olur ki (3.2.4) denklemini bu sekilde elde ederiz. Benzer sekilde ¢, =0 olacakur ve

aym denklem elde edilecektir. Simdi ¢, icin inceleyelim. Buradan c,=c adaim. O

halde
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_ -1

e

1

1 |3 i-gt-ge"(1+g” )i —g"(1+g"?)
(1+ g'Z)S t(1+ g”? )5

3g%g"” - g" - g'g"(1+¢")- %g'g’ (1+g7%)=r(1+g?) (—1+ c(l+g” );]
olur. Her iki taraf (~1) ile carparsak
%g'g”(l—i—g'z) +gg"(1+g?)+g"? -3¢ = f (1+g") (1—4@) (3.25)
denklemini elde ederiz. (3.2.4) denklemini # ile Garptigmizda
g'(1 g?)t+ g" (14877 —4ge" —g'(1+ ) = —fe'(1+ g2 7 (3.26)

denklemini elde ederiz. (3.2.5) denklemini —g't* ile carparsak

12 n 2 _m ' n2,2

—g'°g (1+g’2)t—g g (1+g’2)t2 +3g"°%0 " — g™

= _fg’(1+ g’2)3 t?+ fg’(l+g'2)3 tzc\/@

olarak bulunur. Esitligin ikinci kismindaki ifadelerin (3.2.6) da ki degerleri yerlerine

yazlirsa;

c\/]Tg'z_g’(lJrg'z)tJr g"(l+ g'z)t2 —4g'g"%? —g'(1+ g” )1
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= g"(1+ g'z)t+ g" (1+ g'z) t? —4g'g"%? —g’(1+ g’2)3

" nggn(1+ ng)t+nggrn(1+ ng)t2 _ 3gr3gn2t2 n grgn2t2

olur. Gerekli dizenlemeler yapilirsa

g"(1+ g” )21‘ +g (1+ g” )2 t* —3g'g"t? (1+ g” ) -g' (1+ g )3
(3.2.7)

=cyl+g” {g'(l+ g'z)t +g'"<1+ g'z)t2 —4g'g"%? - g'(1+ g'2>3}

elde edilir. Yani (3.2.4) ve (3.2.5) denklemlerinden (3.2.7) denklemi elde edildi.

(3.2.7) denklemini
P(t) =c\1+ g ()0() (3.2.8)
olarak tekrar yazariz dyle ki
Pty =(g"+g")(1+g"?) t-3g'g"* (1+ g )2~ g'(1+ &) (32.9)
ve

O(t)=g"(L+g? )t +g"(L+g” )i ~4g'e"* ~ g'(1+g")° (3.2.10)
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olur.M , polinom gesit bir donel yiizey olsun. Boylece, g(¢) t ye bagli bir
polinomdur. g(z) nin derecesi degg(¢) ile gosterilir. Eger degg(¢)>2 ise o
zaman deg P (¢)=degQ(¢) =7 olur ki bu bir geliskidir. Béylece, sadece (3.2.8) igin
sz konusu olanihtimal deg g (¢) =1 olmasidir.

Bu durumda, bazi a# 0 sahiti icin g'(¢)=a dir. Bdylece (3.2.7) denkleminde

g'(t) =a ifades kullamlirsa
-a (1+ a2)3 =cVl+a? (—a (1+ a2)3)

olur. Buradan da

olarak elde edilir. Bundan dolay1 M nin parametrik ifades asagidaki esitlige

indirgenir.

x(@,t)

(tcosO,tsin,at) , a#z0aeR (3.2.11)

Sonug olarak asagidaki teoremi elde ederiz.
Teorem 3.2.1. Polinom ¢esit bir donel ylzeyin, ikinci ¢esitten noktasal 1-tipli bir
Gauss donustmine sahip olmast icin gerek ve yeter sart yuzeyin bir dik koni

olmasidrr.
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Simdi rasyonel cesit donel yiizeyleri ele adalim. Bu durumda, (3.2.1) in g(¢)

fonksiyonu ve bunun tirevi olan g'(¢) fonksiyonu, ¢ derasyonel fonksiyonlardir.

()

q(t

=

Eger ¢'(¢) bir sabit degil ise g'(¢)= seklinde yazilabilir ki, r(¢) ve ¢(¢) asa

—

polinomlardir. Yani, r(¢) ve g(¢), deg>1 olan bir ortak carpana sahip degildirler.

degr()=n ve degg(s) =m oldugunu varsayalim. (3.2.8) den 1+ ¢’*(f) nin ayru
zamanda bir rasyonel fonksiyon oldugunu biliyoruz. Bundan dolay1, eger ¢'(z) sabit

degilse 0 zaman

g* () +r* (@)= p*()

esitligini saglayan bir p(r) polinomu mevcuttur ki g(¢), r(¢) ve p(f) asa

polinomlardir.
P(t)=g"(t)A+g" (1))t P(t) = g"(t)A+g"*(1))*?,
P(1)=g'(0g" (t)A+ g (1)e?, P,(t) = g'(01+g"*(1))°,
O, =g"(t)L+g" (), 0,(t) = g"(")(L+g"*())e?,
0,(1)=g'(t)g"*(t)* 0,)=PJ1).

O zamen F,...,P,,0,,...,0, aym zamanda rasyonel fonksiyonlarchr.

Durum 1 :
m=0 ise g(¢) bir polinomdur. O taktirde, donel ylzeyin dik koniden baskabir sey

olmadhigi Teorem 3.2.1. den gorul Ur.
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Durum 2 :
m>1 olsun. O zaman her bir i=1,...,4 igin ¢'(t)p,(t) ifadesinin bir polinom

oldugunu goruruz. Fakat

r6)p°(t)

7 000=""5

oldugunu biliyoruz. Cunku ;

0,(=F,(1) =g () (1+g7(1))

0 (1+ rz(r)js ) (qz(r) +r2(r)T
a0 ¢0) adl 40

r@e)p°(t)

=¢"(0Q,(1) = 0

dir. g'(v) :% esitlig (3.2.8) deyerineyazilirsa
qt

P()=c 28 0()
q(?)

elde edilir. Boylece ¢°(r)0, (r) bir polinomdur. Bu bir geliskidir. Cuinki p(t), q(t), r(t)
asaldirlar. Sonug olarak asagida ki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.2.2.

Ikinci ¢esit noktasal 1-tipli Gauss donusumlil yiizeylerin polinom cesitleri harig,

rasyonel donel ylzeyleri yoktur.
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Son olarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2.3.

Rasyonel donel ylizey noktasal 1-tipli bir Gauss donisumuine sahiptir gerek ve yeter
sart o bir dizlemin acik bir bélimaddr, dik konidir veyadairesel silindirdir.

Ispat :

M dond ylzeyi,

x(u,v) z(qo(v) COSu,(o(v)Sinu,q/(v)) (3.2

ile parametrize edilen bir donel ylzey olsun. Eger ¢ fonksiyonu bir sabit ise o

zaman yuzey bir dairesel silindirdir.¢ sabit olmadigi zaman, donel ylzey

x(0,t) = (¢ cos0,tsind,g(t)) (3.2.12)

ile ifade edilir. Bu durumda, donel yiizeyin sabit ortalama egrilige sahip olmasi igin
g =g(t) asagdaki diferensiyel denklemin bir ¢ozimi olmas: gerek ve yeter sarttir.

Sabit ortalama egrilige sahipise H' =0 drr.

Gl+En—-2Fm
- 2AEG-F?)

oldugunu biliyoruz. x(8,t) = (tcosf,tsinf,g(t)) yuzeyinin [.temel form katsayilarn

G =(x,x,)=1+ g"*(?)
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E=<x9,xe>:t2

<x9 1% >

F

Il
o

dir. Y Uizeyin normal vektori

N = (coshg'(r),sinfg' (1), -1)

1
V1+g" ()

olmak Uzere ylzeyin II.temel form katsayilan

1g'(t)

l=—{xpq, N)=————

i V) V1+g(t)
m=—<x9t,N>:0

n:—<x N>: g’

NP0

olarak bulunur. Buifadeler H denkleminde yerlerine yazilirsa;

g'(1)(1+g" () + 12" (1)

H = 3
2(1+g"(r) )P

eldeedilir. Buradan A min tUrevi alimrsa

g"+ %(1+ g%)+2a(1+g"” )2 =0 (3.2.13)
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elde edilir.(baz1 o sabiti igin) Eger

g'=sinhy

" !

g"=y'coshy

uygulayalim. Bu ifadeler (3.2.13) de yerlerine yazilirsa,

3
y’coshy+m(1+sinh2y)+2a(l+sinh2y)2 =0,
t
sinh 3
Y COShy-l—TyCOShzy+2a(COShzy)2 =0,

1.
y'+;S|nhyCOShy+2aCOShzy=O

olur. Yine y=tanh™*w donustimi uygulanirsa,

olur. Bu ifadeler
1. )
y'+=sinhycoshy+2acosh®y =0
t

esitliginde yerlerine yazilirsa

(3.2.14)



w'(t) + w(t) +2at =0 (3.2.15)

lineer denklemi elde edilir. (3.2.14) denkleminin ¢bzimund bulalim. Bu denklem

Ww(t) + %w(t) - 2

_[%dz

olarak yazilabilir ki denklemin her iki tarafim e’* =™ =1t ile carparsak denklem

tam diferensiyel denklem haline gelir. Buradan

[%(wt) =I—2at

—2at’

wt = +c

elde edilir. W=—Ott+§ ifadesinde ¢ = a diyelim. O zaman w(t)=—oct+j— olur.
w(t) =—at+% ve y =tanh™ w ifadelerini yaptigimiz déniisiimlerde yerlerine

yazarsak

g'(t)=sinhy,

g'(t) =sd nh(tanh‘lw) ,

t

2'() :sinh[tanhl( “‘“’ZD ___a-ar (3.2.16)
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olur. Buradan ¢(7)

gO%sz a—at’ ., (32.17)
t2

—(a—at2)2

ileverilir. Eger a =a =0 ise g bir sabittir. CUnkU;

g(t)=[0di

=c
olur. Bu durumda ylzey dizlemin acik bir bolimudir. Eger oo = 0ve a #0 ise

a

g(I)ZIF
—a

dt

olur. Bu integralin sonucunu bulmak icin ¢=acoshx degisken degistirmesi

yapilirsa

t =acoshx

dt =asinhx

olur. Bu ifadeler yerlerine yazil irsa;
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a’sinhx

g(t):J‘\/ - dx
a

cosh? x —a?

=ax+c,

olur. ¢t=acoshx ifadesinden dde edilen x:cosh‘l(ij, g(t) ssitliginde yerine
a

yazilirsa
g(t)=acosh™ (Lj +¢
a

olur. Bu durumda yuzey bir katenoid dir. Aym zamanda rasyonel ¢esit degildir.

Eger a=0vea#0ise

o()=[——2" a4
J.\[tz—(atz)z

=vJa?-t*+c,
ile gosterilir. Bu durumda yizey bir kiredir. Ayni zamanda rasyonel ¢esit degildir.
Eger a,a #0 ise, (3.2.16) g(¢) nin ¢ de bir rasyonel fonksiyon olmadigin ve eliptik
fonksiyon terimleriyle ifade edilebilir oldugunu agiklar. Eger M , rasyonel donel
ylzey ise 6yle ki ikinci ¢esit noktasal 1-tipli Gauss dontisimuine sahiptir.

M, Teorem 3.2.1. ve Teorem 3.2.2. ye gore dik koninin agk bir bolimudir.

Teoremin tersini ispatlamak kolaydir. Clnk

57



x(0,1) =(tcos0,tsin b, at)

dik koni denklemini ele alalim. Bu denklemin sirasiyla 6 vet ye gore kismi tirevleri

x, =(—tsin@,tcosh,0), x, =(cosh,sin,a)

olup ytzeyin Gauss donistimu

G= ! (acosf,asing,-1)
a’ +1
olur.

1
= 0

t? o ; 2
(@)= 0] -

0

olmak Uzere Laplace operatord,

N nd |, 0 20
@(ae(@g 80j+8t(\/§g atD
1 1 a0 1 i}

A= ———— -
12 00% t(@*+D ot 1+a’or’

elde edilir. Gauss donlstimiine Laplace operattrii uygulanmrsa,
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1( acosf@ asn@ -1

Va2 +1 Va? +1 a2 +1J'(O'O’ﬁn
-%[ %)

olur. Dolayisyladik koni Gauss dontisimu noktasal 1-tipli ve ikinci gesittendir.

x(0,1) =(t cosh,tsind,c) denklemini géz dniine alalim. Bu denklem diizlemin agik

bir bdlimint ifade eder. (Sekil 3.3.)

=(-tsind,tcos,0), x, =(cosh,sinb,0)

olmak tzere G =(0,0,—1) olur. L aplace operatori

2.0 = 0
(8)-[5 5 (=]
/ 0 1 0 1
olmak Uzere
102 1 02

200 i o

olarak bulunur. Sonuc olarak,

AG=0
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olur. Benzer sekilde dairesel silindirin rasyonel cesit ve G Gauss donisUmaniin

noktasal 1-tipli oldugu gosterilebilir. Boylece teorem ispatlanmus olur. (Sekil 3.4.)

Sekil 3.3. Duzlemin agik bir bolimu

-
i
B
a
-
3
-
T
i
i
i
i

LT o
_.l'

i
i
B = T
|- i
= i &
— 1=
e i %, -
o 5 i N
_—— - i e
=" — e
e — W
|} ",
iy =
"
"
.
]
Ls
LY

LTI

Sekil 3.4. Dik dairesel silindir
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4. 3- BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA GAUSS DONUSUMU

NOKTASAL 1-TiPLi OLAN DONEL YUZEYLER

Bu bdlimde Minkowski 3-uzayinda Gauss donisimi noktasal 1-tipli donel yuzeyler
incelenecektir. M, E® de ekseni L olan bir donel yiizey olsun.M’, M —L nin
herhangi bir irtibatli parcas olmak Uizere asagidaki lemmay: verelim.
Lemma 4.1.

(i) Eger L spacelikeeksenise g ve r, s parametresinin diizgin fonksiyonlar: ve
her s icin;

g%(s)-r?*(s)20 ve r(s) =0
olmak lUzere M,
I=(g"%-r?)ds*+ r*dp*

metrigi ile birlikte

x=g(s), y=r(s)sinh(p), z=r(s)cosh(p); a<s<b, —0 <@ <

formundaverilir. Gercekten ;

I=(x,,x,),ds*+2x,,x,), dsdp+(x,,x,), dp*
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oldugundan (x_,x ) , (x(p,x(P)L , (xs,x(p>L I¢ carpimlarim hesaplarsak;

x(s,0) =(g(s),7(s)sinh(p),(s) cosh(p)) olmak Uzere;

(g'(5), 7' (s)sinh(e), ' (s) cosh() ),

x, =(0,r(s) cosh(p),r(s) sinh(p)) ,

(x,x,), =(&"°(s)+r*(s)sinh*(p) — "*(s) cosh® () ),

=)= (s),

(x,x,) =(0+r'(s)r(s)sinh(p) cosh(p) - '(s)r(s) cosh(p) sinh(p)

=0,
ve

<x(p X, >L = (O+ r?(s) cosh® (@) —r*(s)sinh? ((p))
= (r*(s)(cosh?(¢) —sinh*(p) )

=r*(s)
olur. Buna gore,

I= (g’z(s)— r'z(s))ds2 +r?(s)de?

elde edilir.

(ii) Eger L timelikeeksenise g ve r, s parametresinin diizgin fonksiyonlar
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veher s igin

g% (s)-r"?(s)= 0 ve r(s) 20

olmak UzereM',

I= (r’2 —g’z) ds® + r*de?

metrigi ile

x=r(s)cosl, y=r(s)sing, z=g(s); a<s<b,0<0<2r

formunda verilir. Gergekten;

I=<xs,xs >L ds* +2<xs,x6 >L dsd0+<x9,x6>L d6*

oldugundan (x,x), , (x,,x,),, (x,,x,), i¢carpimlarim hesaplarsak,

x(s,0) = (r(s)cosh,r(s)sinb,g(s)) olmak lizere

X, = (r'(S)COSG,r' (s)SiﬂH,g'(s)) ,

x, =(-r(s)sin®,r(s) cos,0),
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(x,,x, >L = (r'z(s) cos’ 0 +r'?sin?0 —g'z(s))
=(r’2(s))(cosz 0+sin? 9)—g’2(s)) ,

=(r*(s)- g%(s))

(x,,x, >L = (—r'(s)r(s)cos@sing +r'(s)r(s)sin@ cosd+0)

0,

<x9,x9>L :(rz(s)sin29+r2(s)00829—0)
:rz(s)(sin2 0+ cos’ 0)

=r*(s)
elde edilir. Buna gore;

I= (r’z(s)— g'z(s)) ds® +r*(s)dO?

olur.

(iii) Eger L light like eksenise f ve g, s parametresinin diizgin fonksiyonlari

veher s icin,

g*(s) = f"*(s) #0 ve g(s) - f(s) #O

olmak Uzere M,
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IZ(f’2—g'2)ds2+(f2—g2)dt2

metrigi ile birlikte,

x=t(g-f)

2
y=f+%(g—f) a<s<b, —0<t<owm

z=2+%(2—f)

formunda verilir. Aksine, yukaridaki her bir durum icin verilen bir ytzey, bir donel

ylzey olup,

i) durumundaytizeyin profil egriss s - x=g(s), z=r(s),
i) durumunda ytzeyin profil egriss s > x=r(s), z=g(s),

iii) durumunda yuzeyin profil egris s - y = f(s), z= g(s) dir

Lemma 4.2.
(a) Profil egrisinin yay uzunlugu s ile parametrize edildiginde ve x = x(s) >0

kabul ettigimizde, lemma (4.1)-(i) de

x(s,9) = (z(s),x(s) sinh(e), x(s) cosh(e) ) (4.1)

seklinde ifade edilen bir donel ylzey icin, asagidaki sonuclar elde edilir.

(a,) & =+1olmak lizere, I. ve II. temel formlar,
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x, =(2'(s), ¥'(s)sinh(p), x'(s) cosh(g) ),
x, =(0,x(s) cosh(p),x(s) sinh(p))

<xs VX, >L =2"%(s) = x"*(s)

dir. Bunagore;

I = g ds® +x*(s)do®

elde edilir. Ayrica;

X X, X, = (—x"(s)x(s),—z'(s)x(s) sinh(¢),—z"(s)x(s) cosh(¢) ),

b, =56,

bulunur. Diger taraftan;

G =(=x'(s),~Z'(s)sinh(e), —='(s) cosh(g) ) ,

x,, =(2"(s),x"(s)sinh(¢), x"(s) cosh(¢) ) ,
x,, =(0,x(s) cosh(g), x'(s)sinh(e) ),

X =(0,x(s)sin(p),x(s) cosh(e)),
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olmak Uzere,

<G, X, >L = (—x'(s)z"(s) + z'(s)x"(s)) ,

elde edilir. Buna gore;

I = (=X (5)2"(5) + 2'(5) X"(5) ) ds” + 2 (5) x(5) do®

olur. Sonug olarak;

I =gds’+x°(s)d¢’

(4.2
I =g, (zx"—x'z")ds* + (z'x)do’
elde edilir.
(a,) Yukaridahesapladigimizifadeleri A min formiiliinde yerine yazarsak
H ortalama egriligi ve tlrevi,
2H =g (Z'x"—x'2") + (Z—j
X

4.3)

:

2H' =g, (2"~ ¥=")+ (

= |

olur.

67



(a,) Laplace operatoriini hesaplarsak

G alae g o £ 2l e ) e )

ﬁl

esitliginden

2
A=—|g 8_2+x_8 +—= 1 0 (4.9
os° xos) x° 0@

elde edilir.
(b) Profil egrisinin yay uzunlugu s ile parametrize edildiginde ve x =x(s) >0

kabul ettigimizde, Lemma(4.1)-(ii) de
x(s,0) = (x(s)cosO,x(s)sing,z(s)) (4.5

formunda verilen bir donel ylizey icin asagidaki sonuclar elde edilir.

(b,) & ==*1 olmak tizere 1. ve II. temel fomlar

I = gds” +x°d0?
(4.6)
I=¢/(z'x"-zx")+(z'x)d6?

ileverilir.
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(b,) H ortalamaegriligi,

SRR
X
, 4.7)
o - - )
X
esitliklerini saglar.
(b;) Laplace operatori
0> x'o) 1¢
A=— — = = 4.8
{1(&92 x&sj x2892] (“48)

ileverilir.
(¢) Profil egrisinin yay uzunlugu sile parametrize edildiginde ve z(s)-y(s)>0
kabul ettigimizde, Lemma (4.1)-(iii) sikkinda

2 t2

x(s,1) = [t(Z(S) =»(5));»(s) +%(Z(S) =¥(s));2(s) +E(Z(S) —y(S))j (4.9)

formundaverilen donel bir ylzey icin asagidaki sonuclar: elde ederiz.

(¢,) & =71 olmak tizere birinci veikinci temel formlar,
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[ =¢,ds* +(z—y)2 dr?

(4.10)
H=¢/(zy"=yz")+(z=y) (2 —y")dt?
ile verilir.
(c,) H ortalama egriligi
2H zgl(z'y"—y'z”)+(z — J
.
o @.11)
2H =gl(z'y'”—y'z'")+[z ) j
z=)y
esitliklerini saglar.
(c;) Laplace operatord,
2 [ 2
A:_ a_2+Z y g + 1 2 82 (412)
1 o5 z—y 0s (z—y) o

ileverilir.

Teorem 4.1. M, donme ekseni L olan, 3-boyutlu bir Minkowski uzayinda
baglantil yari-Rieaman bir donel ylzey olsun.M', M —L at kimesinin herhangi
baglantil1 bir parcasi olmak Uzere, M' Gauss donisimi noktasal 1-tiplidir gerek ve

yeter sart eger M’ sabit ortalamaegrilige sahip ise.
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Ispat:

Teoremin ispat1 igin ilk olarak birinci kismi ispatlayalim. Yani, lemma 4.1 deki
(i),(ii) ya da (iii) de verilen bir M donel ylzeyinin baglantili bir M’ par¢as igin,
M' noktasal 1-tipli Gauss donlsimine sahip oldugunda, H ortadama egriligi
sabittir. ikinci olarak, (her Gc tip icin) A/’ icin tersini ispatlamak zorundayiz. ilk
olarak bilinen bazi durumlar: dikkate alaim. (i) durumunda verilen bir M ylzeyi

icin {M -L,x=r(s)<0} nveya {M-L,x=r(s)>0} in herhangi baglantil1 bir
M’ parcasinm dislinmek zorundayiz.
Benzer sekilde (ii) veya (iii) durumundaverilen bir M ylzeyi icinsirasiyla
(M -L,z—y=g(s)- f(s)<0} 1n veya {M-L,z—y=g(s)—f(s)>0} in veya
{M-L,x=r(s)<0} veya {M-L,z=r(s)>0} 1n baglant:li herhangi bir M’
parcas i diisinmek zorundayiz.
Bu ati durumun her birinde, M parcasim noktasal 1-tipli Gauss doniismtine sahip
oldugunda ortalama egriligin (H ) sabit oldugunu kamtlamistik. A mn sabitligini
ispatlamak icin her bir durumda verilen iki farkli parcayr ayrn ayrn dikkate almak
gerekli degildir. Bunun icin yukarida verilen yuzey parcalarindan sadece birini
dikkate alarak ispat1 gerceklestirecegiz.

Ozel olarak lemma 4.2. de dikkate alinan yiizeyler icin saglanir. Burada (i) ve (ii)
icin ispat yapilacak. Benzer sekilde (ii) icinde ispat yapilabilir.
Simdi ispata baglayabiliriz.
1.Adim:

(i) Lemma 4.2-(a) daverilen bir M’ donel yuzeyini (yani 4.1 de verilen yuzeyi )
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dikkate alalm. Bu durumda M', {M -L,x(s)>0} kimesinin baglantili bir
parcasidir. G =—(x",z'sinh(p),z'cosh(p)) Gauss donlsumil icin A’ Uzerinde

AG = fG sartimi ifade edelim. G den

G, =—(x",z"sinh(e),z" cosh(p))

G, = ~(x",2"Sh(p), " cosip)),

S

G,, =—(0,z'sinh(p),z’cosh(¢)),

vektorlerini elde ederiz.O halde, (4.4) denklemini uygulayarak Gauss dénusimunin

Laplace 1
—[gl(c;m +2G) +%Gw}
X X

vektori yardimmyla

!
x

gl X"+—x"
x

/ 1,).
AG = {gl(z”+x—z"j+—2z'}snh((p)
X

X

{sl(z" + x—z"}t %z’}cosh((p)
x x

seklinde elde edilir. Bu esitlikten asagidaki fonksiyonlar: tanimlamak mimkindur.
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/ !

X x 1

A=x"+=—x" ve B= 81(2"’ + —z’j +-—z' olsun. Bu durumda
X X X

AG = (&,4, Bsinh(p), Bcosh(p))
yazabiliriz. Diger taraftan
(AG,G), =—(&x'A-z'B)
oldugundan AG = fG sarti AG + ¢, (AG,G), G = 0 ifadesine denktir. Bu esitlikten

g,d—¢g(exXA-2'B)(-x")=0
{B-¢,(&x'4-2B)(-2')}sinh(p) =0
{B-¢,(&x'4—2B)(-2)} cosh(p) =0

elde edilir. Bunlar asagidaki iki esitlige denktir.

(1+ex'?)4-xzB=0
(4.13)
xX'z'4+ (1— 812'2) B=0

Aynca,

(r):z?-x"%=¢,
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bagintisim kullanarak, (4.13) esitliklerinin asagidaki (4.14) sartina denk oldugunu

gorariz.
{Z’(Z’A ~£x'B) =8 (4.14)

(r) bagintisi ve tirevi kullanarak basit bir hesaplamadan sonra

!

ZA—gxB =(zx"-xz")+¢ (Z—j (4.15)
X

elde edilir. Diger taraftan (4.3) deki ikinci formilden H ortalamaegriliginin tirevi

!

!

z
2" —x'Z" =26, H' —¢, (—j
X

seklinde elde edilir.(4.15) deki esitlik dikkate alimrsa yukaridaki ifadenin
Z’A—ex'B=2¢,H'
oldugu goruldr. Bu durumda (4.14) sarti

ZH' =0
XH'=0
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seklini alir. Buradan (r) bagintia kullamlarak H'? nin sifir oldugu gorilir. Boylece
M' Uzerinde, H' 6zdes olarak sfirdir. Tersine Lemma 4.2 deki (a) sikkindaki A’
ylzeyinin sabit ortalama egrilige sahip oldugunu kabul edelim. M' ylzeyinin
noktasal 1-tipli Gauss donusUmuine sahip oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin

(4.14) de verilen bagintiya ulasmak zorundayiz. A nin tirevinden

!
!
z

(Zx"-x'z") =26 H'~¢ [—j
X

bagintisina sahibiz. Ayrica 4 ve B degerleri kullamlarak

!

!
z

ZA-gxXB=(2x"—x2")+ ¢, (—j
X

esitligi elde edilir. H'=0 oldugundan bu iki bagintidan z'4-¢,x'B=0 bagintiam
elde ederiz. Bu durumda (4.14) sart1 saglanmis olur. Bu da ispat1 tamamlar.

2.Adim:

(iii) de verilen bir M yuzeyini, yani lemma (4.2)-(c) de verilen ylzeyi gbz 6nine
alalim. Birinci adimda yapilanlara benzer olarak M’ nin noktasal 1-tipli Gauss
donistmiine sahip oldugunu kabul edelim

Ilk olarak M' yi {M —L,z(s)—y(s) >0} kiimesinin baglantil bir parcasi olarak gz

ontne aaim.
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olduguicin U =z'—y" kullanarak,

—tU’ —tU"’
2 t2
G=-z'-Z-U"|,;,G=|z"-=U"
2
t2 2
y’__U! .yH_ UH
tUM
t? 0
G, = z’—EU” G, =|-U
-U
yn_iUm
2

(4.16)

vektorleri kolaylikla elde edilir. O halde, Gauss donusimunin Laplace' 1, (4.12) yi

uygulayarak

vektori yardimyla

2 t2
AG=| g (—z”’ +=U" |+¢ (—z” +—=U
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" " U’ U,
B = 81(—2 -z (U]+U2J (4.17)

olsun. Bu durumda G nin Laplace operator,

tA4

B+t—A

o N

c+ia
2

dir. Simdi ¢ =(AG,G), fonksiyonunu hesaplayalim.

2 2 2 2
g=—UU+ 2-u || B+l al-| y-Lu | c+la
2 2 2 2
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2 2

——2UA+(2B)+ %(Z'A— UB)+(~y'C)+ %(U’C— y'A)

2 2

:—tzU'A+(z'B—y'C)+%A(z'— y')+%U'(C—B)

bulunur. Diger taraftan

Z!_y!:U!
ve
C-B=4

dir. §=(AG,G), =ZB-y'C yazabiliriz. Simdi, AG+¢,(AG,G) G =0 ifadesine

esit olan AG = fG sart;

tA+ ¢ (zB-y'C)(—tU")=0
£ r
(B-i— EAJ+ g (z'B—y’C){Z’ —EU') =0

(c+%AJ+ {(Z'B—y'C)(y'_%U,D

0

haline gelir. Yukaridaki bagintilarin her birinin sol tarafi bir polinom verir.

Polinomlarin kuvvetine uyum gostererek asagidaki denk bagintilar elde edilir.

A-¢g (zB-y'C)U
B+ (ZB-yC)7
C+e,(zB-y'C)y

Il
o O o
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Diger taraftan 4=C-Bve U'=Z-)' oldugundan yukandaki bagintilar asagida

verdi gimiz bagintilara denktir.

—(1+81(Z’2— y’z))B+ (1—81()/'2 —y'z’)) Cc=0
(1+ 812’2) B-¢yZ'C=0
&v7z'B +(1— gly'z)C =0

Ikinci denklemi (-1) ile carpip tictincilye eklersek ilk denklemi elde ederiz.

('):y"* - 2'* = &, bagintisi kullanarak ve M’ nin noktasal 1-tipli Gauss dénisimiine
sahip oldugunu dikkate alarak

{y (VB=2C) :8 (4.18)

Z'(yB-2'C)=

elde edilir. Simdi y'B-z'C ifadesini hesaplayaim. (4.17) de verilen B ve C den

dolayi

VYB-2C
: w WU U , . LU U
=Y | é&|—zZz —z2 U +? —Z | &y —y E +F
r.m r_m ' rn r~n U' !
=g |(Y"-yz )+U(zy -yz") —?(z -y')
r.m rm U' r.n r_n U,2
281((2)/ —y'z )+F(zy -z )]—Uz
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yazariz. Simdi U'(z'y"— y'z") terimini dikkate dalim. (') :y'?—z'% = ¢, bagintisi ve

bu bagintimn tdrevi kullamlarak
U’ (Zryn_ yan) — gluu
elde edilir. Ohalde y'B-z'C;

’ ! n,mn _m U" U,Z
yB—zngl(zy -yz )+__F

rm r_n U’ ,
=&, (2Y" -y )+(U]

seklini alir. Sonugta, bu esitligi

U
ZHI — 8 13 M_ r_m + =
1(Zy yz ) (Uj
bagintist ile ve (4.14) esitligi ile birlikte dikkate aldigimizda

VH'=0
ZH =0

sekline gelir. Bu durumda H, M' Uizerinde sabittir. Diger taraftan ispatin ikinci kismi

birinci adimdaki gibi kolaylikla elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3- Boyutlu Minkowski Uzayimda Gauss Doniisiimii Noktasal 1-Tipli Donel

Yiizey Ornekleri

Ornek 4.1. ( Hiperbolik silindir )

x(u,v) = (u, acosh v, asinhv)

parametrik denklemiyle verilen hiperbolik silindirin (¢ > 0) G Gauss donusumd,

G =(0,—coshv,0-sinhv)

ile verilir. Buna gore;

AG:iG

dir. Dolayisiyla hiperbolik silindir, Gauss donusuimu noktasal-1 tipli ve ikinci

cesittendir. Gergekten;

X, :(1,0,0) ve x, z(O,aSinhv,aCOShv)

olmak Uzere

x”xvaz(O,—aCOShv,—aSinhv) ve [x x x

uLv:a
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olur. Buna gore;
G =(0,~coshv,—sinhv)
elde edilir. Buradan Laplace operattrini hesaplarsak;
E=(x,x,), =1, F=(x,x,) =0, G=(x,x,), =—a’

u?! v

olur. Diger taraftan;

1 O
(&)= L
a

olur. Bu ifadeler Laplace operatdrinde yerlerine yazilip gerekli dizenlemeler

yapilirsa,

ou? a? o?
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elde edilir. Buradan G Gauss donis Umine Laplace operatériini uygularsak;

olur. Bdylece x(u,v)=(u,acoshv,asinhy) parametrik denklemiyle verilen

hiperbolik silindir Gauss dontsimu noktasal 1-tiplidir ve birinci ¢esittendir.

(Sekil 4.1.)

Sekil 4.1. Hiperbolik Silindir

Ornek 4.2. (Dik koni)

u > 0vebazi asabitleri icin a >1 olmak Uzere;

x(u,v) = (usinv,ucosv, au)
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seklinde parametrize edilen dik koni icin;

1

\/az—_l(asinv, aCOSv,l) ,

1 1 . -1
AG == asinv,acosv,1)+| 0,0, ——
uz{ a’® —1( ) ( \/az—llj

G:

dir ve dik koni Gauss donusimu noktasal 1-tipli ve ikinci ¢esittendir. Gergekten ;

x, =(sinv,cosv,au) ve x, =(ucosv,-usinv,0)

olmak Uzere,

=uva® -1

x, %, x, = (ausinv,aucosv,u) ve |x, x, x

u "L v

elde edilir. Buradan;

G= aSinv,aCOSv,l)

———(
a’-1
olur. Diger taraftan
E=1-d°, F=0, G=u’

oldugundan
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@)y 0 ve o )-uefa-r)

CHR,

i\ | 1-a?
(gj)_ ¢ 1
0 e

olur. Bu ifadeler kullanilarak A Laplace operator(;

seklinde elde edilir. G Gauss dontisimiine Laplace operatdrini uygularsak;

AG:%( 1 (asinv,aCOSv,1)+(0,0, 1 B

a’-1

olur. Boylece yukaridaki parametrik denklemle ifade edilen dik koni, Gauss

donistmu noktasal-1 tiplidir ve ikinci gesittendir. (Sekil 4.2.)
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Sekil 4.2. Dik koni

Ornek 4.3. (Hiperbolik koni)

x(u,v) = (au, usinh v, ucosh v)

seklinde parametrize edilen hiperbolik koninin G Gauss dontsUmu;

1— a2

AG ZL;I-[GJF[%'O'OD
u 1-a

G=

(Lasinhv,a COShv),
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dir. Dolayisiyla hiperbolik koni Gauss donisimi noktasal 1-tipli ve ikinci

cesittendir. Gergekten;

X, :(a,Sinhv,COShv) ve x, :(O,uCOShv,uSinhv)

olmak Uzere;

=uV1l-a°

x, %, x, = (—u,—ausinhv,—aucoshv) ve |x, x, x,

olur. Bunagore;

1-a?

G:

(l, asinhv, acosh v)

dir. Diger taraftan;

(0)- 1 3 ve amle) -1

u

y 21_1 0
(¢")=" 7
0 =

u
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olur. Bu ifadeler kullanilarak A Laplace operattr;

seklinde elde edilir. G Gauss dontsimuine Laplace operatori uygulanirsa;

AG:—i2 (]_asmhvacoshv)[ ! ,0,0B
u 1-a?
u

olur. BOylece yukaridaki parametrik denklem ile ifade edilen hiperbolik koni Gauss

doénusUmi noktasal-1 tipli veikinci gesittendir. (Sekil 4.3.)

Sekil 4.3. Hiperbolik Koni
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4. TARTISMA VE SONUC

Chen vd. (2005) ve Niang (2004) tarafindan e de edilen sonuclar detayl bir sekilde
incelenmistir. Uciincli boliimde Oklid 3-uzayinda Gauss doéniisiimii noktasal 1-tipli
olan donel yuzeyler ile birinci ve ikinci cesitten Gauss donusiimi noktasal 1-tipli
olan donel yuzeyler ele ainmustir. Ayrica bu bdlimde bir dénel yizeyin hangi
durumlarda polinom ¢esit ve rasyonel ¢esit oldugu gosterilmistir. DArdtinct bolimde
ise Minkowski 3-uzayinda Gauss donUsUmi noktasal 1-tipli done ylzeyler
incelenmistir.

Ileri calismalar icin Chen vd. (2005) ve Niang (2004) da €l de edilen sonuglara benzer

olarak hiperylzeyler icinde yeni sonuglar arastirilabilir.

89



KAYNAKLAR

A.Yildiz, 3-boyutlu Oklid uzayindaki yiizeylerin Gauss donisumlerinin  bir

karakterizasyonu, Y Ulksek Lisans tezi, Balikesir Universitesi, Balikesir, 2004.

Carmo, M. Perdigao do, Differential Geometry of Curves and Surfaces,

Prentice-Hdll Inc., Brazil, 1976.

Chen, B. Y., Choi, M., Kim, Y. H., Surfaces of Revolution with pointwise 1-type

Gauss map , J. Korean Math. Soc., 42, No.3, 447-455, 2005.

Chen, B. Y., Ishikawa S., On Classification of Some Surfaces of Revolution of Finite

Type, TsukubaJ. Math., Vol.17, No.1, 287-298, 1993.

Duggdl, K.L. and Bgancu, A., Lightlike Submanifolds of Semi-Riemann Manifolds

and Applications, Klower Academic Publishers, London ,1996.

Hacisalihoglu, H.H., Diferensiyel Geometri Cilt | ve Cilt I, Ankara Universites
Fen Faklltesi Yayinlari, Ankara, 2000.

Kuhnel, W., Differentid Geometry Curves-SurfacesManifolds, Student

Mathematical Library Volume 16, American Mathematical Society , 2006.

Lipschutz, M. M., Theory and problems of Differentia Geometry, Schaum’'s
Outline Series, New Y ork, 1969.

90



M. Dede, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Minima regle ylUzeyler, YuUksek Lisans

tezi, Eskisehir Osmangazi Universitesi, Eskisehir, 2006.

Milman, R. S., Elements of Differentia Geometry, California State  University,

Prentice-Hadll Inc. , California, 1977.

Niang, A., On rotation surfaces in the Minkowski 3-dimensional space with

pointwise 1-type Gauss map, J.Korean Math. Soc., 41, No.6, 1007-1021, 2004.

O'Nelll, B., Elementary Differential Geometry , Elsevier Inc., New York 2006.

O'Neill, B., Semi-Riemannian Geometry with Applicationsto Relativity,

Academic Press, New York, 1983.

Sabuncuoglu, A., Diferensiyel Geometri, Nobel yayin dagitim , Ankara, 2004.

91



