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Bu calismada Lorentz uzayda kiiresel egriler incelendi ve bunlarin Frenet formiilleri
verildi. Bunlar gbéz Oniine alinarak bir non-flat B-scroll iizerinde kiiresel egri
bulunamayacagi gosterildi.
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In this study, the spherical curves in Lorentzian space are investigated. By
considering these, it was showed that there is no exist a spherical curve on a non-flat

B-scroll.
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1.GIRIS

Literatiirden iyi bilinmektedir ki; verilen bir egrinin geometrisini inceleyebilmek i¢in
bu egriye ait Frenet denklemlerinin bilinmesi gerekir. Bu denklemler Serret-Frenet
denklemleri olarak da bilinmektedir-Frenet1847, Serret 1851. Bu denklemler
sayesinde bir egrinin diizlemsel ya da bir dogru olup olmadigi anlasilabilir. Bu
konuda caligmalar Once uzay egrileri i¢in yapilmistir. Verilen egrinin bir ylizey
tizerinde de bulunabilecegi goz Oniine alinarak bu tip egrilerin de geometrisinin ne
olacagi konuyla ilgili bir cok matematikg¢i tarafindan arastirilmistir. Bu arastirmalar
bilhassa bir kiire iizerinde bulunan egriler i¢in yapilmistir ki bu tip egrilere kiiresel
egriler denilmektedir. Kiirenin tanimi1 goz Oniine alindiginda aslinda kiirenin verilen
ig-carpimla ilgili oldugu agik¢a bilinmektedir. Konu bu agidan ele alindiginda
kiiresel egrilerin Oklid ve yar1-Oklid uzaylarda ¢ok farkli karakterizasyonlara sahip

olabilecegi diisiiniilebilir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢alisma boyunca kullanilacak
temel kavramlar verilmistir. Ikinci boliimde ise {i¢ boyutlu Lorentz uzayda egrilerle
ilgili temel kavramlar ele alinmigtir. Kiiresel egriler, B-scroll yiizeyler ve bunlar
arasindaki iligki ti¢ilincii boliimde incelenmistir. Dordiincii boliim ise sonug icin
ayrilmistir. Bu c¢alisma boyunca tekrar eden indisler iizerinden toplam alma

andlasmasi kabul edilerek, 6rnegin

V= zn:viei
i=1

yerine

yazilacaktir.



1.1. Tezin Amaci

Bu calismada L*® Lorentz uzayinda verilen bir kiire {izerindeki egrilerin geometrisi
incelenecektir. Bilindigi gibi Lorentz uzayda iki tip kiire vardir. Bunlardan birincisi
spacelike vektorlerin u¢ noktalarindan digeri ise timelike vektorlerin ug

noktalarindan olusan kiiredir ki bunlar sirasiyla Sl2 ve Hg ile gosterilir. Ayrica

diizlemsel olmayan bir B-scroll iizerinde kiiresel egrilerin bulunamayacagi ortaya

konulmustur.

1.2. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar i¢in Riemann Geometry (O’NEIL), Lineer Cebir (H. H.
Hacisalihoglu) ve Diferensiyel Geometri ( A. Sabuncuoglu) kitaplarindan
faydalanilmistir. Tezin igerigi i¢in ise Lorentzian Spherical Curves (G.S. Birman)
makalesinden, Contr. Algebra and Geometry (Liu Huili) makalesinden ve Trans.

Amer. Math. Soc.( Graves L. K.) kitabindan faydalanilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. TEMEL BILGILER

Bu béliimde ¢alisma boyunca kullanilacak olan kavramlar ve bazi Ornekler

verilecektir.

Tammm 2.1.1: V n-boyutlu bir reel vektdr uzay1r ve g:V xV —R bir fonksiyon
olsun. Eger asagidaki li¢ kosul saglaniyorsa g ye V iizerinde bir simetrik non-

dejenere bilineer form denir:
vu,v,weV ve V1elR icin;
i) g(u+v,w)=Ag(u,w)+g(v,w) , (bilineerlik)
ii) g(u,v)=g(v,u), (simetrik)
iii) U, €V sabit tutulan bir vektor olmak lizere Vv €V igin

g(U,,v)=0=v=0 dur. (non-dejenere)

Ornek 2.1.1: R*de tammli g(U,V) = —UV, +U,V, +UVy, U= (U,,U,,U;),

V= (Vl, V,,V, ), doniisiimii bir simetrik nondejenere bilineer formdur.

Tanmm 2.1.2: V bir vektor uzayi olsun. g V {izerinde taniml Simetrik non-dejenere
bilineer form ise g ye bir skalar ¢arpim, (V,g) ikilisine de bir yar1-Oklidiyen

uzay denir.

g, V ilzerinde taniml simetrik non-dejenere bilineer form olsun. S = {al,..., Ocn} \Y

nin bir bazi olmak {lizere bilesenleri g; = g(ai,aj) reel sayilari olan G =[gij]
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matrisine g nin S bazina gore matris gosterimi denir. Buna gore U=U'e; |,

v :Vjaj ise

seklinde yazilabilir.

Teorem 2.1.1: g, V iizerinde taniml1 simetrik bilineer form olsun. Bu durumda g

non-dejeneredir < V nin herhangi bazina gére g nin matrisi regiilerdir [8].

Ispat : g non-dejeneredir & YveV igin g(u,v)=0 ise u=0 dir.
= {el,...,en} V' nin bir baz1 olmak iizere her bir i igin
g(u,e)=0ise u=0

< g(u'e;,g)=0 ise u=0

u

@[gij]. : |=0ise u=0
un

< det[ g; |#0

= [gij] regiilerdir.

Tammm 2.1.3: g, V iizerinde tanimh simetrik bilineer form olsun. Eger her bir
veV igin, v=0, g(v,v)>0 (g(v,v)<0) ise g ye pozitif (negatif) tanimhidir
denir. g(v,v) >0 (g(v,v)<0) ve sifir olmayan bir U vektori i¢in g(u,u) =0 olmasi

durumunda g’ ye pozitif (negatif) yar1 tammhdr denir.

11



Tanmm 2.1.4: g, V iizerinde tanimli simetrik bilineer form olsun. gnin iizerinde
negatif tanimli oldugu V ’ nin en genis altuzayinin boyutuna g nin indeksi denir. Bu

indeks (V,g) nin de indeksi olarak tanimlanir ve indV ile gosterilir.

Tammm 2.1.5: g, V {izerinde tanimli simetrik bilineer form olsun. h:V >R,

h(v) = g(v,v) seklinde tanimli doniisiime g nin kuadratik formu denir.

Eger h g nin kuadratik formu ise vu,veV ig¢in
1
g(u,V)zi{h(u +Vv) —h(u) -h(v)}

seklinde yazilabilir. Bu durumda V nin dyle bir E = {el, o€ } baz1 vardir ki
h(w) =3 4,4 2.)
i1

Seklinde yazilabilecegi lineer cebirden iyi bilinmektedir. Burada A €R,v=V'e, dir.

r >0 olmak iizere (2.1) deki A lerin p tanesi pozitif, q tanesi negatif ve r tanesi
de sifir ise h kuadratik formu (p,q,r) tipindedir denir. Burada sunu belirtelim ki

yukarida qve r sayilar sirasiyla g nin indeksi ve sifirlik derecesidir. g nin sifirlik

derecesi W= £eV|g(&Vv)=0,YweV olmak iizere boywW olarak tanimlanir.

h kuadratik formunun kanonik formu baza gore degisebilir fakat tipi degismez.

Teorem 2.1.2: g, V iizerinde tanimli simetrik bilineer form ve gnin (p,q,r)

tipinde kuadratik formu h olsun. O zaman asagidaki 6nermeler dogrudur:

(i) g dejeneredir (non- dejeneredir) < r>0 (r=0).

12



(ii) g pozitif (negatif) tanimhi << p=n (g=n).

(iii) g pozitif (negatif) yar-tanmli< p>0,g=0,r>0 (p=0,>0,r >0)

gnin bir U :{ul,...,un} bazina gore matrisi G =[gij] olsun. V nin Oyle bir
E= {el,...,en} bazi bulunabilir ki €; ler G nin karakteristik vektorleridir. Bu baza

gore kuadratik form da kanonik forma sahiptir. Eger kuadratik form (p,q,r) tipinde
ise g non- dejeneredir (dejeneredir) < rankG =n (rankG <n) dir. Ger¢ekten g

nin E bazina gore matrisi hesaplanirsa

_ﬂl 0 _
0 4 O 0
: 0 0 : : :
0 04 0 i i :
0 A 0 : :
G= P .
0 0 :
0 A4, 0
O ﬂ’p+q+l 0
0 0 0
_O 0 ip+q+l’_

elde edilir. Buradan det(G) =] [ 4 dir. 1<i<pigin =~ 4 >0, p+l<i<p+q

i=1

i¢in 4, <0 oldugundan det(G) #0<>r =0 sonucuna varilir.

Tammm 2.1.6: g V {izerinde tanimli simetrik non-dejenere bilineer form olsun. g
nin kuadratik formu (p,q,0) tipinde ve p.q=0 ise V ye proper yar1 Oklidiyen

metrik denir.

13



Tanim 2.1.8 de q=0 ise V bir i¢ ¢arpim uzayi, g =1 ise V Lorentz (Minkowski)

uzay1 ve g de sirastyla bir i¢ ¢arpim veya Lorentz metrik adini alir.

Tamm 2.1.7: (V,g) bir yar-Oklidiyen uzay olsun. veV olmak iizere

V| :|g(v,v)|}/2 reel sayisina V nin normu veya uzunlugu denir.

Tamim 2.1.8: (V,g) bir yar1 Oklidiyen uzay ve x €V olmak iizere,
(i) 9(xx)>0 veya x=0 ise X vektdriine uzaysi (spacelike),
(ii) g(x, X) <0 ise X vektoriine zamansi (timelike),

(iii) g(x,x)=0 ve x0 ise bu durumda X vektoriine 151ks1

(lightlike, null veya isotropik) vektor denir.

Ornek 2.1.2: a) Euzaymnda spacelike, timelike ve lightlike vektérleri arastiralim:

dir. Bu denklemler R* de 1. ve IL agiortay dogrularin1 gostermektedir. Bu

dogrular iizerindeki vektorler lightlike vektorlerdir. (O haric).

14



X1=-X >
X1=Xp

specelike

X1

specelike

Sekil 2.1. E; de spacelike, timelike ve lightlike vektorler

b) E} Minkowski uzaymnda spacelike, timelike ve lightlike vektorleri elde

edelim;:

g(x,x)=0
X +X+x =0

2 2 _ 2
X, X5 =X

elde edilir. Bu da bir koni denklemidir ve bu koniye lightlike koni denir. Koni
yiizeyinde yatan vektorler lightlike, koninin i¢ bdlgesinde yatan vektorler timelike,

dis bolgesinde yatan vektorler spacelike vektorlerdir.

15



Xs

X,

L

X1

Sekil 2.2 E13 de 151k konisi

u eV olmak iizere g(u,u) =1 ise U ya bir birim vektor denir. V de alinan U ve Vv
gibi iki vektor i¢in g(u,v) =0 ise bunlar ortogonaldirler denir ve u Lv seklinde
yazilir. U,W <V birer altuzay olmak ilizere VueU ve YweW i¢in g(u,w) =0 ise

U ve W altuzaylari birbirine diktir denir ve U LW seklinde yazilir.

Tamim 2.1.9: (V,g) bir yari-Oklidiyen uzay ve E = {el,...,en} V nin bir baz1 olsun.
Her bir i, j (1<i,j<n) icin g(e,e;)=F5; ise Eye V nin bir ortonormal baz

denir.

Teorem 2.1.3: V #{0} olmak iizere (V,g) bir yar-Oklidiyen uzay olsun. Bu

durumda V nin g ye gore bir ortonormal bazi vardir.

16



Tamim 2.1.10: (V,g) bir yari-Oklidiyen uzay ve W <V bir altuzay olsun.
gly:WxW >R, vuvew igin g}, (U,v)=9(U,v) seklinde tammli simetrik

bilineer form dejenere ise W ya dejenere veya lightlike altuzay denir.

Bu tanima gore W dejenere ise W da dyle bir ¢ vektorii vardir ki YweW igin

g(w, &) =0dir. Simdi

P= ¢cW|g(w,&)=0,YyweW

kiimesi g6z Oniine alinsin. O € P olacagindan P nin bos olmayan bir kiime oldugu

agiktir. Ayrica V§,§, €P, VAeR ve VweW igin

A +E& W) = Ag (€, W) +g(&,, W)
=0

dir. Buna gore A, +&, € P olup, P W nin bir alt uzayidir. Bu altuzaya W nin null
veya radikal altuzayi denir ve Rad (W) ile gosterilir. boyRad (W) sayisina da g nin

W tizerinde sifirhik derecesi denir [2].

Tamm 2.1.11: (V, g) bir yar1-Oklidiyen uzay ve W <V hir altuzay olsun.

W* ={ueV|g(u,w)=0,vweW}

altuzayma W nin dik tiimleyeni denir.

17



Radikal ve dik tiimleyen alt uzaylarin tanimlarint géz Oniine alarak su teoremi

verebiliriz.

Teorem 2.1.4: (V,g) bir yari-Oklidiyen uzay ve W <V bir altuzay olsun. Bu

durumda W dejeneredir < W nW* = {0} .

Ornek 2.1.3: R} in W :{(X, Y, X Y)| X, ye]R} altuzay1 goz oniine alinsm. W nin

dejenere olup olmadigini inceleyelim:

aeW",a=(ab,c,d)

olsun.  {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} W nin bir baz1 oldugundan

(2,(1,0,1,0))=-a+c=0

(2.(0,1,0,1))=b+d =0

Buradan W* =5p{(1,0,1,0),(0,-1,0,1)} elde edilir. Boylece

W AW =5p{(1,0,1,0)} olup W dejeneredir.

Ornek 2.14: R® te u= LU LU =y V. olmak iizere

(UV) =—UV, +U,V, + Uy,

Lorentz metrigi gbz onine almrsa E= ¢ = 10,0,e,= 010 ,e,= 0,01

bazinin bir ortonormal baz oldugu goriiliir.

18



Tamm 2.1.12: u,v € E} olsun. Bu durumda Ywe E; icin (uxv,w)=det u,v,w

olacak sekilde bir tek UXV vektorii vardir ki buna U ile V nin Lorentz vektorel

carpimi denir.

Yukaridaki tanima goére gerekli islemler yapilirsa U= u,uU,,U; ,V= V,V,,V; ,

olmak lizere

€ & &
UXV=|U U, U= (—(u,vy —U,V,),uv; —UV,, UV, —U,V,) (2.2)
Vl V2 V3
seklinde elde edilir.

Yukaridan da goriildiigii gibi Lorentz vektorel ¢arpimina gore UxV , Oklid durumda

elde edilen vektorel ¢arpimin x =0 diizlemine gore yansimasidir.

Sekil 2.1.3

Burada x_ Oklid durumdaki vektdrel ¢arpimi gdstermektedir.

Teorem 2.1.5: Vu,v € E; icin asagidaki 6nermeler dogrudur:
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() uxv=-vxu
(i) uxv vektori U ile v ye diktir.

(iii) uxv=0 vektéri P=Sp u,v diizleminde olup, P lightlike

bir altuzaydir.

Ispat: (i) ve (ii) (2.2) esitliginden kolayca hesaplanr.

(iii): (ii) den uxv L u ve uxv _Lv oldugu bilinmektedir. Buna gore
UXV P deki her bir vektore diktir. uxv e P kabul edildiginden uxv e RadP olup

RadP = 0 dir. Buise P nin dejenere olmasi demektir.

2.2. E} Lorentz Uzayinda Egriler

Bilindigi gibi egri kavrami metrik bir kavram degildir. Dolayisiyla Lorentz uzayda
genel egri tanimi1 0klid uzayindakinden farkli olmayacaktir. Buna gore El3 de bir egri
denildiginde a:1 cR—>E® seklinde bir diferensiyellenebilir bir doniisiim
kastedilecektir. Eger Vsel igin a'(s)#0 ise egri regiiler egri olarak bilinir. Bu

calisma boyunca egri denildiginde regiiler bir egri anlasilacaktir.

Yar1-Oklidyen uzaylarda egriler teget vektoriiniin causal karakterine gore

siniflandirtlirlar. Buna gore su tanim verilebilir:

Tamm 2.2.1: Eger Vseligin «'(s) spacelike (timelike, lightlike) ise a egrisine

spacelike (timelike, lightlike) denir.

Burada suna dikkat edilmelidir ki E; de verilen her bir egri | arahigmm tamaminda

Tanim 2.2.1 deki smiflardan birinde olmak zorunda degildir. Daha agikcas1 «, |
araligindaki tiim s parametreleri i¢in spacelike, timelike veya lightlike olmayabilir.

Bunun i¢in su 6rnegi verebiliriz:

20



Ornek 2.2.1: a:R— E?, a(s) =(cosh(s), s*,sinh(s)) ise {(a'(s), a'(s))=4s"-1
dir.

; 1 1 5 . 11 5 o
Buna gore o —oo,E U E,oo araliginda spacelike, ) araliginda timelike

ve {—11} de lightlike dr.
2 2

Bir egrinin spacelike veya timelike olmasi agik bir 6zelliktir, yani, eger ¢ bir
noktasinda spacelike veya timelike ise bu durumda bir (SO —0,8,+0 ) aralig1 vardir

ki o burada spacelike veya timelike dir. Bunun nedeni ¢ nm 1| nin her bir

noktasinda diferensiyellenebilir olmasidir.

Teorem 2.2.1: a:1 - E}, E’ de spacelike veya timelike bir egri olsun. O zaman

bir

o]
s> p(s) =t

parametre degisimi vardir ki f=ao@ olmak iizere ||,B (S)” =1 dir. Bu durumda

egriye yay-uzunlugu parametrelidir denir.

Eger a lightlike ise 6yle bir ¢ j — | parametre degisimi bulunabilir ki f = aop

olmak iizere || "(s)| =1 dir. Bu durumda a yay-uzunlugu yari-parametrelidir.
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2.3. E; Minkowski Uzayinda Spacelike, Timelike ve Null Egrilerin

Frenet Denklemleri

2.3.1. Spacelike Egrilerin Frenet Denklemleri

2.3.1.1. Asli Normali Spacelike veya Timelike Olan Spacelike Egrilerin
Frenet Denklemleri

a spacelike bir egri ve asli normali N , timelike ve spacelike olsun. Bu durumda,
g(T, T)=1,09(N,N)=¢==1 g(B,B)=—¢, g(T,N)=0, g(T,B) =0,

g(N,B) =0 olmak iizere,

ML AN
T
N'=aT +bN +cB (2.1)

olarak yazilabilir. Bu esitlikten;

g(N,T)=ag(T,T)+bg(N,T)+cg(B,T)

g(N'T)=a 2.2)

olur. g(T, N) =0 esitliginin her iki yaninin tirev alimip (2.1) kullanilirsa,
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9(T.N)+g(T,N)=0=g(N "' T)=—g(T ', N)
g(N',T)=-g(k,N,N)

g(N'T)=-kg(N,N)
g(N'\T)=—ek,

elde edilir. Bu durumda a=g(N ", T) =—¢k, dir. Simdi de (2.1) esitligi N ile ¢arpilirsa,

g(N',N)=ag(T,N)+bg(N,N)+cg(B,N)

bulunur. Buradan,

g(N',N) = &b

olur. g(N,N) =¢ esitliginden
g(N,N)+g(N,N)=0
2g9(N,N)=0

g(N',N)=0

bulunur ve buradan b =g(N',N) =0 elde edilir. Son olarak (2.1) esitligi B ile ¢arpilir

ise,

g(N',B)=ag(T,B)+bg(N,B)+cg(B,B)
g(N',B) =—ce
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dir. Burada eger N spacelike ise £=1, g(N',B)=-k, ve g(B,B)=1 olur ki her iki

durumdada c=k, bulunur. a=-¢k,b=0 ve c=Kk, den,

N'= —gle + kZB (2.3)
dir. Benzer olarak,
B'=aT +bN +cB (2.4)
esitliginden;
g(B'\T)=a

bulunur ve g(T,B) =0 esitliginde tiirev alinir ise,

g(T',B)+g(T,B)=0
g(B',T):-g(T ,!B)
9(B', T)=-g(k;N,B)
g(B',T)=0

dir. Oyleyse @ =0 dir. (2.4) esitliginden,

g(B',N) =be

elde edilirve g(N,B)=0 esitliginde tirev alinir ise,
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g(N',B)+g(N,B)=0
g(N',B)=-g(N,B)

bulunur. Burada eger N spacelike ise g(B',N)=-g(N',B) =k, ve g(B,B)=-1,eger
N timelike ise g(B',N)=-g(N',B)=-k, ve g(B,B)=1 olur ki her iki durumda da

b = Kk, elde edilir. Son olarak, (2.4) esitligi B ile carpilir ise,

g(B', B) =C¢& (25)

olurve g(B,B) =0 esitliginin tiirevi alinir ise;

g(B,B)+g(B,B)=0
g(B,B)=0 (2.6)

oldugundan ¢ =0 bulunur. a=0, b =k, ve ¢ = 0 oldugundan (2.4) esitligi,

B'=k,N

bigimindedir. (2.1), (2.3) ve (2.5) den:

T 0 k O[T
N'|=|-ek, 0 Kk, || N
B 0 k, O0fB
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elde edilir. Boylece asli normali lightlike olmayan spacelike bir egrinin Frenet

denklemleri elde edilmis olur.

2.3.1.2. Asli Normali Lightlike Olan Egrilerin Frenet Denklemleri

Simdi de benzer sekilde asli normali lightlike olan spacelike bir egrinin Frenet

denklemlerini elde edelim. Bu durumda,

g(T’T):lv g(N’N):O’ g(B’ B):O! g(T’N):O’ g(r’B):O! g(N’B) =1

dir.

N:ﬁ;:;—l' =T'=kN (2.7)
elde edilir.

N'=aT +bN +cB (2.8)

olsun. (2.8), T ile carpilir ise,

g(N,T)=ag(T,T)+bg(N,T)+cg(B,T)=g(N'T)=a

olur. g(T,N) = Oesitliginde tiirev alinir ise,
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g(T "N)+g(T,N)=0
g(N"T)=-g(T"N)
g(N"T)=-g(kN,N)=-k g(N,N)=0

olurve a=g(N',T) =0 elde edilir. (2.8), N ile carpilir ise,

g(N',N)=ag(T,N)+bg(N,N)+cg(B,N)
g(N'N)=c

olur. g(N, N) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(N" N)+g(N,N") =0
2g(N',N) =0
g(N',N)=0

olurvec=g(N',N) =0elde edilir. (2.8), B ile carpilir ise,

g(N*,B) =ag(T,B)+bg(N,B)+cg(B, B)
g(N',B)=Db
dir. g(N, B) =1 esitliginin tiirevi alinirsa,

g(N,B) =1
g(N',B)+g(N,B)=0
g(N"',B)=-g(N,B) =k,

27



olur ve b=k, bulunur. a=0,b =k, ve c=0 oldugundan,

N'=k,N (3.9)

olarak elde edilir. Simdi de,

B'=aT +bN +cB (2.10)

esitligi T ile ¢arpilirsa,

g(B'\T)=a

bulunur. g(T,B) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(T,B)+g(T,B)=0

g(B|1T) = _g(T '1 B)
g(B"T)=-9g(kN,B) =-k

ve a=-k; olur. (2.10), N ile garpilir ise,

g(B,N)=c
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elde edilir. g(N,B) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(N',B)+g(N,B)=0
g(N"',B)=-g(N,B) =k,

olarak bulunur ve ¢ = -k, olur. Son olarak (2.10), B ile carpilir ise,

g(B,B)=Db

elde edilir.

g( B, B) = 0 esitliginin tiirevi alinir ise;

g(B,B)+9g(B,B)=0
g(B,B)=0

elde edilir ve b=0 olarak bulunur. a=-k;, b = 0 ve ¢ =-K, oldugundan (2.10)

esitligi,

B'=—kT-kB (2.11)

olarak bulunur. (2.7), (2.9) ve (2.11) den;
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N'|= 0 k, O |IN (2.12)

olur. Boylelikle asli normali lightlike olan spacelike bir egrinin Frenet denklemleri

elde edilmis olur.

2.3.1.3. Timelike Egrilerin Frenet Denklemleri

a timelike bir egri ve

g(T,T)=-1 g(N,N)=1 g(B,B)=1 g(T,N)=0, g(T,B)=0, g(N,B)=0

olmak iizere,

_r_r
Tk 2.13)
T'=kN
dir.
N'=aT +bN +cB (2.14)

olsun. (2.14), denklemi T ile carpilir ise,
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g(N'T)=ag(T,T)+bg(N,T)+cg(B,T)
g(N'T)=-a

olur. g(T,N) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(T' ' N)+g(T,N)=0
g(N IiT) :_g(Tli N)
g(N"T)=-g(kN,N)=-kg(N,N) =-k

olur ve a=Kk; elde edilir. (2.14), N ile carpilir ise,

g(N',N)=ag(T,N)+bg(N,N)+cg(B,N)
g(N,N)=Db

olur. g(N,N) =1 esitliginim tiirevi alinir ise,

g(N' N)+g(N,N)=0
2g(N',N) =0
g(N',N)=0

olur ve b=0 elde edilir. (2.14) B ile ¢arpilir ise,

g(N',B)=ag(T,B)+bg(N,B)+cg(B,B)
g(N',B)=c
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elde edilir ve

g(N,B)=0

g(N,B)+g(N,B)=0
g(N"B):_g(N!BI):C:kZ

bulunur. a =k;,b =0 ve ¢ =k, oldugundan,
N'=kT +k,B

olarak elde edilir. Simdi de,

B'=aT +bN +cB

esitligi T ile carpilir ise,

g(B\T)=-a

dir. g(T,B) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(T'B)+9(T,B)=0
g(BI’T) :_g(T'1 B)
g(B"T)=-9g(kN,B)=0

ve a=0olur. (2.16), N ile carpilirsa,
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g(B,N)=Db

bulunur ve g(N,B) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(N,B)+g(N,B)=0
g(N',B)=-g(N,B") =k,

ve b =—k, olur. Son olarak (2.16), B ile carpilir ise,

g(B',B)=c

dir. g(B,B) =0 esitliginin tirevi alinir ise;

g(B'B)+9g(B,B)=0
g(B,B)=0

dir. ve ¢ = 0 olarak bulunur. a=0, b =—k, ve ¢ = 0 oldugundan (2.16) esitligi,

B'=—k,N (2.17)

T [0 kK O]T
N'|=|k 0 Kk |IN (2.18)
B'| |0 -k, 0]|B
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olur. Boylece timelike bir egrinin Frenet denklemleri elde edilmis olur.

2.3.1.4 Lightlike Egrilerin Frenet Denklemleri

a lightlike bir egri ve g(T,T)=0, g(N,N)=1, g(B,B) =0, g(T,N)=0,

g(T,B)=1 g(N,B)=0 olmak iizere,

No 1T
™k
(2.19)
T'=kN
dir.
N'=aT +bN +cB (2.20)

olsun. Bu esitlik T ile garpilir ise,

g(N",T)=ag(T,T)+bg(N,T)+cg(B,T)

g(N'T)=c

bulunur. g(T,N) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(T"N)+g(T,N)=0
g(N IiT) :_g(TI’ N)
g(N"T) :_g(klN’ N) :_klg(N’ N) :_k1
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olur ve ¢ =-k, elde edilir. (2.20), N ile carpilir ise,

g(N',N)=ag(T,N)+bg(N,N)+cg(B,N)
g(N',N)=b

olur. g(N,N) =1 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(N" N)+g(N,N)=0
2g(N',N) =0
g(N',N)=0

olur ve b=0 elde edilir. (2.20), B ile ¢arpilir ise,

g(N',B)=ag(T,B)+bg(N,B)+cg(B,B)
g(N,'B)=a

elde edilir ve g(N, B) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(N,B)=O
g(N',B)+g(N,B)=0
9(N',B)=-g(N,B) =k,

olur ve a =Kk, bulunur. a =k,,b=0 ve c=—kK; oldugundan,

N'=kT —kB (2.21)
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olarak elde edilir. Simdi de,

B'=aT +bN +cB (2.22)

esitligi T ile carpilir ise,

g(B'\T)=c

elde edilir. g(T,B) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(T',B)+g(T,B)=0
9(B'\T)=-g(T'B)
9(B'T)=-9(k,N,B)=0

dir ve ¢=0 bulunur. (2.22), N ile garpilir ise

g(B,N)=b

elde edilir. g(N,B) =0 esitliginin tiirevi alinir ise,

g(N',B)+g(N,B)=0
g(N',B)=-g(N,B) =k,

ve b =—K, olur. Son olarak (2.22), B ile carpilir ise,
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g(B',B)=a

elde edilir. g(B,B)=0 esitliginin tiirevi alinir ise;

g(B',B)+9g(B,B)=0
g(B,B)=0

elde edilir ve a=0 olarak bulunur. a=0, b =-k, ve ¢ =0 oldugundan (2.22) esitligi,

B'=—k,N (2.23)

olarak bulunur. (2.19), (2.21) ve (2.23) den;

N'|=|k 0 =k, |IN (2.24)

olur. Boylece lightlike bir egrinin Frenet denklemleri elde edilmis olur.
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3.ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Egrilik Kiiresi

a1 >R® birim hizli bir egri olsun. R® uzayindaki dik koordinat sistemi

(yl, Y, y3) olsun. Bu koordinat sistemini kisaca y ile gdsterelim.

(y—-c,y—c)=r?

denklemiyle verilen kiireye K diyelim. Burada C, kiirenin merkezi , I', kiirenin

yarigapidir. a(S) noktasinin K kiiresine gore kuvveti f (S) olsun. Boylece ,

f(s)=la(s)~cf ~r*

esitligiyle belirlenmig bir f :1 — R fonksiyonu tanimlanmis olur.

||oc(s)—c||2 =(a(s)-c.a(s)-c)

oldugundan,

olur.
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2

Tanm3.1.1: f:l >R, f(S)z(a(S)—C,a(S)—C}—r
olsun. s, € | olmak iizere ,

f(s,)=0
ise, K kiiresi & egrisine ¢ (S, ) noktasinda 0-ne1 basamaktan degiyor denir.

K kiiresinin « egrisine a(So) noktasinda sifirinci basamaktan degmesinin

geometrik anlami , kiirenin noktasindan ge¢mesidir,

Sekil 3.1. Egrilik Kiiresi

Tanmm 3.1.2 :
f(s,)=0, f'(s,)=0 ise,

K kiiresi & egrisine noktasinda 1-inci basamaktan degiyor denir.

f(s,)=0, f'(s,)=0, f"(s,)=0 fise,
K kiiresi o egrisine a(So) noktasinda 2-inci basamaktan degiyor denir.
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f(s)=0, f'(s,)=0, f"(s,)=0, f"(s,)=0 ise,

K kiiresi o egrisine a(So) noktasinda 3-iincii basamaktan degiyor denir.

0{(80) noktasini kiirenin merkezine birlestiren dogrunun kiireyi kestigi nokta A
olsun (sekil 3.1.2).« (So) noktasinda kiire egriye ne denli yiiksek basamaktan

degiyorsa, & (So) noktast Anoktasina o denli yakin olur.

Teorem 3.1.1 : a:1 > R? birim hizli bir egri ve bunun burulma fonksiyonu o

olsun. s, €l olmak iizere o egrisine 05(80) noktasinda 2-inci basamaktan degen

kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri, ¢ €R igin,
Co (:U) = a(so)"'poNo + 4B,

esitligiyle belirli C, ( ,u) noktalarinin belirledigi dogrudur.

Teorem 3.1.2 : a:1—R® birim hizli bir egri ve S, €l olsun. a egrisine 0((80)

noktasinda 3-iincli basamaktan degen bir ve yalniz bir kiire vardir ve bu kiirenin

merkezi,

Co = (S, )+ Ny +( "), 7B,

1
esitligiyle belirli C, noktasidir. Burada o =— ve o,=0 (So) anlamindadr.
T

o egrisinin, 0{(80) noktasindaki egrilik kiiresi (dokunum Kkiiresi veya oskiilator

kiire) denir.

Sonu¢ 3.1.1: « egrisinin, & (SO) noktasindaki egrilik kiiresinin yarigap1 I' ise,
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2

r= () +((2), )

dir.

Teorem 3.1.3 : «a:1—E® egrisinin her noktasindaki dik diizlemi belirli bir Po

noktasindan gegiyorsa, bu egri bir kiire tizerindedir.

3.2. E} te B-scroll Yiizeyler

«, E} de bir null egri olsun. Verilen bir d =d(t) diferensiyellenebilir pozitif

. . 1
fonksiyonu igin X = X (t) = Eu' t vektor alan1 goz Oniine alinsin. Buna gore X

o boyunca bir null vektordiir. « boyunca Oyle bir Y vektor alani vardir ki

<X,Y>:—1 dir. Burada Z = X xY alinirsa o boyunca F = X,Y,Z null catisi

elde edilir ki bu durumda «, F ikilisine ¢atili null egri denir.

o bir null ¢atili bir egri ve V Ef de Levi-civita Konneksiyonu olsun. O zaman bir,

catili null egri v agagida Frenet denklemleri denilen esitlikleri saglar.
VX = aX + bZ,
VyY = —aY + cZ,
VxZ = cX + bY,

Burada a = =< VxX,Y >, b =< VgX,Y >, c =< VY, Z > dir.

Bir, ¢atili null egri «,F de d = 1ve a = 0 ise bu egriye Cartan ¢atili null egri ve

F catisina da bir Cartan ¢at1 denir.
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Teorem 3.2.1: M bir B-scroll yiizey olsun. Bu durumda M flattir & ¢ = 0 dir [5].
Ornek 3.2.1: « bir null catih bir egri ve a(t) = (t,cost,sint) seklinde
tanimlansin.

a'(t) = (1,—sint,cost) olur. X(t) = a'(t) olacagindan X(t) = (1, —sint, cost)

dir. <X,Y> =—1 esitligini saglayacak sekilde Y (t) = (1,cost,sint) alalim. O

halde
Z=XXY
1 —sint cost 1 —sint cost 1 —sint cost
Z=-—|1 ~cost sint|-e;+|1 <cost sint|-e;+ |1 cost sint|-e3
1 0 0 0 1 0 0 0 1

Z =e; + (—sint + cost)e, + (cost + sint)e;

Z =(1,—sint + cost,sint + cost)

elde edilir. Z yi X ile carparsak,

Z+-X=—-1+4sin’t —sintcost + sintcost + cos?t

Z-X=0

elde edilir. Ayni sekilde

Z-Y=0

oldugu goriilebilir. Ayrica
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Z-7Z=1
oldugu da kolayca goriilebilir. Ote yandan
@:[02n] x R> L
pt,u)=at)+u-Y
= (t,cost,sint) + u(l,cost,sint)

seklinde tanimli ¢ déniisiimii E; de bir yiizey belirtir ki bu o egrisi yardimiyla

verilen bir B-scroll yiizeydir.

3.3. S/ ve H¢Z Uzerinde Null Olmayan Egrilerin Frenet Formiilleri

Simdi kabul edelim ki x(s), S veya H{ iizerinde birim hizli bir egri olsun. Bu
takdirde
(X(8),x(s)y= 0 =+1

dir. Ayn1 zamanda
T=X(s)
ve
T =w, T +wW,N +w,B,
N =w, T +W,N +w,,B, (3.1)

1
B =w,, T +wW,N +w,;,B,

W; fonksiyonlarini hesaplamak i¢in (3.1) deki i¢ c¢arpimui kullanarak asagidaki

esitlikleri elde ederiz.
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W; =—w;; (i ] igin)
W; = 0

elde edilir.Buradan Frenet formilleri
T'=w,N+w,B,
N'=-w,T +w,,B,

B’ =—-w,,T —w,,N

olur. Eger W, =k, , W5 =K, , W,, =K, dersek asagidaki gibi yeniden yazabiliriz ;

T'=kN+k,B,
N'=—kT +k,B (3.2)
B'=—k,T —k,N

!

olur oyle ki x(s)-x(s)=d=+1 ve X =WIT , W,>0 ile birlikte Frenet
denklemlerini olustururlar. Bu denklemler Sl2 tizerinde (benzer sekilde Hg

tizerinde ) non —null bir egri igindir.

3.4. B-Scroll Uzerinde Null Olmayan Egriler i¢in Frenet Formiilleri

x(s) null bir egri ve (A B,C) Frenet gatisi , A-A=B-B=0=A-C=B-C ve

A-B=-1 C-C=1 olmak iizere

dx

— =AA(S) ,

™ (s)
3—’: =k, A(s) +k,C(s) , (3:3)
dB

— =—kB(s)+k,C(s),
ds

dC
o5 (A FIB(S),
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bu sartlar altinda  f(s,u) =x(s)+uB(s) ile verilen yiizeyi B-scroll olarak

adlandirmistik. Agikga
df /ds=x"+uB'(s) = A(S)+Uk,(S)C(s) ve df/du=B

dir. Simdi Teorem 3.2.1. i g6z Oniine alarak:

Kabul edelim ki k;#0 ve yukaridaki notasyona geri donerek (3.3) te A=T,

B=N, C =B olsun. O halde

dx

— =AT(9),

a& (s)

d—T =kT(s)+Kk,B(s), (3.4)
ds

dN

o = KIN(E)+kB(S)

dB
G5 T (®)+kN(s),

elde edilir.

Bu esitlikler N-scroll olarak adlandirilan null olmayan bir egrinin Frenet

denklemleridir.

f (s,u) =x(s)+UuN(s) .

3.5. S ve H? de Kiiresel Egriler
Egrinin birbirini takip eden dort noktasindan gecen kiireye oskiilator kiiresi

denildigini ve

((x-c),(x-c))-r* =0
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denklemini sagladigini boliim 3.1 de agiklamistik. Burada X kiire iizerinde herhangi
bir nokta , ¢ merkez ve r yar captir. Eger yukarida bahsettigimiz dort kontak

noktasina bakarsak asagidaki fonksiyonu elde ederiz;

f(s)=(x-c)-(x-c)-r*

Bu fonksiyon
f(s)=(xX) =1
f'(s)=(x,x) =0,
f(z)(s)=<x, x‘2)>+(x', x’)=0

fO(s)= <x, x‘3)>+3<x', x(2)> =0

denklemlerini saglamalidir.

Egrilerin spacelike veya timelike olusu g6z oniine alinir ve x e x'=g=+1 alinirsa
£/, £@, £© denklemleri

((x—c),T)=0,
((x=c), (kN +k,B)) =,
((x=c),(-kN +k,B)) =0

elde edilir. Buradan oskiilator kiirenin merkezi C=X+(k, +&)N +(k, +£)B ve yan

capt = \/(ki +&)’+(k,+&)° olur.
Karsilikli olarak kiirenin merkezinin denkleminin tiirevi alinirsa;

C'=X+(k +&)'N+(k +&)N"+(K, +&)B+(k,+¢&)B’
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veya

¢ =T +(k +&)(—k,T +k,B) + (& + k,)(=k,T —k;N)
=Tk, —K,e—k2 — £k,) +k, (k, +£)B—k, (k, + £)N + k!N +K.B

olur.

Denklem diizenlenirse;
c'=@1-kk,—2k,e— k22)T + (—kk, —kze + k)N + (k;k, +k,e +k;)B

elde edilir. Buradan asagidaki esitlikleri elde ederiz:

1-kk, —k2 -2k, =0,

Kk, —k,e+k! =0, (35)

kK, +ke+k; =0.

Bu denklemler x-x=36 ve X-X'=¢ ile S/ ve HZ de timelike ya da spacelike

kiiresel egrileri icin diferensiyel denklemlerdir.

Sonuc 3.5.1: k, =0 olamaz.

3
Sonuc 3.5.2: Eger k, =k, (k, =k, #0) ise K Z—gi\/; ve k,=0 dir.
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3.6. N-Scroll da Null Olmayan Kiiresel Egriler

N-Scroll da null olmayan kiiresel egrileri elde etmek i¢in (3.4) i kullanarak (3.5)

denklemini ¢ozmeliyiz.

f(s)=(xx)==1,

£/(s) = (x,x') =0,
F@(s)=(x,x?)+(x,x)=0
f‘3)(s):<x, x(3)>+3<x’, x(2’>:0

elde edilir. Buradan Cmerkezli kiire alinirsa,

((x—c),T)=0,
((x=0),(lN(s) +k,B(5))) = ¢,
((x-0), (kN () +k,B(S)) =0

olur. Buradan da merkez

C=X+(-k +&)N+k,B ve yarigap r= \/(—kl +&)°+k® olur. Boylece

¢'=x"—k/N+(e—k)N'+k;B+k,B’

veya

C'=X'—k/N +(e—k)(—k,N(S) +k;B(S)) + k3B + Kk, (K;T (5) +k,N(5))

elde edilir.
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Sonug olarak

¢’ =X +kT +(—k/ —k (& =k ) +kk, )N + ((e —k )k, +k!)B

yazilir.
Buradan
k* =0, (3.6)
(- k(6 —k) +kik,) =0,
(=K, +k;) =0
elde edilir.
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4. SONUC
3.6 da elde edilen bu denklemler N-Scroll da x-x=0 ve X -X'=¢ ile birlikte

timelike ya da spacelike kiiresel egrilerin diferensiyel denklemlerine esittir ve (4.1)

deki denklemlere denktir.

k=0, (4.1)

k(k —&) =k

Teorem 3.2.1den biliyoruz ki bir B-scroll yiizeyin flat olmasi k3= 0 olmasina denktir.
Buna gore (4.1) deki esitlikler géz Oniine alinirsa diizlemsel olmayan bir N-scroll

yiizey iizerinde kiiresel bir egri olmadig1 ortaya ¢ikar.
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