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SIMGELER DIiZiNi

.1l Norm fonksiyonu

T,(M) p noktasinda M ylizeyine teget vektorlerin climlesi
Vlf] f fonksiyonunun v, yoniindeki tiirevi

(,) I¢ carpim fonksiyonu

x(R3) R3 iizerindeki vektor alanlarinin uzayi

d Metrik fonksiyonu

D(a,¢) a merkezli € yarigapl yuvar

d(A) A ciimlesinin ¢ap1

A A ctimlesinin kapanisi

A° A climlesinin igi

A A nin y181lma noktalarinin ciimlesi

,M M yiizeyinin p noktasindaki teget diizlemi

TpLM M yiizeyinin p noktasindaki teget diizlemine dik diizlem
Ky Geodezik egrilik

T Birim teget vektor alam

Birim normal vektor alani
B Birim binormal vektor alani
K,T Egrilik fonksiyonu

Birim dik vektor alani

S Sekil operatorii

Vf f fonksiyonunun gradiyent vektor alani
E,F,G Birinci temel formun katsayilari

L(a) « egrisinin boyu

[x, v] x,y noktalarini birlestiren geodezik parca
V() o ya gore y nin toplam degisimi

dp, de Carpim metrigi

X, XX, X, ve X, uzaylarinin carpim uzay1

Vi



1. GIRiS

1.1. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar da Sabuncuoglu (2004)’nun “Diferensiyel Geometri” kitab1 ve
Hacisalihoglu (1983 )’ nun “Diferensiyel Geometri” kitab1, diferensiyel geometride
bazi kavramlar i¢in; Bayraktar (2006)’ nin “Fonksiyonel Analiz” kitab1 ve Bagkan,
Bizim, Cangiil (2006) adl1 yazarlarin “Metrik Uzaylar ve Genel Topolojiye Giris”
kitab1 ise bazi topolojik kavramlar i¢in referansimiz olmustur. Ayrica Oprea (1997)’
nin “Differential Geometry and Its Application”, O’Neill (1966)’n “Elementary
Differential Geometry” ve Pressley (2001)’in “Elementary Differential Geometry”
adli kitab1 ise geodeziklerin geometrik anlamda ele alinmasinda referansimiz
olmustur. Myers (1945)’in “Arc and Geodesics in Metric Spaces” makalesi 1s1ginda
geodezik metrik uzaylar ve bu uzaylarin bazi topolojik 6zellikleri incelenmistir.
Papadopoulos (2005)’un “Metric Spaces, Convexity and Nonpositive Curvature” adli
kitab1 ise geodezik metrik uzaylarda bazi tanimlarm ve bu uzaylarm konveksliginin
incelenmesinde referansimiz olmustur. Bazi 6rneklerin incelenmesinde ise Hayes,

Shubin (2004) adl1 yazarlarin “ Mathematical Adventures for Students and

Amateurs” adl1 kitabindan yararlanilmstir.

1.2. Cahis manin Amaci

Geodezikler yardimiyla yiizeyler iizerinde metrik tanimlanabilmektedir. Bu iliskiele

almarak geodeziklerin ve geodezik metrik uzaylarm hem geometrik hem de topolojik

olarak incelenmesi amaglanmstir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Egri
I, R nin bir agik aralig1 olmak {izere,
a:l > R"
bi¢cimindeki diferensiyellenebilir (€ smifindan) bir e donilistimiine R” uzay1 i¢cinde
bir egri denir. (I, &) ikilisine de bu egrinin koordinat komsulugu ad1 verilir.
I ¢ R araligina « edrisinin parametre aralig1 ve t € I degiskenine de & egrisinin

parametresi denir.

2.2. Birim Hizli Egri
Bir M egrisi (I, &) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Vt €I i¢in
e’ (Dl =1
kosulu saglaniyorsa M egrisine (I, &) koordinat komsuluguna gore birim hizli egri

denir. Budurumda t € I parametresine de yay parametresi denir.

t, < ticin a(t,) Ve a(t) noktalariarasinda kalan egri par¢casmin uzunlugu f(t)

olmak iizere f : I — R fonksiyonuna yay uzunlugu fonksiyonu denir ve
t
£ = [Ie Gl du
Lo

seklinde tanimlanir.

2.3. Hiz Vektori

R™ de M egrisi (I, &) koordinat komgulugu ile verilsin.



a:] — R"
fonksiyonunun Oklid fonksiyonlan &, &t,, ..., &, olmak lizere
a=C(a,a, .., a,), a(t) EM
ve

de

n

dea,
. dt

)

dir. (a(t), a’(t)) € Tpn (t) tanjant vektoriine, M egrisinin t € I parametresine
karsilik gelen ee(t) noktasinda (I, &) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii denir.

Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir.

2.4. Teget Vektor

f : R®* — R bir fonksiyon ve p € R”* olsun. » € R”™ olmak tizere, f fonksiyonunun
p + v noktasindaki degerine p noktasindaki ¥ artmasi denir. Bu artma, p

noktasindan p + v noktasma giden yonlii dogru pargasi ile anlatilir. Bu yonlii dogru
pargasi, p noktasinda v teget vektor olarak adlandirilir ve “v,” bigiminde gosterilir.

p noktasindaki biitlin teget vektorlerin climlesi ise “TP(R”)” ile gosterilir.

2.5. Vektor Alam
U, R™ uzaymin agik bir alt cimlesi olsun. U nun her bir p noktasina, p noktasinda bir
teget vektor karsilik getiren bir fonksiyona, U lizerinde bir vektor alani denir. Bu

tanima gore V, U lizerinde bir vektor alani ise

V:U—)UTp(R”)

pPEU

Vp € Uigin V(p) € T,(R™) dir



2.6. Yiizey
D c R? bir bdlge olsun.

@:Dc R —> R

(wv) = o(u v) = (x(wv), y(w v), 2(x, v))
vek tor degerli fonksiyon altindaki resmine R? te bir yiizey denir.

Burada x, y, z : D — R fonksiyonlar1 €? simifindandr.

I ¢ Rarahigindan M yiizeyinde diferensiyellenebilir bir o doniistimiine M yiizeyi

tizerinde bir egri denir.

M, R® uzaymnda bir yiizey olmak tizere p € M ve v, € T,(R?) olsun. v, vektorii, M
icinde bulunan en azbir egrinin hiz vektori ise v, vektoriine p noktasinda M
ylizeyine teget vektor denir.

p noktasinda M yiizeyine teget vektorlerin climlesi “TP(M)” ile gosterilir.

M, R? uzaymda bir yiizey olsun.

V:iM—> UTp(RE)

pEM
bigiminde bir V fonksiyonu, Vp € M i¢cin V(p) € Tp(Ra) Onermesini dogruluyorsa V

fonksiyonuna, M yiizeyi tizerinde bir vektor alani denir.

Vp € Migin V(p) € T,(M) ise V ye M iizerinde teget vektor alani denir.



Vp € Migin V(p) vektorii T,(M) uzayma dik ise V ye M lizerinde dik vektdr alam

denir.

2.7. Yama
x:Dc R > R

birebir ve diferensiyellenebilir doniisiimiine bir yama ya da lokal ylizey denir.

2.8. Yone Gore Tiirev
f € Cc*(p) ve v, € T,(R") olsun.

y:R->R"
fonksiyonu, y(t) = p + tv esitligiyle verilsin. f o y fonksiyonunun sifir
noktasindaki tiirevine, £ fonksiyonunun v, yoniindeki tiirevi denir ve “w, [£]” ile
gosterilir.

Yani v, = (v, vy, v5) olmak lizere,

%m=iwww)

oxJ

dir.

2.9. Kovaryant Tiirev (Konneksiyon)

R? {izerindeki vektdr alanlarinm uzay1r y(R?*) ve X, ¥ € y(R?) olsun. p € R? i¢in
3

L d
DY(p) = Dy)Y = z X[¥7]=—
j=1

esitligiyle tanimli DY vektdr alanina ¥ nin X yoniindeki tiirevi denir. Boylece



D : x(R*) X x(R*) — x(R?)
(X,Y) — DY

bi¢imindeki bir doniisiim tanimlanmus olur. Bu doniisiime R? uzay1 iizerinde dogal
baglant1 (dogal konneksiyon ya da Kovaryant tiirev operatorii) denir.
Ayrica VX, Y, Z € y(R?),Vf, g € C* i¢in
1) DigigvZ = fDyZ+gDyZ,
2)  Dy(fY)= DY+ (X(N)Y,
ozellikleri saglanirsa D ye R? te bir Afin konneksiyon denir. Bunlara ek olarak;
3) D, ¢* smifindandir ,
4) R? {in bir U bdlgesi lizerinde €= olan vX,Y € y(R?) i¢in,
D,Y— DX =[X,Y],
5) R? {in bir U bdlgesi lizerinde €= olan VX, Y, Z € y(R?) ve Vp € U i¢in,
X,(Y,Z) = (DyY,Z)|,, + (Y, DgZ)l, ,

ozelliklerini saglayan D konneksiyonuna da R? te bir Riemann konneksiyonu denir.

2.10. Sekil Operatorii
M c R? de bir yiizey (yonlendirilmis ve yon N olarak se¢ilmis) olsun. D, R? deKi
konneksiyon olmak tiizere,
5: (M) = x(M)
X — S(X) = D N
seklinde taniml1 doniisiime M nin sekil operatorii denir. Eger yonlendirme - N

olsayd1 S(X) = —D4N olacaktir.



2.11. Gauss Denklemi
R? de bir yiizey M, M nin sekil operatdrii § ve birim normal vektdr alan1 N olmak
tizere, R? in Riemann konneksiyonu D ile gdsterilsin.
VX, Y € (M) i¢cin
DyY = DiY +(5(X),Y)N
esitligine Gauss denklemi denir.
Bu esitlikte tanimli D : (M) X y(M) — (M) doniistimii de M nin

konneksiyonudur.

2.12. Birinci Temel Form
M bir ylizey ve a ylizey lizerinde bir egriolsun. Vt € [a, b] igin
a(t) = x(u(t), v(t)) egrisinin hiz vektori,

dx du Jdx Jv

’t _ — . — —_—
() =35 Y a

! ! ! !
=ux,tvx,=ux, +vx

dir. s(t), e egrisinin yay uzunlugu olmak fizere,

s(t) = f la' (D) dt
dir.

ds ds\?
Z=la @l = (E) =Nl (D17 = (e (B), &' (D)

= (xl,xl)u'2 + 2(x;, x)u'v' + (xzy,xz)y’2
dir. Bu esitlikte Gauss notasyonlar1

E=(xyx,) F={(xy,%x,)G=(x, x,)kullanilirsa,

(ds)2 _ g (du)2 +2F (du dv) te (dv)z
dt) — ~ \dt dt  dt dt




ya da diferensiyel formda yazilirsa,

(ds)? = E(dw)? + 2F(dudv) + 6(dv)?

bulunur. (E)h veya (ds)? seklinde tanimli esitlie M yiizeyinin birinci temel formu

veya metrik formu denir.

2.13. Metrik Uzay
X bos olmayan herhangi climle olmak tizere
d: XXX —>R
fonksiyonu Vx, y, z € X i¢in,
) dxy)=0
i) dlx,y) =0 x=y
iii) d(x,y) =d(y, x)

iv)  d(x,y) <d(x,z)+d(z y)

kosullarini sagliyorsa d fonksiyonuna X ciimlesi iizerinde bir metrik denir. Uzerinde
bir d metrigi tanimli olan X climlesine de metrik uzay denir ve “(X, d)” ya da “X;”

ile gosterilir.

2.14. Siireklilik
Bos olmayan X c R ciimlesi, f : X — R fonksiyonu ve a € X noktas1 verilsin.
Ve>0VveVx € Xiin|x —al <8 iken |f(x) — f(a)| < ¢ olacak sekilde bir

8 = 8(e) > 0 sayis1varsa f fonksiyonuna a € X noktasinda siireklidir denir.



Metrik uzaylarda ise, (X, d) ve (Y,m) ki metrik uzay, f : X — Y bir doniisiim ve
xo € X olsun. Her bir £ > 0 saysst igin d(x,x,) < & iken m(f(x), f(x,)) < £

olacak sekilde bir & > 0 sayis1 varsa f ye x, noktasinda siireklidir denir.

2.15. Yakinsakhk
(X, d) bir metrik uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun.

lim d(x,,x) =0

n—rco
olacak sekilde bir x € X varsa (x,,) dizisine X de yakmsak denir ve x noktasma da

dizinin limit noktas1 denir.

F = R (veya C) ve A keyfi bir climle olmak tizere
JutA—DF
fonksiyonlarmin (f,) dizisi verilsin. Ve > 0 verildiginde Vx € 4 i¢in sadece ¢ a
bagl fakat x e bagl olmayan ve n > n, = ny(£) oldugunda
fulx) — fl)| < &

olacak sekilde bir n,, sayisi varsa ( fn(x)) dizisi f(x) e diizgiin yakmsaktir denir.

A keyfi bir ctimle ve (f;,), 4 da tanimli skaler degerli fonksiyonlarmn dizisi olsun.
lim £, (x) = £(x)

ise (f,,) dizisi f ye noktasal yakinsaktir denir.

2.16. Cauchy Dizisi
(X, d) bir metrik uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Herhangibir £ > 0 i¢in

m,n > n, oldugunda



d(x,,x,) <€
olacak sekilde bir n, = ny(£) sayisi varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi veya esas

dizi denir.

2.17. A¢ik Yuvar

(X, d) metrik uzayi ve herhangi bir a € X noktas1 verilsin. £ > 0 olmak tizere
D(a,e) ={xeX|d(ax) <&}

climlesine a merkezli, £ yarigapl a¢ik yuvar ya da agik disk denir.
Dla,e]={xeX|d(a x) <&}

ciimlesine a merkezli, £ yarigapli kapal yuvar ya da kapali disk denir.

2.18. Alt ve Ust Stmr

A herhangi ciimle olsun. A4 lizerinde < bagmntisiVa, b, ¢ € 4 i¢in

i) a<a
i) a<bve b<a iseb=a

i) a<bwb<cisea<c

kosullarmi sagliyor ise < bagintisina kismi siralama bagntisy, A4 ya ise kismi sirali

cumle denir.

A kismi sirali bir climle ve B, A nin bos olmayan bir alt climlesiolsun.

Her bir b € B i¢cin b < a olacak sekilde bir a € 4 varsa a ya B climlesinin bir st

sinirt denir.

10



Her bir b € B i¢in a <b olacak sekilde bir a € A varsa a ya B ciimlesinin bir alt
sinir1 ad1 verilir.
B ciimlesinin st smirlarinin en kiigiik olanina en kiigiik {ist sinir yani supremum, alt

sinrrlarmin en biiyiik olanma en biiyik alt smir yani infimum denir.

2.19. Kapams
A, X metrik uzaymin bir alt ciimlesi ve x, € 4 olsun. x, m her bir D' (x,, ) delik
civar1 4 ya ait bir nokta ihtiva ediyorsa x, noktasma A4 nin yi1gi1lma noktas1 denir ve
“A'"” ile gosterilir.
A nm yi1gilma noktalarmin ciimlesi ile 4 nin birlesimi olan climleye ise 4 nin
kapanis1 denir ve “A” ile gosterilir.

A=4"UA

dir.

2.20. Smirhh Ciimle

(X, d) bir metrik uzay ve 4, X inbos olmayan bir alt ctimlesi olsun. A nin ¢ap1 d(A4)
ile gosterilir ve
d(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}

olarak tanimlanir. d(A4) sonlu ise yani d(4) < co ise A ya sinirh ciimle denir.

2.21. Konvekslik
X bir vektor uzayiolsun. Bir 4 ¢ X ciimlesi i¢in x, y € A keyfi noktalar olmak tizere
B={zeX|z=ax+(1—a)y, 0<a<1}]S A

ise A cumlesine konveks denir.

11



2.22. Kompakthk
X bir metrik uzay olsun. X deki her bir dizi yakmsak bir alt diziye sahip ise X uzayina
kompakt denir.

A c X olmak iizere A ciimlesi kompakt ise kapali ve siirhdur.

2.23. Komsuluk
(X, d) herhangi metrik uzay ve p € X noktasi ile bir V c X ciimlesi verilsin. Eger
(X, d) uzayinda

peEACV

kosulunu saglayan bir 4 agik climlesi varsa V climlesine p nin bir komsulugu denir.

2.24. Lokal Kompakthk
Bir (X, d) metrik uzay1 verilsin. Eger her bir x € X noktasinin kompakt

olan bir K komsulugu varsa X uzayma lokal kompakt denir.

2.25. Baglantihihk

(X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun. Eger

ANG #0, ANH=0, GNH=0vw AcCGUH

olacak sekilde bos olmayan G ve H agik climleleri bulunamiyor ise A climlesine
baglantilidir denir.

A =X ise X metrik uzayma baglantili metrik uzay denir.

2.26. Yogun Ciimle

(X, d) herhangi metrik uzay ve 4 c X olsun. Eger

A=X



ise A cimlesine X uzayinda yogun bir ciimle denir.

2.27. Tamhk
(X, d) metrik uzayindaki her bir Cauchy dizisi yine bu uzayda bir noktaya yakmsar

ise X metrik uzayina tam metrik uzay denir.

2.28. Homeomorfizm
(X, d) ve (Y, m) iki metrik uzay olsun.
f:(Xd) —(Y,m)
fonksiyonu birebir, lizerine, kendisi ve tersi stirekli bir fonksiyon ise f fonksiyonuna
topolojik denklik doniistimii ya da homeomorfizm denir. Bu durumdaki (X, d) ve

(Y, m) metrik uzaylarina da homeomorf uzaylar denir.

2.29. Normlu Vektor Uzaylan
X, cismi F (F = Rveya C ) olan bir vektor uzayi olsun.
Eger Vx,y eXVve a € F i¢cin

p=l1:X—>R

o(x) = ||x|| fonksiyonu,

i) x|l =0
i) lxll =0 & x=0
iii) laxll = |al - ||xl

iv) x4yl < llxll + 11yl

kosulunu saghyor ise ||. || fonksiyonuna X {izerinde bir norm denir.

(X, I ) ¢iftine ise normlu uzay ya da normlu vektor uzayi denir.
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2.30. izometri
M ve N iki yiizey olmak iizere,
f:M—N
fonksiyonu birebir, orten ve diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. M deki her
a : [c,d] — M egri pargasi igin f o e egrisinin uzunlugu e nm uzunluguna esit ise f
fonksiyonuna M den N ye bir izometri denir.

M den N ye enaz bir izometri varsa M ile N ye izometrik yiizeyler denir.

2.31. Normal Kesit

M c R? bir yiizey ve v,,, M de bir birim teget vektor olsun. I (vp, N(p)) ile

gosterilen diizlem, yiizeyin normalidir ve v, ile belirlenir. M yiizeyi ile IT (-vp, N(p))

diizleminin arakesitine, M yiizeyinin »,, yontindeki normalkesiti denir.
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3. ARASTIRMA VE BULGULAR

3.1. Yiizey Uzerinde Geodezikler

Tamm 3.1.1.( Geodezik Egri )

M bir ylizey ve ¢ : I - M bir egri olmak {izere, M yiizeyinin birim dik vektor alan1 Z
olsun. &'’ vektor alani, Zeo e vektor alanmim lineer birlesimi ise & egrisine M yiizeyi

icinde bir geodezik egri denir.

Bagka bir ifadeyle, M iizerinde '’ ivme vektor alani her a(t) noktasinda M ye dik
ise & egrisine geodezik egridenir.
vt el igin o' (t) € T(a(t)) dir.

Bu tanimlardan yola ¢ikarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1: Herhangi bir geodezik egrinin hizi sabittir.

Ispat:

Bir M yiizeyi tizerinde a(t) bir geodezik egri olsun. e(t) egrisinin hizi ise = olsun.
v =l

ve

vi={(a',a')

dir. Bu esitlikte her iki tarafin tiirevi alinirsa,

202 = (a" (), ' (£)) + (' (), &' (£)

= ZLZ—t = 2(a'(0), &' ()

= v'(t) = (a' (1), a"(t))
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dir. a'(t) € Tyy(a) ve a''(t) € Tx(a) olup Ty () ve Tir(«) ortogonal
oldugundan;

v'(t) =(a'(t),a"(£)) =0

=2 (t)=0

olup v sabittir.

Tamm 3.1.2.( Geodezik Egrilik)

Bir M yiizeyi lizerinde herhangibir e« = er(s) egrisi verilsin. T,M, P noktasindaki
teget diizlemi ve &'' egrinin egrilik vektorii olmak tizere e’ egrilik vektoriiniin TpM
teget diizlemi lizerindeki izdiistim vektoriine ez egrisinin P noktasindaki geodezik
egriligi denir ve “x,” ile gosterilir.

Teorem 3.1.2: M herhangi bir ylizey ve &, M ylizeyi lizerinde bir egriolsun. «
egrisi bir geodeziktir gerek ve yeter sart ¢ egrisinin geodezik egriligi her yerde

sifirdir.

Ispat:

a egrisi bir geodezik olsun. &, ylizeyin bir ¢ yamasinda ihtiva edilsin. N, o
yamasinin standart birim normali olsun.

ky=a'(NXa')

dir. Eger "', Nye paralel ise k, =0 di. Tamim 3.1.1 geregince e €Ty (er) olup
e, Nye paraleldir. Acikca N X e ye de diktir. Boylece k;, = a (X a)

esitliginde k, = 0 drr.
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Tersine olarak k, = 0 olsun. O zaman k, = & (% ) esitliginde &, NX & ya
diktir. Ote yandan o, N ve Nxa R?dedikbirim vektorler oldugundan ve a o
ya dik oldugundan e , I ye paralel olur. O halde Tanim 3.1.1 geregince e egrisi bir

geodezik egridir.

Ormek 3.1.1:

M, R? iginde bir diizlem olsun. M i¢indeki her geodezik egrinin bir dogru oldugu ve
karsit olarak M i¢indeki her dogrunun bir geodezik egrioldugu gosterilebilir. M
diizleminin birim dik vektor alan1 Z ile gosterilsin. e, M de bir geodezik egri ise,
Tanim 3.1.1 geregince

o =AZoa)

yazilabilir. e egrisi, M ylizeyinde bir egri oldugundan

(¢, Zca)=0

dir. Bu esitlikte tiirev alinirsa,

(¢, Zoa)+ (a, (Zo a)') =0

bulunur. M bir diizlem oldugundan (Z ¢ &)’ = 0 dr.

Boylece (a’,Z o a) = 0 elde edilir. Bu esitlikte geodezigin tanim geregi

o = AZoa) yazlirsa;

AMZea),(Zeoa))=0

= MU(Zea),(Zea))=0

elde edilir. Buradan 1 = 0 dr. Dolayisiyla & = 0 dir. Bu esitlik & geodeziginin bir

dogru oldugunu gosterir.

Karsit olarak M diizlemi i¢inde bir dogru verilsin. Bu dogru,
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a:R—> R
t— At +B
biciminde verilebilir. & = 0 oldugundan, a vektdralany, N vektor alanmin sifir
katidir. Buna gore « egrisi bir geodezik egridir. Yani a(t) = At + B ifadesinde A4
Ve B sabit vektorlerdir. O halde a" = 0 dr. Dolayisiyla bir M diizlemi tizerindeki

dogrular birer geodezik egrilerdir.

Teorem 3.1.3: Bir yiizeyin herhangi normal kesiti bir geodeziktir.

Ispat:

Bir M yiizeyinin normal kesiti, bir IT diizlemi ile yiizeyin arakesitidir. Bu arakesit
egrisi e ile ifade edilirse, ¢ nin her noktasinda IT diizlemi yiizeyin tanjant
diizlemine diktir. O halde N ye paralelolup Teorem3.1.2den k, = 0 dr.

Dolayisiyla e bir geodeziktir.

Ornek 3.1.2:
Bir kiire iizerindeki biitiin biiyiik gemberlerin birer geodezik oldugunu Teorem 3.1.3
kullanilarak gosterilebilir.

Kiirenin O-merkezinden gecen bir IT diizlemi ile kiirenin kesisimi bir biiyiik

¢emberdir.

P biiyiik cember iizerinde bir nokta olmak iizere OP vektorii 1T diizleminde yatar
ve P noktasinda kiirenin T tanjant diizlemine diktir. Dolayisiyla N standart vektor

alanma paraleldir. O halde IT diizlemi lizerindeki biiyiik gember bir geodeziktir.
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Omek 3.1.3:

Bir genellestirilmis silindirin, dogrularina dik bir IT diizlemi ile kesisimi bir
geodeziktir. Gergekten de N birim normali silindir dogrularma diktir. Bu nedenle
N, IT diizlemine paraleldir ve I, tanjant diizlemine diktir. O halde « egrisi bir

geodeziktir.

Teorem 3.1.4: M yiizeyi igindeki bir £: J — M geodezik egrisibirim hizh olacak

sekilde bir parametre donlisiimii yapildiginda yine bir geodezik egri elde edilir.

Ispat:
B : ] — M bir geodezik egrioldugundan Teorem 3.1.1 geregince hiz vektorii
sabittir. Yani [|g'|| fonksiyonu sabittir. Bu sabit  ile gosterilsin. £ nin yay

uzunlugu fonksiyonu f olmak tizere;

() = f 18" (wlldu

t t
=fmdu =mfdu=m.u t=m(t—a) =mt—ma
[«} [«}

~1 olmak iizere

dir. -ma =n almirsa, mt +n olur.h = f
h(s) =ecs+d

bigimindedir. Bo h = a diyelim.

a =h'(B °h)

& = 1B k) + ()R o k)

dir.h(s) = cs+d oldugundan k' =¢ ve h'" = 0 degerleri yerine yazilirsa;

arr — CZ(BH o h,)
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olur. Bu esitlik e''(s) vektoriiniin B''(t) vektoriiniin bir katt1 oldugundan, a''(s)
vektoriide Z(B(t)) vektoriiniin bir kat1 olur. O halde parametre doniisiimil ile elde

ettigimiz « egriside bir geodezik egridir.

Omek 3.1.4:

a, M yiizeyi i¢cinde birim hizli bir geodezik egri ise,

S(T) = —xT + B

veya

S(T) = —(—«T + B)

dir. Genel olarak, birim hizli bir & egrisi i¢in ¢ = kN dir. &, M iginde bir
geodezik egri oldugundan a' = A(Zo &) bigimindedir. Burada Z, M nin birimdik
vektor alanidir. Buradan kN = A(Ze ) eldeedilir. N ve Zo & nm uzunluklar: 1

dir. Buna géore N= — Zoa veya N =7Zoa dr.

N=—Zoa ise
5(1(s)) =5(a'(s)) = =(Zoa')(s)
=(—Zea)'(s) =N'(s)
= —xk(s)T(s) + 7(s)B(s)
= (—kT + 7B)(5)
olur. 5(T(s)) = (5(T))(s) anlammdadir. Buradan,
(5(T))(s) = (—«T + zB)(s)

elde edilir. Dolaysiyla S(T) = —xT + B dir.
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N=Zoca ise

S(1() =5(a' () = =(—(Ze a')(s))
=—(—=Zeca)'(s) = —N'(s)
= —(—x(s)T(s) + 2(5)B(s))
= —(—«T +17B)(s)

olur. Dolayisiyla,

(S(T)(s) = =(—kT + 7B)(s)

= 5(T) = —(—«T + zB)

dir.

Ormek 3.1.5:
R? uzaymda » yarigapl, merkezi baslangic noktasinda bulunan kiire yiizeyi M
olmak iizere, M yiizeyi i¢cindeki her geodezik egrinin gdriintli ciimlesi, kiirenin bir

bliyiik cemberi lizerinde bulunur.

Karsit olarak goriintii climlesi kiirenin bir biiylk ¢emberi lizerinde bulunan, birim
hizli bir egrikiire lizerinde bir geodezik egridir.

M i¢inde bir B geodezik egrisini g6z 6niine alalim. Bu egri birim hizl1 bir &
egrisine doniistiiriildiiglinde, e egrisinin bir geodezik egri oldugu Teorem 3.1.4 te

gosterilmisti. M ylizeyinin

3 .
N oYM 9
Z_Z s -ayi/M

esitligiyle tanimhi Z birim dik vektor alanmi secelim. Sekil operatériiniin tanimina

gore,
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3
S(v,) = —D, Z= —Z v,[Z

- [GO/M] 8
—Z v, [T a—yi(P)

Il

I
iNA e
S| -

~
1
[N

. 0
UP [(yi)/M] ayz

dir. v, [(¥*)/M] = v, olmak iizere;

ORI SIS O S SO0 T -

i=1
bulunur. ( Burada 1,,, T,,(M) nin 6zdeslik doniisiimii anlamindadrr. )
Yukardaki esitlik, Vv, € T,(M) i¢indogru oldugundan

1

Sp = —;Ip

ve dolayistyla

1
S=-—-1
.

dir. Buradan yola ¢ikilarak kiirenin sekil operatorii

S(T) = — Ti T

bulunur. Ayrica et birim hizli bir geodezik egri oldugundan Ornek 3.1.4 geregince,
S(T) = —«T + B

olur. Bu iki esitlik karsilastirilarak

ve =0

b
Il
S e
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bulunur. Bu esitlikler, & nin goriintii climlesinin, kiirenin bir biiyiikk cemberi
oldugunu gosterir. 8 ile & nin goriintii cimleleri esit oldugundan, B egrisinin

goriintii climlesi de kiirenin bir biiyiik ¢emberi lizerindedir.

Karstt olarak, kiire ylizeyi lizerinde, goriintii climlesi kiirenin bir biiyiikk cemberinin
icinde bulunan, birim hizli bir ¢ egrisini géz 6niine alahm. Kiire tizerindeki biiyiik
cemberler, merkezden gegcen bir diizlem ile kiirenin arakesitidir. & bir gember
oldugundan a''(s) vektorii kiirenin merkezine yonelmis bir vektordiir. Kiirenin dik
birim vektoriiolan Z(a(s)) vektoriiniin bir katidir. O halde geodezik egri tanimina

gore a egrisibir geodezik egridir.

Teorem3.1.5: M = {(x;, x5,x5) : x{ + x5 =7r*,r> 0}, R? te bir silindir
ylizeyidir. M yiizeyi tizerindeki bir & egrisi M de bir geodezik egridir & e nm
denkleminin, a, b, ¢, d € R i¢in

a(t) = (rcos(at+ b),rsin(at + b), ct + d) olmasidrr.

Ispat:

a nindenklemi, a,b,¢c,d € R i¢in

a(t) = (rcos(at+ b),rsin(at +b), ct + d) olsun.
a'(t) = (—arsin(at + b), ar cos(at + b), ¢)

a''(t) = (—a’r cos(at + b), —a’r sin(at + b) , 0)
= a''(t) = —a’r(cos(at +b),sin(at + b),0)

dir. Halbuki

fFiR® >R, flx,x,x3) =xi +x3—7r?
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olmak iizere M = £7%(0) dr. O halde;

Vf = (2x,,2x,,0)

IVFIl = VaxZ + 4x2 = Ja(x? + x2) = Var? = 2r

ve M nin bir diferensiyellenebilir birim normal vektor alani

VF  (2x4,2x5,0) (x4, %,,0)

N = =
VA 2r r

dir. Buna gore;

rcos(at+ b) rsin(at + b) 0

r 4

)

Ny =
= N,y = (cos(at + b), sin(at + b), 0)
olup;

a' ' (t) = —a’r (cos(at +b), sin(at +b) ,0)

Nty

= a”(t) = _aer“(t)

dir. Dolayisiyla Tanim 3.1.1 geregince « , M de bir geodeziktir.

Tersine olarak , & : I — M bir geodezik osun. O zaman M deki konneksiyon D ve

R”™ deki konneksiyon D olduguna gére Gauss denkleminden;

Dyna' (8) = Dy (na (£) +{a'(2), Dy’ (nN)Ny(y)

yazilabilir. e egrisi M de geodezik oldugu igin D,/ (,yer'(t) = 0 olacagindan,
Dy (e (t) +{a'(t), Dy () NINgpy = 0

veya

a'(£) +(a'(£), = (No a) d(Nea)(r) =0

denklemleri saglanmaldir. M {lizerinde ¢ egrisi

a=(frgh);fP+g’ =1
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seklinde dustiniilebilir. Burada £, h, g : I — R diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

M yiizeyinin birim normal vektor alani

_ (x4, %5,0)

r

N

Oldugundan, N, = (f,g,0) dr. Boylece

DyyN = %(N ca)=(f"g,0)
ve

a'(t) = (rf g )

=D, pne' (t)=(rf"rg" L")
veya Gauss denkleminden;

d
@' (8) 4+ (8), — (Noa)| Y (Noa)(t) =0

dir.
(rf"rg" R") +r((F)? +(g)?*)(f.4.0)

P ()P 4 (0)))f =0
=g O +(g) g =0 (3.11)
h'=0

=>h =c

>h=ct+d dir.

a'(t) =(rf'rg’ 1)

= la' (O =((rf'rg W), (rf rg K)Y=r2(F)2+ (g )* + (h')?

= lla' (O =r*((F)* + (gD + (h)?
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a egrisi M de geodezik oldugundan ||e'(t)|| sabittir ve ayrica h' = ¢ (sabit) oldugu
g0z Oniine alinirsa;

le' (ONIF — (B')? =r*((f')* + (g')?) =sabit

=L (lla' (D12 = (1)) = (f)? +(g')? =sabit.

(3.1.1) denkleminden;

= (e @l - glz’)2> =a’ =sabit  ; r>0 dr. Buradan;
sakl';’it sabit sabit

rfH(r((F)? +(g)))f =0
=1+ (S (e (DI = (1)D))f =0
=rf" +ra’f=0

=rf'=—ra’f

= f' = —a’f dir.

rg" +(r((f )Y+ (@) Ng=0

=g+ r(ZUa @I = (1)) |g = 0

i
=>rg’ +ra’g =0

=rg' = —ra’g

yazilir. Boylece;

h(t) =ct+d
' =—a'f
g'=—-a’g

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde,
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f(0) = cosh
g(0) =sinb
h(0)=d
baslangi¢ sartlar1 i¢cin ¢6ziim yapilirsa;
f(t) = cos(at+ b)
g(t) = sin(at + b)

h(t) =ct +d elde edilir.

Omek 3.1.6:

R? uzaymda (x,)* + (x,)* = r? denklemiyle M silindir yiizeyi verilsin. M
icindeki geodezik egrileri belirtelim.

M ic¢inde bir e egrisinin geodezik olmasi i¢in denkleminin

a(t) = (rcos(at+ b),rsin(at + b), ct + d)

bi¢ciminde olmas1 gerektigi Teorem 3.1.5 de gosterildi.

Simdia, b, c,d € R degerleri igin bu geodezik egrinin geometrik olarak hangi egriyi
ifade ettigi gosterilebilir.

a+0 Ve c=0ise;

a(t) = (rcos(at+ b),rsin(at +b),ct + d)

olup «a egrisibir helis egrisidir.

a=0 ve c=0Iise

a(t) = (rcosb,rsinb, ct)

olur. Budurumda e egrisi, (r cosb,r sinb,0) noktasindan gegen ve x, ° x,
diizlemine dik olan bir dogrudur.

a*0 ve c¢=0 ise

a(t) = (rcos(at+ b),rsin(at +b), d)
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olur. Budurumda e egrisi x5 = d diizlemi ile silindir yiizeyinin arakesiti olan
¢emberlerdir.

a=0 ve c¢=0 ise

a(t) = (rcosb,rsinb,d)

olur. Budurumda e« egrisi tek noktadan olusur. Yani sabit egridir.

Ornek 3.1.7:
a:1— R’
t > a(t) = (al(t),az(t)) = (cost,sint)
ile tanimlanan egri R? de bir cemberdir. Bu ¢emberin R? de geodezik olmadig: halde
kendi iizerinde bir geodeziktir.
I={teR|0 <t <2n} dir. Bugember M = {(e,1)} ile gosterilsin.

M fiizerinde bir vektor alani;

dee s —
E_( sint,cost) =T

dir. M ve R? dekikonneksiyon srasiyla D ve D olsun. Gauss denkleminden;
D.T = DT 4 (5(T), T)N

olmak tizere, beyy(M) =1 oldugundan

S(T)=AT , 1eR

esitligi kullanilarak

DT = DT + AlIT|IN

denklemi elde edilir. Burada yaricap vektérii M i¢in birim normal vektdr alanidur.
Boylece N = (cost, sint) , [|T|| = 1 olacaktur.

DT =— = (—cost,—sint) # 0

5

dir. Vt €1 i¢in,
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D.T = (—cost, —sint) + 1(cost, sint) = (0,0)

olur. Buise T vektor alaninin M ¢emberi boyunca paralel bir vektor alani oldugunu
gosterir. Diger yandan e egrisi M ¢emberi igin DT = 0 ve DL T # 0 olur. Bu
esitlikler M ¢emberinin R? de geodezik olmadig1 halde kendi iizerinde bir geodezik

oldugunu gostertir.

Tamm 3.1.3.( Geodezik Denklemler)

a bir ¢ yama yiizeyinde bir geodezik olsun.

a(t) = o(u(t), v(t)) icin;

Z(Bu +Fv') =Z(E,u” +2FEu'v' + G,v'") (3.1.2)

L (Fu' +6v') = (B + 2Fu'v +G,v'") (3.1.3)

esitlikleriyle verilen diferensiyel denklemlere geodezik denklemler denir.

Geodezik denklemlerin nasil elde edildigi asagidaki teoremle agiklanacaktir.

Teorem 3.1.6: Bir M yiizeyi lizerinde e egrisibir geodeziktir gerek ve yeter sart M
nin bir yamasinda e ninbir ee(t) = o(u(t), v(t)) parcasiiginasagidaki iki esitligin

saglanmasidir.
d . , 1 /2 o 12
L b 4 F)y =L (B 42000 4 6,0)

d / / 1 12 o 12
E(Fu +Gv)=5(Evu +2Fu'v' + G,v'Y)

Burada,
E=g,-0, , F=0,-0, V6 G=0,-0,
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olup ¢ nm birinci temel formu Edu’® + 2Fdudv + Gdv? dir.

Ispat:

o nin tanjant diizleminin bir baz1 { g,, g, } oldugundan, a bir geodeziktir gerek ve
yetersart &', o, Ve o, Ye diktir.

a =u'o, +v'g, oldugundan

! !

a'-0,=0 ve a'-0g,=0dr Buradan;

d
<E(u’au+v'av)>au =0 (3.1.4)
Ve

d ! !

E(u g, +v'a,) |o,=0 (3.1.5)

yazilabilir. Bu ikidenklemin (3.1.2) de ve (3.1.3) de verilen geodezik denklemlere

esit oldugu gosterilebilir.(3.1.4) denkleminin sol tarafi;

d(/ +/) (/ +,’ )dgu
dtucru vo,) |o,—(uo, +v o, o

d
- E (Eu’ + FU’) - (u’ O-‘IL + 'U,J‘L‘) ' (u, Juu + U’JH’L‘)

d ! ! /2 ! !/ /2
=—(Fu +Fv')— (u (o0,0,,) +v'v'(o,0,,+0,0,,)+ v (Jvaw)) (3.1.6)

denklemine esittir.

E?.L = (Ju. ' Ju)u = Oy Ty + 0uOuy = 20’1&1 oz dll‘.

30



Buradan ¢, 0,, = % E, dr. Benzer sekilde;

G’.‘.L = (JL‘ ' O-‘L‘) w = Jvu O’L" + O-’L‘ O-L“..L = 20—1,‘ 0-1,"'..1.
= O-’L‘ O-’L“IL = _Gu

2
dir. Ayrica

E‘..L = (Ju : O-v)u. = Juu J‘L‘ + O-?.L J‘L’?.L

olup budegerler (3.1.6) denkleminde yerine yazilirsa;
d d 1 2
(E(u’cfu + v’cfv))ou = a(E‘u’ +Fv')— E(Euu’“ +2Fu'v' + Guv’z)

elde edilir. Buda gosterir ki (3.1.4) denklemi (3.1.2) de verilen geodezik denkleme
esittir.

Benzer sekilde (3.1.5) denkleminin sol tarafi;
d ! ! ! ! do-v
<E(u g, +v O’v)>0'v - (u'o, +v'g,) =

d
= (Fu' +6v)—(Wo, +v'e) (o, +v'a,)

d ! 4 /2 ! 4 /2
= (Fu' + Gv') — (u (0,0,,) +uv'(o,0,, +0,0,,)+v (O‘vO'm,)) (3.1.7)

denklemine esittir.

Ev = (Ju - O-u)v = O-u.v O-’.‘.L + Ju.au.v = zo-u O-uv
1

= 0,04y = _Ev
2

dir.

G, =(o,-0,),= 0,0, +0,0,, =20,0,,
1

= OpOpp = EG‘L’

dir. Son olarak,
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F;) = (au ' O-v)v = 09y + 0,9

olup bu degerler (3.1.7) denkleminde yerine yazilirsa;
d(-’ +v'o,) —d(F-’+G’) 1(E-’2+2F-’ "+ G’
W outv'a) o, =—(Fu v 5 (Bl U U

denklemi elde edilir. Dolayisiyla (3.1.5) denklemi (3.1.3) de verilen geodezik

denkleme esittir.

Ornek 3.1.8:

52 birim kiire iizerindeki geodezikler, geodezik denklemler yardinyla
tanimlanabilir.

u enlemi ve v boylamu ile

og(u, v) = (cosu cosv, cosusin v, sin u)

verilsin. Birinci temel form

Edu® + 2Fdudv + Gdv*

seklindedir. O halde 6nce ¢ nm birinci temel formunu hesaplayalim.
g, = (—sinucosv, —sinusin v, cosu)

g, =(—cosusinv,cosucosw,0) igin;

=(—sinucosv,—sinusinw,cosu) - (—sinu cos v, —sinu sin v, cosu)

2 2 ) . 2 _ :
= sin® ucos’ v + sin’ usin® v + cos®u =1 dir.

F=g

[T

Fel

= (—sinucosv,—sinusinv,cosu) - (—cosu sin v, cosucos v, 0)

= sinu cosvcosusin v — sinusin v cosucosv =0 dir.
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G=o

» " O

»
= (—cosusinv,cosucosv,0) - (—cosu sin v, cosu cos v, 0)
2 2

— 2 2
= cos“usin® v+ cos“ucos“ v

=cos’u d

O halde ¢ nm birinci temel formu  du?® 4 cos?udw? dir.
a(t) = o(u(t), v(D))
birim hizli egrilere kisitlanabilir. Buradan,

2

72 12
u- 4w coscu=1

dir ve eger a bir geodezik ise (3.1.3) geodezik denklemini saglar.
L (Fu' +6v') = (B + 2Fu'v +G,v'")

denkleminde,

E,=0 , FE,=0VeG,= (cos’u), = 0 degerleri yerine yazilirsa;

%(v' cos?u) =0

olur. Buradan v’ cos®u = ¢ olup, ¢ bir sabittir.

Eger ¢ =0 ise v’ = 0 dir. Dolayisiyla v sabittir ve bir meridyen pargasidir.
¢ # 0 oldugunu varsayalim.

w4t v cosiu=1

2 12 2
=1—v cos‘u

= u
- [ ~
dir. v’ =—— oldugundan,
cog" u
2
12 €
u- - =1- .
cos’u

dir. Boylece geodezik boyunca,
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don? '’ . 2 2,
( L> _ v osfu _ €®-cos‘u
2 2 i _
du ws oo cos*u-c?(c %2 cos?u—1)
cos’u
1

cosu(c ?cos’u—1)
elde edilir ve buradan;

du

cosu coszu(c'z— - )
cos?u

dir ve 1, bir sabittir.

= -u)= |

du

_ 1
cos?u (c 2 - )
cos?u

dir. & =tanu degisken degistirmesi yapilirsa;

= +(v _Uo) =

+( ) f df . _1( 6 )
(v —1v,) = =sin™ | —

’ V(e2—1-86?) Verl—1
dir. Boylece

tanu = +Ve™? — Lsin(v —v,) dir.
sinu 5 . — 5 ,
= ++/c7° —1sinvy cosv ++/c7% — lcosy, sin v

cosu

sinu = +4/€7? — 1sin vy cosucosv +/¢7? — 1 cos v, cosusin v
bulunur. Buda gosterir ki a(t) nin

X =cosucosv , y=cosusinv ve z=sinu

koordinatlar1

a=+Ve?—1sinv,,b=FVec?—1cosy, igin

z=ax+ by
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esitligi saglanir. Buradan «, §? kiiresinin merkezinden gecen bir diizlem ile

kesisimi ihtiva eder. Boylece biitiin durumlarda e bir biiyiikk cember parcasidir.

Teorem 3.1.7: P, M yiizeyi lizerinde bir nokta ve T, P de M ye teget bir birim
vektor olsun. O zaman M {izerinde P noktasindan gecen ve T teget vektoriine sahip

olan bir tek birim hizli &z geodezigi vardr.

Ispat:

Geodezik denklemler,

u'=fluvu,v), v =gluvu,v) (3.1.8)

formundadir. Burada fve g u, v, u', v’ degerlerinin diferensiyellenebilir
fonksiyonlaridir. Diferensiyel denklemlerin teorisi geregince verilen herhangibir t,

degerii¢in (3.1.8) denkleminin bir ¢6ziimii vardir dyle ki

u(ty) =a , v(ty) =b , u'(t,) =c ,v'(t,) =d dir. (3.1.9)

u(t) , v(t) tanmlanir ve diferensiyellenebilirdir. Biitiin t degerleri i¢in

It —t,| <e
saglanir ki £ > 0 dir. Ayrica (3.1.8) denkleminin herhangi iki ¢éziimii t nin biitiin
degerleri i¢in (3.1.9) denklemini saglar dyle ki

lt—tyl <&, & >0ve & <& dr.
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Simdi bunlar geodezik denklemlere uygulanabilir. Kabul edelim ki P, M nin bir
o(u, v) yamasi i¢inde bulunsun. P, o(a, b) noktasiolsun.

T=co, +do,

a, b, c,d skalerdir ve tiirevleri

u=a ,v=>»

esitliklerine karsilik gelir. Bir birim hizli

a(t) = o(u(D), v()

egrisi u(t,) = a , v(t,) =b icin t =t, da P noktasindan gecer. Ayrica T teget
vektoriine sahip oldugundan,

co, +da, = t = &' () = (£, +v'(t,)a,

yazilabilir. Yani

u'(ty) =c,v'(t,) =d dir.

Boylece bulunan bir (birim hizli) « geodezigi t =t, da P noktasindan gecer ve
orada elde edilen T teget vektori, (3.1.9) baslangi¢ sartlar1 i¢in geodezik denklemleri

cozer ve yukarida da belirtildigi gibi bir tek ¢ozlime sahiptir.

Teorem 3.1.8: iki yiizey arasindaki bir izometri bir yiizeyin geodeziklerini diger

ylizeyin geodeziklerine gotiirtir.

Ispat:

M, ve M, ikiyiizeyolsun. f : M, — M, bir izometri ve « , M, de bir geodezik
olsun. Ayrica o(u, v) , M, de bir yama ve bu yama iizerindeki e geodezigi,

a(t) = o(u(t), v(t))

denklemi ile verilsin. Budurumda u ve v, ¢ nin birinci temel formunun katsayilari

olan E, F,G ile (3.1.2) ve (3.1.3) geodezik denklemleri saglar.
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d ! ! 1 !2 ! ! !2
E(Fu +6v)==(E.u" +2Fu'v' +G,v'")
4

f oo, o nmaynibirinci temel formu ile M, nin yamasdir. Buradan f oo nn M,
tizerinde bir geodezik oldugunu gostermek icin f oo nin da geodezik denklemi

sagladig1 gosterilmelidir. Teorem 3.1.6 dan ve

t — f (o(u(t), (1))

olup zincir kuralindan;

d ( 8]" 8J+ 8]" 60)6]" do ( 6}" oo 6]" 60) (6]" 60)
dt 60 ou acr dv/ oo dv 60 au 60 ov/dt \do Jv

:E “ o2 6u6v+ v do? Avduv

d(‘,azf 9o f 80)

( 0Of o, of aa> 2f B9 f
8o ou Ao o " do? Audwv v do? Avdwv

d az a 1 ,
=>E<(UIF+‘U’G) ao_i)_% _(E 12 +2F;‘urv/+6vv,_) =0

9°f °f 1 2
:>dt(6 )—( 'F+v G)_T (E + 2Fu'v’ +Gv)

d ' ' 1 12 "aq! 2
:E(uF+v G) =5(Evu “+2RuY +6,077)

dir. Yani f oo (3.1.3) ile verilen ikinci geodezik denklemi saglar. Benzer sekilde;
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L TR e a5

dt 90 du 30 V¥ 30 30)at\50 7

d(l,aﬁf do Ff aa>

dt “ 802.8u3u+ dc? duvdu

“ do? dudu do? duou

( af aa+ af 60) ‘,azf do 4 ,62]‘ do
aa Ju v aa v v

Py ——-—(E W H2Eu e +6,0'7) =0

d(  3F\ &F 1
ﬁa(('bLE‘"LF) )

8 f 8° " L
:>dt(8 )—( 'E+v'F)= 7—(5 +2Fu'v + Gr'?)

d 1
= —(WE+v'F)=-(Eu" +2Euv +6,07)

dir. f e g (3.1.2) ile verilen birinci geodezik denklemi saglar.
Dolayisiyla f o g, ¢ ninayni birinci temel formu ile M, nin bir yamasidir. Buradan,

Teorem 3.1.6 geregince ve

t — f(cr(u(t), z,«(t)))

ile f oo, M, lizerinde bir geodeziktir.
Ornek 3.1.9:

x? + y? = 1 dairesel silindiri verilsin. Bu silindir {izerinde verilen herhangi te get

yoniinde, her noktadan gegen bir geodezik vardr. Bu geodezikler, diizlemin
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geodezikleri olan dogrularm izometri altindaki goriintiileri yardimiyla bulunur.

Bunun igin 6ncelikle silindirin diizleme izometrik oldugu gosterilebilir.

o(u,v) = (u,v,0) dizlem, o*(u, v) = (cosu,sinu, v) silindir olmak tizere;
g, =(1,0,0),0a,=(0,1,0)
ve

g, =(—sinu,cosu,0) , g = (0,0,1) dir.

U

Diizlem i¢in;
-0, =(1,0,0)-(1,00) =1
F=g,- g, = (1)0]0) . (0]1)0) =0

G=o0,-0,=(01,0)-(0,1,0) =1

o[22l o o

Silindir i¢in;

2

1l il 9
E*=g¢} -0 =(—sinu,cosu,0)-(—sinu,cosu,0) =sin“u+ cosu =1

F*=g}t-0f=(—sinu,cosu,0)-(0,0,1) = —sinucosu + sinu cosu =0
G*'=0c'-a'=(001)-(0,01) =1

v

olup,

* . = E* F*
1 8 F* G*

o o]

dir. Burada P = g(uy,vy) diizlem tizerinde, P* = ¢ *(u,, vy) silindir tizerinde

keyfi noktalar olmak tizere
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olup diizlem ve silindir lokal olarak izometriktir. P ve P* keyfi noktalar
oldugundan her P ve P* igindiizlem ve silindir izometriktir.

[zometri xy —diizleminin (2, », 0) noktasini silindirin (cosu, sin u, )
noktasina gotiiriir. Teorem 3.1.8 ile izometri diizlem tizerindeki geodezikleri yani
dogrulary, silindir iizerindeki geodeziklere gotiirtir. O halde silindir tizerindeki
geodeziklerin bulunmasi i¢in diizlemdeki biitiin dogrularin izometri altindaki
goriintiilerinin bulunmasi yeterlidir. y —eksenine paralel olmayan herhangi dogru
vy =mx + ¢ ye karsilik gelir, burada m ve ¢ sabitlerdir. Bu dogru

x = u,y =mu + cile parametrelendirilir. Bunun silindir iizerindeki goriintiisii
a(u) = (cosu,sinu, mu+ ¢)

egrisidir. Buise » = 1 yaricaplh bir dairesel helis denklemidir.

Burada eger m =0 ise, @(u) = (cosu,sinu,¢) olup, & geodezigi gemberdir.
Sonolarak xy —diizleminde, y —eksenine paralel herhangi dogru izometri ile

silindir tizerinde z —eksenine paralel bir dogruya doniisiir .

Dolayisiyla xy —diizleminin dogrularinin izometri altindaki goriintiileri, silindirin
geodezikleriolan gemberleri, dogrular1 ve dairesel helisleri verir.
Simdi de dairesel silindir lizerindeki geodeziklerin, geodezik denklemler yardimiyla

nasil bulunabilecegi asagidaki 6rnekle incelenecektir.

Ornek 3.1.10:
Geodezik denklemler yardimiyla bir dairesel silindir lizerindeki geodezikler
bulunabilir.

x?+yi=1
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dairesel silindirini g6z dniine alalim. Silindirin = , » parametrelendirilmesi
a=oc(uv) = (cosu,sinu,v)

g,(u,v) = (—sinu,cosu,0) ve g,(u,v) =(0,0,1) dir.

E=o0, 0, =(—sinu,cosu,0) -(—sinu,cosu,0) =sin?u+cos?u=1,

F=g9, 0,=(—sinu,cosu,0)-(00,1)=0 ,
G=o0,-0,=(001)-(001)=1*=1 dir

E=G=1 v F=0

degerleri (3.1.2) ve (3.1.3) ile verilen birinci ve ikinci geodezik denklemlerde yerine

yazilirsa;

L =(Bu +Fv') = (B " + 2Fu'v' +G,v'")

d
=>—u =0
at

=y’ =0 dr

d 1 2
ar (Fu' + Gv') = E(Evu'z +2Fu'v' + G,v'")

dir. Buradan u=at+b , v =ct+d olup a, b cd sabitlerdir.
Eger a =0 ise,

a=a(uv) =(cosh,sinb,ct +d)

olup @, (cosh,sinb,d) noktasindan gegen bir dogrudur.

Eger a # 0 ise,

a = o(u,v) = (cos(at+ b),sin(at + b),ct + d)
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olup e, silindir iizerinde helis egrisidir.

Eger a #0 , ¢ =0 ise,
a = o(u, v) = (cos(at+ b),sin(at + b),d)

olup e, z=d diizlemi ile silindirin arakesiti olan gemberlerdir.

Tamm3.1.4: R* de x, >0 yari diizleminde bir diizlemselegri & olsun. «
egrisinin x, —ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen yiizey M olsun.
a:1— R?
t — a(t) = (a,(t),a,(t))
egriside R? de sabit hizli bir egriolsun. Her # € R i¢in bir
tg:1—>M
t — ay(t) = (x,(t),x,(t) cos ,x,(t) sin )
ve Vt €1 ginbir
B,:R—M
8 — B,.(8) = (x,(t), x,(t) cosB, x,(t) sin 8)
egrileri tanimlansin.
oy egrilerine M donel yiizeyinin meridyen egrileri ve 8, egrilerine (¢emberlerine)
de M donel yiizeyinin paralel egrileri denir. e egrisine ise donel ylizeyin profil

egrisi denir.
Teorem3.1.9: a(t) = a(u(t), v(t)) egrisinin dondiiriilmesiyle elde edilen M
ylizeyinin Vt €I ve VO € R olmak lizere,

ag(t) = (u(t), v(t) cosf, v(t) sinf)
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B.(6) = (u(t), v(t) cosf, v(t)sin )

paralel ve meridyenleri i¢in;

) Meridyenler ve paralel gemberler daima birbirini dik keser.

(ag' (), B, (£))=10

i) Her bir «, meridyenegrisi M {lizerinde bir geodeziktir.

iii) B.(8) paralel dairelerinin M iizerinde geodezik egriolmalari i¢in gerek ve

!

yeter sart e nin egriligi olan = nin a(t) de sifir olmasudir.
U

Ispat:

i) ap(t) = (u(t), v(t) cos@,v(t)sinf) , Vtel
B.(6) = (u(t), v(t)cosh,v(t)sinf) , VOER

esitliklerinin tlirevleri alinirsa;
ag (t) = (' (t), v'(t) cos @, v'(t) sin 9)
B, (8) = (0,—v(t)sin 8, v(t) cosH)
elde edilir.
= (g (1), B, (1))
={((u'(t), v (t)cos@,v'(t)sinB),(0, —v(t)sin @, v(t) cosh))
=0-u'(t) —v(t)v'(t)sin @ cos B +v(t)v'(t) sinf cosf =0

dir. O halde meridyenler ve paralel daireler birbirini daima dik keser.
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i) {lag' (), B, (£)} , 1) kosulu geregince ortogonal bir sistem oldugundan
lineer bagimsizdir ve

Tu(P) = Splag (1), B, (1)}

dir. Boylece {a,'(t), B, (t)}, P = ay(t) noktasmnda Ty (P) ninbir bazidr. Diger
taraftan e egrisi sabit hizli bir egri oldugundan,

(ag'(t),ap'(t))=¢ , c sabittir.

= (ag" (1), ay' (1)) + (ag'(t),ay ' (t)) =0

= (ag(8),ay' (1)) = 0

dir. Ayrica (ap"'(t),B8, (t)) =0 oldugundan a,"'(t) L Spla,'(t),B, (1)}

dir. Dolayistyla etg"' () L Ty;(eg(t)) dir. Yani ag(t) efrisi M yiizeyinin tanjant
diizlemine dik olup normal diizlemine paraleldir. O halde «4(t) egrisi M yiizeyi

tizerinde bir geodeziktir.

iii) Bir B8.(#) = @ €M noktasinda M nin Ng,(gy normali,

Ng.(a) = &g (1) A B, (t) = det (u’(t) v'(t)cosf v (t)sin 9)

0 —v(t)sinf@ v(t)cosh
= (v'(t)v(t),—u (t)v(t) cosB, —u'(t)v(t) sin B)
e (X2 coso —s
=u'(t)v(t) (u’(t)’ cosf, —sin 9>

dir. Ayrica
B, (6) = (0,—v(t)sin @, v(t) cos )
ve

B, (8) = (0,—v(t) cos8, —u(t) sin 8)

dir. O halde B,"(8) = ANy () olmasi igin gerek ve yeter sart
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v'(t)
u(t) 0

olmasidrr. B,"(8) = ANp (g) olmasi B,(8) egrisinin M yiizeyi tizerinde bir

geodezik egri olmas1 demektir.

Teorem 3.1.10 (Clairaut Teoremi): «, M donel yiizeyi lizerinde bir geodezik
olsun. p, donme ekseninden M nin bir noktasma olan uzaklik ve ¥, @ ve M nin
meridyeni arasindaki ag1olsun. Budurumda p sin ¢, @ boyunca sabittir.

Tersine, psiny yiizeyde baz1 a egrileriboyunca sabitse ve @ nim pargast M nin

bazi paralellerinin higbir par¢asi olmuyorsa, o zaman « bir geodeziktir. ( Burada, &

nin pargasi olarak «(]) kastedilir ki burada J bir agik aralktir. Bir 3 = ; paraleli

tizerinde p siny kesinlikle sabit oldugu i¢in hipotez saglanir. Ancak paraleller

Teorem 3.1.9 geregince genel olarak geodezik degildir. )

Ispat:

M nin o(u, y) = (f(u) cosy, f(u) sin yy,g(u)) parametrelendirmesiyle o = f(u)

elde edilir.

Ju.
— O—
le Il %
ve

o, .
—_=plg
lla, |l

srastyla, meridyenlere ve paralellere teget birim vektorlerdir ve Teorem 3.1.9
geregince birbirine diktir.

Kabul edelim ki a(t) = a(u(t),v(t)) birim hizh olsun.
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o =cosyo, +p tsinya, (3.1.10)

elde edilir. ( Bu esitlik aslinda 4 nin isaretini tanimlamaya yardimci olur.)

(8.1.10) denkleminin her iki yan1 g, ile ¢arpilirsa,

g, Xa =cosypao,Xo,+p tsinyo, Xa, (3.1.11)
elde edilir.
g, Xog, =1 (3.1.12)

esitligi (3.1.11) denkleminde yerine yazilirsa,
tsiny o, X g, (3.1.13)

g, Xa =p°

dir. ' =u'g, +v'g, iken,

v
g, Xa =ua,Xa, +v'a,%Xa,
yazilabilir. Burada (3.1.12) esitligi yerine yazilirsa,
v'o,X g, =p tsingo, Xa, (3.1.14)

pv' =siny (3.1.15)

esitligi elde edilir. Buradan psiny = p2¢’ dir. O halde
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d '
2 () =0 (3.1.16)
denklemi gosterir ki bu geodezik e boyunca sabittir. Bu sabit 0 ile gosterilsin.

Tersi i¢in; p siny, M de bir birim hizli e egrisiboyunca bir O sabiti ise,

%((f(u))zv') =0

saglanir.

u' =f(u)%v'2 (3.1.17)

denkleminin saglandig1 gosterilmelidir. (3.1.16) esitliginden

° (3.1.18)
v = = — d.1
ph'

iken e egrisibirim hizli oldugundan ve (3.1.17) denkleminden

w4 pw'=1 olup

ui=1-= (3.1.19)
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= <u —p—u’2>=0 (3.1.20)

dir. Eger (3.1.20) esitliginde parantez igindeki kisim, egrinin bazi noktalarinda sifir
olmazsa orada bir £ > 0 sayis1 vardir 6yle ki

It — t,] < e igin a(t,) = a(ugy v,) dasifirolur.

Ancak |t —ty| < e i¢in v = 0 oldugundan e, [t — t,| < £ iken u =,
paraleli ile ¢akisir. Bu ise a(t) = J(u(t), v(t)) nin birim hizli olmasi ile ¢elisir.
Dolayisiyla (3.1.20) esitliginde parantez i¢indekikisim, e tlizerinde her yerde sifir
olmalidir. Yani

1 dp 12

dirkibuda (3.1.17) denkleminin saglandigin1 gosterir.

Omek 3.1.11: o = o(u, v) = ((R + rcosu)cosv, (R + rcosu)sin v, rsin u)
parametrelendirmesiyle M tor yiizeyi verilsin.

g, = (—rsinucosv,—rsinusin v, cosu)

g, =(—(R+rcosu)sinv,(R+rcosu)cosw,0)

icin;

2

E=o0,-0,=71
G=o0,-0,=(R+rcosu)
dir. Bu esitlikler (3.1.2) ve (3.1.3) geodezik denklemleri ve Teorem 3.1.9 geregince,

R+ rcosu
u”+¥sinuv'z=0 (3.1.21)
T
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Ve

P rsinu 'y =0 3122
v —2——uv = 1,
é(R + r cosu) ( )

dir. (3.1.22) denklemi gdz 6niine alinirsa;

rsinu

r ! !
' —2————u'v' =0
(R+7rcosu)
iy rsinu L
=v' ' =2—u'v
(R +rcosu)
r '
v rsinu ,
_/= _—  u
v (R +7rcosu)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte integral alinirsa,

Inv'=—-2In(R+rcosu) +¢, (3.1.23)

dir. Burada ¢, = In ¢ almirsa,

Inv' =In(R+rcosu)?+lnc

c

!

- (R + rcosu)?

= v

elde edilir. & nin birim hizli oldugu varsayilirsa (ki F = 0 olup a, birim hizlidr)

birim hiz bagmtisindan;

)

Eul+6v'i=1

CZ

=r2u'? + (R + rcosu)? (R trcosi) =1

=r2u'? + c =1
(R + rcosu)?
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U
g,
=]
|
N
N
=
(o
(=]

B (R+r cosu)2>

1 . c?
>y =— _—
r (R +7rcosu)?

elde edilir. »' niin &' ye boliinmesiyle,

v du cr

u o odv (R + 7 cosu)/(R+ 7 cosu)? — ¢?

du

elde edilir. Tor yiizeyi i¢in Clairaut bagintisi
(R+rcosu)sing =c¢
dir. Burada ¢, a' Ve g, arasindakiagidrr.

a, en Ustteki gembere paralel olarak basladigini kabul edelim.

s T T T
J(—, v) = J<(R +r cosi) cos v, (R +r cosz) sin 7, ¥ sin )

2
s
=g (E u) = (Rcosv,Rsinv,r)
dir. O zaman ¢ = ; den ve Clairaut bagmtisindan
i : j—
(R +r cos;) sing =c¢
= R sin ? =c
=R=c
elde edilir. |sin ¢| < 1 oldugunda, biitiin « boyunca
R+rcosu=R

elde edilir. Bu cosu > 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla

<u<

S
Y

dir. O halde, geodezik torun disinda kalir. Yani en iistteki ve en alttaki paraleller

arasinda s icrar.
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Tamm 3.1.5.( Clairaut parametrizasyonu )

Bir M yiizeyi lizerinde

kosulunu saglayan (E ve G sadece u yabagliolan) bir

g:D—>M

ortogonal parametrizasyonuna bir Clairaut parametrizasyonu denir.

Kiire ve tor i¢in yamalar ortogonaldir ve E, G sadece u yabaghdir. Bir ortogonal

o(u, v) yamasinin,

E,=0 ve G, =0 ise u dabir Clairaut parametrelendirmesi

E, =0 ve G, =0 ise, v de bir Clairaut parametrelendirmesi oldugu sdylenebilir.

Dolaysiyla tor u i¢inde Clairaut’dr. Geodezik denklemler bu durumda daha basit bir

hal alir. Yani u —Clairautigin F=0ve E, =G, =0

degerleri ile birlikte (3.1.2) geodezik denklemi gdz 6niine alinirsa,

d ’ / 1 ;2 ro 12
E(Eu +Fu)=5(5u_u +2Fuv +G,v )

d / _1 o2 12
ﬁa(Eu)—E(Euu +Gu’b )

=2Fu =B u’ + G’

Eu 2 Gu

rr = = /2 — p _ : 1 '
=>u oF T 0 (u — Cairaut Geodezik Denklemi)

Benzer sekilde (3.1.3) geodezik denkleminde
F=0w E,=G,=0

u u

degerleri gdz Oniine alinirsa,
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d / / 1 12 o 12
E(Fu +Gv)=E(Evu +2FEu'v' + G,v'Y)

= i(c;z,«’) = %(Evu’z +6,v'%)

I 12 12
= 2Gv =Eu” +G,v

E s
sp' ——2u?——Zp'? =0 (v-— Qairaut Geodezik Denklemi) (3.1.25)

elde edilir.
Bundan sonraki teoremlerde daha ¢ok u —Clairaut parametrelendirmesi dikkate

almacaktir.

Teorem3.1.11: M: o(u,v), u —Clairaut parametrelendirmesiyle bir yiizey olsun.

u —parametre egrileri sabit hizla parametrelendirildiklerinde birer geodeziktir.

Ispat:

o, u —Clairaut yamasi i¢in bir o(u,v,) u —parametre egrisini goz 6niine alalim.
a(t) = ot vy) icin

u(t) =t , v(t)=v, , v =1, v'=0

dir. @ i¢cin yay uzunlugu,

s(6) = f|a'(y>| dy =fJE<y)dy

dir. &'(t) = g,u’ =g, dir. Buradan

ds
— =4/E(t) >0
P (t)
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elde edilir. Bu nedenle bir t = t(s) ters fonksiyonu vardir ki

B(s) = a(t(s)) olarak e birim hizli olacak sekilde yeniden parametrelendirilebilir.

u(s) =t(s) ve wv(s) =v, il B(s) = a(t(s), vy)

dir. Zincir kuralindan;

du du dt — 1 1

ds dt ds = JE VE
d’u 11 g 1 E,
ds? 2.3 “VE = 2E?

elde edilir. Bu tiirevler (3.1.24) denkleminde yerine yazilirsa,

E, 5 E, E, r1
,u” __"L.LL’h = — "L‘) +—J(—) = 0
2E 2E<  2E\E

dir. Buradan "' = 0 olup, u —Clairaut geodezik denklemi olan (3.1.24) denklemi
saglanir. Dolaysiyla yeniden parametrelendirilmis B (s) w —parametre egrisi bir

geodeziktir.

u —Clairaut yamalarmm v —parametre egrilerinin bir geodezik oldugu Teorem
3.1.11 ile ispatland1 Simdi u —Clairaut yamalarinin o(u,,v) » —parametre egrileri

icin de dogru olup olmadig1 incelenebilir.

Teorem3.1.12: M : o(u,v), u —Clairaut yamasiyla bir yilizey olsun. Bir

v —parametre egrisi u = u, ile G,(u,) = 0 iken bir geodeziktir.

Ispat:
v —parametre efrisi, © = u, i¢in geodeziktir gerek ve yeter sart
0, (U ) - 0, (Ug, ) = 0

dir. Asagidaki esitlik gosterir kibudurum G, (u,) = 0 dir.
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dir. Her v i¢in,

G,(uy) = G, (uy,v) = 20, (1, v) - 0,(uy, )
dir. g,, = g,, oldugundan,
G,(uy) = g, (uyv) - g,(ugv) =0

dir. u —Clairaut yamas1 oldugundan G, = 0 dir. Bdylece v —parametre egrileri

birim hizli oldugundan geodeziktir.

Tamm 3.1.6.( Pregeodezik )
a bir M yiizeyi izerinde diferensiyellenebilir bir egriolsun. & nin bir geodezik olan

a o h yeniden parametrelendirmesi varsa « ya bir pregeodezik denir.

Teorem 3.1.13: M bir yiizey ve «: (a,b) — M bir regiiler egri olsun.

Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) a bir pregeodeziktir.
ii) Bir /: (a,b) — R fonksiyonu vardir 6yleki a <t < b icin
(Dya)(t) = f(e' (L)
dir.

iii) a nin geodezik egriligi sifirdir.

Ispat:
i) = ii) i¢in;
a o h bir geodezik olsun. 8" = (a’' e k)h' olur ki Teorem 3.1.4 geregince B’ ve h'

sifirdan farkli degerler alir. Dahasi
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Dp'B' = h'z(Da'a') ch+h'a ch=0

oyle ki
h/l )
Dya = (— ~ o h_l> a'
II,,ﬁ
dir. Boylece

h/!
= o bt
7=~ ()

alinabilir. O halde (D, «')(t) = f(t)a'(t) kosulunu saglayanbir f fonksiyonu

vardr.

i) = 1) icin;

D,/c = fa' ve h,

R+ Rh*(foh)=0

diferensiyel denkleminin sifirdan farkl bir ¢6ziimii oldugunu kabul edelim.
B =eacoh alnirsa;

Dp'B = R*(D a)eh+h'a oh= ((f oM)W + h”) a'ch=0

dir. Bu ise i) ve ii) nin denkligini gdsterir.
Sonolarak i) = iii) i¢in; & bir pregeodezik olsun. Bu durumda Tanim 3.1.6 geregince

a o h bir geodeziktir. Diger yandan Teorem 3.1.4 dikkate alinirsa e bir geodeziktir.

O halde & nin geodezik egriligi her yerde sifirdir.
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Tamm 3.1.7.( Maksimal Geodezik)
Bir & geodezigi, reel eksenin bir en genis I araliginda tanimlanan herhangi bir diger

geodezigin kisitlamasi degilse, bu durumda e geodezigine maksimal geodezik denir.

Teorem 3.1.14: M bir yiizey olmak iizere keyfi bir P € M noktasi ve v, € Ty,(P)
vektoril verilsin. t, noktasini iceren bazi araliklar tizerinde tanimlanan kesin olarak
bir & geodezigi vardir 6yle ki

a(ty) =P, a'(ty) = vp

dir.

Ispat:

A, a(t,) = P ve a'(t,) = vp esitliklerini saglayan biitin e (t) geodeziklerinin
ciimlesini gostersin. Bu geodeziklerin her biri t, noktasimi i¢eren bazi I, araliklari
lizerinde tanimlanir. Bu duruma uygun enazbir a € A geodezigi olup A climlesi
bos degildir.

Herhangi iki ez, e, € A geodezikleri

I, N1, arahg iizerinde kesisir. Bdylece t € I, igin a(t) = a(t)

esitligi ile birlikte
I = U I,
wEA

araligi lizerinde & : I — M egrisi tanimlanir. Bu egri diger geodeziklerle

kisitlanmaz ve

=

wEA

ile arahig1 6rten geodezik oldugundan maksimal geodeziktir. Ayrica;
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vp = 0 ise buradaki & egrisi P noktasinda reel eksenin sabit noktaya doniistimidiir.

vp # 0 ise buradaki & egrisi P noktasini igeren en genis

=

wEA

araliginda tanimhidir. Bu da maksimal geodezik oldugu anlamina gelir.

t, = 0 alinsm. Budurumda «(0) = P ve «'(0) = v, olan maksimal geodeziktir.

Teorem 3.1.15: M bir yiizey olsun. 7, € T,;(P), P € M ve
a:l1—M
egrisi, baslangic hiz1 7, olan bir maksimal geodezik olsun. M de baslangic hizi ¢z, ,
¢ € R olan bir maksimal geodezik egri B8 ise,
B(t) = alct)

dir.

Ispat:

a egrisi M lizerinde bir geodezik egri ise Gauss denkleminden;

() + (@ (8), 5 (No @) () (N o a)(8) = 0

olur.
{ a(0) =P
a'(0) =vp

baslangi¢ sartlartyla bu sistemin ¢éziimii & : I — M egrisidir. Diger taraftan bir

diger 8 : I — M egrisinin de geodezik oldugunu varsayalim. O zaman;
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d
BT+ (B (1), - (Ne B)(£)) (N B)(1) = 0 (3.1.26)

olmalidir. Bu diferensiyel denklemin baslangi¢ kosullarr,

{ B(0)=P
B'(0) = cvp

olsun. O zaman diferensiyel denklemin bu baslangi¢ kosullarina uygun ¢oziimiinii
aragtiralim. Sistemin ¢oziimii £(t) = a(ct) olsun. Bunun (3.1.26) ile verilen
diferensiyel denklemi sagladigi goriilebilir.

B(t) = a(ct)

B'(t) = ca'(ct)

B'(t) = c?a’ (ct)

degerleri (3.1.26) denkleminde yerine yazilirsa;
d
BT+ (B (1), (Ne B) (1)) (Ne B)(2)

d
=c?a’(ct) + (ca'(ct),E(N oa)(ct))(No a)(ct)

dN(a(ct))

=c?a’(ct) + (ca'(ct),T

YN(a(et)) (3.1.27)
olur. Burada,

dN(a(ct))
—a Dg ()N

olup B'(t) = ca'(ct) oldugundan

dN(a(ct))

At = Dcaﬁ’(ct)N = Csz’(ct)N

= N(a(ct)) = Ntx(ct)
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dir. Budegerler (3.1.27) denkleminde yerine yazilirsa;
c*a’ (ct) + (ca'(ct), eDy (o) )Ny

= ¢?[a"(ct) + (a'(ct), Dy (o) NIN o |

dir. Hipotezden,

a' (ct) + (a'(ct), Dy (o) N)N (o) = O

oldugundan c¢? - 0 = 0 elde edilir.

B(t) = a(ct) iken,

B(0)=a(c-0)=a(0)=P

ve

B'(t) = ca'(ct) iken,
B'(0)=ca'(c.0)=pB'(0)=ca'(0) =cuvp

dir. O halde B(0) =P ve B'(0) = cv, baslangic sartlarini saglayan bir tek
t — B(t) geodezigi mevcut olacagindan bu geodezik egri

B(t) = a(ct) dir.

Teorem 3.1.16: M bir yiizey ve P € M, 7, € Ty, (P) olsun.
a:l—M

egrisi P den gegen ve baslangic hizi 7, olan bir maksimal geodezik egri olsun.
g:1—>M

egrisinin bir t, € [ icin B(t,) = P ve B'(t,) = v, sartlarma uyanbir geodezik

olmasi igin B(t) = a(t —t,) , Vt € I olmahdr.
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Ispat:
M yiizeyi lizerinde bir geodezik egri & olsun. & geodezik oldugundan
a'(t) +{a'(t), Dy () N)Ny(r) = 0

dir. Burada N ile a(t) € M noktasinda M nin birim normal vektorii

gosterilmektedir.
{ a(0) =P
a'(0) = vp

baslangi¢c deger probleminin ¢éziimii ¢ : [ — M egrisidir. Ayni sekilde bir diger
g : T — M egrisi de M iizerinde geodezik ise,

B (t) + (B'(t), Dp'(»)N)Npy = O

dir ve bu egrinin baslangi¢ kosullari,

{ ,B(to) =P
B'(ty) = vp

oldugundan diferensiyel denklemin ¢éziimii tek olup bu ¢6ziim
B(t) = a(t —t,) dir. Gergekten de,
B'(t)=a'(t—ty,) ve B'(t) =a' (t—t,)
oldugundan B" (t) + (B'(t), Dy’ (,)N)Ng(,) = 0 diferensiyel denkleminde g’ ve g"
degerleri yerine yazilirsa,
a'(t—t,) + (a'(t—tg), Da’(z—zo)mNa(z—zo) =0
elde edilir. O halde vVt €1 i¢in,
B(t) =a(t—ty) = B'(t) =a'(t—t,)
= B'(ty) =a'(ty —t,) =a'(0) = v,
ve
B(t) = a(t —ty) = B(ty) = alty —t;) = a(0) =P
dir. O halde
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B(ty) =P, B (t;) = vp

ve

B () + (B (£), Dy (yN)Nggyy = 0

baslangi¢c deger probleminin ¢dziimii bir tek oldugundan bu ¢6ziim

t — B(t) =a(t—t,) dir.

Tamm 3.1.8.( Periyodik Geodezik )
M bir ylizey ve e bu ylizeyde bir geodezik egri olsun. Her t i¢in,
t, <t,, a(t, +t) =a(t, +1t)
esitligini saglayan t, ve t, sayilari varsa, bu durumda bir en kiiciik & sayist vardir
Oyle ki Vvt icin,
a(t+ 8) = a(t)
dir. Bukosullar1 saglayan e egrisine bir kapal geodezik ya da § periyodu ile bir

periyodik geodezik denir.

Teorem 3.1.17: M bir yiizey ve M lizerinde
B:1—>M
to €1,t, = 0icin, B(t,) =B(0) ve B'(t,) = B'(0)
kosullarmi saglayan bir geodezik egri olsun. Budurumda VvVt € [ iin,

B(t+ty) =B (L)

dir. Yani 8 egrisi periyodiktir.

Is pat:

M ylizeyi lizerindekibir geodezik egri f: 1 — M icin,
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B (t) + (B'(L), Dp'(»)N)Npy = 0 (3.1.28)

diferensiyel denklemi saglanir. Ayrica bu egri i¢in
B(ty) = B(0), B (t,) = B'(0) ; ta €1, t,#0
baslangic kosullar1 saglanmis olsun. Aynibaslangi¢ kosullarmni saglayan g(t) den
farkli bir geodezik egri B(t + t,) olsun.
B(t+ty) =B(t) = B (t+1t,) =p(2)
= B'(t+1t) =p"(2)
degerleri (3.1.28) denkleminde yerine yazilirsa;
B (t+1t) +(B'(t+t5). Dp' (e ) NINp(rary) = 0
olur ve aynibaslangi¢ kosullar1 t = 0 i¢in,
B(t+ty) =p(t) = B(t,) =0
B'(t+1t) =p'(t) = B'(t,) = £'(0)
saglanir. Dolayisiyla (3.1.28) denkleminin baslangi¢ kosullarini saglayan bir tek
¢Oziimii vardir ve bu ¢6ziim
t— B(t+t,) =L() ,Vtel

dir. O halde £ egrisi periyodiktir.

Tamm 3.1.9. ( Geodezik Tamlik )
M bir yiizey olsun.
ag:1— M

maksimal geodezik egrisi icin I = R ise M yiizeyine geodezik olarak tamdir denir.
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Ornek 3.1.12:

M = $? kiiresi iizerinde geodezikler

a(t) = (cosat,sinat,0) ,0<t<mw

dir. Burada I ={t | 0 <t <} dir. I # R oldugundan S? kiiresi geodezik olarak tam

degildir.

Ornek 3.1.12:

R¥te x5 > 0 olmak iizere x5 = x,? + x,° konisi lizerinde ana dogrular birer
geodeziktir. Bu geodezikler,

X, =MX,

dogrularinin x5 —ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilir. Bu geodezikler i¢in

parametrik ifadeler;

X, =t
L X, =mt
= (14+mH)t?
dir. Burada t € R\ {0} dir. O halde I # R dir.

Dolayisiyla x5 = x,? + x,7 konisi geodezik olarak tam degildir.

Ormnek 3.1.15:

R*te x,” + x,” = 1 silindiri iizerinde

a(t) = (acost,asint, bt)

helis egrileri geodeziklerdir. t € R dir yanibu egrilerin tanim bolgesi R oldugundan

x,% + x,° = 1 silindiri geodezik olarak tamdr.

Teorem 3.1.18: M bir yiizey olsun. p, ¢ € M olmak {izere &, M de p den ¢ yabiren

kisa egri pargasi ise « bir geodeziktir.
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Ispat:

o asil uzakhgni, M de p den gq ya biitiin egri pargalarinin boylarmnin en biiyiik alt
smir1 olarak tanimlayalm. e : [a, b] — M egrisi p den g ya geodezik olmayan bir
egri pargasiolsun. O zaman L(«) > p(p, q) dir. Eger & bir geodezik degilse enaz bir
t, icin a''(t,) ivmesi sifirdan farkhdir. " siirekli oldugundan t, noktalari civarinda
sifirdan farklidr. Budurumda t, < b kabul edilebilir. Yeterince kiigik £ > 0 i¢in
a(t, + £) , a(t,) mbir komsulugundadr ve e (t,) # 0 oldugundan t, dant, + ¢ a
a nin pargasi bir geodezik degildir. Ancak L, . .. uzunlugu kesinlikle a(ty+ )

dan a(t,) aolan asil uzunluktan daha biyiktir. Bu durumda ti¢gen esitsizliginden;

L(e) = La,.ro + Lto,.t0+s + Lt0+s,b
> p(p, a(ty)) + p(alty), alty + £)) + pla(ty + £),b)

>p(pg) dm.

Teorem 3.1.19: M geodezik olarak tam olan bir yiizey olsun. p, ¢ € M olmak {izere

M de p den ¢ ya bir enkisa geodezik parga vardir.

3.2. Metrik Uzaylarda Geodezikler
(X, d) bir metrik uzay olmak tizere p, g € X i¢in d(p, q) = |p — gl olarak

tanimlanacaktir.
Tamm 3.2.1. ( Geodezik Yol )

X bir metrik uzay olsun. Bir y : [a,b] — X doniisiimii i¢in,

ly(t) —v(t)l = t, —t,| ;Vt,t, €[ab]
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kosulu saglantyorsa yani ¥ uzaklig1 koruyorsa y ya bir geodezik yol ya da kisaca

geodezik denir. Burada d, X tizerindeki metrik olmak tizere

d(v(ty),y(t;)) = ly(ty) — y(t;)| dir.

¥ geodezik yolunun boyu ise L(y) ile gosterilir.

Le() = L) = sup ) Iv(£) = ¥(£1)]

dir ki burada supremum o = y(t;);=g4.. » € [a, b] alt béliinme ciimlesi {izerinden

alinir.

Tamm 3.2.2.( Geodezik Cizgi )

X bir metrik uzay olmak tizere
y:R—X

uzakhig1 koruyan doniisiimiiyle birlikte ¢ ya X de bir geodezik ¢izgi denir.

Ornek 3.2.1:
p Ve g bir kiire lizerinde farkl iki nokta olsun. p Ve g yubirlestiren kisa biiyiik

¢ember yay1 p den g ya en yakin yoldur. Yani p den g ya bir geodezik yoldur.

Genel anlamda bir ylizey lizerindeki her farkl iki noktayi birlestiren bir en kisa yol
bulunmayabilir.

Asagidaki 6rnekle bu durum daha anlasilir bir sekilde agiklanabilir.

Omnek 3.2.2:
Orijini ¢ikarilmis bir xy —diizleminide i¢ine alanbir M yiizeyini gz 6niine alalim.

Yiizey tizerinde p = (—1,0) noktasindan ¢ = (1,0) noktasina en kisa yol yoktur. En
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kisa yol iki noktay1 birlestiren dogru parcasi olmalidir. Ancak bu dogru pargast,
ylizeyin bir pargasi olan orijin ¢ikarildigindan tam olarak ylizey iizerinde yatmaz. O
halde bu iki noktay1 birlestiren geodezik yol 1 — £ uzunlugundaki iki dogru parcas1
ve yarigap1 £ olan bir yar1 cemberden meydana gelir. Bdylece yar1 gember yaymin
uzunlugu 7e olmak iizere toplam uzunluk,

20—&)+me =24+ —2)e¢

dir. Bu yol uzunlugu 2 den daha biiyiiktiir. Ancak yeterince kii¢iik £ alimarak bu
uzunluk 2 ye yakin yapilabilir. Yiizey lizerinde p Ve g nun birlesimleri olan egrilerin
en biiyiik alt sinir1 2 dir. Ancak M yiizeyinde p ve g yu birlestiren egrilerde bu alt

sinira esit uzunlukta olan egri yoktur. ( Sekil3.1)

Sekil 3.1.Geodezik Yol

Tamm 3.2.3.( Geodezik Parca)

X bir metrik uzay olsun. X de bir geodezik yolun goriintiisiine yine X de bir geodezik
parga denir.

Eger bir y : [a,b] — X yolu iki x, y noktasmi birlestirirse, y([a, b]) geodezik

parcalarinin bu iki noktay1 birlestirdigi sdylenebilir.
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Genelolarak x, y bir X metrik uzaymda iki noktaysa bu noktalari birlestiren ya hig
geodezik parga yoktur ya da bir veya birden fazla geodezik parga onlari
birlestirebilir.

Belirsizlikleri ortadan kaldirmak i¢in y([a, b]) geodezik pargasi [x, y] ile

gosterilecektir.

Geodezik par¢anin dogal parametrizasyonu; bir [x,, x, ] geodezik pargasi tizerindeki
noktalar [0,1] araligi ile dogal olarak parametrelendirilecektir. Bu parametrizasyonda
[x4, x,] izerinde x, veya (1 —t)x, +tx, ile gosterilen nokta, x, noktasinin

t|x, — x,| uzakhginda bulunur.

Lemma 3.2.1: X bir metrik uzay ve [x,y] bu uzayda bir geodezik parga,

v, : la,b] =X ve y,:la,b,] »X

goriintiileri [x, y] olan iki geodezik olsun. Budurumda R nin iki [a,, b,] Ve [a,, b,]
araligi ayni uzunluktadir ve bir tek e € R vardir 6yle ki

Vvt € [a,,b,] i¢in, ¥, (t) =y,(t + a) dir. (y, Ve y, ayn1 uzunluktadir.)

Ispat:
Bir geodezik doniisiim birebir oldugundan, y, in bir

v, [xy] — [a b]

ile gdsterilen inversi vardir 6yle ki y, ~*,

_'.l.o,y2 =Id

41
bagmtisi saglar. Geodezik yollar uzakligi korudugundan, y, ~* o ¥, doniisiimii R

nin araliklariarasinda bir doniisiimdiir.
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(@, ] —2— [x, 3] —2— [a, b]

v tey, =1, dir

her™er, = ely)

Slgey, =y 0l

=Y, =V

dir. O halde vt € [a,, b, ] i¢in y,(t) =y, (t + &) olanbir tek & € R vardir. Yani y,

Ve y, ayni uzunluktadir.

Sonug 3.2.1: Geodezik ¢izgi i¢in de benzer bir durum vardir. Yani
v, R—X ve y, : R— Xgeodezik ¢izgileri ayni goriintiiye sahiptir gerek ve
yeter sart bir &« € R vardir 6yle kiy, (t) = ¢, (t+ ) ; Vt € R dir.

Lemma 3.2.1 den asagidaki tanim yapilabilir.

Tamm 3.2.4.( Geodezik Parcamn Uzunlugu)
Bir X metrik uzayinda bir [x, y] geodezik par¢anin uzunlugu, X metrik uzaymda

gorlintlisii [x, y] olan bir keyfi geodezik yolun uzunlugu olarak tanimlanur.

Teorem 3.2.1: X bir metrik uzay ve y : [a, b] — X bir geodezik yol olsun. Bu

durumda y yay uzunluguyla parametrelendirilir.
Ispat:

uve v,a <u < v < bkosulunu saglayan iki reel say1 olsun. [z, v] araligimin

herhangibir o = (t;);=, .., altbolmesi igin,
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n-l n—1
VoV o) = ) V() = V(t4)| = ) (g =) = v —u
i=1 i=1

dir. Bu nedenle
L(Vpuer) = supV,(Vpus) = v —

dir. Bu ise ¥ nin yay uzunluguyla parametrelendirildigini gosterir.

Teorem 3.2.2: X bir metrik uzay ve y : [a, b] — X yay uzunluguyla

parametrelendirilmis bir yol olsun. Asagidaki ti¢ ifade birbirine denktir.

i) y bir geodeziktir.
i) a <u < v < b kosulunu saglayan Vu, v € R i¢in,
ly(a) —y(v)| = ly(a) —y()| + ly(w) —y(w)| dir.

i) L(y) = ly(a) —y(b)| dir.

Ispat:
)= ii) i¢in;
v bir geodezik olsun. Budurumda a < u < v < b kosuluna uyan Vu, v i¢in,

ly(a) —y(Wl=v—-—a=v—-—utu—a=ly(a) =yl + ly(u) —y(v)|

dir. Dolayisiyla y bir geodezik ise a < u < v < b yisaglayan Vu, v € R igin,

ly(a) —y(»)| = ly(a) =yl +ly(w) — ()| dir.
i)= iii) i¢in;
a <u < v < bkosulunu saglayan Vu, v € R i¢in,

ly(a) —y(©)| = ly(a) =yl + ly(u) —y(v)]
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saglansm. 0 = (t;);=y .., [a b]araligmmn bir alt bolmesiolsun. ii) kosulu n — 2

defa uygulanirsa;

Vo) = D Ir(e) = ¥(t)] = Iy(a) = y(B)|

elde edilir. Dolaysiyla biitiin ¢ alt bdImelerinin supremumu olarak

L(y) = ly(a) —y(b)]

elde edilir.

Sonolarak iii)= i) ;

Biitiin a <u < v < b degerleri igin,

L(y) = ly(a) —y(b)|
< ly(a) =y + ly(w) —v(w)| + ly(v) — (D)
< ly(a) =yl + LVl [w.p) + Iy (2) — ¥(b)]
< LWl au1) + LW pwst) + L(¥ )
= L(y)
dir. Buradan [a, b] deki her u ve v igin, ly(w) —y(v)| = L(yl[,,) elde edilir.
Ayrica y yay uzunluguyla parametrelendirildiginden
L(¥l ) = ly () — v ()]

dir ve bu |y(u) — y(v)| = |lu — v| anlamma gelir. Dolayisiyla y bir geodeziktir.
Tamm 3.2.5.( Afin Geodezik )
X bir metrik uzay ve y : [a,b] — X bir geodezik yol olsun. Eger y bir sabit yol ise

ya da
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P(x) : [a,b] — [ed], ¥(x) = (M)

(b-a)
olmak tizere yani ¢, [a, b] Ve [c, d] araliklar1 arasinda bir tek homeomorfizm olmak
lizere y =y’ o y olacak sekilde bir diger
v’ : [, d] — X geodezik yolu varsa y ya bir afin olarak yeniden

parametrelendirilmis geodezik ya da kisaca afin geodezik denir.

Teorem 3.2.3: X bir metrik uzay ve y : [0,1] — X afingeodezikise 0 <u<v <1
kosulunu saglayan Vv, v € R i¢in,

ly(w) —y ()| = L(y) lu— v| dir.

Ispat:

Yay uzunluguyla parametrelendirilen yollar i¢in

ly(w) —y(I <L) lu— vl

yazilabilir. y' : [¢,d] — X geodezik yolu ve bir ¢(x) : [0,1] — [¢, d] doniisimi
ile X de bir y = ¥’ oy geodezik yolu

0 < u < v <1 kosulunu saglayan biitiin u ve v degerleri i¢in;

v’ (W) —v' ()] = LV o)

yazilir. Boylece

ly(w) — y(»)| = L) lu — v| elde edilir.
Teorem 3.2.4: X bir metrik uzay olsun. y : [0,1] — X bir yol ve K, [0,1] deki Vu, v

i¢in |[y(u) — y(v)| = Klu — v| esitligini saglayan ve negatif olmayan bir reel say1

olsun. Budurumda y bir afin geodeziktir ve K = L(y) dur.

71



Ispat:
ly(w) —v(@)| = Klu—v|

icin, K = 0 ise y bir sabit yoldur ve Tanim 3.2.6 geregince bir afin geodeziktir.

Kabul edelim ki K > 0 olsun. y»(x) : [0,K] — [0,1] donisiimii Vu € [0, K] i¢in,
w(u) = % olarak tanimlanan bir afin doniisiim ve ¥’ : [0,1] — X, y e ¢ denolusan
dontistim olsun. Bu durumda [0, K] arahgindaki Vu, v igin;

= |u— vl

ly' () —y' (@) = lyeyp(u) —y eyp(v)| = "V (%) —Y (%)

dir. Buradan y' bir geodeziktir. Dolayisiyla y bir afin geodeziktir. Ger¢ektende y'
nin tanim ciimlesinin [0, K] araligi olmas1 L(y") = K anlamina gelir ve bu da

L(y) = K esitligini verir.

Lemma 3.2.2: X bir metrik uzay [x,v] ve [y, z] bu uzayda iki geodezik parca olsun.
[x, y] U [y, z] birlesimi bir geodezik pargadir gerek ve yeter sart

lx —z| = |x —y| + |y — z| dir.

Ispat:

v, Ve y, srasiyla goriintiileri [x, y] ve [y, z] olan X de iki geodezik yol olsun.
y=rern Ve lx—zl=Ilx—yl+ly—zl

olsun. Budurumda L(y) = |x — z| olur. Bu ise ¥ nin bir geodezik oldugunu gosterir.

Boylece [x, y] U [y, z] birlesimi ¥ nin goriintiisii olup X de bir geodezik par¢adir.
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Tersine olarak, [x, y] U [y, z] bir geodezik parga olsun. Bu durumda bu parga bir
kapaliaraligin gortntiistindedir kibirebir oldugundan bu iki [x, y] ve [y, z]
parcalarmm kesisimleri y noktasidir. Buise [x,y] U [y, z] birlesiminin, goriintiileri
srrastyla [x, y] ve [y, z] olan ki ¥, ve y, geodezik yolun birlesimi olan bir y
geodezik yolunun goriintiisii oldugu anlamma gelir. Boylece,

lx —yl =L(p) ve ly—zl=L(y,) icin,

lx =yl + 1|y —zl = L(yy) + L(y,) = L(y) = |x — z]

dir. O halde [x, y] U [y, z] bir geodezik pargca ise

lx —z| =[x —y| + |y — z| dir.

Tamm 3.2.5:
Bir X metrik uzaymda x, y, z noktalar1 verilsin. Eger bu ti¢ nokta farkl ikililer ile
ifade edildiginde |x —z| = |x — y| 4 |y — z| ise y noktas1 x ve z nin arasindadir

denir. Ksaca “xyz” ile gosterilir.

Arasinda olma bagintis1 simetriktir. Yani xyz ise ayni zamanda zyx de denilebilir.

Asagidaki teoremle arasinda olma bagmtisinin gegisme 6zelligi incelenecektir.

Teorem 3.2.5: X bir metrik uzay ve x, y, z, t X in farkl ikili noktalari olsun. Bu

durumda xyz ve xzt dir gerek ve yeter sart xyt ve yzt dir.

Ispat:
xyz Ve xzt olsun. y, x ve z ninve z, x Ve t nin arasinda oldugundan;
lx =yl +ly—z|l=|x—2z ve |x—z|+|z—t] =|x—t| dir.

lx —tl=|lx—zl+|lz—tl=|lx—y|+|ly—zl+|z—t]
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=|x—tl=lx—yl+|y—zl+ |z -t
Ly —zl

= |x—tl =lx—yl+|y—tl

yazilabilir. Bu y noktasmin x Ve t arasinda oldugu anlamma gelir. Ote yandan,
lx —tl=lx—yl+|y—z|+ |zt
=lx—yl+ly—tl=Ilx—yl+ly—zl+]z—tl

= |ly—tl=ly—z[+|z—t

dir. Bu ise z nin y ve t noktalarinin arasinda oldugunu gosterir.
Tersine y, x ve t nin ve z, y Ve t nin arasinda olsun. Bu durumda;
lx —tl = |x—yl + |y — tl

ve

ly —tl =y —z| + |z —t| dir.

lx —tl=lx—yl+ly—tl=lx—yl+ly—zl+ ]z —t|

=|x—tl=|x—yl+|ly—z|l+ |z —t

| —z]

Slx—tl =|x—z|+|z—tl

dir. Buradan z noktas1 x Ve t nin arasindadir. Diger yandan,
lx —tl=lx—yl+ly—zl+|z—t
>lx—zl+lz—tl=lx—yl+|y—z|+|z—t|
=|x—zl=lx—yl+ |y —z|

dir. Dolayisiyla y noktas1 x ve z nin arasindadr.

Arasinda olma bagintisinin gecisme 6zelligi genel olarak dogru olmayabilir. Bu

durum su ornekle goriilebilir.
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Ornek 3.2.3:

52 iizerinde bir biiyikk cember gbz 6niine alinsin. Bu cember lizerinde x, y, z, t farkh
noktalar olsun. Eger xyz ve yzt ise budurumda xzt oldugu séylenemez. Ciinkii x
noktasini t ye birlestiren cember yay1 z noktasini igermez. O halde xyz ve yzt iken
xzt olamaz. Dolayisiyla arasinda olma bagmtisinin gegisme 6zelligi cember

tizerindeki biitlin noktalar i¢in dogru degildir.

Teorem 3.2.6: X bir metrik uzay, x € X bir nokta ve », bir pozitif reel say1 olsun.

v, z noktalar1 merkezi x, yarigap1 » olan bir agik (veya kapal) B(x,r) yuvarinin
icinde ise ve y : [a, b] — X y, z noktalarmi birlestiren bir geodezik yol ise 0 zaman
y nin goriintlisti, merkezi x ve yarigap1 2r olan bir agik (veya kapal) B(x, 2r)

yuvar1 tarafindan kapsanir.

Ispat:

y,z € B(x, r) olsun. Uggen esitsizliginden;

ly —zl <ly — x|+ |z— x| < 2r

yazilabilir. Ayrica X bir metrik uzay oldugundan y ve z noktalarni birlestiren bir
geodezik yol y : [a, b] — X olsun. Bu geodezigin goriintiisiiniin B(x, 27) yuvarinda
kapsandig1 gosterilecektir.

[a, b] kapali araligindaki bir t noktas1 igin y(t) € B(x,2r) oldugunu kabul edelim.
Bu durumda

ly -yl = lx —y@] —lx -yl >r

lz =y = 1x -y —lx —z| > 7

yazilabilir. Buradan
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ly =y +lz—y(®)| =y —z| > 2r
dir. Bubir ¢eliskidir. O halde kabul yanlis olup Vt € [a, b] i¢cin y(t) € B(x,2r) dir.

Dolayisiyla y geodeziginin gériintiisii B(x, 27) yuvarl tarafindan kapsanur.

3.3. Geodezikle rin Limitleri

Teorem 3.3.1.( Geodezik Yollarin Limitle ri)

X bir metrik uzay ve 0 < n € Z igin ¥, : [a, b] — X bir geodezik (veya her biri ayr1
bir afin geodezik) olsun. Eger (y,,) dizisibir y : [a, b] — X doniisiimiine noktasal

yakinsar ise y bir geodeziktir ( veya afin geodeziktir ).

Ispat:
n = 1,2, ... i¢in (y,) dizisi afin geodeziklerin dizisioldugundan Vt,, t, € [a, b] igin

h’n(tl) _Vn_(tz)l = |t1 - t2|
dir. (y,) dizisi y dontisiimiine noktasal yakmsak olsun. Uzaklik fonksiyonu siirekli

oldugundan;
Jﬂh/n(tl) - yﬂ(t2)| = h/(t_]_) - '}/(tz)l = |t;]_ - tgl

yazilabilir. Dolaysiyla |y(t,) — y(t,)| = |t, —t,| olup y donlistimii bir geodeziktir.
Teorem 3.3.2: X bir kompakt metrik uzay ve vn > 0 i¢in
¥, * [a, b] — X bir afin geodezik olsun. Budurumda (y,,),,., dizisibir afin

geodezige diizgiin yakmsayan bir alt diziye sahiptir.

ispat:
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X bir kompakt metrik uzay oldugundan X deki her dizi yakmsak bir alt diziye
sahiptir. Diger yandan Yn > 0 i¢cin

L(¥n) = Ir (@) = v, (b)]

yazilabilir. X kompakt oldugundan kapal ve sinirlidir. O halde |y, (a) — ¥, (b)|
degerisonludur. Dolayisiyla (L('yn))nzo dizisi n den bagimsiz olan bir £ sabitiyle
yukaridan smirlandirilir. O halde (y,,) 5, dizisinin bir y yoluna diizgiin yaknsayan

bir alt dizisi vardir ve Teorem 3.3.1 geregince bu y bir afin geodezik yoldur.

Teorem 3.3.3: X bir metrik uzay ve vn >0 € Z i¢in ¥, : [0,1] — X bir afin
geodezik olsun. (¥, ), dizisibir y : [0,1] — X afin geodezigine noktasal yakmsar

ise bu yakmsama diizgiindiir.

Ispat:

(¥,) dizisinin y geodezigine yakinsamasinin diizgiin olmadigini kabul edelim. Bu
durumda bir £ > 0 reel sayisibulunur dyle ki Vn, > 0 tamsayisi iginbir n > n,
tamsayis1 vardir ve [0,1] de bir t,, € R vardir 6yle ki

¥ (t,) —v(t,)| = ¢

dir. Bu nedenle i — oo i¢in bir (n;);,, tamsayilarmm dizisi bulunabilir ve [0,1] deki
reel sayilarin bir (tn,;) 0 dizisi vn, > 0 i¢in,

v (t2,) —v(t:,)| = 2

esitsizligini saglar. [0,1] araligi kompakt oldugundan i — co iken (tn‘i) dizisi [0,1]
de baz1 t noktalarma yakmsar. Vi > 0 i¢in 129 yolu parametre degisimi olmaksizin

bir geodezik yoldur. Bu nedenle

L(¥%,) = [%,(0) = ¥, ,(1)]
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yazilabilir. i — co iken ('yn i) . dizisi y ya noktasal yakinsadigindan, (L(T’n,;))

iz i>0
dizisi L(y) = |y(0) — y(1)| e yakmsar.

M = L(y) + 1 olsun. Budurumda bir N > 0 sayis1 vardir 6yle ki Vn;, > N i¢in

L) <M, () —y(DI <= ve e, —t] <

kosullarisaglanir. Boylece vn, > N iin,
£ |T/ni(tni) - y(tni”

= L(¥p )tn, —t| + |1, () =¥ (O] + L1 ) [t — 1]

_£+s+£_3£
444 4

elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde kabul yanlis olup (y,,) dizisi ¥ ya diizgiin

yaknsar.

3.4. Geodezik Metrik Uzaylar
Tamm 3.4.1.( Geodezik Uzay)
X bir metrik uzay olsun. X de herhangi iki noktay1 birlestiren bir geodezik yol varsa X

uzayma geodezik metrik uzay ya da kisaca geodezik uzay denir.

Tamm 3.4.2.( Uzunluk Uzay1)
X bir metrik uzay olsun. Vx, y € X i¢in ¥ x Ve y yibirlestiren yollarin ctimlesi olmak

uzere
lx —y| = ir]l,fL(Y)

ile tanimlanan metrige X tizerinde bir uzunluk metrigi denir. Bu uzunluk metrigi ile

birlikte X uzayina bir uzunluk uzay1 adi verilir.
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Ornek 3.4.1:

R? de Oklid metrigini ele alahm. 52 nin R? deki Oklid metriginden indirgedigi
metrigi d ile gdsterelim. Burada d, Oklid metriginin $? ye kisitlanmisidir. x # y
olmak iizere x,y € $7 olsun. 52 nin x,y den gegen bilyiik gemberi iizerindeki

xy —yay uzunlugu e ile gosterilsin (Sekil 3.2).

d(x,y) =2 sin% <a < L(y)

infL(y) =a>d(x,y)

= infL(y) # d(x,y)

dir. Dolayisiyla (52, d) bir uzunluk uzayi degildir. Ancak S? de p(x.y) = « ile

tanimlanan o asil metrigi ile birlikte (52, o) bir uzunluk uzayidir.

x d(x,y)

Sekil 3.2. Uzunluk uzayi

Teorem 3.4.1: Bir geodezik uzay bir uzunluk uzayudur.

Ispat:
X bir geodezik uzay olsun. x,y bu uzayda iki keyfi noktave y : [a,b] > X,xve y

yibirlestiren bir geodezik yol olsun.
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la — bl = |x —y|
dir ve ¥ yay uzunluguyla parametrelendirildiginden |a — b| = L(y) dr. Boylece

lx —y| = L(y)

dir. Dolayisiyla Tanim 3.4.2 geregince X geodezik uzay1bir uzunluk uzayidir.

Omnek 3.4.2: 3 —boyutlu Oklid uzayda herhangi bir kapali yiizey bir geodezik

uzaydir. Yiizey iizerindekikeyfi iki nokta bir geodezik pargayla birlestirilebilirdir.

Ornek 3.4.3:

Orijini ¢ikarilmis bir xy — diizlemi bir metrik uzaydir ancak bir geodezik uzay
degildir.

x = (—1,0)ve y =(0,1) noktalar1igin

ly(x) -yl =lx—yl=1-1-1] =2

olacak sekilde geodezik parca yoktur.

L(y) = ly(x) —y(y)| >2

olacak sekilde x ve y noktalaribirlestirilebilir. Bu ise orijini ¢ikarilmis xy —
diizleminin bir metrik uzay oldugunu ancak bir geodezik uzay olmadigmn1 gosterir.

Buna gore su sonug verilebilir.

Sonuc 3.4.1: Geodezik uzaylar bir uzunluk uzayidr ancak her uzunluk uzayibir

geodezik uzay degildir.

Ornek 3.4.4:
Normlu vektor uzaylari (konveks alt ciimleleri) bir geodezik uzaydir. R normlu

vektor uzay1 géz oniine alinirsa Vx, y € R ve x # y i¢in y donlistiimii,
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y:[0lx—yl] >R

t t
t— y(t) =<1 ——)x+—y
llx — vl lx — Il

ile tamimlansn. Vt,, t, € [0, ||x — yll] icin

ly(t,) —y(t,)]
_ __h ), £y (- —f ), £
‘H((l =) +||x—y||y) <(1 =) +||x—y||y>

1
= —y” ”(tz - tl)x + (tl - tz))’”

lx —
1
:||x——y|||t1_t2|.”x_y”
=|t1_t2|

= ly(t) —y(t)| = lt, — t,]
olup bu, y nin bir geodezik oldugunu gosterir. Vt € [0, ||[x — y|[] i¢in

t' = !
llx = yll

olsun. R afin konveks oldugundan,

v(t) =(1—t)x+ t'y, Rdedir. Dolayisiyla y nin goriintiisii R de x noktasini y ye

birlestiren bir geodezik parga olup R normlu vektor uzayi bir geodezik uzaydir.
Teorem 3.4.2: X bir lokal kompakt uzunluk uzay1 ve x, X in herhangi bir noktas1

olsun. X de Vy, z € U noktalarmi birlestiren bir geodezik yol var olacak sekilde x

noktasmim bir U = U(x) komsulugu vardr.
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Ispat:
x, X in bir noktasiolsun. X lokal kompakt oldugundan pozitif bir » € R sayis1 vardir
Oyle ki merkezi x ve yarigap1 2r olan agik B(x, 2r) yuvar1 X de kompakt bir
kapanisa sahiptir. U = B(x,r) agk yuvar ve y, z € U iKikeyfi nokta olsun. X bir
uzunluk uzayiolugundan y ve z noktalarmi birlestiren X deki yollarm bir (¥,) 50
dizisi vardir 6yle ki

lim L(y,) = lim |y, () — v, (2)| = Iy (3) — (2] = |y — 2|
dir. Yani n — o iken L(y,) , |y — z| ye yakinsar. Boylece yeterince biiyik n igin
L(y,) <2r
elde edilir ve y,, nin goriintiisii B(x, 27 ) yuvarmdadir. Bu kapanig kompakt
oldugundan tamdir. Ayrica (y,),., dizisinin bir (y”i)izo alt dizisi vardir oyle ki bu
alt dizi bir ¥ yoluna yakmsar. Bu y yolu y ve z noktalarini birlestirir ve

L(y) = |y — z| dir. y yay uzunluguyla parametrelendirilmistir ve dolayisiyla bir

geodezik yoldur. ¥y nin goriintiisii de B(x,2r) dedir.

Tamm 3.4.3.( Has Uzay )
X bir metrik uzay olsun. X uzaymin kapali ve smirl her alt ciimlesi kompakt ise X

uzayina has uzay denir.

Teorem 3.4.3: X bir has uzunluk uzayiolsun. Vx, y € X i¢cin X de bu noktalar

birlestiren bir geodezik yol vardir.

Ispat:

X bir gergel uzunluk uzay1 x, y € X verilsin.
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a = inf{L(y)| y,X de x, y noktalarm birlestiren bir yol}

Ve (¥ )nso » L(¥) — a kosulunu saglayan x ve y yibirlestiren yollarm bir dizisi
olsun. Teorem 3.3.2 geregince (¥,) 5o dizisinin y ya diizgiin yakmsayan bir alt dizisi
vardir. ¥, x Ve y yi birlestiren, uzunlugu

L(y) = |x—yl

olan ve yay uzunluguyla parametrelendirilmis bir geodeziktir.

L(y) < lim infL(y,) =a

dir. Ayrica @ nin tanimmdan L(y) = « olup L(y) = e dr. O halde X uzayinda her

x, y noktasini birlestiren bir geodezik X de vardrr.

Teorem 3.4.4: Bir lokal kompakt X geodezik uzay1 konvekstir.

Ispat:
x, y € X noktalarmi birlestiren yollarmn bir dizisi (¥,) 5 Olsun. Budurumda

L(y,) = |x — y| dir. x noktasinin bir kompakt komsulugunun yarigap1 » ve

r

m= olsun. (yni) , x noktasindan ¢ikan ve uzunlugu mL(y,) olany,

2|x -yl

yollarmm bir alt dizisi olsun ve P, ninsonu Yo, nin noktastyla sonlansin. Bu
durumda,

.
x = P < L(1,) =mL(y,) ==

4
dir. Bunedenle P, nin yaklasik olarak tamam B(x, ) dedir. P, bir P limit noktasina
ve |x —yl| < g ile bir B, — P alt dizisine sahiptir. g, , P, dan y noktasina giden y,

yollarmnm bir alt dizisi olsun. O zaman

|P, —x| < L(g,) . I[P, —yl = |P—yl,
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»
L(ge) = (1 =m)L(y) = lx =yl >
dir. Bu nedenle

,
L(P,y) < Ix—yl—E

dir. Bunu |x — P| < = ile birlestirince,
|x =Pl +|P—y| < |x -yl
elde edilir 6yle ki |[x — P| + |P — y| = |x — y| dir ve P, x ve y nin arasindadir. Bu

nedenle X uzayi konvekstir.

Teorem 3.4.5: X bir lokal kompakt uzunluk uzayi olsun. Asagidaki ii¢c durum

birbirine denktir.

i) X de kapali yuvarlar kompakttir.

i) X tamdr.

i) Her yar1 agik geodezik yol bir geodezik yola tamamlanabilir.
Yani herhangi y : [a, b) — X geodezigi [a, b] kapali araligina

genisletilebilir.

Ispat:

I)=1i) igin,

X uzaymda B(x,2r) yuvari kompakt olsun. B(x,2r) de x ve y noktalarmi birlestiren
geodezik yollarm bir dizisi ¥, : [a, b] — X olsun. Teorem 3.3.2 geregince (¥,),so
dizisinin bir y geodezigine diizgiin yakmsayan bir (y”i)izo alt dizisi vardir. B(x,2r)

yuvari kapali oldugundan y € B(x, 2r) dir. Diger yandan » > 0 i¢in,
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lim L(y,,) =lim |y, (a) — ¥, (B)| = ly(a) —y(B)| = Ix —y| < 2r
dir. Yani yeterince biiyik i > 0 igin L(y,,) < 2r dir. Buradan (T’Ha)-m dizisi
sirhdir ve yakmsaktr. O halde (y, i)_>0 dizisi bir Cauchy dizisidir ve t € [a, b] icin

(y"‘i)izo -y(t) EB(x,2r)cX

olup X uzay1 tamdr.

i) =1iii) igin,

X uzayl tam olsun. x, y € X noktalarmi birlestiren geodezik yollarmn bir (y,,),,., dizisi
bir ¥ : [a, b)) — X yar1 agik geodezik yola yakmsasin. Bu geodezigin bir [a, b] kapali
araligma genisletilebildigini gosterelim.

lim |y, (a) =9, (D) = ly(a) —y(b)| = L(y) = |x — I

dir. O halde il_r)rgo(yn(b)) = y(b) olup X uzay1 tam oldugundan

v(b) = y €X dir. Dolaysiyla bir y : [a, b) — X geodezigi [a, b] — X geodezigine

genisletilebilir.

iii) =1) igin,

v : [a,b) — X geodezigi [a, b] — X geodezigine genisletilebilir olsun. X de

x,y € B(x, 2r) kapali yuvari verilsin. B(x, 2r) kapali yuvarinda x ve y noktalarini
birlestiren geodezik yollar y, : [a, b] — X olsun.

v : [a,b) — X geodezigi, [a, b] — X geodezigine genisletilebilir oldugundan
lim (Vni(b)) =y (b)
kosulunu saglayan bir (yni) o alt dizisi vardwr. Ayrica B(x,2r) kapali yuvari biitiin

limit noktalarini icerdiginden
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lim L(y,,) = lim |y, (a) = v, (B)] = Iy (@) —y(B)| = lx — y| <2r
yazilabilir. Béylece (¥, i) o altdizisi y : [a, b) — X geodezigine yakinsar. O halde
keyfi secilmis (¥, ), dizisi yakmsak bir alt diziye sahip oldugundan B(x, 2r)

kapali yuvarinda her dizi yakinsak bir alt diziye sahiptir. Dolayisiyla B(x, 2r) kapali

yuvar1 kompak ttir.

Sonuc 3.4.2: Bir uzaym geodezik uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu uzaym tam

ve lokal kompakt bir uzay olmasidir.

Tamm 3.4.4.( Lokal Geodezik )

X bir metrik uzay ve y : [a, b] — X bir yol olsun.

Eger Vt € [a, b] igin y nm I(t) N [a, b] ye kisitlamas1 bir geodezik olacak sekilde
iginde ( yani (I(t)) ®de ) t yi kapsayan bir 1(¢) kapah aralig bulunabilirse y ya bir

lokal geodezik denir.

Tamm 3.4.5.( Dogru Metrik Uzay)
X bir metrik uzay olsun. Eger X bir geodezik uzaysa ve X deki her geodezik parga bir

dogru tarafindan kapsaniyorsa X e bir dogru metrik uzay ad1 verilir.

Ormek 3.4.5:

R™ Oklid uzay1 bir dogru metrik uzaydir.
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Tamm 3.4.6.( Tek Geodezik Uzay )
Bir X metrik uzayinda her bir x, y nokta ¢iftini birlestiren bir tek geodezik parca

varsa X uzayina tek geodezik uzay denir.

Ormek 3.4.6:

R™ Oklid uzaymi ele alalm. Bu uzay bir tek geodezik uzay drnegiolarak verilebilir.

Ornek 3.4.7:

Kiire yilizeyi bir tek geodezik uzaydir. Kiire yiizeyi lizerinde alman keyfi t,, t,
noktalarmi birlestiren geodezik y olsun. Kiirenin geodezikleri biiyiik ¢ember
yaylaridir. O halde ¥ geodezigi bir biiyikk cember yayidir. Kiire iizerinde alinan her
keyfi t,, t, nokta ¢iftini birlestiren bir tek ¥ geodezigi vardr. Dolaysiyla kiire yiizeyi

bir tek geodezik uzaydir.

Ornek 3.4.8:

Silindir yiizeyi bir tek geodezik uzay degildir. xyz —koordinat sisteminde verilen bir
silindir ylizeyi lizerinde alinan keyfi t,, t, noktalarmi birlestiren geodezik, ¥ olsun.
v geodezigi z —eksenine paralel ise t, ve t, noktalarini birlestiren ¥ geodezigi
silindir iizerindeki dogrulardir ve bu iki noktayibirlestiren y geodezigi tektir.

y geodezigi xy —diizlemine paralel diizlemler tarafindan ihtiva ediliyorsa t, ve t,
noktalarini birlestiren ¥ geodezigi silindir tizerindeki ¢emberlerdir ve tektir.
Sonolarak y geodezigi bu ikikosulu da saglamiyorsa o halde t, ve t, noktalarini
birlestiren ¥ geodezigi silindir tizerindeki helis egrileridir. Ancak bu egriler tek
olmayabilir. Silindir {izerinde z —ekseninden gegen bir diizlem ile silindirin

arakesitinde alman t, ve t, noktalarini ele alalim. t,t, —dogrusu z —eksenine dik
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degilse ve z —eksenine paralel de degilse t, ve t, noktalarini birlestiren geodezikler
v, Ve ¥, olsun.

L(y,) = L(y,) ikeny, # y, dir. Yaniy, ve y, nin boylari esittir ancak farkh helis
egrileridir.( Sekil 3.3 )

O halde silindir lizerinde alinan her nokta bir tek geodezikle birlestirilemediginden

silindir yiizeyibir tek geodezik uzay degildir.

Sekil 3.3.Tek geodezik uzay

Bir tek geodezik X uzay1 ayn1 zamanda konvekstir. Vx,y € X farkli noktalar ¢ifti i¢in
X de bu noktalari birlestiren bir tek geodezik parga oldugundan X in geodezik

konveks oldugu da sdylenebilir.

88



Tamm 3.4.7.( Geodezik Konveks )

X bir tek geodezik uzay ve 4, X inbir alt uzayiolsun. Eger Vx,y € 4 i¢in [x, y]
geodezik pargasi A tarafindan kapsaniyorsa A4 ya X in bir geodezik konveks alt uzay1

denir.

Sonug 3.4.3: 4, X inbir geodezik konveks alt ciimlesi ve f : X — X bir izometri ise
f(4) ninda bir geodezik konveks alt climle oldugu sdylenebilir. Ger¢ekten de A
geodezik konveks oldugundan Vx, y € 4 i¢in [x, y] geodezik pargasi tamamen A
dadrr. f bir izometri oldugundan uzakligi korur. Bu nedenle V£ (x), f(v) € f(A4) i¢in
f([xyD = [f(x). f(¥)]

geodezik pargadir ve tamamen f(4) dadrr. Dolayisiyla f(A) alt climlesi de geodezik

konwvekstir.

Teorem 3.4.6: X bir tek geodezik uzay olsun. X in geodezik konveks alt ciimlelerinin
herhangi ailesinin kesisimi de geodezik konvekstir. Ayrica geodezik konveks alt

ctimlelerinin herhangi bir artan ailesinin birlesimi de geodezik konvekstir.

Ispat:
X bir tek geodezik uzay olsun ve A;, X in geodezik konveks alt climlelerinin

herhangiailesi olsun. Vx,y € A,,A,,... i¢in

X,y € ﬂ(fli
i=1

dir. A, climleleri geodezik konveks oldugundan [x, y] geodezik parcasi sirasiyla

Vx,y €A, A, ... dedir. Bunedenle .
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Vx,yeﬂd‘li

i¢in [x, y] geodezik pargasi

dedir. O halde

....
1
iy

geodezik konvekstir.

Benzer sekilde Vx, y € A, ler igin

X,y € U A;
i=1

dir. A, climleleri geodezik konveks ve artan oldugundan [x, y] geodezik parcasi

o
i=1

dedir. O halde

geodezik konvekstir.

Tamm 3.4.8.( Menger Konveks )
X bir metrik uzay olsun. Eger X in her farkli x Ve y noktasi arasinda bir z € X
noktas1 varsa X uzayina Menger konveks ya da Menger anlaminda konvekstir denir.

(Yani z, x ve y den farkli bir noktadr ve |x — z| + |z — y| = |x — y| dir.)
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Teorem 3.4.7.( Menger Konveksligi ve Geodezik Metrik )

X bir has metrik uzay olsun. Asagidaki dort 6zellik denktir.

) X uzay1 Menger konvekstir.

i) Vx,yEX icin|[x —z| = |y —z| = G) |x — y| olacak sekilde bir z € X
noktas1 vardur.

iii)  Vx,y €Xicind, +d, =[x —y| kosulunu saglayan her d, ve d, pozitif reel
sayilarii¢in |[x —z| = d; ve |y — z| = d, olacak sekilde bir z € X noktas1
vardr.

iv) X geodezik uzaydir.

Ispat:

IV)=1iii) i¢in,

X metrik uzay1 geodezik ve Vt € [a, b] igin y, = ¥, , Olsun. ¥ yay uzunluguyla
parametrelendirildiginden L(y,) =t — a dr. Ozellikle t — L(y,) doniisiimii
sireklidir. t = a i¢in degeri sifirdir ve t = b i¢in |x — y| dir. d, ve d, iii)
kosulundaki gibi ise ortalama deger teoreminden, bir ¢ € [a, b] vardir oyle ki
L(y,) = d, dir. Uzunluklarin toplanmasiyla L(yl[c,b] ) =d, dir. z= y(c) olsun.
x —zl <L(y) ve ly —z| < L(ylpp) = d,

dir. |x — z| < d, ve |y — z| < d, esitsizlikleri,

lx —z| +|ly—zl=d,+4d,

ile birlikte |x —z| =d, ve |y — z| = d, anlamma gelir.
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i)=1v) i¢in,

11) kosulunun saglandigimi kabul edelim. x,, x, € X 1iki farkli nokta i¢in

a = |x, — x| olsun ve y(0) = x, ve y(a) = x, esitliklerini saglayan bir

v : [0,1] — X geodezik yolu tanimlansin. D, [0,1] arah@mmin k, n € N olmak tizere
k < 2™ kosulunu saglayan k“/zn bigcimindeki noktalardan olusan alt climlesiolsun.
Ik olarak D dekielemanlar iizerinde y nmn degerini tanimlayalim. Bu ii) sartmi
sonsuz defa uygulanarak yapilabilir. Busarti x, ve x, noktalarmna uygulayarak

baglayalim. X de

1
’xo - x1/2| = ’xl— Xl/z‘ = (5) lxg — x4

esitligini saglayan bir x1, noktasielde edilir ve 'y(“/z) = x1 tammlanr. Aym

durum x,, x1 s, Ve X4 noktalarina uygulanirsa X de sirasiyla,

- <%>|x0 _xl/z‘

X, —x1, | = [x1, —x:
‘ 0 Y ’ 1/, Y4

ve
_ (1
’xl/z A ‘xl B xS/J B (5) |x1/2 B xl‘

esitliklerini saglayan X1, Ve X3, noktalar1 elde edilir. y(“/4) =x1 Ve y(30‘/4) =
4 4 4
X3, alinsin. Benzer sekilde devam edilirse biitiin D alt ciimlesi {izerinde ¥

tanimlanabilir. Her bir n > 1 i¢in n basamaginda, X de n noktalarini segelim.
Bunlarm her biri bir sonraki basamakta elde edilen nokta ¢iftinin orta noktasidir ve

bu noktalarda y tanimlanir. Béylece n basamagindan sonra y dontistimii [0, &]
aralindaki noktalar lizerinde 0 < k < 2% i¢cin k/ an olarak tanimlanir. Bu ise D

lizerinde y y1tanimlar. D tizerindekibu doniisiim tanim ciimlesi [0, ] olan bir
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doniisiime genisletilebilir. Bu genisletilmis doniisiim bir geodezik yoldur ve ¢ olarak
adlandmlir. D deki her farkh t,, t, reel sayilar ¢ifti icin

lv(t,) —v(t,)| = [t; — t,| dir. Bazi pozitif olmayan n tamsayilarive 0 < k, <
k, < 2" igin t, Ve t, Srasiyla kla/ ve kza/ olarak yazilir
2 = ¢ 1 2 y om o N .

ky—1 Ry -1

G+1-)ea
t, = e z ;= %4 | 2 |x0_xk1 :

k.—1

G+1-
z Z |x j+1| = |xk1 — X,

ve
oMy 2"-1
_ Gt+i-jea
a—t, = Z T Z |xj_xj+1| = |xk:—x1
=k, =k,

esitliklerinin sol taraflar1 toplami & ya esittir. Sag taraflari ise
|x0 - xk1| + |xk1 - xk:| + |xk: - x1| > |xg — x4

dir. Sonug olarak bu ii¢ esitlik esittir. Ozellikle ikinci esitlik
t, —t,] = |xk1 _xkzl = y(t,) —y(t,)l

anlamina gelir kibu ise iddiay1 kanitlar.

t, [0,a] da bir keyfi reel say1 olsun. D, [0, ] araliginda yogun oldugundan, D de bir
(t,) nso Noktalarinin dizisi vardir dyle kin — oo iken t,, — t dir. y((tn))nzo dizisi X
de bir Cauchy dizisidir. Vi, j > 1 i¢in

v(t) —v(t)] = |t - ]

dir ki i, j; » o ikensifira gider. Dahasi y((t‘”))nzo noktalar dizisi X de bir kapali
yuvardadrr. X has oldugundan bdyle bir yuvar kompakttir ve bu nedenle tamdir.

Boylece y((tn))mo dizisi yak nsaktir.
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Simdi y(t) = lim, ., ¥(t,) alalm. y(t) noktasmnm (t,),., dizisinin segilisinden
bagimsiz oldugu ispatlanmalidr.

(ty)nso: D de t ye yakinsayan bir baska dizi ise (t, )., dizisity, =t, ve t;, ., =
t,, olarak tamimlanir ve t ye yakmnsar. y(t,,),- dizisinin goriintiileri bir Cauchy
dizisidir ki bu nedenle yakmsaktir ve ¥(t,,,) 50, ¥(ta,)nso dizileriayni limite
sahiptir. Boylece ¥(0) = x ve y(a) = y kosulunu saglayan bir

v : [0,a] — X dontstimii vardir. Bu doniistimiin uzakligi korudugunu gosterelim.
[0, ] araligindaki t ve t' igin (t,),.q Ve (t;) 50, D den > coikent, — t ve

t, — t' yisaglayan ikidizi olsun.

y(6) = lim y(z,)

ve

y(t) = lim y(z;)

dir ki

() —y(&)]= lim |y (t,) —y(t,)| = lim |t, —t,]

esitligini verir. Boylece ¥ doniigiimii uzakligi korur. O halde X uzay1 bir geodeziktir.

1)=1i) i¢in,
X uzay1 Menger konveks ve x, y € X olsun.

B={zeX||lx—zl+|z—y| = |x—yl}

climlesini gz oniine alalim. Uzaklik fonksiyonunun siirekliliginde B, X in bir kapah

alt ctimlesidir. Ayrica |x — z| < |x — y/|, B nin yarigap1 |x — y| ve merkezi x olan
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bir yuvar tarafindan ihtiva edildigi anlamma geldiginden B climlesi sinirhdir. X uzay1
has oldugundan B ciimlesi kompakttir. B den R ye
z > min{|z — x|, |z — y|} ile tammmlanan doniisiim siireklidir ve béylece bir

maksimum deger elde edilir. £ bir maksimum deger olsun. m € B i¢gin

1
B =lm—xl=lm=yl= ()l -yl
dir. Tanim geregince
B =min{im—x|,|m—y|}ve |m —x|+|m—y| =|x —y|dirkibu

B < (%) |x — y| anlamma gelir.

|m — x| = (i) |x — y| oldugu gosterilebilir.

B = |m — x| < |m — y| oldugunu kabul edelim.

p=(S)lx—y

dir. i) kosulu geregince X de m Ve y den farklibir z noktas1 vardir 6yle ki
lm—z|+ |z—y| =|m—y|

dir. Arasinda olma bagintis1 geregince

lx =zl +lz—y|=|x—y| ve|x —m| + |m—z| = |x — z| dir.

|z — y| < B oldugu iddia ediliyor. |z — y| > B oldugunu kabul edelim.

|x —z| + |z — y| olarak bu |z — y| nin {|z — x|, |z — y|} nin minimum degeri

oldugu gergegiyle celisir. Boylece,

m—zl=|x—z|—|lx—m|l=|x—y| —|z—y| — |x —m|
elde edilirki |m — z| > |[x — y| —28 > 0 anlamina gelir.
Z={zeX|m—z|+|z—y|=|m—y|}u {y}

climlesi kapali ve X de siirlidir. Bu nedenle kompak ttir.
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z > d, (z) = |m — z| dénisimii Z nin baz1 z, noktalarindaki minimum
degerlerinden elde edilen Z de tanimlanir. i) kosulundan X de bir z' noktas1 bulunur
ki den ve z, dan farkhdir ve

lm—z'|+|z" — zy| = |m — z,]

esitligini saglar. Boylece |m —z'| < [m —z,| dir. Tekrar arasinda olma bagmntisi
kullanilirsa, |m — z'| + |z" — y| = |m — y| elde edilir. Bu ise z, m, d,,, nin
minimum degerinden elde edilen bir nokta oldugu gercegiyle ¢elisir. Bu nedenle

kabul yanls olup, |m — x| = [x — y| dir.

i)=1) ve iii) =ii) nin ispat1 ise Menger konveksliginin tanimi1 geregi agiktir.
i1) kosulu saglansm. Vx, y € Xi¢in bir z € X noktas1 vardir 6yle ki

1
=zl =ly—zl = (5) lx = 51

dir. Arasinda olma bagntis1 geregince z noktasi x Ve y nin arasinda ise

1 1
lx —z| + |y —z| = <E)Ix—y| +<E) lx — yl = |x — yl
olup X Menger konvekstir.
Son olarak iii) kosulu saglansin. Vx,y € X ve d; +d, = |x — y| esitligini saglayan

biitiin d,, d, € R igcinbir z € X noktas1 vardir 6yle ki

|lx —z| =d, ve |y —z| = d, dir.
lx —yl =d, +d, = |x—z| + |y — z|
olup z noktas1 x ve y nin arasmdadr. Budurum Vx, y € X i¢cin bu noktalarmn

arasmda

1
|x—z|=|y—z|=(5)|x—y|
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kosulunu saglayan bir z € X noktas1 oldugunu gosterir.

Tamm 3.4.9: X, ve X, iki metrik uzay olsun. X; X X, iizerinde d,, metrigi su sekilde
tanimlanir.

p €[1,00) U {®} ve V(x,, x,), (¥, ¥,) € Xy XX, igin

p € [1,0) ise,

1
P

dp((xisz); vy, }72)) = ((dx1 (xllyl))p + (dx: (xzjyz))p)
dir. p = @ ise,
dao((x:]_JXZ)J (Vo J72)) = "mx{dX1 (x4, ¥1), dx: (x5, yz)}

dir. p = 2 igin d,, metrigi X, X X, tizerinde Oklid metrigidir.

Teorem 3.4.14: X, ve X, ki has (geodezik) uzay olsun.
p € [1,0) U {o} i¢in tanimlanan d,, metriklerinin herhangi biriyle birlikte X; % X,

has (geodezik) uzaydir.

Ispat:

p € [1,00) igin d, metrigi kullanilsin. X, ve X, uzaylar1 has ise X; X X, de has
uzaydir. K, X, X X, ninbir kapal ve smirl alt climlesi ve swrasiyla K; ve K,, X, ve
X, lizerine izdiigimleri olsun. K; Ve K, smirhdir ve K, K, kapanislart kompakttir.
X, Ve X, has uzaydr. K; X K, ¢carpimi X; X X, nin bir kapali kompakt K alt
climlesinde kompakttir. Buda X, X X, nin has uzay oldugunu gosterir. Simdi X, ve
X, geodezik uzaylar ise X, X X, ninde geodezik uzay oldugunu gosterelim.

Teorem 3.4.7 nin ii)&iv) bagintisint Kullanalim.

x=(x,%x,) Ve y =(y,¥,) Xy XX,
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de iki nokta olsun. X, ve X, geodezik uzaylar oldugundan Teorem 3.4.7 geregince,

1
|2y —z,| = |y, — z4| = <§> ) — ¥4

ve

1
lx, — z,| = |y, — z,| =(§> I, — 3

esitliklerini saglayan X, de bir z, noktas1 ve X, de bir z, noktas1 vardir. Boylece

P P
dp((zllzz)l(leXZ))p = (dx1 (Zlel)) + (dxz (sz'xzj)
1 P 1 P
= 2_p(dx1 (xllyl)) + 2_p(dx: (szYZ))
_1 ?
_2_pdp((xj_;x2)J(y1)y2))
dir. Yani d,,(z x) = %dp (x,v) dirki z = (z,,2,) €X, XX, dir.
Aynisekilde d,(z,y) = ~d,(x, y) elde edilir.

Benzer sekilde d., metrigi i¢in;

doo((zr z,), (‘xrxz)) = max{dxl (2,4, d, (Zz’yzj}

1 1
= max {5 dX1 (%, y1), 3 dx: (x4, ¥ )}

= max {%(dxl (x4, 7)) dy_ (xzdb))%

= = max y( dyg (x1 ¥1), dy, (x2,52)
2

= % e (x4, %5), (30, ¥5))
dir.

Yanid,(z,x) = %dm(x, y) ve aynmi sekilde d_(z,y) = %dm(x, y)
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dir. O halde Teorem 3.4.7 nin ii) kosulu X; X X, iizerindeki d,, ve d, metrikleri igin

saglanir. Dolaysiyla (X, X X,, d,, ) ve (X, X X,, d,,) birer geodezik uzaydr.

Teorem 3.4.8: X, ve X, iki geodezik uzay ve 3p € [1, ) U {0} iin d,,
metriklerinden biri ile taniml1 X = X, X X, carpim uzay1 verilsin.
x,,y, €X, Ve x,,y, €X, keyfi noktalar olmak tizere y; : [0,1] — X, x, Ve y,
noktalarini ve y, : [0,1] — X,, x, Ve y, noktalarini birlestiren birer afin geodezik
olsun. Budurumda y(t) = (yl(t), Vs (t)) ile tanimlanan y : [0,1] — X ¢arpim yolu
(x,,¥,) Ve (x,,y,) yibirlestiren bir afin geodeziktir. Ayrica, p € [1,0)
durumunda,

1
L(y) = (L(y)? + L(y)P)7 dir

ve p = ce durumunda ise L(y) = max{L(y,),L(y,)]} dir.

Ispat:
y doniistimi stirekli ve (x,,y,), (x,,y,) noktalarini birlestiren bir yol olsun. Bu

dontistimiin bir afin geodezik oldugunu gosterelim.va, v € [0,1] igin,
1
d,(y(w), y()) = (r, () — 1 ()P + Iy, () =y, ()P 7
P P v
= (L)l = w17 + (L)) = ol?)

= (L))" + (L(yz))"’)'/ Plu— vl

dir. Teorem 3.2.3 geregince ¥ bir afin parametrelendirilmis geodeziktir ve uzunlugu

(L))" + (L(n))")'/ P dir.
p = oo durumunda,

do.(v(w), vy (v)) = max{ ly, (&) =y, (¥)], lyo (W) — ¥, (w)| }
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=max{ L(y)lu —v|, L(y,)lu —v| }
= max{ L(?’l)JL(T’z) Hu— vl
dir. Yine Teorem 3.2.3 geregince y uzunlugu L(y) = max{L(y, ), L(y,)} olanbir

afin parametrelendirilmis geodeziktir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢aligmada, yiizeyler lizerinde ve metrik uzaylarda geodezikler incelenmistir.
Geodezikler 3-boyutlu Oklid uzaymda 6rneklendirilmistir. Geodezik denklemler
kullanilarak geodeziklerin nasil elde edilebilecegi gosterilmistir. Geodezik lerden
olusan dizilerin limitleri incelenmistir. Uzunluk uzay1 ve geodezik metrik uzay

tanimlanarak bazi topolojik 6zellikleri ele almmustir.

Caligmanin devami olarak geodezik metrik uzaylar {izerinde topolojik incelemeler

yap1labilir.
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