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OZET

CARISTI TIP SABIT NOKTA TEOREMI VE BAZI GENELLESTIRMELERI

BOZBIYIK, Selman
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ishak ALTUN

Haziran 2011, 67 sayfa

Bu tez calismasinda, Banach sabit nokta teoreminin bir sirali metrik uzaylarda ki
versiyonu verildi. Ardindan, tam metrik uzaylarda Caristi sabit nokta teoreminin
direkt ispati ile bir siralama bagintisi kullanilarak yapilan farkli iki ispati da
incelendi. Daha sonra, tam metrik uzaylarda Caristi sabit nokta teoreminin bazi

genellestirmeleri verildi.

Anahtar kelimeler: Tam Metrik Uzay, Caristi Dontistiimii, Sabit Nokta



ABSTRACT

CARISTI TYPE FIXED PONT THEOREM AND SOME GENERALIZATIONS

BOZBIYIK, Selman
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. ishak ALTUN

June 2011, 67 pages

In this study, an ordered version of Banach fixed point theorem on complete metric
space is given. Then, the direct proof of Caristi’s fixed point theorem on complete
metric space and two order approach of the proof of it were analyzed. After then
some generalizations of Caristi’s fixed point theorem on complete metric space were

given.

Key Words: Complete Metric Space, Caristi Mapping, Fixed Point
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1. GIRIS

Sabit nokta teori, diferansiyel denklemlerin, integral denklemlerin, kismi diferansiyel
denklemlerin ve diger ilgili alanlarin varlik teorisinde ¢ok kullanilmaktadir. Yine
sabit nokta teori, sinir deger problemleri ve yaklasim problemlerinde oldugu kadar

0zdeger problemlerde de ¢ok verimli uygulamalara sahiptir.

X bos olmayan bir kiime ve T: X — X bir fonksiyon olsun. Eger Tx, = x, oluyorsa,

Xo noktasina T nin bir sabit noktasi denir. Yani, T doniisiimii altinda degismeyen bir
noktaya T nin bir sabit noktas: denir. Ornegin, T:[0,1] - [0,1] Tx =1x—oolarak

tanimlansin. TO = 0 oldugundan 0 noktasi T nin bir sabit noktasidir.

Analiz ve Fonksiyonel Analizde, Sx = 0 ve Tx = x tipindeki denkelmlerle sikga
karsilasiriz. Bu tiir denklemleri ¢6zmek basli basina bir problemdir. Kimi tam sonucu
kimi de yaklasik sonucu veren bazi metotlar vardir. Sabit nokta teoride bu

metotlardan biridir. Ornegin, x? — 7x + 12 = 0 seklinde bir denklemi goz Oniine

x%+
7

alalim. x = 3 ve x = 4 bu denklemin birer kokudir. Bu denklem x = 12 olarak

x2+12

yazilabilir. O halde Tx =

olmak {iizere, bu denklem x = Tx olarak yazilabilir.

Su halde x =3 ve x =4 noktalart T nin iki sabit noktasidir. Bu yiizden,
Sx = 0 seklindeki bir denklemin ¢6ziimiiniin bulunmas: problemi Sx = Tx — x ile

verilen T fonksiyonunun sabit noktasinin bulunmasi problemi ile aynidur.

Brouwer 1912 de asagidaki énemli sonucu ispatlamistir.



“C, R™in kapali birim yuvari ve T: C — C siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda

T, C de bir sabit noktaya sahiptir”.

Reel eksende bu teoremin 6zel bir durumu su sekildedir: “T: [0,1] — [0,1] siirekli bir
doniistim ise T nin bir sabit noktas1 vardir”. Bu sonucun ispati Aradeger Teoremi
yardimiyla kolayca yapilabilir. Yukarida bahsedilen problemlerin ¢ogu fonksiyon
uzaylarinda ortaya cikmaktadir. Bu nedenle Brouwer’in teoreminin fonksiyon
uzaylarina genisletilmesi distintilmistiir. Ancak, Kakutani sonsuz boyutlu uzaylara

teoremin bu hali ile genisletilemeyecegini gosteren asagidaki 6rnegi vermistir.

C = {x € I%||x|| < 1}, I* Hilbert uzaymnin kapali birim yuvari olsun. T:C - C

dontisimii, x = {xq, x5, ... ,Xp, ...} € C igin

Tx = { 1 = Ixl|?, x4 X2, ..., X, }

olarak tanimlansin. Bu durumda T siirekli ve ||Tx|| =1 dir. Simdi T nin sabit
noktaya sahip oldugunu kabul edelim ve bu sabit nokta x, = {xl’xz, e Xy } eEC

olsun. O halde ||Tx,|| = ||xoll = 1 dir. Fakat

Tx, = {wll — |Ixoll?, x1 x5, ..., Xy, }

= {O'xl,xz, B }



oldugundan bu x; =0, x, =0, ..., x, =0, ... veya x, = {0,0, ...,0, ... } oldugunu

gosterir. Bu ise ||xg|| = 1 olmasi ile gelisir. O halde T nin sabit noktas1 yoktur.

Bruouwer’in teoremi 1930 yilinda Schauder tarafindan sonsuz boyutlu uzaylara

asagidaki sekilde genisletilmistir.

“X bir Banach uzayi, C, X in kompakt konveks bir alt kiimesi ve T: C — C siirekli bir

doniistim olsun. O zaman T nin C de en az bir sabit noktas1 vardir”.

Burada C tizerindeki kompaktlik sartt ¢ok kuvvetlidir. Bu nedenle kompaktlik
sartinin hafifletilereck bu teoremin yenilenmesi disiintilmistiir. Boylece kompakt
dontigim kavrami kullanilarak Schauder in bu teoremi yenilenmistir. Bu teoremi

ifade etmeden 6nce kompakt doniisiim kavramini hatirlayalim.

“T:X - X bir doniisim olsun. Eger T smirli kiimeleri prekompakt (kapanisi
kompakt olan) kiimelere doniistiiren siirekli bir doniisiim ise T ye tamamen siirekli
kompakt doniisiim denir. Bir kompakt doniisiim daima siireklidir fakat bir siirekli
doniisim kompakt olmayabilir. Asagidaki teorem Schauder Sabit Nokta Teoremi

(ikinci versiyon) olarak bilinir.

“X bir Banach uzayi, C, X in kapali, sinirli ve konveks bir alt kiimesi olsun. T: C - C

kompakt bir doniisiim ise, T nin C de en az bir sabit noktas1 vardir”.

Bu teorem, analizde denklemlerin niimerik islemlerinde biiyiik Gneme sahiptir.



1. 1. Kaynak ozetleri

Metrik uzay, topolojik uzay ve fonksiyonel analiz ile ilgili temel kavramlari i¢in
Kocak’in “Genel Topolojiye Giris ve Cozlimlii Alistirmalar” adli kitabi ile Soykan’in
“Fonksiyonel Analiz” adli kitabi kullamilmistir (1,2). Kismi siralama bagintis1 ve
temel ozellikleri ile ilgili kavramlar igin Ozer, Céker ve Tas’m “Soyut Matematik”
adli kitab1 temel kaynak olmustur (3). Kismi sirali kiimeler {izerinde verilen Knaster-
Tarski ve Tarski sabit nokta teoremlerinin ispati i¢in Granas ve Dugundji nin “Fixed
Point Theory” adli kitabindan yararlanilmigtir (4). Sirali metrik uzaylarda sabit nokta
teorisi i¢in temel iki kaynak olan Ran ve Reurings’in “A fixed point theorem in
partially ordered sets and some applications to matrix equations” adli makalesi ile
Nieto ve Rodriguez-Lopez’in “Contractive mapping theorems in partially ordered
sets and applications to ordinary differential equations” adli makalesi kullanilmistir
(5,6). Daha sonra tezin asil amacini olusturan Caristi sabit nokta teoreminin direkt
ispatt igin Caristi’nin “Fixed point theorems for mappings satisfying inwardness
conditions” adli makalesinin yan1 sira Singh, Watson ve Srivastava’nin “Fixed Point
Theory and Best Approximation: The KKM-Map Principle” adli kitab1 ile Agarwal,
O’Regan ve Sahu’nun “Fixed Point Theory for Lipschitzian-type Mappings with
Applications” adli kitaplart temel alinmistir (7,8,9). Ayrica Caristi sabit nokta
teoreminin kismi siralama yardimiyla yapilan ispatt i¢cin Granas ve Dugundji nin
“Fixed Point Theory” adli kitab1 ile Khamsi’nin “Remarks on Caristi's fixed point
theorem” adli makalesi incelenmistir (4,10). Son olarak Caristi sabit nokta
teoreminin bazi genellestirmeleri i¢in Bae, Cho ve Yeom’un “A generalization of the
Caristi-Kirk fixed point theorem and its applications to mapping theorems”,

Suzuki’nin “Generalized Caristi’s fixed point theorems by Bae and others”, Kirk ve



Caristi’nin “Mappings theorems in metric and Banach spaces”, Kirk’in “Caristi’s
fixed point theorem and metric convexity”, Brezis-Browder’in “A general principle
on ordered sets in nonlinear functional analysis”, Bae’nin “Fixed point theorems for
weakly  contractive  multivalued maps” adli  makaleleri  incelenmistir

(11,12,13,14,15,16).

1. 2. Calismanin Amaci

James Caristi, 1976 yilinda yaymnladigi bir makalesinde asagidaki teoremi
ispatlamistir: (X, d) bir tam metrik uzay ve ¢ de X den R ye taniml alttan smirl ve
alttan yar1 stirekli bir fonksiyon olsun. T ise X den X e tanimli, her x € X igin
d(x,Tx) < p(x) — @(Tx) esitsizligini saglayan bir doniisim olsun. Bu durumda T
bir sabit noktaya sahiptir. Daha sonra Caristi nin bu teoremi pek ¢ok yazar tarafindan
genellestirilmis, uygulamalar1 yapilmis, farkli uzaylarda ispatlar1 yapilmistir. Bu tez
caligmasinda, yapilan bu calismalar1 irdeleyerek yeni ¢alismalarin yapilmasi

amaclanmastir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Metrik ve Topolojik Kavramlar

Tamm 2.1.1. X bos olmayan bir kiime olsun. Eger d: X X X — R fonksiyonu her
x,y,z,€ X igin

a) dlx,y) =0 x=y

b)  d(xy)=d(y,x)

C) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)
kosullarin1 sagliyorsa d ye X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik

uzay denir.

Tanmm 2.1.2. (X, d) herhangi bir metrik uzay olmak {izere bir x, € X ve r > 0 reel

sayis1 verildiginde

B(xo, 1) = {x € X:d(xq,x) <71}

kiimesine x, merkezli r yarigapl agik yuvar,

D(xy,7) ={x € X:d(xg,x) <1}

kiimesine x, merkezli r yarigapli kapali yuvar,

S(xg, 1) ={x € X:d(xg,x) =71}



kiimesine yuvar yiizeyi denir.
Tamim 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay ve U da X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger her x € U i¢in B(x,1) S U olacak sekilde bir » > 0 sayis1 varsa U kiimesine d-

agiktir denir.

Tamim 2.1.4. Bir (X, d) metrik uzayinda bir A alt kiimesi i¢in X\A d-acik ise, A ya

d-kapali kiime denir.
Onerme 2.1.1. (X, d) bir metrik uzay olsun.
a) (X, d) igindeki her agik yuvar d-agiktir.

b) (X, d) i¢indeki her kapali yuvar d-kapalidir.

Tamim 2.1.5. (X, d) bir metrik uzay A ve B de X in bos olmayan iki alt kiimesi olsun.

Bu durumda

d(A,B) = inf{d(a,b):a € A,b € B}

sayisina A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik, x € X olmak {izere

d(x,A) = inf{d(x,a):a € A}

sayisina X noktasinin A kiimesine olan uzakligi,

d(A) =sup{d(a,b):a,b € A}



sayisina A kiimesinin ¢ap1 denir. Eger d(A4) < oo ise A kiimesine sinirh kiime, eger

d(A) = oo ise A kiimesine siirsiz kiime denir.

Tanmm 2.1.6. Bir (X,d) metrik uzayinda {x,} bir dizi olsun. Her € > 0 sayisina
karsilik her n > nq icin x,, € B(x, €) olacak sekilde bir ny dogal sayisi varsa {x,}

dizisi X noktasina yakinsar denir. Kisaca x,, = x ile gosterilir.

Onerme 2.1.2. (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A nin d-kapali olmas icin
gerekli ve yeterli kosul {x,} € A olacak sekildeki her {x,} dizisi i¢in x, — x

oldugunda x € A olmasidir.

Tamim 2.1.7. Bir (X,d) metrik uzaymnda herhangi bir dizi {x,} olsun. Eger her
€ > 0 sayisina karsilik m,n > ny i¢in d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir n, dogal
sayist var ise {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X, d) metrik uzay1 igindeki
her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakisiyor ise (X,d) ikilisine tam metrik

uzay denir.

Tanmm 2.1.8. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar T: X — Y herhangi bir fonksiyon ve
x € X olsun. T fonksiyonunun x noktasinda siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul X i¢inde herhangi bir {x,,} dizisi x e yakinsak iken, Y i¢indeki {T'x,,} dizisinin

Tx e yakinsak olmasidir.

Tanmm 2.1.9. Bir (X, d) metrik uzayinda ag¢ik kiimelerin bir ailesi {G;:i € I} olsun.

Eger A € X i¢in



AEUGi

i€l

oluyorsa {G;: i € I} ailesine A kiimesinin bir agik Ortiisii denir. Eger bir agik Ortiiniin

n
ac| e,
k=1

olacak bigimde bir {G;, : k = 1,2, ...,n} alt ailesi var ise, bu aileye A kiimesinin sonlu

alt Ortusi denir.

Tamm 2.1.10. (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. Eger A kiimesinin her agik
ortiistiniin sonlu bir alt Ortlisii varsa A kiimesine kompakt kiime denir. Eger X
kompakt bir kiime ise (X,d) uzaymna kompakt metrik uzay denir. Kompakt bir

metrik uzayda her dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Tamm 2.1.11. X bos olmayan bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa X € K cismi iizerinde bir Lineer Uzay veya Vektor
Uzay1 denir. Her x,y,z € X ve her a, f € Kigin

a) x+yeX

b) x+@+z)=kx+y)+z

C) x + 60 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € X vardir

d) x + (—x) = —x + x = 0 olacak sekilde —x € X vardir

e) x+y=y+x

f) ax € X



)] a(x+y)=ax+ay
h) (a+p)x = ax + Bx
1) (aB)x = a(Bx)

)} 1.x = x (Burada 1, K’nin birim elemanidir.)

Tamim 2.1.12. X bir lineer uzay olsun. ||-||: X = R fonksiyonunun x deki degerini
x| ile gosterelim. Bu fonksiyon asagidaki sartlari saglarsa ||-|| fonksiyonuna X

tizerinde bir Norm denir. (X, ||-]|) ikilisine de normlu uzay adi verilir.

a) x| =0 x=20
b) a € K olmak tizere ||ax|| = |a|||x]|
c) llxx + yIl < llxll + llyll.

X, |I-1h) bir normlu uzay olsun.d:X xX = R, d(x,y)=|x—yl|l seklinde
tanimlanan d bir metriktir. Bu metrige norm metrigi denir. Dolayistyla her normlu

uzay bir metrik uzaydir.

Tamm 2.1.13. X normlu lineer uzay olsun. Eger X norm metrigine gore tam ise X

uzayina Banach uzay: ad1 verilir.

Tamim 2.1.14. X bos olmayan bir kiime ve t, X in kuvvet kiimesi olan P(X) in bir alt

siifi olsun. Eger T sinifi,

a) 0,XeET
b) T ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti T ya aittir
c) T ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi T ya aittir

kosullarin1 sagliyorsa t ya X iizerinde topoloji, (X, t) ikilisine de topolojik uzay

denir.
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Tamim 2.1.15. (X, 7) bir topolojik uzay ve X in baz1 agik alt kiimelerinin sinifi S
olsun. X in her agik alt kiimesi  nin elemanlarinin herhangi bir sayidasinin birlesimi

olarak yazilabiliyorsa £ ya t i¢in bir taban denir.

Tamim 2.1.16. (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun. x noktasini igeren bir agik alt
kiimeyi kapsayan her kiimeye X noktasmmin bir komsulugu denir. X noktasinin

komsuluklarinin ailesini N, ile gosteririz.

Teorem 2.1.1. (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun. N, komsuluklar ailesi
a) NeN,isex €N
b) NeN,veN S MiseM €N,
c) N,MeN,iseNNM €N,
d) N € N, ise Oyle bir M € Nyvardirki hery € M i¢cin N € N,,

kosullarini saglar. Bu kosullara komsuluklar aksiyomlar1 ad1 verilir.

Teorem 2.1.2 Bos olmayan bir X kiimesinin her x € X noktast i¢in komsuluk
aksiyomlar1 diye adlandirilan bu dort 6zelligi saglayan N, ailesi verilmis olsun. Bu
durumda X kiimesi tizerinde N, ailesini x € X noktasinin komsuluklar ailesi kabul
eden bir tek t topolojisi vardir.

Tamim 2.1.17. (X, 7) bir topolojik uzay ve A < X olsun.

TA={AﬂG:GET}

11



ailesi A iizerinde bir topolojidir. 7 tarafindan olusturulan 7, topolojisine 7 dan
indirgenen topoloji ve (4, t,) topolojik uzayma da (X, 7) topolojik uzaymin alt uzay1

denir.

Tammm 2.1.18. (X, t) bir topolojik uzay olsun. X in farkli her nokta ¢iftini iceren

ayrik komsuluklar1 varsa (X, t) topolojik uzaymna Hausdorff Uzay denir.

Tamm 2.1.19. Bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi I = {F,: a € [} olsun. Eger
bu ailenin sonlu her alt ailesinin arakesiti bos kiimeden farkli ise bu aileye sonlu

arakesit 6zelligine sahiptir denir.

Teorem 2.1.3. Bir (X, t) topolojik uzay1 i¢in asagidaki ifadeler denktir.
a) (X, 7) topolojik uzayr kompakttir
b) X in kapali alt kiimelerinin sonlu arakesit 6zelligine sahip her ailesinin

biitlin elemanlarinin arakesiti bostan farklidir.

Teorem 2.1.4. Bir (X,t) kompakt topolojik uzaynin her kapali alt kiimesi de

kompakttir.

Teorem 2.1.5. Bir (X, t) Hausdorff uzayinda kompakt alt kiimeler kapalidir.

Teorem 2.1.6. (X, ) bir topolojik uzay olsun. A, X in bos olmayan bir kompakt alt

kiimesi olsun. Eger T: A — R siirekli ise Ta = supT(A) ve Th = infT(A) olacak

sekilde a, b € A vardur.

12



Tamim 2.1.20. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X herhangi bir fonksiyon olsun.

Eger her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Ld(x,y)

olacak sekilde bir L sabiti varsa, T fonksiyonuna Lipschitz kosulunu saglar denir.
Eger L <1 ise, T ye bir biiziilme doniistimii denir. Her Lipschitz fonksiyonunun

stirekli oldugu agiktir.

Teorem 2.1.7. (Banach) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir biiziilme

dontisimii ise T nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.

Ispat. x, € X keyfi bir nokta olsun.
x; =Txg, x; =Txqy =T%xq,..., Xp = Txp_q = T"x, seklinde tanimli {x,}

dizisini g6z oniine alalim. Bu durumda her n € N i¢in

d(xn, Xn41) = d(Txp—1, Txy)

< Ld (xn—l' xn)

< L"d(xg,x41)

olur. O halde m,n € Nvem > n igin

d(xn'xm) < d(xn'xn+1) + d(xn+1'xn+2) + -+ d(xm—llxm)
S Lnd(xo,x1)+Ln+1d(xO, xl) + + Lm_ld(xO, xl)

13



= [LTl+LTl+1 + -+ Lm_l]d(xo, xl)

LTl
=1L d(xo, x1)

bulunur ki bu {x,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan

limx,, = z olacak sekilde bir z € X noktasi vardir. Ayrica T siirekli oldugundan
z = limx, 4, = limTx,, = Tlimx,, =Tz

elde edilir ki bu T nin sabit noktasinin var oldugunu gosterir. Simdi w € X noktasi

T nin bir baska sabit noktasi ise
0<d(z,w) =d(Tz,Tw) < Ld(z,w) < d(z,w)
olur ki bu L < 1 oldugundan bir ¢eligkidir. Yani T nin sabit noktasi tekdir.
Teorem 2.1.8. (Cantor) (X, d) bir tam metrik uzay ve {4,} de X in bos olmayan

kapali alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Her n€N i¢cin A4,,, €4, Ve

lim,_,,d(A,) = 0 ise bu durumda

kiimesi tek noktadan ibarettir.
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Ispat. Once N_; A, # @ oldugunu gosterelim. Her n € N icin x,, € A,, secelim. Bu
durumda m,n € N ve m > n igin x,, € A, olacagindan d(x,,, x,) < d(4,) olur.
Yani {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,,_,,, x,, = z olacak

sekilde bir z € X vardir. Yine mn€N ve m>n i¢in x,, € A, oldugundan

lim,, e Xy, = z € A, = A,, olur. Bu durum Her n € N i¢in gecerli oldugundan

dir. Simdi x,y € Njy=; 4, ise, her n € N i¢in x,y € A, olacagindan
d(x,y) < d(An)

olur. Buise d(x,y) = 0 yani x = y oldugunu gosterir ki sonug olarak

ﬁAn = ()

bulunur.
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2.2. Kismi Siralama Bagintis1 ve Baz1 Ozellikleri

Tamm 2.2.1. X bos olmayan bir kiime olsun. X iizerinde asagidaki 6zelliklere sahip
bir f bagmntisina kismi siralama bagintis1 ve (X, ) ikilisine de kismi sirali kiime
denir:

a) f yansimalidir, yani her x € X igin xfx dir,

b) p ters simetriktir, yani her x,y € X i¢in xfy ve yBx ise x = y dir,

€) B gegislidir, yani her x,y, z € X igin xSy ve yfz ise xSz dir.
Bir kismi siralama bagintisini gostermek icin f simgesi yerine < gdsterimini
kullanacagiz. Boylece xSy yerine x < y yazip bunu “X, ¥ den 6nce gelir” ya da “X
kiigiik esit y” seklinde okuyacagiz. x < y ile y > x ayn1 anlama gelecektir. Ayrica

X < yvex # yise budurumu x < y bi¢ciminde gésterecegiz.

Ornek 2.2.1.

a) R reel sayilar kiimesi tizerinde bilinen < bagintis1 bir kismi siralama
bagmtisidir.

b) Bir X kiimesinin P(X) kuvvet kiimesi € kapsama bagmtisina gore

kismi siral1 bir kiimedir.

C) N dogal sayilar kiimesi tizerinde‘m < n & m sayis1 n sayisini boler’
seklinde tanimli < bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir.

d) X ={a, b, c,d, e} olmak iizere
<={(x,x):x € X} U {(e,d),(e,a),(d,a),(c,d),(c,a)(c,b),(b,a)} seklinde

tanimli < bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir.
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e) X=R? ve x=(x,%),y={.,y,) €EX olsun. X iizerinde
XSy x; <y vex, <y, seklinde tanimlhi < bagintist bir kismi siralama
bagintisidir. Bu siralama bagintisina koordinatsal siralama denir.

f) X=R? ve x=(x,%),y={.y,) €EX olsun. X iizerinde
x<ye (x; <yp)yada(x; =yvexy <y,) seklinde tanimh < bagmtist bir

kismi siralama bagintisidir. Bu siralama bagintisina sozliiksel siralama denir.

Tanmm 2.2.2. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. x,y € X i¢in x <y veya y < x

oluyorsa X ile y elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar denir.

Kismi sirali bir kiimenin herhangi iki elemam karsilagtirilamayabilir. Ornegin R?

deki koordinatsal siralamaya gore (2,1) ile (1,2) elemanlar1 karsilastirilamaz.

Tamm 2.2.3. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. X in biitiin elemanlar1 birbirleri ile
karsilastirilabiliyorsa < bagintisina bir tam siralama bagintisi, (X, <) ikilisine de tam

sirali kiime denir.

R, iizerinde ki bilinen < bagintisi ile bir tam sirali kiimedir. R? deki koordinatsal
siralama bir tam siralama bagintis1 degil fakat sozliiksel siralama bir tam siralama

bagmtisidir.

(X, <) kismi sirali bir kiime ve A € X olsun. < bagntis1 A alt kiimesi {izerinde yine
bir kismi siralama bagintisidir. Buna ek olarak A iizerindeki bu bagmti bir tam
siralama bagitis1 oluyorsa A alt kiimesine X in bir zinciri ad1 verilir.  Ornek 2.2.1

(d) deki X i¢in A = {a, b, c} bir zincirdir.
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Tamm 2.2.4. (X, <) kismi sirali bir kiime ve a € X olsun. Eger X kiimesinin hi¢bir
elemani a dan daha biiyiik degilse a ya X in maksimal eleman1 denir. Buna gore a, X
in bir maksimal elemanidir ancak ve ancak x € X ve a < x ise a = x dir. Benzer
sekilde bir b € X i¢in, X kiimesinin higbir eleman1 b den daha kiigiik degilse b ye X
in minimal eleman1 denir. Buna gore b, X in bir minimal elemanidir ancak ve ancak

x€eXvex <biseb = xdir.

Ornek 2.2.1 (d) deki X icin a bir maksimal elemandir. Yine ¢ ve e birer minimal
elemandir. Bu Ornekten de goriildiigii gibi kismi sirali bir kiimenin maksimal ve
minimal elemanlar tek olmayabilir. R, {izerinde ki bilinen < siralama bagintisina

gore maksimal ve minimal elemanlar yoktur.

Tamm 2.2.5. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. X in biitiin elemanlarindan daha
biiyiik esit olan a € X elemanina X in en biiyiik (maksimum) eleman1 denir. Yani her
x € X i¢in x < a olacak sekildeki a € X elemanina X in en biiylik eleman1 denir.
Yine X in biitiin elemanlarindan daha kiigiik esit olan b € X elemanina X in en kii¢iik
(minimum) elemani denir. Yani her x € X i¢in b < x olacak sekildeki b € X

elemanina X in en kii¢iik eleman1 denir.

Ornek 2.2.1 (d) deki X i¢in a en biiyiik elemandir, fakat X in en kiiciik eleman

yoktur. Eger kismi siralt bir kiimenin en biiylik (en kii¢iik) eleman1 varsa bu eleman

tekdir.
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Tamm 2.2.6. (X, <) kismi sirali bir kiime ve A € X olsun. Her x € 4 i¢in x < a
olacak sekilde bir a € X varsa a elemanina A kiimesinin bir iist sinir1 denir. Yine Her
x € A i¢in b < x olacak sekilde bir b € X varsa b elemanma A kiimesinin bir alt

sinir1 denir.

Ornek 2.2.2.

a) R reel sayilar kiimesi lizerinde bilinen < siralama bagintisina gore
A =[0,1) kiimesini goz Oniine alalim. (—oo, 0] kiimesinin her elemani A nin bir alt
siiridir ve yine [1, 00) kiimesinin her eleman1 A nin bir iist siniridir.

b) X =R? ve A =(0,1) x {0} = {(x,0):x € (0,1)} olsun. Bu durumda
a = (1,—1) noktas1 sozliiksel siralamaya gbére A kiimesinin bir {ist siniridir ancak
koordinatsal siralamaya gore bir st sinir degildir. b = (0,1) noktasi1 sozliiksel
siralamaya gore A kiimesinin bir alt siniridir ancak koordinatsal siralamaya gore bir
alt simur degildir. ¢ = (0,0) her iki siralamaya gore A kiimesinin bir alt sinir1 ve

d = (1,0) her iki siralamaya gore A kiimesinin bir iist siniridir.

Tammm 2.2.7. (X,<) kismi sirali bir kiime ve A € X olsun. Asagidaki sartlari
saglayan a € X elemanina A kiimesinin en kii¢tik {ist sinir1 veya supremumu denir ve
a = supA ile gosterilir:

) a, A nin bir st siniridir, yani her x € A4 i¢in x < a dur.

i) a, A nin iist siirlart kiimesinin en kii¢lik elemanidir, yani ¢, A nin bir

ust sinir1 ise a < ¢ dir.

Benzer sekilde agagidaki sartlar1 saglayan b € X elemanina A kiimesinin en biiytik alt

siir1 veya infimumu denir ve b = infA ile gosterilir:
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1) b, A nin bir alt siniridir, yani her x € A igin b < x dur.
i) b, A nin alt smirlar1 kiimesinin en biiyiik elemanidir, yani d, A nin bir

alt siir1 ise d < b dir.

Ornek 2.2.3.

a) R reel sayilar kiimesi tlizerinde bilinen < siralama bagintisina gore
A = [1,2) kiimesini goz Oniine alalim. (—oo, 1] kiimesinin her elemani A nin bir alt
siiridir ve yine [2,0) kiimesinin her elemani A nin bir iist siniridir. Buna gore
supA = 2 veinfA = 1 dir.

b) X =R? ve A =(0,1) x {0} = {(x,0):x € (0,1)} olsun. Bu durumda
R? sozliiksel siralamaya gore tam sirali ve A kiimesi iistten sinirli oldugu halde A
kiimesinin supremumu yoktur. Benzer sekilde A kiimesinin infimumu da yoktur.

Ancak koordinatsal siralamaya gore supA = (1,0) ve infA = (0,0) olur.

Tamm 2.2.8. (X, <) kismi siral1 bir kiime olsun. X in bos olmayan her alt kiimesinin
en kiicliik eleman1 varsa X e 1yi sirali kiime ve bagintiya da iyi siralama bagintisi

denir.

N dogal sayilar kiimesi bilinen < bagintisina gére iyi sirali bir kiimedir. lyi sirali bir
kiimenin tam sirali oldugu agiktir. Clinkti X iyi sirali ise, her x,y € X igin {x,y}
kiimesinin en kii¢iik eleman1 vardir ve bu ya x yada y dir. Boylece x < y veyay < x

olur.

Teorem 2.2.1. (Zorn Lemmasi) Bos olmayan ve her zinciri bir iist sinira sahip olan

kismi sirali bir kiimenin maksimal elemani vardir.
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Tanmm 2.2.9. (X,<) kismi sirali bir kiime olsun. Eger her x,y € X i¢in {x,y}
kiimesinin supremumu ve infimumu varsa (X, <) ikilisine bir latis (6rgii) denir.
Genellikle bir latiste sup{x,y} = xVy ve inf{x,y} = xAy gosterimleri kullanilir.
Eger X in bos olmayan her A alt kiimesinin supremumu ve infimumu varsa (X, <)

ikilisine bir tam latis denir.

Tam sayilar kiimesi bilinen siralamaya gore bir latistir fakat tam latis degildir.

Tamm 2.2.10. (X, <) kismi siralt bir kiime ve T: X — X bir fonksiyon olsun. Eger
<y olacak sekildeki her x,y € X icin Tx < Ty oluyorsa T fonksiyonuna

azalmayan (artan, izoton, sira korur) fonksiyon denir.

Teorem 2.2.2. (Knaster-Tarski) (X,<) kismi sirali bir kiime ve T:X — X bir
azalmayan bir doniisiim olsun. Asagidaki iki sart1 saglayan bir x, € X noktasinin var
oldugunu kabul edelim:

a) xo=<Tx,,

b) {x € X:xy < x} kiimesi i¢indeki her zincir bir iist sinira sahip.

Bu durumda T bir maksimal sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X i¢inde Q = {x € X:x < Tx} N {x € X:x, < x} kiimesini goz 6niine alalim.
Xo € Q oldugundan Q kiimesi bos degildir. Ayrica Q igindeki her zincir bir
supremuma sahiptir. C, Q da bir zincir olmak {izere u = supC denirse her ¢ € C igin
¢ <u olup T azalmayan oldugundan Tc < Tu olur. Yine ¢ € C oldugundan ¢ <

Tc < Tu olur. Bu ise Tu nun da C nin bir iist sinirt oldugunu gosterir. Fakat u =

supC oldugundan u < Tu olmalidir. Bu ise u € Q oldugunu gosterir ki buradan Q
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nun her zincirinin Q da bir st sinirmin var olmasi demektir. O halde Zorn Lemmasi
geregi Q nun z gibi bir maksimal eleman1 vardir. z € Q oldugundan z < Tz ve T
azalmayan oldugundan Tz < TTz olur ki bu x, < z ve xy < Tx, < Tz oldugundan
Tz € Q olmasmi gerektirir. Fakat z, Q nun maximal elemani oldugundan z = Tz

olmalidir.

Teorem 2.2.3. (Tarski) (X, <) bir tam latis ve T: X — X bir azalmayan bir doniisiim

olsun. Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X bir tam latis oldugundan X in kendisi bir supremuma ve infimuma sahiptir.

Bu nedenle x, < Tx, olacak sekilde x, € X vardir. Boylece

Q={x€eX:x<Tx}

kiimesi bos degildir. Yine X tam latis oldugundan Q nun supremumu vardir. u =
supQ diyelim. O halde her x € Q i¢in x < u olup T azalmayan oldugundan Tx < Tu
ve tistelik x < Tu olur. Bu durumda u = supQ oldugundan u < Tu dur. Diger
taraftan Tu < TTu oldugundan Tu € Q dur. Boylece Tu < u olup u = Tu elde

edilir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3. 1. Sirahh Metrik Uzaylarda Bazi Sabit Nokta Teoremleri

X bos olmayan bir kiime olmak iizere X iizerinde hem bir < kismi siralama bagintisi
hem de bir d metrigi varsa X ¢ sirali metrik uzay diyecegiz ve bunu (X, <, d) {gliisii
ile gosterecegiz. Eger X kiimesi d metrigine gore tam ise bu uzaya sirali tam metrik

uzay adin1 verecegiz.

Ran ve Reurings 2007 yilinda, Banach sabit nokta teoremi ile Tarski sabit nokta
teoremlerinden yaralanarak sirali metrik uzaylarda ilk sabit nokta teoremini

vermislerdir. Daha sonra bu sabit nokta teoremi de ¢esitli yollarla genellestirilmistir.

Uygunlugu saglamak agisindan
“{xn}, X icinde azalmayan ve x,, = z € X olacak sekilde bir dizi ise, her n € N i¢in

Xn X Z

sartin1 Nieto sart1 olarak isimlendirecegiz.

Teorem 3.1.1. (X,<,d) bir sirali tam metrik uzay ve T:X — X azalmayan bir

doniisiim olsun. Ayrica x < y olacak sekildeki her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Ld(x,y)
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sartin1 saglayan L < 1 sayisi ve x5 < Tx, olacak sekilde bir x, € X noktasinin var
oldugunu kabul edelim. Bu durumda T stirekli veya X kiimesi Nieto sartin1 saglarsa T

dontisimii X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x, < Tx, sartim saglayan x, noktasmi goz oniine alahm. x, = Tx, ise ispat

biter. x, # Tx, olsun. x, < Txy Ve T azalmayan oldugundan
Xo < Txo < TZX'O << TnxO < e

olur. Yani her n € N i¢in x,, = T™x, denirse {x,} dizisi azalmayan bir dizidir. Bu

dizinin terimleri i¢in biiziilme sart1 kullanilirsa her n € N i¢in

d(xn: xn+1) = d(Txn—erxn)

< Ld(xp—q, %)
< L"d(xg,x1)
olur. O halde m,n € Nve m > n igin
A, xm) < d(Xn, Xni1) + d(Xns1, Xni2) + -+ d(Xm-1, Xm)

< L*d(xg, x1)+L"1d (xg, x1) + -+ + L™ 1d (xg, x1)

= [L"+LM 4 o+ L1 d (g, x1)

LTl
=15 d(xo,x1)
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bulunur ki bu {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan
limx,, = z olacak sekilde bir z € X noktasi vardir.

Eger T siirekli ise

z = limx, 1 = limTx,, = Tlimx,, =Tz

elde edilir ki bu T nin sabit noktasinin var oldugunu gosterir.

Simdi X kiimesinin Nieto sartin1 sagladigin1 kabul edelim. O halde limx, =z

oldugundan her n € N i¢in x, < z dir. Bdylece biiziilme sartt kullanilabilir. Bu

durumda

d(z,Tz) <d(z,xp41) + d(xy41,T2)

<d(z,xp,.,) +d(Tx,,Tz)

< d(z, Xp41) + Ld(xn, 2)

olur ki n - oo i¢in limit alinirsa d(z, Tz) = 0 bulunur.

Uyar1 Yukarida ki teoremde her x,y € X i¢in {x, y} kiimesi bir alt ve bir {ist sinira

sahip ise T nin sabit noktasinin tekligi garanti edilir.

Gergekten, w € X noktast da T nin bir sabit noktasi olsun. Eger w ve z

karsilastirilabilir ise her n € N i¢in T"w = w ve T"z = z da karsilastirilabilirdir. Bu

durumda
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d(z,w) =d(T"z,T"w) < L"d(z,w)
olur ki bu d(z,w) = 0 oldugunu gosterir. Eger w ve z karsilastirilabilir degil ise
{w, z} kiimesi bir alt ve bir iist sinira sahip olacagindan w ve z ile karsilastirilabilir
bir t € X vardir. T nin azalmayan oldugu kullanilirsa her n € N igin T™t noktasi

T™w = w ve T"z = z ile karsilastirilabilirdir. Boylece
d(z,w) =d(T"z, T™"w)
<d(T"z,T"t) + d(T"t, T"w)

< [Md(z t) + LM (t,w)

bulunur ki buradan d(z, w) = 0 elde edilir. Yani T nin sabit noktasi tekdir.
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3. 2. Caristi Tip Sabit Nokta Teoremi Ve Baz1 Genellestirmeleri

Tamim 3.2.1. X bir topolojik uzay ve f: X — R bir fonksiyon olsun. Eger x, € X i¢in

f(xo) < liminfxexof(x) = SupVEinnfxEVf(x)

oluyorsa f fonksiyonuna x, noktasinda alttan yar1 siirekli fonksiyon denir. Benzer

sekilde xy € X icin

f(xo) = limsupxexof(x) = ianeNxsuprVf(x)

oluyorsa f fonksiyonuna x, noktasinda iistten yar1 siirekli fonksiyon denir. Eger f

fonksiyonu X in her noktasinda alttan (iistten) yar1 siirekli ise f fonksiyonuna X de

alttan (iistten) yar siirekli fonksiyon denir.

Onerme 3.2.1. X bir topolojik uzay ve f: X — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda f
fonksiyonunun alttan yar1 siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart her a € R i¢in
{x € X: f(x) < a} kiimesinin kapal1 olmasidir.

Ispat. f alttan yar siirekli bir fonksiyon olsun. & € R igin

{xeX: f(x) <a}

kiimesinin kapali oldugunu gostermek icin
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(xeX:f(x)>a}

kiimesinin agik oldugunu gostermek yeterlidir. x, € {x € X: f(x) > a} olsun. Bu

durumda x, € X ve f(x,) > a dir. f alttan yar siirekli oldugundan

a < f(xy) < Supyen,, Nfxevf (X)

olur. O halde infyey, f(x) > a olacak sekilde bir V, € N, vardir. Bdylece

Voc{xeX:f(x)>a}

olur. Yani {x € X: f(x) > a} kiimesi agik, dolayisiyla {x € X: f(x) < a} kiimesi

kapalidir. Tersine

{xeX: f(x) <a}

kiimesi kapal1 olsun. x, € X ve € > 0 olmak iizere

Ve={x € X: f(x) > f(xo) — &}

diyelim. Bu durumda V; kiimesi agik, yani V; € N, dir. Boylece

infrev,f(x) 2 f(xo) — &
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Oldugundan

liminfxaxof(x) > f(xo) — ¢

elde edilir. ¢ keyfi oldugundan

liminfxﬁxof(x) = f(x0)

bulunur. Yani f alttan yar1 siirekli bir fonksiyondur.

Teorem 3.2.1. X bir kompakt topolojik uzay ve f:X — R alttan yar1 siirekli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

f(xo) = inf {f(x):x € X}

olacak sekilde x, € X vardir.

Ispat. @ € R igin

Go ={x€X:f(x) > a}

olmak {izere x, € G, olsun. f alttan yar1 siirekli bir fonksiyon oldugundan

infyey,f(x) > a olacak sekilde bir V, € N,, vardir. O halde her x €V, igin

f(x) > a oldugundan x € G, olur. Yani V; € G, olup x, noktasi G, kiimesinin bir

i¢ noktasi olur. x, noktasi keyfi oldugundan G, kiimesi agiktir. Ayrica
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X:UGa

a€ER

oldugundan {G,:a € R} smift X in bir acik ortiisiidiir. X kompakt oldugundan bu
acik  Ortliniin {Gai:i =1,2,..n} gibi bir sonlu alt Ortisi vardir.
@y = min {ay, ay, ..., @y} olsun. Bu durumda her x € X i¢in f(x) > a, dir. Bu ise
inf {f(x): x € X} in varh@im garanti eder. m = inf {f(x): x € X} diyelimve f > m

olsun. Bu durumda
Fp={x€X:f(x) < B}

kiimesi X in bos olmayan kapali bir alt kiimesi olur. {Fg: 8 > m } ailesinin sonlu

arakesit 6zelligine sahip oldugu agiktir. X kompakt oldugundan

ﬂFﬁqt(b

p>m

olur. Boylece her B > m igin x, € Fp olacak sekilde bir x, € X vardir. Yani her
n € N igin f(x,) <m +% olup f(xy) < m bulunur. Bu ise infimum tanimi geregi

f(xo) = m demektir.

(X, d) bir metrik uzay, K € X kompakt, ¢: K — R alttan yar1 siirekli bir fonksiyon

veT:K — K, her x € K i¢in

d(x,Tx) < p(x) — ¢(Tx)
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ozelligine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢ (x,) = inf {¢(x): x € K} olacak
sekilde bir xy € K noktasinin var oldugunu biliyoruz. T:K — K bir doniisim

oldugundan ¢ (Tx,) € K olup infimum tanimi1 geregi ¢ (x,) < @(Tx,) olur. Boylece

0 < d(x,Txo) < @(x0) — p(Txp) <0

oldugundan x, = Tx, bulunur. Yani T bir sabit noktaya sahiptir.

Lemma 3.2.1. (X,d) bir tam metrik uzay ve ¢:X — R alttan sinirhi ve alttan yari

stirekli bir fonksiyon olsun. {x,}, X i¢inde her n € N igin

d(Xp, Xns1) < @(xn) — @(Xn41)

sartin1 saglayan bir dizi olsun. Bu durumda {x,} dizisi bir z € X noktasina yakinsar

ven € N igin

d(xp,z) < @(xn) — @(2)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Her n € N igin

d(xn'xn+1) = (p(xn) - (p(xn+1)

esitsizligi saglandigindan {¢(x;,)} dizisi azalandir. Ayrica ¢ fonksiyonu alttan sinirli

oldugundan {¢(x,)} yakimsaktir. Diger taraftan her m € N i¢in
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m—1

d(xn»xn+1) = d(XOr xl) + ot d(xm—lixm)

n=0
< @(x) —@(x) + -+ @(xm_1) — (xp)
< o(x0) — (x)

< 9(xo) — infrene (xn)

oldugundan m — oo i¢in limit alinirsa

> At Xi2) < 9(x0) = infuenp (i)
n=0

bulunur ki bu, serinin yakinsak oldugunu gosterir. Ayrica m > n igin

d(xn' xm) < d(xnfxn+1) + et d(xm—lfxm)

m—1
= > ()
k=n

< ) ()
k=n

olur ki yakinsak bir seride kalan terimin limiti sifir oldugundan

lim d(x,, x,) =0

n—-oo

elde edilir. Yani {x,}, X i¢inde bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan bu dizi bir

z € X noktasina yakinsar. Ayrica m > n igin
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m-1

A, ¥m) < ) 0 2ir1)
k=n

= (p(xn) - (p(xm)

oldugundan m — oo i¢in limit alinir ve ¢ fonksiyonunun alttan yar1 siirekli oldugu

diisiiniiliirse her n € N i¢in
d(xp,z) < @(xn) — @(2)
bulunur.

Teorem 3.2.2. (X,d) bir tam metrik uzay ve ¢:X — R alttan sinirli ve alttan yar1

stirekli bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki

infrexp(x) < o(u)

olacak sekildeki her u € X i¢in u # v ve d(u,v) < @(u) — ¢ (v) sartlarin1 saglayan

bir v € X var olsun. Bu durumda

@(x0) = infrexp(x)

olacak sekilde bir x, € X vardir.
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Ispat. Her y € X icin

infrexp () < @)

oldugunu kabul edelim. u, € X keyfi bir nokta olsun.

infrex@(x) < ¢(uo)

oldugundan uy # u; ve d(uy, uq) < @(uy) — @(uy) olacak sekilde u; € X vardir.

Yine

infrexp(x) < @(uy)

oldugundan u; # u, ve d(uy,uy;) < @(uy) — @(u,) olacak sekilde u, € X vardir.

Bu sekilde devam ederek u,,_; € X noktasini segelim. Simdi

Sp={w € X:d(Up—1, W) < @Up_1) — (W)}

olsun. Yukaridaki diisiince ile S, # @ oldugu gosterilebilir. Infimum tanimi goz

Oniine alinirsa her € > 0 i¢in

@(2) < infyes, (W) + ¢

olacak sekilde z € S,, vardir.
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O halde
(p(un—l) - inwaan)(W) >0

oldugundan

1
p(uy) < inwaSnQD(W) + E{q)(un—l) - infwesn(p(w)}
olacak sekilde u, € S, vardir. Boylece her n € N i¢in

d(un—liun) =< (p(un—l) - ‘p(un)

oldugundan bir dnceki lemma geregi {u,,} dizisi bir u € X noktasina yakinsar. Ayrica

her n € N igin
d(Un-1,u) < @(Up-1) — W)
esitsizligi saglanir. Yine
infrexp(x) < ¢(u)

oldugundan u # v ve d(u,v) < ¢(u) — @(v) olacak sekilde v € X vardir.
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Boylece

(W) <) —d(u,v)
<o) —dw,v) + ¢up_1) — o) — d(uy—q,u)
= @(Up-1) — [d(w,v) + d(up—q, )]
= (p(un—l) - d(un—l' 17)
oldugundan v € S, olur. O halde
ZQD(un) - (p(un—l) = infwean)(w) = <,0(77)
olup
(V) <o) < lim ¢(uy) < ¢(v)
bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece

@(x0) = infrexp(x)

olacak sekilde bir x, € X vardir.
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Simdi Caristi sabit nokta teoremini ifade ve ispat edebiliriz.

Teorem 3.2.3. (Caristi) (X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — R alttan sinirh ve alttan

yart siirekli bir fonksiyon ve T: X — X, her x € X igin

d(x,Tx) < p(x) — ¢(Tx)

Ozelligine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda T doniistimii X de bir sabit noktaya
sahiptir.

Ispat. Eger T doniisiimii siirekli ise teoremin ispat1 basittir. Gergekten x, € X keyfi
bir nokta olmak {izere her n € N i¢in x,, = T"x, seklinde taniml {x,} dizisini g6z

Ontine alalim. Bu durumda her n € N i¢in

d(xn' xn+1) < ¢(xn) - ¢(xn+1)
olacagindan yukaridaki lemma geregi {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla bu
dizi bir z € X igin noktasina yakinsar. T doniisimii siirekli oldugundan Tz = z

bulunur.

Simdi T doniigiimiiniin siirekli olmamasi durumunda ispatt yapalim. Bunun igin

u € X keyfi bir nokta olmak iizere

C={xeX:dlux) <o) —px)}
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kiimesini goz Oniine alalim. Tu € C oldugundan C bos degildir. Ayrica C bir kapal
yuvar oldugundan bir kapali kiimedir. Simdi TC € C oldugunu gosterelim. x € C

olsun. O halde d(u, x) < @(u) — @(x) olup

@(Tx) < @(x) —d(x,Tx)

< @(x) —d(x,Tx) + o) — o(x) —d(u,x)

= o(u) — [d(x,Tx) + d(u, x)]

<o) —du,Tx)

oldugundan Tx € C dir.

Simdi kabul edelim ki her x € C igin Tx # x olsun. O halde her x € C igin x # w ve

d(x,w) < @(x) — @(w) olacak sekilde w € C vardir. Dolayisiyla

@ (x0) = infrecp(x)

olacak sekilde x, € C vardir. Boylece

0 < d(x0,Txo) < @(x0) — @(Txp) =0

olup bu bir ¢eliskidir. O halde Tz = z olacak sekilde bir z € C € X vardir.

Caristinin teoremi sabit noktanin tekligini garanti etmez
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Ornek 3.2.1. X = [0,0) alistlmis metrik ile birlikte goz oniine alnsm. T: X — X
dontigsimiic Tx =x ve ¢:X - R fonksiyonu ¢(x) =1 olarak tanimlansin. Bu

durumda her x € X igin

d(x,Tx) =0 < ¢p(x) — p(Tx)

oldugundan Caristi sabit nokta teoreminin tim sartlart saglanir. Ancak T

doniisiimiiniin sabit noktasi tek degildir.

Simdi Caristi sabit nokta teoremi yardimiyla Banach sabit nokta teoreminin ispatini

verelim.

Teorem 3.2.4. (Banach) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir biiziilme
doniigsiimii ise T nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.

Ispat. ¢: X — R fonksiyonunu ¢(x) = (1 — L)~d(x, Tx) seklinde tanimlayalim. ¢
fonksiyonunun alttan sinirli oldugu aciktir. Ayrica T bir biiziilme donilisimi
oldugundan siirekli ve dolayisiyla ¢ de stireklidir. O halde ¢ alttan yar1 siireklidir.
Yine T bir biiziilme doniisiimii oldugundan her x € X i¢in d(Tx, T?x) < Ld(x,Tx)

esitsizligi saglanir. Boylece

d(x,Tx) — Ld(x,Tx) < d(x,Tx) — d(Tx, T*x)

olup buradan

d(x,Tx) < (1 — L) Yd(x,Tx) — d(Tx,T?*x)] = @(x) — @(Tx)

39



elde edilir. x, € X keyfi bir nokta olmak {izere her n € N i¢in x,, = T"x, seklinde

taniml {x,,} dizisini g6z oniine alalim. Bu durumda her n € N i¢in

d(xn: xn+1) < (p(xn) - (p(xn+1)

olacagindan yukaridaki lemma geregi {x,,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla bu
dizi bir z € X icin noktasina yakinsar. T doniisimii siirekli oldugundan Tz = z

bulunur.

Simdi Caristi sabit nokta teoreminin kismi siralama bagimntis1 yardimiyla yapilan

ispatin1 vermek i¢in asagidaki lemmay1 goz oniine alalim.

Lemma 3.2.2. (X, d) bir metrik uzay ve ¢: X — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda

X,y € X igin

x<y e diy) < o) — 0)

seklinde tanimlanan < bagintis1 X iizerinde bir kismi siralama bagintisidir.

Ispat. Her x € X icin d(x,x) = 0 < @(x) — @(x) oldugundan x < x dir. Yani <
yansimalidir. x S yvey < xise d(x,y) < o(x) —o(y) ve d(y,x) < o(y) — p(x)
olacagindan 2d(x,y) < 0 veya x = y olur. Yani < ters simetriktir.

Sonolarak x < y ve y <z ise d(x,y) < o(x) — o) ve d(y,z) < (y) — ¢(2)
olacagindan d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) < ¢(x) — ¢(z) olur. O halde x < z olup <

gecismelidir.
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Ornek 3.2.2. X = R ve d alisilmis metrik olsun. ¢: X — R fonksiyonu ¢(x) = —x
olarak tanimlanirsa ¢ ve d yardimiyla elde edilen siralama R iizerinde bilinen

siralama olur.

Teorem 3.2.5. (Bishop-Phelps) (X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — R alttan sinirh
ve alttan yart siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her bir x, € X igin xy < z

sartin1 saglayan bir z € X vardir. Yani her bir x, € X i¢in

@(2) + d(x0,2) < @ (%)

ve x # z olacak sekildeki her x € X i¢in

p(z) <d(x,z) + @(x)

olacak sekilde bir z € X vardir.

Ispat. Her u € X icin

Alw) ={yeX:iu<y}

olsun.

Bu durumda

Aw) ={yeX:d(w,y) < o) — o)}
={yeXipy)+dw,y) < o)}
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olur. Diger taraftan u: X - R, u(y) = ¢(y) + d(u, y) fonksiyonu alttan yar siirekli

oldugundan A(u) kiimesi kapahidir. Simdi x, € X verilsin. x; € A(x,) noktasini

(P(Xl) <1+ infxeA(xo)(p(x)

olacak sekilde secelim. Bu durumda x; € A(x,) oldugundan x, < x; olur. Yine

x5 € A(x,) noktasini

1
@(xz) < >+ iNfreae)®(x)

olacak sekilde segelim. Bu durumda x, € A(x;) oldugundan x; < x, olur. Bu

sekilde devam ederek x,, x4, ..., X, noktalari i¢in x,, € A(x,_,) noktasini

1 .
<p(xn) < E + lnfxEA(xn_l)‘p(x)
olacak sekilde secelim.

Bu durumda her n € N igin x,, € A(x,_,) oldugundan

A

Xo X Xq

A
A
by
3
A

olur. Boylece bu sekilde olusturulan {A(x,)} kiime dizisi i¢ ice azalan bir dizidir.

Simdi A(x,,) kiimesinin ¢apini hesaplayalim. v € A(x,) € A(x,_,) olsun. O halde
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1
P(W) = infrea,_HPx) = (x,) — -

ve x, < v oldugundan
1
A v) < () = 9(v) <

olur. Boylece

CapA(x,) = sup{d(u,v):u,v € A(x,)}

< sup{d(u,x,,) + d(xn, v):u,v € A(x,)}

SR

<

elde edilir.O halde Cantor teoremi geregi

RLES

kiimesi tek noktadir. Bu noktay1 z ile gdsterelim. O halde z € A(x;) oldugundan
xo < z olur. Ustelik z maksimaldir. Ciinkii bir u € X i¢in z < u ise her n € N i¢gin

X, < Z < u olacagindan her n € N i¢in u € A(x,,) olur. Yani

ue€ ﬂ A(xy,)

neN
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olur ki burada u = z olmalidur.

Simdi Caristinin teoreminin bu siralama yardimiyla yapilan ispatina yer verelim.

Ispat. X iizerinde ¢ ve d yardimiyla elde edilen siralamayr géz oniine alirsak
Bishop-Phelps teoreminin tiim sartlar1 saglanir. Bu durumda X in z gibi bir maksimal

elemant vardir. Boylece

d(z,Tz) < ¢(z) — ¢(Tz)

esitsizligi saglandigindan z < Tz elde edilir. z maksimal oldugundan Tz = z

olmalidir.

Caristinin teoreminin Zorn lemma yardimiyla yapilan ispatim1 vermek igin

topolojideki ag tanimin1 hatirlayalim.

Tamm 3.2.2. A bir kiime ve < de A {lizerinde bir bagint1 olsun. Eger
i) hera € Ai¢in a < «,
ii) a < B ve B < y olacak sekildeki her a, B,y € Aicina < y,

iii) hera, € Aicin a < 6 ve § < 6 olacak sekilde bir 8 € A var

ozellikleri saglaniyorsa A ya < bagmtisina gore yonlendirilmis bir kiime denir.
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Ormnegin N ve R kiimeleri bilinen siralama bagmtisina gére birer ydnlendirilmis
kiimedir. Ustelik her tam sirali kiime iizerindeki siralama bagmtisina gore bir

yonlendirilmis kiimedir.

Tamm 3.2.3. A yonlendirilmis bir kiime ve X herhangi bir kiime olsun. Her bir
x: A = X fonksiyonuna X in elemanlarindan olusan bir ag denir. @ € A nin x
fonksiyonun altindaki goriintiisiinii x, ile gosterecek ve dolayisiyla X deki bir agi

{x,} seklinde gosterecegiz.

Tanimdan da anlagilacagi gibi her dizi bir agdir. Yine R iizerinde tanimli her
fonksiyon bir agdir. (X, <) kismi sirali bir kiime ve € € X bir zincir olsun. Bu
durumda C tam siral1 bir kiime oldugundan bir yonlendirilmis kiimedir. Bu nedenle C
lizerinde taniml1 her fonksiyon bir agdir. Ozellikle x: C - X, x, = a seklinde tamimli
fonksiyon bir ag oldugundan her zinciri bir ag olarak géz oniine alabiliriz. (X, d) bir
metrik uzay, ¢: X = R bir fonksiyon olmak {izere < bagintisi ¢ ve d yardimiyla elde
edilen kismi siralama olsun. Bu durumda C € X bir zincir ise x, = a olarak

tamimlanan {x,} ag1 azalmayandir. Yani a < f ise x, < xg dir.

Bu durumda

d(Xa, %) < 9(xa) — @ (xp)

olduguna dikkat edilmelidir.
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Simdi Caristinin teoreminin Zorn lemma yardimiyla yapilan ispatini inceleyelim.

Ispat. X iizerinde ¢ ve d yardimiyla elde edilen kismi siralamay1 goz oniine alalim.
C € X bir zincir olsun. Once C nin bir ist smira sahip oldugunu gésterecegiz. C nin
biitiin elemanlarint x, = a olarak tanimlanan {x,} ag1 ile tarayabiliriz. Bu durumda
{x,} ag1 azalmayan oldugundan {¢(x,)} reel sayilarin artmayan bir agidir. O halde

@ alttan sinirli oldugundan inf,cc @ (x,) mevcuttur. Simdi {a,,}

rlli_r)lc}o @(an) =infaecp(xa)

olacak sekilde C nin elemanlarindan olusan ve artan bir dizi olsun. Boylece m > n

i¢in &, < @y oldugundan x, < x,_ olur. O halde

d(xan'xam) < ‘P(xan) - <,0(Xam)

olacagindan

n,lrinrgoo d(xan' xam) =0

olur. Yani {x, } dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,_,x,, =z
olacak sekilde bir z € X vardir. Yukaridaki esitsizlikte m — oo i¢in limit alinir ve ¢

alttan yari siirekli oldugu dikkate alinirsa

d(Xan 2) < ¢(Xa,) — ¢(2)
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elde edilir. Yani her n € N i¢in x, < z olur. Bu durumda z, {x,_} dizisinin bir {st
siiridir. z nin ayni zamanda {x,} aginin bir st smir1 oldugunu gérmeliyiz. Her
n € N i¢in x, < xp olacak sekilde f € C elemanini géz 6ntine alalim. Bu durumda

her n € N igin

p(xp) < ¢(Xa,)

oldugundan

P(xp) = infaecp(Xa)

elde edilir. Buradan

d(Xa, ¥g) < ¢(Xa,) — ¢ (xp)

oldugundan n — o i¢in limit alinirsa
Tllﬂlo d(xan’ 'x.B) S ﬁl;l')folo (p('xan) - (p(xﬁ)

= infaecp(xa) —9(x5) =0

veya limy_ ., X,, = Xg bulunur. Limitin tekliginden xg = z elde edilir. Diger
yandan en az bir § € C igin xg < x,, olacak sekilde bir n € N varsa bu durumda

Xp < Z olur.
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Sonug olarak her a € C igin x, < z oldugundan z, C nin bir {ist siniridir. O halde

Zorn lemmadan X in u gibi bir maksimal elemani vardir. Boylece

d(u,Tu) < () — p(Tu)

esitsizligi saglandigindan u < Tu elde edilir. u maksimal oldugundan Tu =u

olmalidir.

Caristi teoreminin bazi1 genellestirmelerini incelemek icin ilk olarak asagidaki

teoremi goz Oniine alalim.

Teorem 3.2.6. X bos olmayan bir kiime olmak iizere <, X {lizerinde yansimali bir
baginti ve ¢:X — R alttan sinirh bir fonksiyon olsun. Ayrica

i) x<yvex #yise p(y) < px),

i) Her n € N i¢in x,, < x,,41 olacak sekildeki her {x,} dizisi i¢in, dyle bir

z € X vardir ki her bir k € N i¢in x,,, < z olacak sekilde m > k vardir.

sartlarinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda
a) 2<i<n igin x;_4 9x; Ve x, <z olacak sekilde X in sonlu sayida
X1, X3, ..., X €lemani vardir.

b) z < x olmasi z = x olmasin1 gerektirir.

Bu teoremde < bagmtisinin sadece yansimali oldugu kabul edilmistir. Ancak (i)
sartindan bu bagintinin ters simetrik oldugu elde edilebilir. Yine de gecisme 6zelligi

var olmadigindan < bagmtis1 bir siralama bagmtisi olmayabilir. Burada <«
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bagintisinin bir siralama bagintis1 oldugu kabul edilirse yukaridaki teoremden Brezis-
Browder 1n siralama prensibi olarak bilinen asagidaki teoremi bir 6zel hal olarak elde

edebiliriz.

Teorem 3.2.7. (Brezis-Browder) (X, <) kismi sirali bir kiime ¢: X — R alttan sinirl

bir fonksiyon olsun. Ayrica

i) x<yvex #yise p(y) < ¢(x),

i) X de azalmayan her dizi, X de bir tist sinira sahip olsun.

sartlarinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda verilen her xy € X i¢in x5 < z

olacak sekilde maksimal bir z € X noktas vardir.

Simdi Caristi teoreminin bazi genellestirmelerine yer verelim.

Teorem 3.2.8. (X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X - R* = [0, ) alttan yar1 siirekli bir
fonksiyon ve c: R* — R* distten yari siirekli bir fonksiyon olsun. T:X — X, her

x € X i¢in

d(x,Tx) < maks{c(w(x)), c(<p(Tx))}{<p(x) —p(Tx)}

Ozelligine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda T doniisiimii X de bir sabit noktaya
sahiptir.

Ispat. X iizerinde

x 2y e d(x,y) < maks{c(p()),c(e)Ho(x) — ()}
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seklinde tanimli < bagintisin1 géz Oniine alalim. Bu bagintinin yansimali oldugu
aciktir. Ayrica x < yve x # y ise d(x,y) > 0 oldugundan ¢(y) < @(x) olur. Simdi
{x,} dizisi X de her n € N i¢in x,, < x,41 sartin1 saglayan bir dizi olsun. Bdylece
{o(x,)} dizisi reel sayilarin artmayan ve alttan sinirli bir dizisi olur. O halde
lim,,_, @ (x,) = r olacak sekilde bir r = 0 vardir. ¢ fonksiyonu iistten yar1 siirekli
oldugundan  limsupc(ep(x,)) <c(r) olur. Boylece her n>=n, igin
c(p(xy)) < c(r) + 1 olacak sekilde bir ny € N bulabiliriz. Simdi her n > n, i¢in

Xp < Xp4+q oldugundan

d(Xn) Xni1) < maks{c(go(xn)), C((P(xn+1))}{(.0(xn) — @ (Xn41)}

< {e(m) + 1H{o(xn) = ¢(xn+1)}

olupm > n = n, igin

d(Xp, Xm) < d(Xn, Xni1) + d(Xni1, Xni2) + o0+ d (X1, Xpn)
< {e() + 1o (xn) — o (xn)}
bulunur. Bu ise {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan
lim,,_,,, X, = z olacak sekilde z € X vardir. Simdi her k € N i¢in x,,, < z olacak
sekilde m > k sayisinin var oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in asagidaki {i¢c durumu
inceleyelim.

Durum 1. Kabul edelim ki

c(p(xm)) = sup {c(p(xn)):n = m}
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olacak sekilde bir m > k var olsun. Bu durumda her n = m igin

d(xnrxn+1) < C((p(xm)){(po(xn) - (P(xn+1)}

olur. Boylece n = m i¢in

d(xnr xm) < d(xmr xm+1) + d(xm+1' xm+2) + ot d(xn—lt xn)

< c(Gem)){@ () — 0(xn)}

elde edilir ki n — oo i¢in limit alinirsa

d(xm, 2) < c(p(tm) )@ (xm) — ¢(2)}

bulunur. Bu ise x,,, < z oldugunu gosterir.
Durum 2. Kabul edelim ki m > k igin c(¢(x,)) > c(@(xp)) olacak sekilde bir
n > m var fakat lim,,_,, ¢ (x,,) =7 = @(2) olsun. Bu durumda c iistten yar1 siirekli

oldugundan

sup{c(go(xn)): n= k} = limsupc(go(xn)) < c(<p(z))

oldugunu biliyoruz. Béylece n = k igin

d (X, Xn11) < max {c(@(xn)), (@ Ctnr1))Heo () — 9 (xnr1)}
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< c(p@){p(xn) — @(xn41)}
olacagindan yukaridaki diisiince ile
d(xn, xi) < c(0(2)) {9 () — @ (xn)}
elde edilebilir. n — oo igin limit alinirsa
d(xi, 2) < ()@ — ¢(2)}

bulunur ki bu x,,, < z oldugunu gosterir.

Durum 3. Kabul edelim ki m > k igin c(¢(x,)) > c(@(x,,)) olacak sekilde bir

n > m var fakat lim,,_,., ¢(x,) = r > ¢@(z) olsun. Bu durumda

sup{c(@(xy)):n = k} = limsupc(p(x,)) = B

olacak sekilde f > 0 sayisinin var oldugunu biliyoruz. Bdylece c((p(xm)) = g ve

n=m ig¢in @(x,) < 2r —@(z) olacak sekilde m >k tam sayis1 bulabiliriz.

Buradan n > m i¢in

d(xnrxn+1) < max {C((p(xn))’ C((P(xn+1))}{(/)(xn) - (p(xn+1)}
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< Blo(xn) — p(xn41)}

< 2¢(pCem) o (xn) — p(xns1)}

bulunur. O halde n = m i¢in

d(xnf xm) < ZC((p(xm)){(p(xm) - (p(xn)}

elde edilir ki n — oo i¢in limit alinirsa

d(xm, 2) < 2¢( () ) {9 () — 73

bulunur. Diger taraftan ¢ (x,,) < 2r — ¢(z) oldugundan

2{p(xy) — 1} = @(xp) — 2r + 0(xp) < @(xp) — @(2)

olur. O halde son olarak

d(xm’z) < C(¢(xm)){¢(xm) - ¢(Z)}

bulunur ki bu x,,, < z oldugunu gosterir.

O halde Teorem 3.2.6 uygulanirsa z < y olmasi z = y olmasimi gerektirir. Bununla

birlikte

d(z,Tz) < maks{c((p(z)), c(<p(Tz))}{g0(z) —(Tz)}
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oldugundan z < Tz olur ki buradan z = Tz bulunur.

Teorem 3.2.9. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X — R™ alttan yar1 siirekli bir

fonksiyon ve c: R* — R* artmayan bir fonksiyon olsun. T:X — X, her x € X i¢in

d(x, Tx) < c(p(0){px) — o(Tx)}

esitsizligini saglarsa T doniisiimii bir z € X sabit noktasina sahiptir. Ustelik her

Xo € X i¢in

@ (xo)

d(xy, 2) < f c(t)dt

0

olur.
Ispat. p:X > RY, u(x) = fo(p(x)c(t)dt seklinde tanimli fonksiyonu g6z Oniine

alalim. ¢ alttan yar1 siirekli oldugundan x,, — x i¢in ¢(x) < liminf@(x;) olup

o (xn) ()
liminfu(x,) = liminf J c(t)dt = liminf f c(t)dt = u(x)
0 0

bulunur. Yani u fonksiyonu da alttan yar1 siireklidir. Simdi X iizerinde

x<yoedkxy) <ulx)—ul)
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seklinde tanimli < siralama bagintisint g6z Oniine alalim. Bu durumda Brezis-
Browder siralama prensibinin tiim sartlarinin saglandigin1 gérmek kolaydir. O halde

her x, € X i¢in x, < z olacak sekilde maksimal bir z € X noktasi vardir. Buradan

@(2)

d(z,T2) < c(9(2){p(2) — ¢(T2)} < j c(®)dt = pu(z) —u(Tz)
@(Tz)

elde edilir ki bu z < Tz oldugunu gosterir. z maksimal oldugundan z = Tz olmalidir.

Diger taraftan

®(x0) P(x)
d(xg,z) < ulxy) —u(z) = J c(t)dt < J c(t)dt
»(2) 0

elde edilir.

Teorem 3.2.10. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X —» R* alttan yar1 siirekli bir

fonksiyon ve c: Rt —» R* azalmayan bir fonksiyon olsun. T:X — X, her x € X i¢in

d(x, Tx) < c(p(Tx)){p(x) — o(Tx)}

esitsizligini saglarsa T doniisiimii bir z € X sabit noktasina sahiptir. Ustelik her

Xy € X igin
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@(x0)

d(xo,z)sf c(t)dt

0

olur.
Ispat. w: X - R*, u(x) = fo(p(x)c(t)dt seklinde tanimli fonksiyonu gz Oniine

alalim. ¢ alttan yar siirekli oldugundan u fonksiyonu da alttan yari siireklidir. Simdi

X lUizerinde

xSy oedy) <px)—uly)

seklinde tanimli < siralama bagintisint g6z Oniine alalim. Bu durumda Brezis-
Browder siralama prensibinin tiim sartlarinin saglanir. O halde her x, € X icin

Xy =< z olacak sekilde maksimal bir z € X noktas1 vardir. Buradan

@(2)

d(z,Tz) < c(@(T2)){p(2) — p(T2)} < f c(®)dt = p(z) —u(Tz)
o(T2)

elde edilir ki bu z < Tz oldugunu gosterir. z maksimal oldugundan z = Tz olmalidir.

Diger taraftan

®(xo) P(x)
d(xg,z) < ulxy) —u(z) = J c(t)dt < J c(t)dt
»(2) 0

elde edilir.
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Teorem 3.2.11. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X —» R* alttan yar1 siirekli bir

fonksiyon ve c: R* — R* azalmayan bir fonksiyon olsun. T: X — X, her x € X i¢gin

d(x, Tx) < c(()){px) — ¢(Tx)}

esitsizligini saglarsa T doniisiimii X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X iizerinde

x<y e dy) < c(e)){et) - e()}
seklinde tanimli < bagintist bir kismi siralama bagintisidir. Buna gore x <y ve

x #y ise ¢(x) > @(y) oldugu aciktir. Simdi {x,} dizisi X de azalmayan bir dizi

olsun. Bu durumda m > n i¢in x,, < x,,, oldugundan

d(Xn, xm) < C(QD(Xn)){QD(Xn) - QD(Xm)}

olur. {¢(x,)} dizisi artmayan oldugundan her n € N igin c(<p(xn)) < c(<p(x1)) dir.

Boylece

d(xn: xm) < C(¢(x1)){(p(xn) - (,D(Xm)}

olur ki bu {¢(x,)} dizisi yakinsak oldugundan {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi

oldugunu gosterir. X tam oldugundan lim,,_,, X, = z olacak sekilde z € X vardir. ¢
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alttan yar1 stirekli oldugundan ¢(z) < lim ¢(x,) olur ki yukaridaki esitsizlikten
n—-oo

m — oo icin limit alinirsa

d(xn, 2) < (@ Cen) ){p(xn) — 9(2)}
bulunur. Yani her n € N igin x,, < z olur ki bu {x,} dizisinin z gibi bir st sinira

sahip oldugunu gosterir. Boylece Brezis-Browder siralama prensibi geregi X in u

gibi bir maksimal eleman1 vardir. Bu u elemani i¢in

d(u,Tu) < c(p)){pw) — (Tu)}

oldugundan u < Tu olur ki u maksimal oldugundan u = Tu elde edilir.

Teorem 3.2.10 ve Teorem 3.2.11 karsilastirilacak olursa aradaki farkin sadece her

x € X i¢in

d(x, Tx) < c(@(Tx)){e(x) — o(Tx)}

esitsizligi yerine her x € X icin

d(x, Tx) < c(9()){px) — ¢(Tx)}

esitsizliginin kullanildig1 goriilmektedir. Eger yukaridaki ilk esitsizlik saglanirsa her

x€X i¢in @(Tx)<e@(x) olup c¢ fonksiyonu azalmayan oldugundan
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C((p(Tx)) < C((p(x)) olur. Bu durumda ikinci esitsizlikte saglanir. Yani Teorem
3.2.11 sabit noktanin varligi konusunda Teorem 3.2.10 dan daha geneldir. Ancak
Teorem 3.2.10 da sabit noktanin uzaydaki herhangi bir nokta ile arasindaki uzaklig

veren bir kriter vardir.

Teorem 3.2.12. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X - R* alttan yar1 siirekli bir
fonksiyon ve y: R* —» R™* iistten yar1 siirekli bir fonksiyon olsun. T:X — X, her

x € Xigind(x,Tx) < ¢(x) ve

d(x, Tx) < P(d(x, Tx){e(x) — ¢(Tx)}

esitsizliklerini saglarsa, T doniistimi X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. c(t) = sup {¥(s):0 < s <t} ifadesini géz Oniine alalim. Bu durumda
fonksiyonu iistten yari siirekli oldugundan c: R* - R* iyi tanimh ve azalmayandir.
Boylece her x € X i¢in d(x, Tx) < @(x) oldugundan c(d(x,Tx)) < c(¢(x)) olur Ki

hipotezdeki esitsizlikten her x € X i¢in

d(x,Tx) < c(p()){p(x) — o(Tx)}

elde edilir. Bdylece Teorem 3.2.11 den ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.2.1. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X - R* ve y:R* - R* alttan yar

stirekli fonksiyonlar olmak iizere her ¢ > 0 i¢in
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. t
y(t) > 0 ve limsup,_,+ 5 <

olsun. T:X — X, her x € X i¢in d(x,Tx) < ¢(x) ve

y(d(x,Tx)) < ¢(x) — o(Tx)

esitsizliklerini saglarsa T doniisiimii X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Y: R* - R* fonksiyonu

t
Y(0) = limsup,_,o+ o)

vet > 0icin

olarak tanimlansin. Bu durumda i istten yar1 siirekli bir fonksiyondur. Bu y
fonksiyonu ile Teorem 3.2.12 nin tiim sartlar saglanir. Boylece T doniisiimii X de bir

sabit noktaya sahiptir.

Yukaridaki sonugta limsup,_, o+ % < oo gart1 kaldirilamaz. Bu durumu gosteren bir

ornek verelim.
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Ornek 3.2.3. X = R ve d alisilmis metrik olsun. ¢: X — R* fonksiyonu

2x+3, x=-1

o(x) =
x< -1

olarak tanimlansin. ¢ nin siirekli oldugu agiktir. Her x € R i¢in &(x) sayisini
1
0 < &(x) < min {Z,go(x)}

ve p > 1 olmak iizere x < — % i¢in
c)P (x| +e(x)? <1

esitsizliklerini saglayacak sekilde secelim. T: X — X, her x € X i¢in Tx = x — g(x)

olarak tanimlanirsa her x € X i¢in

d(x, Tx)P < p(x) — (Tx)

esitsizligi saglanir. Gergekten, d(x, Tx) = e(x)olur. Diger taraftan x > —% ise

1
Tx = x —&(x) = x — min {Z,go(x)} > -1

olacagindan
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() — o(Tx) = 2e(x) = d(x, Tx)P
elde edilir. $imdi x < —> olsun. Bu durumda

1 e(x)

1
px) —(Tx) = X + x — &(x) - x(x —e(x))

olur. Diger taraftan x < — Z igin e(x)P71(|x| + e(x))? < 1 esitsizligi saglandigindan

e(x)
x(x —e(x))

e(x)P <

elde edilir. Yani

p(x) — p(Tx) = e(x)?
bulunur. O halde her iki durumda da
d(x, Tx)? < @(x) — ¢(Tx)
elde edilir fakat T doniisimiiniin sabit noktas1 yoktur. Burada y(t) = tP, p > 1 olup

t
limsup;_ o+ —< =

140)
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olduguna dikkat edilmelidir.

Teorem 3.2.13. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X —» R* alttan yar1 siirekli bir

fonksiyon ve ¥: X - R* en az bir § > 0 igin

sup{Y(x): p(x) < 6 +inflo(w):w € X}} <

olacak sekilde bir fonksiyon olsun. T: X — X, her x € X i¢in

d(x,Tx) < () {ex) — ¢(Tx)}

esitsizligini saglarsa, T doniisiimii X de bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. ¥(x) >0 olmasi durumunda ¢@(Tx) < @(x) dir. Yine ¥(x) =0 ise
d(x,Tx) =0 olacagindan @(Tx)=¢@(x) olur. O halde her x€X igin

@(Tx) < @(x) olur.

Simdi

Y={x€eX:pkx) <d+inflo(w):w € X}}

ve p = sup{y(x):x € Y} olsun. p < oo oldugu hipotezde verilmistir. ¢ alttan yari

stirekli oldugundan Y kiimesi kapalidir. Dolayisiyla X tam oldugundan Y de tamdir.

Ayrica infimum tanimi g6z oniine alinirsa Y kiimesi bos degildir. Yine her x € X i¢in

@(Tx) < ¢(x) oldugundan TY C Y olur. Diger taraftan her x € Y i¢in
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d(x, Tx) < p{p(x) — p(Tx)}

esitsizligi de saglanir. Simdi ¢4:Y - R* fonksiyonu ¢;(x) = pp(x) olarak
tanimlanirsa ¢, fonksiyonu da alttan yari siirekli olur. Sonu¢ olarak Y {iizerinde
Caristi teoreminin tiim sartlar1 saglandigindan T dontisiimii Y de ve dolayisiyla X de

bir sabit noktaya sahiptir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda, matematigin cesitli alanlarinda pek c¢ok uygulamasi bulunan
Caristi sabit nokta teoreminin direkt ispatinin yani sira, Bishop ve Phelps tarafindan
verilen bir kismi siralama bagintis1 yardimiyla Cantor arakesit teoremi ve Zorn
lemmas1 kullanilarak yapilan ispatlart da detayli bir sekilde incelenmistir. Ayrica,
Caristi sabit nokta teoreminin, Bae, Cho ve Yeom tarafindan verilen ve Brezis-
Browder siralama prensibi kullanilarak yapilan bir genellestirmesi ele alinmustir.
Daha sonra yine Bae ve Suzuki tarafindan verilen farkli iki genellestirmesi de

incelenmistir.
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