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OZET

KISMI METRIK UZAYLARDA BAZI BUZULME TEOREMLERI

SOLA, Ferhan
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Doc. Dr. Hakan SIMSEK

Mayis 2011, 46 sayfa

Bu tez calismasinda kismi metrik uzay lizerinde bazi biiziilme doniisiimleri ve sabit
nokta teoremleri incelenmistir. Ilk olarak metrik uzay, biiziilme déniisiimleri ve sabit
nokta teorisi ile ilgili 6n bilgiler, temel tanim ve teoremler verilmistir. ikinci olarak
metrik uzaylarda biizilme doniisiimleri incelenip verilen biiziilme sartin1 saglayan
fonksiyonlar ve bunlarin sabit noktalari lizerinde durulmustur. Daha sonra son
zamanlarda tanimlanan kismi metrik uzay kavrami verilerek bu uzaym metrik
uzaylarla olan iliskileri ve farkliliklar1 incelenmistir. Son olarak da bu tez
calismasinin orijinal kismini olusturan kismi metrik uzaylarda biiziilme doniisiimleri
ve sabit nokta teoremleri incelenmis bununla birlikte bazi genellestirmeler

verilmistir.

Anahtar kelimeler: Kismi Metrik Uzay, Sabit Nokta, Biiziilme Dontistimleri



ABSTRACT

SOME CONTRACTION THEOREMS ON PARTIAL METRIC SPACES

SOLA, Ferhan
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hakan SIMSEK

May 2011, 46 pages

In this study some contraction mappings and fixed point theorems were analyzed on
partial metric space. Firstly, advance informations, basic definitions and theorems
were given about metric space, contraction mappings and fixed point theory.
Secondly, contraction mappings in metric space were analyzed and functions which
satisfy this contraction condition that was given and theirs fixed points were
emphasized. After than, deninition of partial metric space which was described
recently was given and relations and differences of between this space and metric
spaces were analyzed. Finally, contraction mappings and fixed point theorems on
partial metric spaces which form the original part of this study were anlayzed and

also some generalizations were given.

Keywords: Partial Metric Space, Fixed Point, Contraction Mappings
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1.GIRIS

Sabit nokta teorisi, arastirmacilar i¢in son elli yildir en ilging ¢alisma alanlarindan
biri olmustur. Pek ¢ok matematikgi sabit nokta teorisini tam metrik uzaylarda
biiziilme tipi doniisiimler i¢in incelemistir. Bunlarin ilki ve en iyi bilineni Banach’dir.
Bununla birlikte normlu uzaylarda sabit nokta teori ¢alismalart da yapilmis bu

calismalar ise Brouwer ile baglamistir. Sabit noktanin tanimina bakacak olursak;

bostan farkli bir kiime olmak {izere bir donilistim olsun. Eger
olacak sekilde bir varsa bu noktasina donilisiiminiin bir sabit noktas: denir.
Ornegin;
ve -, ;

olarak tanimlanirsa bu doniisiimlerden higbirinin sabit noktaya sahip olmadigi
aciktir. Ancak olarak degistirilirse  doniistimiiniin bir sabit
noktasi olurken  doniisimiiniin ve sabit noktalaridir. Ancak her iki
durumda da  doniisiimiiniin sabit noktasi yoktur. Yani sabit nokta olmayabilecegi
gibi birden fazla da olabilir. O halde sabit noktanin varligi doniisiimiin tanimina bagl

oldugu kadar tanimlandig1 kiimenin 6zelliklerine de baglidir.

Yukarida deginildigi lizere tam metrik uzaylarda biiziilme tipi doniisiimler igin sabit
nokta teorisi Banach ile baglamistir. Banach, biiziilme doniisiim prensibi olarak da

bilinen asagidaki teoremi vermistir.

“ bir tam metrik uzay ve doniistimii her ve bir igin

sartin1 sagliyorsa  doniisiimii bir tek sabit noktasina
sahiptir ve her icin seklinde tanimlanan dizisi  noktasina
yakinsar.”



Burada, olmak tizere her icin sartini
saglayan  doniisiimiine biiziilme (daralma, contraction) doniistimii denir. Eger
ise  donlisimiine genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir. Ayrica bu

doniisiimler stireklidir.

Daha sonra pek c¢ok matematik¢i tarafindan bu teorem genisletilmistir. Ornegin

Kannan 1968’de teoremdeki biiziilme sart1 yerine — olmak tizere

esitsizligini kullanmistir. Bu esitsizligin Banach biiziilme prensibinden bagimsiz
oldugunu da iki 6rnekle gostermistir. Reich,1971°de Banach ve Kannan sabit nokta

teoremlerini genigletmistir. pozitif reel sayilar ve olmak iizere

esitsizligini kullanarak bir sabit nokta teoremi ispatlamistir. Yine 1971°de iri ,
olacak  sekilde

fonksiyonlar olmak tizere

esitsizligini kullanarak bir sabit nokta teoremi ve ispat1 verip bu esitsizligi saglayan
doniistimleri de genellestirilmis  biiziilmeler olarak adlandirmistir.  Tekrar
1972°de iri ’in de gosterdigi gibi bir doniisiimiin genellestirilmis biiziilme olmasi

i¢in gerek ve yeter sart

olmak tzere

sartin1 saglamasidir.



Biiziilme sartinin diger genellestirilmesi 1977°de Matkowski tarafindan,  lineer

olmayan (nonlineer) ve bazi sartlari saglayan bir fonksiyon olmak iizere

esitsizligi kullanilarak sabit noktanin varligi ve tekligi gosterilmistir. Daha sonra
Agarwal, O’Regan ve diger matematikgiler genellestirilmis lineer olmayan biiziilme

denilen

esitsizligini kullanarak sabit nokta teoremleri ispatlamiglardir.



1.1 Kaynak Ozetleri

1994 yilinda Genel Topoloji ve Uygulamalar1 8.Yaz Konferansinda yeni bir tanim
olan kismi metrik uzay kavrami S.G. Matthews tarafindan tanitilmistir [15]. Bilinen
anlamdaki metrikten farkli olarak kismi metrik, kendisine uzaklig1 sifirdan farkli olan

kiime kavramini da igermektedir. Bu agidan kismi metrik daha genis bir kavramdir.

1996°da ise S.J. O’Neill, bu kavrama negatif uzakligi da ekleyerek tanimi biraz daha
genisletmis yani kismi metrik uzayin deger kiimesini R™ dan R ye genisleterek
negatif uzaklik kavramini getirmistir. Elde ettigi bu yeni metrige dualistik kismi
metrik adin1 vermistir [18]. Daha sonra Heckmann SSD (small self distance) sartini
kaldirarak zayif kismi metrik, T, ayirma aksiyomu sartin1 kaldirarak da zayif

pseudo kismi metrik tanimini vermistir [11].

Sabit nokta teorisinin kismi metrik uzaylara taginmasinda S.G. Matthews, Banach
sabit nokta teoremini bu uzaylara uygulayarak onciiliik etmistir [15]. Daha sonra S.
Oltra ve O. Valero, I. Altun ve H. Simsek dualistik kismi metrik uzayda sabit nokta

teoremleri vermislerdir [17,22,2].

Ayrica topoloji ve fonksiyonel analizin temel kavramlarinda C. Yildiz’in Genel
Topololoji, O. Mucuk’un Topoloji ve Y. Soykan’in Fonksiyonel Analiz adh
Kitaplarindan yararlanilmistir [23,16,21].

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez ¢alismasinin amaci, burada bahsedilen kismi metrik uzaylarda daha dnceden
verilmemis olan biiziilme tipi doniisiimler i¢in sabit noktanin varligim1 ve tekligini
vermektir. Buradan hareketle yapilan ¢alisma, “kismi metrik uzayda genellestirilmis

bliziilmeler” adiyla 6zgiin bir makale olarak basilmistir [3].



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ilerde kullanilacak olan temel tanim ve kavramlara deginilecektir.

2.1. Baz1 Temel Tanmimlar ve Kavramlar

Tammm 2.1.1 :  bostan farkli bir kiime olmak tlizere asagidaki sartlar1 saglayan reel

degerli bir fonksiyonuna bir metrik, ikilisine de bir metrik uzay
denir.

1)

2) icin

3) igin

Bu aksiyomlardan,
oldugundan  her igin

dir. O halde pozitif taniml1 bir fonksiyondur.

Tanim 2.1.2 : bir metrik uzay, ve bir reel say1 olsun.

kiimesine  merkezli yar1 ¢apl agik yuvar,

kiimesine ~ merkezli yar1 ¢apli kapali yuvar,

kiimesine  merkezli yar1 ¢capli yuvar yiizeyi denir.



Tamm 2.1.3 : Bir metrik uzayindaki tiim acik yuvarlarin smifin1 baz kabul

eden topolojiye metrik topolojisi ad1 verilir.

Tamm 2.1.4 : Bir topolojik uzay1 verilsin. Eger metrik topolojisi  olacak

sekilde iizerinde bir metrik varsa bu topolojisine metriklenebilir denir.

Tanmim 2.1.5 : bir metrik uzay, ve olsun.

degerine  noktasinin  kiimesine uzakligi,

degerine ve kiimeleri arasindaki uzaklik ve

degerine de  kiimesinin ¢ap1 denir. Cap1 sonlu olan bir kiimeye sinirli kiime, cap1

sonlu olmayan bir kiimeye ise sinirsiz kiime denir.

Tamm 2.1.6 : bir metrik uzay, terimleri  de olan bir dizi ve
olsun. Eger her icin oldugunda olacak sekilde bir
varsa dizisi noktasina yakinsar denir ve veya

seklinde gosterilir.

Tanm 2.1.7 : bir metrik uzay ve de de bir dizi olsun.
olmak iizere dizisine dizisinin bir alt dizisi denir.
Onerme 2.1.1 : Bir metrik uzayimda bir dizisi yakinsak ise her

alt dizisi de ayn1 noktaya yakinsar.



Onerme 2.1.2 : Bir metrik uzayinda yakinsak her dizisi bir tek degere

yakinsar.
Tanim 2.1.8 : bir metrik uzay ve de  de bir dizi olsun. Eger her
icin oldugunda olacak sekilde bir varsa

dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Onerme 2.1.3 : Bir metrik uzayinda yakinsak olan her dizisi Cauchy
dizisidir.
Tamim 2.1.9 : Bir metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya

tam metrik uzay denir.

Tammm 2.1.10 : Bir metrik uzaymda bir dizisi verilsin. Eger her
icin olacak sekilde pozitif bir ~ sayis1 varsa ye sinirlt

dizi denir.

Onerme 2.1.4 : bir metrik uzay ve olsun.  kapalidir ancak ve ancak

, dabir dizi ve ise dir.
Tanmm 2.1.11 : metrik uzaylar, bir fonksiyon ve
olsun. Eger noktasinin  her acitk komsulugu i¢in
olacak sekilde noktasiin bir acik
komsulugu varsa fonksiyonu noktasinda siireklidir denir. Eger

fonksiyonu in her noktasinda siirekli ise Ye siirekli fonksiyon denir.

Tanim 2.1.12 : ve iki metrik uzay, herhangi bir fonksiyon ve
olsun. iginde herhangi bir dizisi ’ e yakinsak iken, igindeki
dizisi ” e yakinsak ise  fonksiyonuna noktasinda dizisel siirekli denir.
Tamm 2.1.13 : ve metrik uzaylar olmak iizere bire bir ve Orten bir
fonksiyonu verilsin. Eger her icin ise
fonksiyonuna bir izometri, ve ye de izometrik uzaylar denir.



Tamm 2.1.14 :  kiimesi iizerinde ve  {i¢ metrik reel sayilar olsun.
Eger her i¢in bagintis1 varsa bu

metriklere denk metrikler denir.

Tammm 2.1.15 :  bos olmayan bir kiime ve  reel veya kompleks sayilar cismi
olsun. Eger her ve her icin

a)

b)

c) olacak sekilde var.

d) olacak sekilde var.

e)

f)

9)

h)

i)

)] (Burada  ’ min birim elemanidir.)

sartlar1 saglaniyorsa €  cismi lizerinde bir Lineer uzay veya Vektor uzay: denir.

Tanimm 2.1.16 : , R cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Her elemanini bir
elemanina esleyen ve olmak tizere,
a)
b)
c)
sartlarin1 saglayan fonksiyonuna bir norm ve ikilisine ise bir

normlu uzay denir.

Tamm 2.1.17 : Bir normlu uzayinda her icin
seklinde tanimlanan metrige norm metrigi ve bu metrik tarafindan tiretilen topolojiye
de norm topolojisi denir. O halde her normlu uzay bir metrik uzay, dolayisiyla bir

topolojik uzaydir.



Tamm 2.1.18 : Bir  vektor uzay: tizerinde ve normlar1 verilsin. Eger bu

normlar tarafindan elde edilen metrikler denk ise bu normlara denk normlar denir.

Tanmm 2.1.19 : bir normlu uzay olsun. Eger norm metrigine gore tam ise

uzayina Banach uzay1 denir.

Tanmm 2.1.20 :  bos olmayan bir kiime ve , de bir bagint1 olsun. Eger
a) Her igin
b) ve ise
C) ve ise
sartlar1 saglaniyorsa  bagitisina kismi siralama bagintisi denir. ikilisine de

kismi sirali kiime denir.

Tanim 2.1.21 : kismi siral1 bir kiime ve bir doniisiim olsun. Eger
olacak sekildeki her igin oluyorsa  ye azalmayan,

oluyorsa artmayan doniisiim denir.

Tamm 2.1.22 : bir metrik uzay ve bir fonksiyon olsun
noktasini goz Oniine alalim. olacak sekildeki her dizisi i¢in
oluyorsa  fonksiyonuna noktasinda alttan yari
stirekli fonksiyon, oluyorsa  fonksiyonuna
noktasinda iistten yar1 siirekli fonksiyon denir. Eger , in her noktasinda alttan

(tstten) yar1 stirekli ise  ye alttan (iistten) yari stirekli fonksiyon denir.



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Metrik Uzaylarda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 3.1.1 : bir tam metrik uzay olmak tizere bir biiziilme

doniisiimii ise 0 zaman,;

1)  nin bir ve yalniz bir sabit noktas1 vardir.
2) Herhangi bir icin iterasyon dizisi, nin bu sabit noktasina
yakinsar. (Yani igin ile tanimli iterasyon dizisi,
olacak sekildeki noktasina yakinsar.) [4]

Ispat: keyfi baglangic noktasini segelim.
iterasyon dizisini goz Oniine alalim. icin,
elde edilir. oldugundan iken limit alinirsa dizisinin bir
Cauchy dizisi oldugu goriiliir. bir tam metrik uzay oldugundan dizisi
igcinde yakisaktir. Dizinin yakinsadigi noktaya diyelim. Simdi  elemaninin

nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim.

10



olup iken limit alinirsa dizisi e yakinsak oldugundan

elde edilir ve buradan

bulunur. Simdi bu sabit noktanin bir tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim Ki

olmak {izere olacak sekilde bir var olsun. O zaman olup

bulunur. oldugundan olmalidir ki bu bir ¢eliskidir. O halde
dir.

Teorem 3.1.2 : bir tam metrik uzay ve bir doniigiim olsun.  bir

pozitif tam say1 olmak {izere bir biiziilme doniisiimii ise  bir tek

sabit noktasina sahiptir. Ayrica keyfi olmak iizere dizisi  ye

yakinsar. [8]

Ispat: diyelim. O halde bir biizlilme doniisiimii olup Banach Sabit
Nokta Teoreminden bir tek sabit noktasma sahiptir. Ustelik keyfi

olmak iizere dizisi ye yakinsar.

oldugundan , nin bir sabit noktasidir. nin sabit noktasi tek oldugundan

olmalidir. Yani , nin de bir sabit noktasidir. , nin bir bagka sabit noktasi ise

11



olur ki bu nin sabit noktasinin tek olmasiyla ¢elisir. nin  den baska sabit noktas1

yoktur. igin

dizisini géz oniine alalim. Bu durumda

oldugu dikkate alinirsa

olacaktir. O halde dizisini

olarak yeniden yazabiliriz. Bu aslinda

seklindeki tane dizinin bir kombinasyonudur. Bunlarin her biri in bir
noktasindan baglayarak  biiziilme doniisiimiiyle elde edilen iterasyon dizileridir.

Boylece her biri  nin bir tek sabit noktasi olan ye yakinsar. O halde

dizisi dolayisiyla

dizisi ye yakinsar.

12



Simdi de Banach Sabit Nokta Teoreminin bir lokal versiyonunu verelim.

Teorem 3.1.3 : bir tam metrik uzay

dontistimii 0 olmak tizere her

ve
sartlarin1 saglasin. Bu durumda  doniisiimii
sahiptir. [9]
Ispat: oldugundan

vardir. Simdi doniisimii  i¢in

gosterecegiz. olsun.

olur. Boylece
iginde

oldugundan bu sabit nokta

tek oldugunu biiziilme sartini kullanarak gosterelim.

olsun. Buradan

olup yani bulunur.

13

ve olsun.

igin

de bir tek sabit noktaya

olacak sekilde

oldugunu

dir. Banach Sabit Nokta Teoremi geregince

olacak sekilde bir tek sabit noktaya sahiptir.

ye aittir. Bu sabit noktanin

nin bagka bir sabit noktasi



Teorem 3.1.4 : bir tam metrik uzay bir doniisiim ve her bir

i¢in olmak iizere iken
sekilde var olsun. Bir icin
ise 0 zaman dizisi  nin bir sabit noktasina

yakinsar. [9]
Ispat: olsun. Iddia ediyoruz ki bir Cauchy dizisidir. Herhangi bir
verilsin. da teoremin ifadesindeki gibi segilsin. un se¢iminden tim

ler i¢in

secebiliriz. Simdi

olup hipotezden

ve boylece

olmasini garanti eder.

Tiimevarim yoluyla

oldugu goriiliir. Boylece

olacak sekilde yeterince biiyiik bir

icin

icin

14



bulunur ve bu sebeple bir Cauchy dizisidir.  tam metrik uzay oldugundan

olacak sekilde bir vardir. , dOniisiimiiniin bir sabit noktasi olmasin.
Bu durumda diyelim. Ayn1 zamanda
olacak sekilde bir — segebiliriz. Hipotezden

olur. Sonug olarak,

olur.

oldugundan bu durum bir geliskidir. O halde , doniisiimiiniin bir sabit noktas1 yani

dir.
Teorem 3.1.5 : bir tam metrik uzay ve bir doniisiim olsun. Eger
i¢in
(
olacak sekilde — sayisi varsa, bu durumda  nin bir tek sabit noktas1 vardir.
[12]
Ispat: keyfi bir nokta olsun ve iterasyon dizisini i¢in

15



olarak belirleyelim. O halde

bulunur ki buradan

veya
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek igin

bulunur. — oldugundan S olur. Boylece iken limit
alinirsa

bulunur. Diger taraftan —— denirse ve icin

oldugundan dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir. Boylece tam
oldugundan olacak sekilde vardir. O halde i¢in

16



olur ki iken limit alinirsa

dolayisiyla da elde edilir. Bu ise yani, nin sabit noktasinin

var oldugunu gosterir. Simdi bu noktanin tekligini gdsterelim. Kabul edelim ki

olmak iizere nin bir diger sabit noktasi olsun. Bu durumda olup
celiskisi elde edilir. O halde olmalidir.

Burada dikkat edelim ki bir doniisiimiin biizilme sart1 ile sart1 birbirinden
bagimsizdir. Ayrica sartin1 saglayan bir dontisiimiin siirekli olmas1 gerekmez.

Bu durumu asagidaki 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.1.1 : Once biiziilme sarti1 saglamayan fakat sartin1 saglayan

dontigiime Ornek verelim. ve igin olsun.
doniistimii

olarak tanimlansin.  doniisiimii, — noktasinda siirekli olmadigindan biiziilme

sartin1 saglamaz. Ancak — i¢in sartin1 saglar. Gergekten - ise

17



— V€

oldugundan
olur. - ise,
ve
oldugundan
olur. Son olarak - ve - ise,
ve

18



oldugundan

bulunur. Bu ise sartinin saglandigini gosterir.

Simdi de biiziilme sartin1 saglayan fakat sartin1 saglamayan doniisiime 6rnek
verelim. ve igin olsun. donisimii
olarak tanimlansin. Bu durumda icin

oldugundan — i¢in biiziilme sart1 saglanir. Ancak - ve alinirsa
oldugundan sartin1 saglayan — sayisinin olmadig agiktir. Boylece
biiziilme sart1 ve sartinin birbirinden bagimsiz oldugu gosterilmis olur. [13]

19



Teorem 3.1.6 : bir tam metrik uzay reel sayilar ve

olmak {izere doniistimii i¢in,

esitsizligini saglasin. O zaman  bir tek sabit noktaya sahiptir. [19]

Ispat: keyfi bir nokta olsun ve iterasyon dizisini icin

olarak belirleyelim.O halde

olup dolayisiyla
bulunur. oldugundan dir. Bu sekilde devam edilerek
elde edilir. Buradan ve icin

20



olup bir Cauchy dizisidir. tam oldugundan olacak sekilde

vardir. Simdi oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki olsun. Bu
durumda

olup iken limit alinirsa celiskisi elde edilir. O halde
bulunur.

Son olarak da bu sabit noktanin tekligini gosterelim. nin bir diger sabit noktasi

olsun. Bu durumda

bulunur. O halde ve dolayisiyla da dir.

Reich’in yapmis oldugu bu teoremdeki biiziilme sartt Banach ve Kannan biiziilme

sartlarindan daha kuvvetlidir. Bunu gérmek i¢in asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 3.1.2 : ve icin olsun.
doniistimi
seklinde tanimlansin.  doniisiimii, noktasinda siirekli olmadigindan Banach

biiziilme sartin1 saglamaz. Ayrica
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oldugundan  doniisiimii, Kannan biiziilme sart1 olarak bilinen sartin1 da

saglamaz. Ancak Reich biiziilme sarti olan sart1 -, -, -

alinmasi halinde saglanir. [19]

Teorem 3.1.7 : bir tam metrik uzay ve bir doniisiim olsun. Eger
i¢in

sartin1 saglatacak sekilde 0 — sayisi varsa  bir tek sabit noktaya sahiptir. [5]

Ispat: keyfi olsun. igin

seklinde taniml dizisini goz Oniine alalim.

olup buradan

bulunur. Yani —_— olmak iizere i¢in
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elde edilir. Bu ise

oldugunu gosterir. dizisinin Cauchy dizisi oldugu Teorem 3.1.1 ya da Teorem

3.1.5 deki gibi gosterilebilir. Bu durumda

olacak sekilde vardir. Yine

olup iken limit alinirsa

olur bu ise olmasin1 gerektirdiginden nin bir sabit noktasidir.
Tekligini gostermek i¢in nin diger bir sabit noktas1 olsun. O halde

elde edilir. Bu durumda ve dolayisiyla bulunur.

Banach biiziilme prensibinin bir genellestirmesi olan nonlineer (lineer olmayan)
bliziilme tipi doniisiimler i¢in sabit noktanin varligin1 vermeden once nonlineer

fonksiyonun o6zelliklerini verelim.
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ve bir fonksiyon olsun.  i¢in asagidaki sartlar1 g6z

Ontine alalim.

1)  azalmayandir. Yani ise
2) igin

3)

4)  stirekli

5) igin

6) igin yakinsak
7)

8) alttoplamsal yani
Bu durumda  fonksiyonu (1) ve (2) yi saglarsa (3) saglanir. Gergekten,
olsun. O halde dir.  azalmayan oldugundan olup (2)

kosulundan < olur ki bu bir ¢eliskidir. dir.

fonksiyonu (2) ve (4) i saglarsa (3) saglanir. Gergekten  siirekli oldugundan

oldugundan bulunur.

fonksiyonu (1) ve (5) i saglarsa (2) saglanir. Gergekten igin

olsun. O halde azalmayan oldugundan

olur. Bu durumda

oldugundan bu bir celigkidir. O halde igin dir.

Tammm 3.1.1 : Eger  fonksiyonu (1) ve (5) kosullarini saglarsa  ye kiyaslama
fonksiyonu denir. [8]
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Tamm 3.1.2 : Eger  fonksiyonu (1) ve (6) kosullarin1 saglarsa ye c-kiyaslama

fonksiyonu denir. [8]

Tanim 3.1.3 : bir metrik uzay ve bir doniisiim olsun. icin

olacak sekilde kiyaslama fonksiyonu varsa dontlistimiine bir

biiziilme doniisiimii denir. [8]

Teorem 3.1.8 : bir tam metrik uzay ve bir  biiziilme doniistimii
olsun. Bu durumda bir tek sabit noktasina sahiptir ve i¢in

dir. [14]
Ispat: keyfi bir nokta olsun. icin seklinde
taniml1 dizisini géz Oniine alalim. Bu durumda icin

oldugundan nin (5) 6zelligi geregince

olur. Diger yandan (1) ve (5) saglandigindan (2) de saglanir. icin
dir. oldugundan icin
olacak sekilde bulunabilir. O halde
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ve yine

bulunur. Bu sekilde devam edilerek icin bulunur.
Boylece icin
oldugundan bir Cauchy dizisidir.  tam oldugundan olacak sekilde
vardir.
kiyaslama fonksiyonu oldugundan i¢cin saglanir. O halde her

biiziilme donisiimii siireklidir. Buradan

olup limitin tekliginden bulunur. Sabit noktanin tekligini igin olmak
tizere nin diger sabit noktas1  olsun. olup buradan
celiskisi bulunacagindan olmalidir.
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Ornek 3.1.3 : ve icin olsun.
doniisiimii — Ve dontisiimii de icin —
seklinde tanimlansin.

Acik olarak goriilmektedir ki bir tam metrik uzay, icin ve

dir. Ayrica,

olup Teorem 3.1.8 in biitiin sartlar1 saglanmis olur. O halde doniisiimiiniin  de bir

tek sabit noktasi vardir. [14]

UYARI: Eger olmak {iizere secilirse Teorem 3.1.1, Teorem

3.1.8 in 6zel bir durumu olur.

Teorem 3.1.9 : bir tam metrik uzay, bir doniigiim ve

fonksiyonu bir c-kiyaslama fonksiyonu olmak tizere icin

genellestirilmis lineer olmayan biiziilme sart1 saglansin. Bu durumda  bir tek sabit

noktaya sahiptir. [1]

Ispat: keyfi bir nokta olmak iizere seklinde taniml
dizisini gdz Oniine alalim. i¢in oldugunu kabul edelim. Aksi
takdirde ispat biter. Boylece i¢cin
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bulunur. Eger

olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde

elde edilir. Boylece

ve

olur. verilsin.
O halde,

olur.

ise

28

olacak sekilde

olup

igin

bulunabilir.



elde edilir.

Eger - ise

olup buradan

bulunur ki bu bir ¢eliskidir. O halde — olmalidir. Buradan
elde edilir. Benzer sekilde oldugu gosterilebilir. Bu sekilde devam
edilerek icin

bulunur. O halde dizisi de bir Cauchy dizisidir. tam oldugundan

olacak sekilde vardir.
Simdi de oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki olsun. O
halde oldugundan igin — olarak yazilabilir.
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Boylece i¢in

ve buradan iken limit alinirsa

elde edilir ki bu bir geliskidir. O halde olup dir. Yani , nin

bir sabit noktasidir. Sabit noktanin tekligini gérmek kolaydir.
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3.2. Kismi Metrik Uzaylar ve Sabit Nokta Teoremleri

Tammm 3.2.1 :  bostan farkli bir kiime olmak iizere fonksiyonu
i¢in,
1)
2)
3)
4)
sartlarint sagliyorsa ye  iizerinde bir kismi metrik, ikilisine de bir kismi

metrik uzay denir. [15]

Buradan ise 1. ve 2. sarttan oldugu agiktir ancak ise
olmayabilir. Buna en temel 6rnek; pozitif reel sayilar olmak iizere

seklinde tanimlanan kismi metriktir.

Tamm 3.2.2 : bir kismi metrik uzay olsun. ve i¢in

kiimesine acik yuvar denir. [15]

Onerme 3.2.1 : tizerindeki her kismi metrik, ve icin tabani

ailesi olan bir  topoloji trretir. [15]

Ispat : Once ailesinin  tarafindan iiretilen  topolojisi

icin bir taban oldugunu gosterelim. Bunun i¢in taban aksiyomlarini saglatalim.

B1) ve icin oldugundan olarak
yazilabilir.
B2) ) ve iki acik yuvar olsun. igin
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olarak alinirsa dir. Gergekten,

alalim. O halde olur.

Eger ise

olup buradan

ve kismi metrigin 4. sartindan

elde edilir. Yani dir.

Ayrica  nimn tanimindan olup

bulunur. Buradan

ve yine kismi metrigin 4. sartindan

elde edilir. Yani dir.

Eger ise benzer islemler yapilarak
oldugu gosterilebilir. Sonug olarak

sekilde bulunmus olur.
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Simdide nin  oldugunu gosterelim.

olacak sekildeki icin kismi metrigin 1. ve 2. sartindan ya
ya da olur. say1sini,
olarak secersek ve ,
olarak secersek ve bulunur.
Onerme 3.2.2 : | tzerinde bir kismi metrik olmak tizere
fonksiyonu seklinde tanimlansin.
durumda , iizerinde bir metriktir. [15]
Ispat :  nin metrik aksiyomlarim sagladigim gosterelim. icin
1) olsun. oldugunu gosterelim.

olup buradan

elde edilir. O halde kismi metrigin 1. sartindan dir.

Tersine olsun. oldugunu gosterelim.
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2)

3)

O halde icin metrik aksiyomlar1 saglandigindan , iizerinde bir

metriktir.

Tanim 3.2.3 : bir kismi metrik uzay, terimleri ~ de olan bir dizi ve
olsun. Eger ise dizisi noktasina

yakinsar denir. [15]

Tamm 3.2.4 : bir kismi metrik uzay ve terimleri  de olan bir dizi
olsun. Eger degeri var ve sonlu ise dizisine Cauchy
dizisi denir. [15]
bir kismi metrik uzay ve deki her Cauchy dizisi
olacak sekilde bir noktasina yakinsak ise

e tam kismi metrik uzay denir. [15]

Onerme 3.2.3 : bir kismi metrik uzay olsun.

a) in de bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart de
bir Cauchy dizisi olmasidir.

b) kismi metrik uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart

metrik uzayinin tam olmasidir. Ayrica,
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saglanir. [17]

Ornek 3.2.1 : olmak iizere fonksiyonu icin
seklinde tanimli olsun. bir kismi metrik uzaydir.

de bir — dizisini alalim. olmak {izere

bulunur. var ve sonlu oldugundan , de bir

Cauchy dizisidir. O halde Onerme 3.2.3.den , de bir Cauchy dizisidir.

Gergekten,

bulunur ve

olur. Bu da bize in de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.1 : bir tam kismi metrik uzay azalmayan,

stirekli ve icin olacak sekilde bir fonksiyon olmak {iizere
doniigiimii icin,
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esitsizligini saglasin. O zaman , de bir tek sabit noktaya sahiptir. [3]

Ispat: nin lizerindeki sarttan icin =0 oldugu aciktir.
keyfi baslangi¢c noktasini segelim. icin olmak

tizere  de bir dizisi tanimlayalim. Eger icin

ise nin bir sabit noktas: olacagindan icin oldugunu

kabul edelim. O zaman,

bulunur. Eger

ise buradan

olup oldugundan bu bir celigkidir. O halde icin
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olmalidir. Buradan

ve dolayisiyla

Diger taraftan

oldugundan

elde edilir ve dolayisiyla

olup bu da oldugunu gosterir. Buradan hareketle

elde edilir. Bu da dizisinin metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu
gosterir. tam oldugundan Onerme 3.2.3 geregince de tamdir ve
dolayisiyla dizisi de yakinsaktir. Yakinsadig1 noktaya denirse

olur. Tekrar Onerme 3.2.3 geregince,
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elde edilir.

Bununla birlikte dizisi metrik uzayinda Cauchy dizisi oldugundan
dir. Ayrica oldugundan
olup nin tanimindan dir.
Dolayisiyla
elde edilir.
Simdi oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim yani

olsun. O zaman

bulunur.  nin stirekliligi kullanilarak iken limit alinirsa

celiskisi elde edilir. O halde dolayisiyla da olur.
Simdi bu in bir tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki olmak tizere

nin diger bir sabit noktasi olsun. Bu durumda
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celiskisi elde edileceginden olmalidir.

Ornek 3.2.2 : olmak iizere icin

seklinde tanimlanan kismi metrik ile  bir tam kismi metrik uzaydir.

donisimi icin —— seklinde, da e

seklinde tanimlanmis olsun. O zaman i¢in olmak tizere,

olup bu da Teorem 3.2.1 deki tiim sartlarin saglandigini gosterir. Dolayisiyla , de
bir tek sabit noktaya sahiptir. [3]

Dikkat edelim ki Matthews’in sonucu bu 6rnege uygulanamaz, ¢iinkii icin
olacak sekilde yoktur.

Eger i¢in Teorem 3.2.1 de olarak alinirsa asagidaki sonug elde

edilir.
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SONUC 1 : bir tam kismi metrik uzay ve olmak tizere

doniistimii i¢in,

esitsizligini saglasin. O zaman |, bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 3.2.2 : bir tam kismi metrik uzay olsun. Eger ise
, ise olacak sekilde reel
sabitler olmak iizere dontisimii i¢in,

sartin1 saglasin. O zaman  nin bir tek sabit noktas1 vardir. [3]

Ispat: keyfi baslangi¢ noktasini segelim. icin olmak
tizere  de bir dizisi tanimlayalim. Eger icin ise
nin bir sabit noktasi olacagindan icin oldugunu kabul

edelim. O zaman,

icin, eger ise,
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eger ise,

elde edilir.

denirse oldugu agiktir ve buradan

elde edilir. Diger taraftan

oldugundan

bulunur ve dolayisiyla

olup bu da bize sonucunu verir. Buradan
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bulunur. Bu da dizisinin metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu
gosterir. tam oldugundan Onerme 3.2.3 geregince de tamdir ve
dolayisiyla dizisi de yakinsaktir. Yakinsadigi noktaya denirse

olur. Tekrar Onerme 3.2.3 geregince,

elde edilir.
Bununla birlikte dizisi metrik uzayinda Cauchy dizisi oldugundan
dir.  Ayrica oldugundan
olup nin tanimindan dir.
Dolayisiyla
elde edilir. Simdi oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim yani
olsun. O zaman
ve iken limit alinirsa
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celigkisi elde edilir. O halde olmalidir dolayisiyla da olur.

Simdi bu in bir tek oldugun gosterelim. Kabul edelim ki olmak iizere
nin diger bir sabit noktasi olsun. Bu durumda

bulunur ancak, oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde

dir.

Teorem 3.3.2 den asagidaki sonuclar elde edilebilir.

SONUC 2 (Banach Tipi) : bir tam kismi metrik uzay ve dontisiimii

olmak tizere igin,

esitsizligini saglasin. O zaman  bir tek sabit noktaya sahiptir.

SONUC 3 (Kannan Tipi) : bir tam kismi metrik uzay olsun. ve

olmak tlizere dontistimii i¢in,

esitsizligini saglasin. O zaman  bir tek sabit noktaya sahiptir.

SONUC 4 (Reich Tipi) : bir tam kismi metrik uzay olsun. ve

olmak tizere dontlistimii i¢in,

esitsizligini saglasin. O zaman  bir tek sabit noktaya sahiptir.
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4. SONUCLAR

[16] da tamitilan kismi metrik kavrami ve elde edilen sabit nokta sonuglari
genellestirilerek [1,5,11,13,15,20] de verilen biiziilme tipleri ile kismi metrik
uzaylarda uygulanmig 6zgiin sabit nokta teoremleri elde edilmistir. Bu teoremlerin
gegerliligi verilen oOrneklerle desteklenmistir. Ayrica teoremlerin 6zel durumlari
sonug olarak verilmistir. Boylece bu alanda bir alt yap1 olusturulmustur. Burada elde
edilen sonuglar kismi metrik uzaylarda yeni birtakim biizlilme doniigiimleri i¢in sabit

nokta teoremlerinin ispatinda kullanilabilecektir.
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