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OZET

KONVOLUSYON TIiPINDEKI INTEGRAL OPERATORLER AILESININ
KARAKTERISTIK NOKTALARDA YAKINSAKLIGI
VE YAKINSAKLIK HIZI

AGCAYAZI, Miijdat
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd.Dog. Dr. Sevgi ESEN
Haziran 2011, 59 Sayfa

Bu tez, ikisi agiklama ikisi de temel bolim olmak iizere toplam dort boliimden
olusmaktadir. Birinci boliim, giris boliimiidiir. Ikinci béliimde, temel kavramlar ve
yaklasim teoremleri verilmistir. Ugiincii boliimde, iki parametreye bagl konvoliisyon
tipli integral operatorler ailesinin siireklilik noktasinda, Lebesgue noktasinda d-
noktasinda ve genellestirilmis Lebesgue noktalarinda yakinsakligi incelenmistir.

Dordiincii boliim ise tartisma ve sonug bolimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Operatér, Siireklilik Modiilii, d-Noktasi, Siireklilik
Noktasi, Lebesgue Noktasi, Genellestirilmis Lebesgue Noktasi, Konvoliisyon Tipli

Operator , Smirlt Salinimli Fonksiyonlar, A Sinifi.



ABSTRACT

CONVERGENCE AND THE ORDER OF CONVERGENCE OF FAMILY OF
CONVOLUTION TYPE INTEGRAL OPERATORS AT CHARASTERISTIC
POINTS

AGCAYAZI, Miijdat
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M.Sc.Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Sevgi ESEN
JUNE 2011, 59 pages

This thesis consists of four chapters. First chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, definitions that are necessary fort his work, approximation
theory, characteristic points are examined. Moreover, some theorems about
convergence at these points are given. In the third chapter, it is investigated at the
lebesgue points , d- points, generalized Lebesgue points and continuity points, an
convergence of convolution type singular integral operators depending on two
parameters.

Key Words: Linear Operators, Continuity Modulus, d- Points, Continuity Points,
Lebesgue Points, Generalized Lebesgue Points, Convolution Type Operator,

Boundary Variations Functions, Class A.
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1. GIRIS

Fonksiyonlar Teorisinin en 6nemli alanlarindan biri Yaklasimlar Teorisi’dir. Verilen
bir f fonksiyonunu daha iyi ozelliklere sahip olan fonksiyonlar dizisinin veya
ailesinin belirli bir noktada veya normda limiti seklinde gosterebilmektir. Bir
fonksiyonun kendisinden farkli daha iyi Ozelliklere sahip olmasi, tiirevlenebilmesi
integrallenebilmesi, polinom olma veya bu araligin diginda 6zdes olarak sifir olma
gibi 6zelliklerdir. Yaklasim problemleri ile ilgili ilk calisma, Weierstrass tarafindan
1885 yilinda yapilmistir. Bu temel iki teoremden olusmaktadir. Bu teoremler
Yaklagim Teorisi’nin temel teoremleri olmustur. Lineer Pozitif Operatorlerin 6zel bir
hali olan pozitif ¢ekirdekli Lineer integral operatoriin yakinsakligi, matematik ve
fizigin birgok dalinda 6nemli bir yere sahiptir. Bu tiir operatorlerin yakinsakligi ile
ilgili teoremler bircok matematik¢i tarafindan ispatlanmistir. Bu matematikgiler
Weierstrass, Lebesgue, Poisson, Fejer, Valle-Pussin gibi iinlii matematikg¢ilerdir.
Genellikle bu matematik¢ilerin ¢alismalari, konvoliisyon tipinde olan integral
operator aileleri veya dizilerin yakinsakligina aittir. Daha genel teoremler Faddeev,
Natanson, Romanovski, Mammedov, Haciyev tarafindan ispatlanmistir. 1962 yilinda
Taberski, integrallenebilen fonksiyon simifindaki yaklasim problemini iki
parametreye bagli olarak genisletmistir. Haciyev (1968), ve Rydzewska (1973)

yaklagim problemi i¢in daha genel teoremler ispatlamislardir.

Bu tezde konvoliisyon tipinde pozitif ¢ekirdekli integral operatdrlerin yakinsakligi
problemi ele alinmis ve iki parametreye bagli olan integral operatdr ailesinin

karakteristik noktalardaki yakinsakligi, bazi ¢caligmalar temel alinarak incelenmistir.

1.1 Kaynak ozetleri

Bu tez hazirlanirken, materyal ve yontem kisminda Akif HACIYEV’ in “‘Deltasal
Cekirdekli Integral Operatorler Ailesi ve Yaklasim Teorisi”> adli lisansiistii ders
notlar1 temel alinarak, R,G. Mammedov’un ‘’Fonksiyonlarin lineer operatorlerle
Yakinsakligr’’, Akif Haciyev, H. Hilmi Hacisalihoglu‘ nun ¢ Lineer Pozitif

Operatorlerin Yakinsakligi’” ve I. P. Natanson’ un ** Theory of functions of a real



variable’”  kitaplarindan yararlanilmistir.  Arastirma bulgularn  kisminda da
Taberski’nin ‘‘Singular integrals depending on two parameters’” (1962) adl
makalesi ve Harun Karsli nin “> Approximation Properties of Convolution type
Singular Integral Operators depending on two parameters and their derivatives in
Li(a,b) <> (2005) makalesinden yararlanilarak iki parametreye bagli integral
operatorler ailesinin L; wuzaymda karakteristik noktalardaki yakinsaklig

incelenmistir.



2. MATERYAL ve YONTEM

2.1. L, Uzaylan

Tanim 2.1.1: L bos olmayan bir ciimle ve J bir cisim olsun. Asagidaki sartlar

saglantyorsa L’ye J iizerinde lineer uzay denir.

a) (L, +) islemine gore degismeli gruptur.

b) x,y € L ve a, f € 3 olmak lizere asagidaki sartlar saglanir.
L1) a.x € L dir.

L2) a.(x +y) = a.x + a.y dir.

L) (a+pB).x=a.x+a.ydir.

L4) (a.B).x = a.(B.x) dir.

L5) 1.x = x dir.

3 = R olmasi halinde reel; I = C olmasi halinde ise L ye kompleks lineer uzay

denir.

Tamm 2.1.2: N lineer bir uzay olsun.

Il:N =R

fonksiyonunun x deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon asagidaki sartlar

saglarsa || || ye N de (veya N iizerinde) norm denir.
N1) ||x|]| = 0 & x = 0 dur.
N2) [lax|| = lalllx|l « € R

N3) [lx + yll < llx|l + llyll dir.

Lineer uzay iizerinde bir norm tarif edilmisse bu uzaya normlu lineer uzay denir.



Tamm 2.1.3: X ve Y iki fonksiyon uzay1 olsun. X den alinan f fonksiyonuna Y de bir

g fonksiyonunu karsilik getiren kurala “operator” denir.
L: X — Y seklindeki operatorii ele alalm. f,g € X ve a,b € R i¢in;

L(af + bg) = aL(f)+ bL(g)

kosulu saglaniyorsa L operatdriine ““ lineer operator ” denir.

Tamim 2.1.4: Kabul edelim ki D reel eksenin sonlu veya sonsuz bir alt araligi olsun.

1 < p < o olmak lizere
[ireordx <o
D

kosulunu saglayan tiim Olgiilebilir fonksiyonlarin smifi L,(D) sembolii ile
gosterilir.p = 1 i¢in ise L, (D) olarak gosterilir. Yani

fvwwu<w
D

ise f € L,(D) dir.

Tanim 2.1.5: Kabul edelim ki D reel eksenin sonlu veya sonsuz bir alt aralig1 olsun.

1 < p < o olmak iizere

1

P
fFl, = <jlf(x)|pdx> < o

kosulunu saglarsa f € L, (D) normundadir denir. p = 1ise f € L;(D) normundadir
denir.



Teorem 2.1.1: (Weierstrass Teoremi) f, [a, b] kapali araliginda siirekli fonksiyon
oldugunda, derecesi n den biiyiik olmayan dyle bir B, (x) polinomlar dizisi vardir Ki
bu araligin her noktasinda;

lim B,(x) = f(x) = lim max |P,(x) — f(x)| =0

n—-oo n—-o asx<b
dir.

Teorem 2.1.2: (Lusin Teoremi)Ve >0, f € L, ve p = 1 i¢in [a, b] de dyle bir ¢

stirekli fonksiyonu bulabiliriz ki

If —oll, <e

kalir.

Teorem 2.1.3: (Hélder Esitsizligi) p > 1 ve % + % =1, feL,veg € L,icin,

1

flf(x)g(x)| dx < <f|f(x)|de>%.(f|g(x)|fldx)a

Ifglls = 1fllp-llgllq

dir.

Teorem 2.1.4: (Minkowsky Esitsizligi) f € L, ve g € Ly, igin;

1

([1reo+ g<x>|pdx)% <(| If(x)lpdx)% +([l9corax)



If +gll, = 1Ifll, +llgllp

dir. Ayrica Genellestirilmis Minkowsky esitsizligini de su sekilde verebiliriz.

=Y

([ rorenaf o < [ (] |f(3’)K(x,y)|pdx)% dy

1

p p
- f If(y)l< f K Gy dx) dy

Burada K (x, y) hem x hem de y ye gore integrallenebilen bir fonksiyondur. Buradan

¢ikaracagimiz sonug, integralin normu, normun integralinden kiigtiktiir.
2.2. L, Uzayinda Olan Fonksiyonlarin Siireklilik Modiilii

Tanim 2.2.1: f € L, (—00, ) olmak iizere bir siireklilik modiilii w ile gosterilir.

oy, (f; 8) = sup f F G+ 6) — ()] dx
|t|<8 o

integraline f nin L;(—oo, o) de siireklilik modiilii denir. Simdi siireklilik modiiliiniin

baz1 ozelliklerini verelim.
6 < 41 oldugunda
le(fi 8) < le(f; 51)

oldugundan L, deki siireklilik modiilii negatif olmayan ve monoton artan bir

fonksiyondur.



Lemma 2.2.1: w,, (f; ) siirekli bir fonksiyondur.

Lemma 2.2.2: m dogal say1 olmak iizere,

wr, (f;mé) < mw,, (f;6)

dir.
ispat:

o, (f;m8) = sup f FCx+ ) — £ dx

|t|smé

t = my alinirsa

ar, (fimb) = sup f FCx+my) — FGo)l dx

= sup j [1f Ge +my) — Fx + (m = Dy) + fx + (m — 1)y)

lyl<é .

—fx+Mm=2)y)+fx+(m=2)y)..—f(x+y)+flx+y) — fx)l]dx

= sup f
<6 —
[y o k=1

D Fa+ky) = fG+ (k= Dy)| da

+00 m

<sup [ D IFCet k) = fOck (= D)l dx

lyl<s o k=1

x + (k — 1)y = z denirse,

+00 m

wy, (f; mé) < sup J Z|f(z+}’)—f(2)|dz

lyl<s o k=1



= msup f f(z+y) - f(D)ldz

lyl=6

= mw, (f;9)

dir.

Sonug¢: @ > 0 bir reel say1 olmak iizere
oL, (f; a6) < (1 + Qwy, (f; 6)

dir.

Lemma 2.2.3: f € L; olmak tizere }Sin%wh(f; &) = 0dir.

Ispat: f € L, oldugundan Ve > 0 icin 3a € R sayis1 bulunabilir ki

[ 1reolax <3

ve

[ 1reotax <3

saglanir. 6 > 0 i¢in
-a-§8
€
| et <S

— 00

ve



f Foldx <5

a+é

dir.

f|f(x+t>|dx= flf(x)|dx<f|f<x)|dx<§

a+é a+d+t

dir. Ayn1 sekilde

)
I3
f |f(x + t)|dx <Z
elde edilir. Bunlar birlestirirsek
—-a-6 oo
sup f |f(x+t)—f(x)|dx + f lf(x+t)—f(x)|dx <e¢
|t|<8

—o00 a+é

a+é

sup jlf(x+t)—f(x)|dx<sup flf(x+t)—f(x)|dx+e
|t|s6_OO |t]<é s

—a—

Ispati tamamlamak icin sag taraftaki ilk ifadeyi de istenildigi kadar kiiciik
birakmaliyiz. Bunun igin de Lusin teoreminden yararlanacagiz. Bu teoremden dolay1

[—a — 26, a + 28] araliginda 6yle bir siirekli ¢ fonksiyonu bulabiliriz ki

a+26

f F0O) — p()ldx < ¢

—a-26

dir. Bu durumda



a+é a+é

f|f(x+t)—f<x>|= f|f<x+t>—go(x+t)|dx

-a—§8 -a-§
a+d a+d
+ [ loG+0-gwlax+ [ lp6) - f@ldx
—a-6 -a-6

esitligini yazabiliriz.

a+é a+8+t
f|f(x+t)—<p<x+t>|dx< f F GO — @(0)ldx
—-a—=6 —a—6—-t
a+26
< f|f(x)—<p(x>|dx<e
—-a-268
a+é a+26
f () — F(0)] dx < f () — F(x) ldx < ¢
—-a-6 —-a-26
oldugundan dolay1
a+é8 a+é
sup jlf(x+t)—f(x)ls2€+ f|go(x+t)—qo(x)|dx
lﬂsg—a—& —-a-6

seklinde yazilabilir. ¢ fonksiyonu siirekli oldugundan |t| < & sartin1 saglayan t ler

i¢in;

€
t) — <—=
900 = 90Ol < 5o
stireklilikten dolay1 yazilir. Dolayisiyla
a+d
sup f lo(x +t) —p(x)|dx < €
|t|<8
-a-§

10



elde edilir. Bu esitsizlikleri yerlerine yazarsak ispat tamamlanmis olur.

le (fra)
)

Lemma 2.2.4: }Sing = 0 ise f hemen hemen her yerde sabittir.

2.3. L; de Olan Fonksiyonlarin Karakteristik Noktalari

f € L, olmak tizere
F(x) = [ f(®)dt
|

F'(x) = f(x)
dir. Buna gore hemen hemen her x i¢in asagidaki esitlik saglanir:

F(x+h) — F(x)
h-0 h

=f)

F(x) limitte yerine yazilirsa

x+h

1

lim > j FO dt = F&)
X

tiirevde h yerine - h yazilirsa
X

li ! dt =

lim > f F@O dt = F&)
x—h

yukaridaki son iki esitligi taraf tarafa toplarsak;

11



x+h

1

mo [ f@de =@
x—h

esitligi elde edilir. Bu esitlik hemen hemen her yerde mevcuttur.

Tamim 2.3.1: Asagidaki 6zellikleri saglayan x noktasina L, de olan f fonksiyonunun

d-noktasi denir.

1
lim > j G +10) — f()]dt =0
0

h
1
lim > f =0 - feOlde =0
0

ve bu esitlikler toplanirsa

h
1
}li_r%ﬁj[f(x )+ Flx—t) — 2F()]dt = 0
0

ifadesi saglanir.

Tanim 2.3.2: Eger L, de olan f fonksiyonu i¢in bir x noktasinda;

x+h

1
lim > j F(®) = FGOldt = 0

saglaniyorsa x noktasina Lebesgue noktasi denir. Ya da daha genel yazilirsa

12



h
1
mﬂmﬁ )+ Fx—t) — 2£(x)| dt = 0

dir.

Tamim 2.3.3: Eger L, de olan f fonksiyonu i¢in bir x noktasinda;

lim
h—0

h
s [+ 0 - FCalde = 0 0<a<1
0

saglantyorsa x noktasina genellestirilmis Lebesgue noktasi denir.

Tamim 2.3.4: Eger L, de olan f fonksiyonu i¢in bir x noktasinda;

h
. 1 —
%‘%@!'ﬂ“ 0 - f()ldt =0

saglaniyorsa x noktasina u — genellestirilmis Lebesgue noktasi denir. Burada p(h),

[0, b — a] da tanimly, artan, siirekli ve u(0) = 0 dur.

Lemma 2.3.1: f € L; fonksiyonu igin (—o0,+o0) araliginin hemen hemen her
noktasi ayni zamanda bir Lebesgue noktasidir.

Ispat: Simdi ¢ (x, h) fonksiyonu tanimlayalim.

1 h
oGl =1 [1FGe+ 0 = FGlde
0

olsun. ¢ fonksiyonunun integralini alirsak;

13



+00

1 h
oo, WIlL, = f X f FCe+6) — Fo0)lde | dx

— 00

Genellestirilmis Minkowsky esitsizliginden

h +0o0
S%()f _[0 |f(x+t)— f(x)|dx |dt
1 h + 00
Sﬁof Iilllslz_-[o lf(x+t) — f(x)|dx |dt
h

1
= ﬁf w,, (f;h) dt = w, (f; h)

0

Buradan da soyleyebiliriz ki

llCx, W1, < wp,(f;h)

her iki tarafin h’ ye gore limiti alinirsa
limlloCx, M., < limw,, (f;h)
}li_f;f(l)le (f;h)=0
oldugundan
}li_r)l(q) o(x,h) =0

Hemen hemen her yerde bu esitlik gecerlidir. Buna gére hemen hemen her x noktasi

ayn1 zamanda bir Lebesgue noktasidir.

14



f € L, fonksiyonunun Lebesgue noktalarinin kiimesini L(f'), d noktalarinin kiimesini
D(f), siireklilik noktalarinin kiimesini C(f) ile gosterelim. Bu durumda L(f) < D(f)
oldugu aciktir. Gergekten de

x+h x+h

f £ = £()] j F(0) — FGO dt

X

oldugundan gecerlidir. C(f) ile siireklilik noktalarini gosterelim. f fonksiyonu x
noktasinda siirekli ise keyfi € > 0 sayist verildiginde |x — t| < § sartin1 saglayan t

lerigin |f(t) — f(x)| < € olacak sekilde § > 0 vardir. h < § segilirse

x+h x+h

%f If(t)—f(x)ldtS%f edt =¢

x+h

1 )
lim > f F(O) = FGOlde =0

Bu da x noktasinin Lebesgue noktast oldugunu sdyler. Buradan da

C(f) c L(f) < D(f)
dir.

2.4. Integral Operator Aileleri ve Yaklasim Problemleri

D tiim reel eksen veya onun bir altkiimesi olsun. X normu ile bu D kiimesi {izerinde
tanimli fonksiyonlarin lineer normlu uzayini gosterelim. Y de bu uzayin baska bir alt

uzayi olsun. Her bir f € X i¢in;

1im [1£ () = @)l = 0

15



Ozelligini saglayacak sekilde ¢, € Y bulunabiliyorsa Y cilimlesine X ciimlesinin
yogun alt uzayr denir. Yaklasim problemlerinde ¢, in yapisini belirlemek bu
teoremin esas amaclarindan biridir. Yaklagim teorisinin esas problemlerinden ikincisi

ise yaklagim hizinin bulunmasi problemidir.

”f(x) - (pn(x)”X =ay ve lima, =0

n—oo

ise bu, @, (x)in f(x)’e yaklagim hizin1 belirtir. Bu hiz1 bulmak igin @, ‘i sifira giden

bir baska dizi ile karsilagtirmak yeterlidir. Yani
0<a, <pBn

ise ve B, de sifira gidiyorsa yukaridaki esitsizlik a,, ‘in 8, den daha hizli sifira
gittigini gosterir. Fonksiyon uzayinda ;"1 siireklilik modiiliiyle de ifade edebiliriz.

Clinkii f nin stireklilik modiilii olan w, (f; 8) sifira yakinsayan bir fonksiyondur.

X , D kiimesinde tanimli Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyon uzayi

olsun. Bu uzaydaki operatorii x € D i¢in
f fOK(x, t)dt
D

bigiminde ifade edersek bu operatoriin yaklasim ozellikleri K (x,t) fonksiyonunun

ozelliklerine baglidir. Bu fonksiyona operatoriin ¢ekirdegi diyecegiz.

Tamim 2.4.1: Eger; K(x,t) = K;(x — t) olmak tizere

ff(t)Kl(x —t)dt
D

16



yada f veya K;, 2w peryotlu oldugunda

f f(K;(x —t)dt

seklindeki operatore konvoliisyon tipli operator denir. K ¢ekirdegi integrallenebilir

(veya tiirevlenebilir) oldugundan
[ rok - o
D
operatoriinii bir g(x) fonksiyonu gibi diislinebiliriz.
900 = [ 1Ok, Gx - e
D

Eger yukaridaki integralin diizgiin yakinsakligi gosterilirse K; tlirevlenebilir
oldugundan g fonksiyonu da tiirevlenebilirdir. Buradaki diizglin yakinsakliga olan

ihtiyag, tiirev ile integralin yer degistirebilmesi oldugundan kaynaklanir.
2.5 Deltasal Cekirdekli Konvoliisyon Operatorleri

Tammm 2.5.1: A sayillar kiimesi, 4, bu kiimenin yigilma noktast olsun.
K, (t) fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglarsa K fonksiyonuna deltasal cekirdek
denir.

a) K, (t) negatif olmayan ve ¢ift fonksiyondur. VA € A i¢in K, (0) sonludur ve

Alggo K;(0) =

17



dir.

b) VA € A igin

+ 00

f Kl(t)dt =1
dir.

c) Her belirli § sayisi1 i¢in

i (s150) -

A-20 \|t]28

ve

]}1_310 Ky(t)dt =0
5

dir.

K; (t), deltasal ¢ekirdek olmak tizere, lineer A; integral operatorii

A3(fix) = f FOK,(x — t)de

seklinde olsun.

Lemma 2.5.1: A; operatorii L, (—oo, +00) dan L, (—oo, +00) uzayina doniisiim yapan

stirekli bir operatordiir.
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Tammm 2.5.2: A sayilar kiimesi, 4, bu kiimenin yigilma noktasi olsun. A € A
parametresine bagli, 21 peryotlu K, (t) ¢ekirdegi asagidaki kosullar1 saglarsa, 2w
peryotlu deltasal ¢ekirdek denir.

a) K;(t) negatif olmayan ve ¢ift fonksiyondur. VA € A i¢in K, (0) sonludur ve

Jim K(©) = o=

dir.
b) VA € A igin

+m

j K,(t)dt =1

-1

dir.

¢) Onceden belirlenmis & sayis1 i¢in

i (s150) -

A=4o \|t]28

dir.

2.6 Deltasal Cekirdekli Integral Operatériiniin L, (—oo, +) Uzayinda
Yakinsakhgi

A3(F3 %) = j FOK,(x — )t C<x <o

operatdriinii goz oniine alalim. Bu operator i¢in asagidaki teoremi verelim.
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Teorem 2.6.1: Kabul edelim ki K;(t) operatorii [0, +0) araliginda monoton azalan
deltasal ¢ekirdek olsun. Bu durumda f € L;(—o0,+00) fonksiyonu igin her d

noktasinda
Aim 4, (f;20) = £ ()
dir.

Ispat: K, (t) cift fonksiyon oldugundan

A2(fix) = f O+ DK (D)t

0 oo
— 0

esitligin sagindaki birinci integralde t yerine -t yazilirsa
+00

= f [f(x +0) + f(x — )]K;(t)dt

0

deltasal ¢ekirdegin tanimina gore b) 6zelliginden

+o0 0 +0o0
_L K, (t)dt =_LKA(t)dt+0f K, (t)dt

yazabiliriz. Bu son esitligin her iki tarafin1 f (x) ile carparsak
+00
feo =2 fr©d
0
Buna gore 4, (f; x) — f(x) farkina bakalim.
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+ oo + oo

A(Fi2) - f(x) = f [+ 0 + Fx — DK (D)t — 2 j FOOK (Dt

_ f [FG+0) + fx - ©) — 2f 1K (B)dt

0

d- noktasinin tanimina goére

h—0

h
lim%f[f(x+t) +fx—t)—2f(x)]dt =0
0

esitligi saglanir.

t
F(t) = f[f(x+u) + f(x—uw) —2f(x)]du
0

denirse, bu esitlige gore t < § oldugunda F(t) < et esitsizligi saglanacak sekilde

bir § sayis1 vardr.

F@)

Ayrica - <¢ limitin sifira gitmesinden dolay1 boyle bir say1 bulunabilir. Ayrica

dF(©) = fx+ ) + f(x —t) = 2f (x)
esitligi saglanir. Yukaridaki esitlikte bu farki

S

A3(Fi2) — F0) = f FG+ 0+ f(x— ) — 2f K, (©)dt
0

4 f [FGr+0) + F(x — O — 2f K, (0)de

)
=LA + L)
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Her ikisinin de sifira yakinsadigin1 gosterelim.

1, (1) y1 ele alalim. Kismi integrasyon uygulanirsa

1)

L) = f K, (O)dF (©)
0
o) I}

L) = K (OF O + f FOA[~Ky ()] < Ky (5)F(8) + ¢ f td[—Ky (8)]

0 0
son integrale tekrar kismi integrasyon uygulanirsa

8
L) <K (8F(8) +e| —tK ()5 + f K;(t)dt

0
1)

< 851(1(5) - S(SK)L((S) + & j K)L(t)dt
0

(o]

<e f K,(t)dt = ¢

—00

Dolayistyla I; (1) in limiti sifirdir. Simdi I,(4) y1 g6z oniine alalim.

L) < f FGe+ 0+ f(x — 8 — 2f () Ky(Ddt
)
< K;(6) j FGe+6) + Fx — Oldt + 21 ()] f Ky (6)dt
) )
< K;(6) f FOc+ ) + fx = Dldt + 2 [f ()] f Ky(6)dt
—00 )

< 20flly. Ka(8) + 21f ()| f Ky(6)dt
)
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K; deltasal ¢ekirdek oldugundan yukaridaki toplami olusturan ifadelerden her birinin

A = Ay a giderken limiti sifirdir. Bu da ispat1 tamamlar.

B,(f;x) = ff(x + t)K,(t) dt

operatoriin yakinsaklig ile ilgili asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.6.2: Kabul edelim ki K;(t) operatorii [0, ] araliginda monoton azalan
deltasal ¢ekirdek olsun. Bu durumda f € Li(—m, +m) fonksiyonu i¢in her d-

noktasinda
Aim By (f; x) = f(x)

dir.

Teorem 2.6.3: A, (f; x) integralinde K;(t) deltasal gekirdek ve f € L;(—o0,+0)

olsun. Eger x = x f’nin siireklilik noktast ise
Jim A2 (5 ) = £ ()
40

dir.
Ispat:

A3(f ) — F ()] < j Fx+ D) — FIK (D)

x = x, bir stireklilik noktas: ise keyfi € verildiginde |t| < § sartin1 saglayan t ler

i¢cin
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|f(xo +0) — flxo)| <&
olacak sekilde § > 0 vardir. Bu fonksiyon x, noktasinda siireklidir. Buna gore

-6 +6 +00

1A3(f x0) — f ()| < f + f + j F o + ) — Fo)lKx (D)t
—o00 -8 +6

=L+ +1
+6 +00
L = f G + ) — o) Ka(D)dt < & f Ky(©)dt = ¢
=5 —o0

K; (t) cift fonksiyon oldugundan

+o00 -6
L+l = f F oo + 0) — Fxo) Ku(O)de + f 1 Geo + ) — FOro) K (©)dt
+6 -0

esitligin sagindaki ikinci integralde t — —t degisken degistirmesi yapilirsa

L1y = f If Geo + ) — o) Ka(©)de + f 1FGeo — ) — Fo) | Ka (D)t
+8 +8

+00

< supKo(®) [ 1f e + DIt + 2 [F (xo)] f Ky(©)dt + sup Ky (6) f I (xo — O)]dt
|t]=8 s |t]=8 .

— 0o

K, (t) deltasal gekirdek oldugundan A — A, i¢in verilen ozellikler sagladigindan

I; + I3 iin limiti sifirdir. Bu da ispati tamamlar.

NOT: Aym teorem siireklilik noktalarinda B;(f; x), 27 peryotlu fonksiyonlar i¢in
de gecerlidir.
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2.7. Ly Uzayimin Normunda Yakinsakhk

A3(F3 %) = f FOK(x - t)dt

deltasal ¢ekirdekli integral operatoriiniin L; normunda yakinsakligini inceleyecegiz.

Teorem 2.7.1: A;(f; x) operatorinde f € L, (—o0, ) olsun. Bu durumda
Jim [14;(f5 ) = GO, = 0
—Ao

dir.
Ispat:

B0 -F@ = [ G+ ol@d - @) | Ko

+00

- f [FGx +0) — F)IK (Dt

— 00

A3(f ) — F)] < j Fx+ 0 — FOIK (D)

K; (t) cift fonksiyon oldugundan

+00 0
142 (f;2) — FOO] < j |f (x + ) = f)[Ka(D)dt + Jlf(x +t) — fO)K(D)dt
0 —co

esitsizligin sag tarafindaki ikinci integralde t — —t degisken degistirmesi yapilirsa
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A3(fi ) — )| < f F G+ 6) = FOOlK (D)t + f Fx— ) — FOIK (D) de

+o00

= f fGx+6) = fOII +[f(x = 8) = FOI] Kx(B)dt

0

— 00

f A2(f ) — F(O)ldx < f ( f FOc+0) = FOOL + If G — ) = FGOl Kz(t)dt> dx
—o0 0

< f ( f (f G+ = FOOL + I = ©) = FOD) dx) Ky (6)dt
0

— 00

Keyfi bir § > 0 sayis1 i¢in integrali iki kisma ayiralim.

—00

[} ) %)
f A (f: ) — FGOldx < f ( f (f G+ = FO+ Ifx =8 — FGOD dx) Ky (Odt

il

Her iki parganin da ayr1 ayr sifira gittigini gosterelim.

[0e]

j(lf(x +) = fOIl+f(x =) = FID dx) K (t)dt

— 00

[irato-r@laxs [irasola [Ireola

< 3lIfllz,

Yukaridaki ve stireklilik modiiliiniin 6zellikleri g6z 6niine alinirsa

S

1AL ) — F@OIlL, < f (ﬁﬁ% f FGct6) — G dx) Ky(6)dt
0 - —00

o)

130£1L, f Ky(0)dt

S
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o)

)
=204, (:0) [ K @de + 3171, [ Ka(de

1)

K; (t) deltasal ¢ekirdek oldugundan ve siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden
Jim [|43(f5 %) = f(0lL, = 0
]

elde edilir.

Teorem 2.7.2: f € Ly (—m, +1) igin

Jim 1B, (3 2) = fGOllz, = 0

dir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI
3.1. Simirh Salinimh Fonksiyonlar

Tanmm 3.1.1: f, [a,b] arahiginda tanimli reel degerli bir fonksiyon ve
p = {x0, %1 ...xn},[a,b] nin bir parcalanmasi ve P de [a,b] araligmin tim p

pargalanmalarinin kiimesi olsun. f nin [a, b] deki toplam salinimu;

\/f—sup 060 = o)

genisletilmis reel sayisidir. Eger V5 f < oo ise f ye smirli salinimhidir denir. Sinirh
salinimli fonksiyonlarin sinifi BV[a, b ] olarak gosterilir. Ileride siirl salinimlilik

var ile gosterilecek.

Tanmm 3.1.2: f ve g [a, b] kapali araliginda tanimli simirl salinimli iki fonksiyon
olsun.

a=xy<x;<<xp,=0b

araliginin pargalanmasim alalim. &; € [x;, x;44] i = (0,1,...,n—1) ile Riemann

toplamini diisiiniirsek

o= FEGC) — 900
i=0

parcalanmanin boyu ¢ = maks(x;, x;+,) — 0 giderken sonlu I limitine yakinsar. Bu

durumda f(x) fonksiyonunun Stieltjes integrali, g(x) e bagl olarak
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b
[ reageo

seklinde gosterilir. g(x) = x alinirsa Riemann integrali elde edilir.

Teorem 3.1.1: Monoton fonksiyonlar sinirlt salinimlidir.
Ispat: Bilindigi gibi monoton fonksiyonlar artmayan veya

fonksiyonlardir. Ornegin f fonksiyonu artmayan olsun. Bu durumda

Xp—1 < Xp i¢in f(x,_1) = f(x;) oldugundan

b n
\/ 7= 1Fe0 = fnenl = F@) = F(b) < o
a k=1

dir. Eger f fonksiyonu azalmayan oldugunda da

Xk > Xg—1 lgll’l f(xk) = f(xk_l) Oldugundan

b n
\/ 7= D1 — ool = £®) ~ f(@) < oo
a k=1

olacaktir. Bu da teoremi ispatlar.

Teorem 3.1.2: (Natanson’un genellestirilmis lemmasy) : ¢@(t)

azalmayan

,(a+n,b)

araliginda tanimli, stirl salinimli bir fonksiyon olsun. (0 < < b — a). Oyle ki

b

fv(s)ds <

a
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olsun. Burada v(s) = vars<;<p @(t),a <s < b vev(b) =0

dir. Eger

a+h

1

M= sup —f fOdt| < o f € Ly(a,b)

o<h<b-a |h
a

ise

b
1= [ roe@a

genellestirilmis integrali mevcuttur ve

b
|HSMfwwwwmmnw

dir.
Ispat:
t
F(t)=ff(u)du as<t<bh
a
B
Iyp = ff(t)(p(t)dt a<a<pf<b
a
olsun. Buradan
B

uﬁ=f¢@wﬂo

a

olup kismi integrasyon uygularsak
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B
lap = 9@F O] - [ FOdp(®

B
f F(O)dg(0)

a

B
<M f (t — @) d[-v(t)]

sag tarafa tekrar kismi integrasyon uygularsak

B [ B
Mf(t —a)d[—-v(t)] =M |(a— t)v(t)lg + f v(t)dt‘

[ B
<M |(a—pB)v(b) + j v(t)dt]

v(b) = 0 oldugundan

B
j F(O)dg(0)

a

B
< Mf v(t)dt

dir. Simdi ilk kismi ele alalim.
lo(t)F(t)] |§ = |@()F(t)]|2 olarak genisletebiliriz. Buradan da

lp(OF (®)la = l@(B)F(b) — p(a)F(a)]

b
< lp()| f F(Odt

< le®B)IM( - a)

b b
- |<p<b)|Mf ds = Mf|<o(b)|ds

sonug olarak
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b
1l < Mf[v<s) + o)1 ds

dir.

3.2 iki Parametreye Bagh Konvoliisyon Tipli Singiiler Integral Operatérlerin

Yakinsakhgi

Asagidaki teoremi vermeden 6nce bu teoremde kullanilmak iizere birkag¢ tane 6nemli
ozelligi verelim.

Ly, (—m,m) de Lebesgue integrallenebilen 2w peryotlu fonksiyonlarin snifi,
Li(a, b) de, (a, b) de integrallenebilen fonksiyonlarin simnifi olsun. E sayilar kiimesi
olmak iizere, K: ExE —» R olarak belirlenmis ¢ € E i¢in K(t, &), 27 peryotlu, ¢ift,
siirli ve t nin fonksiyonu igin dl¢tilebilir bir fonksiyon olarak tanimlansin.

&, € E' olsun.

K (t, &) fonksiyonunu ¢ekirdek kabul eden

UG & f) = f FOK(E - x )dt, f €Ly 3.1)

singiiler integralinin diizlemin keyfi noktalarinda (x, &) = (x,, &,) iken yakinsakligi
incelenmistir. Yani (x,¢&) = (xq,&,) iken U(x, &, f) = f(x,) a gotirecek (x,¢)

noktasini ele alacagiz. Eger,

Jim fK(t —x,Hdt=1 {€E (3.2)
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fll((t, Hdt<C KelL,, C = sabit (3.3)

llr? sup |[K(t,§)|=0, 0<é<m (3.4)

0 §<t<m

ise f nin siirekli oldugu her x, noktasinda

plim  UGGEf) = f(xo) 35)

saglanir.
Teorem 3.2.1: K(t, &) fonksiyonunun V¢ € E igin t nin bir fonksiyonu olarak [0, ]
de negatif olmayan ve artmayan olsun. Oyle ki (3.2) kosulunu saglasin ve

Jim K(8,6) =0, (3.6)

olsun. Keyfi x, noktasinda;

x0+h

1
iy | FOde=fGo) . f €L 37)

saglansin. Bu durumda

M x,&) = (x—x9)K(0,&) fonksiyonunun smirli oldugu noktalar kiimesinde

(x,8) = (%0, &) icin

wom U8 f) = f(x0)

dir.
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Ispat:

I, 6) = f FOKE —xE)dt — f(xo)

10, 6) = f FUOK(E —x,)dt — f(xo) + F(xo) f K(t— %, 8)dt — f(x,) f K(t —x,8) dt

s

- f [F() = F)] K(t — x, €)dt + £ (xo)

-1

s

fK(t—x,E)dt -1

-1

(3.2) ozelliginden sag taraftaki ikinci integralin limiti sifirdir. Sadece sag taraftaki

birinci integralin limitinin sifira gittigi gosterilirse ispat tamamlanir.
Yalnizca = < xy < 0 durumunu ele alalim. (3.7) den

Ve > 0icin 3§ > 0 vardir oyle ki
.X'oih

%f [f(t) — flxp)ldt]| < e 0<h<$d

Xo

: )
Varsayalmki § < m+xp, 0 <xp—x < > olsun.

X9—6 Xo+6 T
I, 6) = f + f + f [F(8) — fxo)] K(t—x,&)dt = I + I, + Iy
- Xo—0 Xo+6

é

Xo— s 13
1< KGo—x =88 [ IF© - fGlde<KG.&) [17@ - Faolde

VA 6 Y
LIS KGo-x+86) [ 1F© -l <KG.O [IF® - Faolde

XO+6

Bu yiizden (3.6)’ dan
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lim/; = 0ve lim/; =0 (x, &) = (x0,$0)
x,& x,&

dir. Natanson’un genellestirilmis lemmasindan dolay1

X0

L] <€ J. [x yg&rtq[((t—x,f)+K(x0—x—8,f)]ds
X9—06
Xo+4+0
+£f ngcr 6K(t—x,€)+l((x0—x+6,f)]ds
<ég¢ fK(s,E)ds+2(x0—x)K(0,f)]

Bu yiizden (x, &) noktalar1 (x,, {;) noktalarina yeterince yakin olurlarsa ve ayrica
0 = sup|(xq — x)K(0,&)| ise |I,| < 2e(8 + 1) olur. Bu da teoremi ispatlar. Aralik
(a,b) oldugunda asagidaki teorem ifade ve ispat edilmistir. Teoreme ge¢meden

cekirdekle ilgili tanim1 verelim.

Tanmm 3.2.1: A bir indis kiimesi ve 4, bu kiimenin yigilma noktast olsun. K (t, 1)

fonksiyonuna asagidaki sartlari sagladig takdirde A sinifindandir denir.

a) K(t,A) fonksiyonu, her bir A € A igin t nin bir fonksiyonu olarak tiim reel

eksende tanimlidir.

b) Her bir A € A i¢in

IK(E Dl <M < oo

olacak sekilde bir M sayis1 vardir.

c) Her bir A € A igin K (0, A) sonludur.
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d) < a, b > reel cksenin herhangi bir alt araligin1 gostermek iizere
b

lim fK(t—x,A)dt=1 ,
(x,A)~(x0,20)

a

e) Belirlenmis her y > 0 sayisi i¢in
lim Isule(t, A)Il =0

%o |ys<|e]

dir.

b
L(f;x,A) = jf(t)K(t—x,/l)dt

x €E<a,b >

operatoriiniin (a, b) araliginda siireklilik noktasi i¢in asagidaki teorem ifade ve ispat

edilmistir.

Teorem 3.2.2: K(t, A1) fonksiyonu A smifindan olsun ve |K(t — x, A)| fonksiyonu

her bir A€ A igin t ye gore [a, x,] araliginda azalmayan, [x,, b] araliginda artmayan

olsun. Bu durumda, x, noktast f € L;(a, b) fonksiyonunun siireklilik noktast ise,

lim  L(f;x,1) = f(x)

(x,)~(x0,40)

olur.

Ispat:

8
Xo+ 38 <b, x0—6>ave0§x0—x<golsun.
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f fonksiyonu x, noktasinda siirekli oldugundan, Ve > 0 igin en az bir § > 0 sayis1
vardir Oyle ki [t — x| < & iken |f(t) — f(x0)| < € saglanir. Bu 6zelligi kullanarak
L(f;x,A) ile f(x,) arasindaki farkin limit konumunda sifira gittigini gostermeye

calisacagiz. K(t, 1) fonksiyonunun 6zelliginden yararlanarak

b
IL(F%,2) — f(xo)| = f FIOK(E — x,2)dt — f(xo)

b b b
ff(t)K(t —x,)dt —f(xo)fK(t —x,A)dt +f(xo)fK(t —x,A)dt — f(xg)

b

b
< f F(O) — FGIIKE = x, Dldt + 1 (xo)] f K(t —x, )dt — 1

a

esitsizligi yazilabilir. x4 noktas1 f fonksiyonunun siireklilik noktasi oldugundan, bu

esitsizligi
X9—6 Xo+6 b
L -fal =1 [ + [ + [17© - FGlIKE -2 Dlde
a Xo—6 Xo+6
b

+1f (xo)| jK(t—x,/l)dt— 1

a

=L, )+ L(x,A) + 3(x,4) + 1,(x, )
seklinde yazabiliriz.
Oncelikle I (x, 1) ve I3(x, A) integrallerini ele alalim.
Xo—8

L(x,2) = f F(O) — Fao)IK(E — x, D)ldt

a

olup, |K(t — x,A)| fonksiyonu her bir A € A igin t nin fonksiyonu olarak [a, x,]

araliginda azalmayan oldugundan,
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Xg—6
L(x2) < [K(xg - x — 8,2)] f F(O) — f(xo)ldt

olur. Ayrica 0 < x5 —x < g oldugundan

1)

heen < [k (~3.2)| f I£(6) - Feolde

< ]K(—%A)\ { fb F(0)lde + fb If(xo)ldt}
_ |1<(—

esitsizligi elde edilir. Benzer bigimde, |K(t — x, 1)| fonksiyonu her bir A € Aigin t

)| {1y, + £ 1B - @)

N| O

nin fonksiyonu olarak [x,, b] araliginda artmayan oldugundan,

b
L6 2) < |K (o — x + 6, 1) f F(8) — fxo)ldt

XO+5

IA

k(5.2) fb () — Flo)lde

x0+5

Y { fb F@lde + f If(xo)ldt}

- |K<g'l>| {IlfllLl(a,b) + 1f (xo) (b — a)}

IA
=
/N

bulunur. Simdi ise I,(x, 1) y1 gbz Oniine alalim.
.X'O+5

L(x2) = j £(O) — o)l It —x, )ldt
Xg—0

0

38



olup, x, noktasi f fonksiyonunun siireklilik noktasi oldugundan ve A sinifi

ozelliginden,
x0+8
L(x,A) <¢ f |K(t — x,)|dt < efll((t —x,A)|dt < eM <

x0—5

yazilir. Tiim bu esitsizliklerin kullanilmas1 sonucunda,

LG ~ FGe)l < [ (= 53,2) {1y + FCICD — )

* |K (g'l)| {IlfllLl(a,b) + 1f (xo) (b — a)} + &M
b

FIF Gxo)] f K(t — x 2)dt — 1

a

esitsizligi elde edilir. K(t, 1) ¢ekirdek fonksiyonunun 6zelliklerinden,

L(f;x,2) = f(x0)

lim
(x,A)~(x0,20)

esitligi elde edilir. 0 < x—x < % olmas1 durumunda da ispat benzer bigimde yapilir.

Boylece teorem ispatlanmis olur.
(—00, ) igin de bu teorem asagidaki sekilde ifade edilmistir.

Teorem 3.2.3 Kabul edelim ki K (t, A) fonksiyonu A sinifindan olsun. Eger

f € L1(—, ) i¢in x, noktas: stireklilik noktasi ise, bu durumda

L(f;x,2) = f(x0)

lim
(x,4)=(x0,40)

dir.
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Lebesgue noktasi i¢in asagidaki teorem ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 3.2.4: K(t,A) fonksiyonu A sinifindan olsun ve |K(t — x, 1)| fonksiyonu
her bir A € A igin t ye gore [a, xy] araliginda azalmayan, [x,, b] araliginda artmayan

olsun. Bu durumda, x4 noktasi1 f € L;(a, b) fonksiyonun her bir noktast igin,

lim = L(f;x,4) = f(xp)

(x,2)=(x0,40)

dir.
Ispat:

)
Xo+6<b, xg—6>ave OSxo—x<5 olsun.

Xo noktast f € Lq(a, b) fonksiyonun Lebesgue noktasi oldugundan

1
lim 5 [ 1FGro+ 0 = FCxp)lde = 0
0

ve

1 0
1im—j|f<x0+t)—f(xo)|dt=o
“h

h—0+ h

esitlikleri vardir. Yukaridaki son iki esitlikten ve limit tanimindan Ve > 0 igin

36 > 0 vardir 6yle ki Vh, 0 < h < § igin,

x0+h

| 1r© - rCxwlde < eh 3.9)
Xo

ve

40



f F(0) = f(xo)lde < eh 3.10)
Xo—h

esitsizliklerinin saglandig1 goriliir.

K (t, A1) fonksiyonunun 6zelliginden ve x, Lebesgue noktasi oldugundan

b
IL(Fx, 1) — f(x0)] = f FOR(E - x Ddt — f(xo)

b b b
f FIOK(E — % 1)dt — F(xy) f K(t — 2, D)dt + F(xy) f K(t — x, A)dt — f (x,)

b b
< f F(O) — FGIIKE = x, Dldt + 1 (xo)] f K(t —x, )dt — 1
Xo—08 Xg Xo+6 b
- f + f + f + f (F ) — F K (E — x,D)]de]
a Xo—6 X Xo+6
b

+1f (x| fK(t—x,/l)dt— 1

a

=L, A) + L, A) + 0, A) + 1,(x,A) + Is(x, 1)
esitsizligini yazabiliriz. Bu integralleri teker teker hesaplayalim.
Oncelikle I, (x, 1) integrali i¢in bir esitsizlik elde edelim.

Xo—6

L(x2) = j F(O) — Fo) 1K (E = x, D)ldt

a
-6

< 1K (xo — x — 8, )| f F(O) — fo)ldt
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< ‘K(—g,l)’ jb £ (®) = f(xp)lde

< |k (~3.2) { { [ir@lae+ | If(xO)Idt}

- |« (—§A)| (1f 1l + G B — @)

bulunur. Benzer bi¢imde,

b
I,(,2) = f F(O) — f o) 1K (e — x, D)ldt

x0+5

b
< 1K (xo — x +8,2)| j F(O) — feo)ldt

x0+5

=) f I£(6) - FGeolde

< |k (3.2) {jb F@lae+ | If(xo)ldt}

N | (E A)| {”f”l'l(ab) + 1 f (xo) (b — a)}

IA

=%}

esitsizligi elde edilir.

L(x,2) = f F(O) — F o) 1K (E — x, )] dt

x0—5

olup, (3.10) dan esitsizligin saglandigin1 goéz Oniine alarak asagidaki gibi bir F

fonksiyonu tanimlayalim.

F(O) = f FO) = Fxo)ldy 3.11)
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Burada 0 < x, —t < § iken
F(t) <e(xg—1t)

esitsizligi saglanir. I, (x, 1) integraline kismi integrasyon uygulanirsa,

Xo

|[I,(x, )| < |—=F(xg —6)K(xg —8 —x, 1) + fF(t)dt(lK(t—x,/l)l)

x0—5

< IF G~ o)l [ (~5.2)| + f IFO1 de(IK & = x,2)])
xo—6

0

esitsizligi elde edilir. [xy — &, x,] araliginda d.(|K(t — x,A)|) = 0 olmas1 ve son
esitsizlikteki |F (t)| fonksiyonu ig¢in, (3.11) esitsizliginin kullanilabilecegini gosterir.

Buradan ise

Xo

1L (x, )] < ga|1<(—g,z)| . j (%o — ) de(|K (£ = %, D))

x0—6

olacaktir. Burada tekrar kismi integrasyon uygulanirsa

X0
5 5
|12(x,/1)|355|1<(—§,,1)|+e —6|K<—E,/1>|+ fIK(t—x,A)Idt
xXo—6

0

Xo
=¢ fIK(t—x,A)Idt
Xo—0

0
b

< eflK(t—x,/l)ldt
a

<&M

esitsizligine ulasilmis olur.
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Benzer yontemin kullanilmasiyla I5(x, A1) integrali ise asagidaki gibi bulunur.

x0+5

I, 2) = f F(8) — FGoIIK(E = x, A)ldt

Xo

Bir G fonksiyonu tanimlayalim.

G(t) = f FO) — fxo)ldy (3.12)

G fonksiyonu, 0 < t — x, < & iken
G(t) < e(t—xp)

esitsizliginin saglandigi goriiliir. I3(x, 1) integralinde kismi integrasyon uygulanirsa,

Xo+6
|I3(x, A)| = G(x0+6)K(x0+6—x,/1)+J G(t)d(—|K(t—x,A)|)
5 Xo+6
< 16Co + [k (5.2)| + | 16@Id-IkCE -2

bulunur. Esitsizligin sag tarafindaki integrali géz oniine alalim. [x,, X, + §] araligi
tizerinde |K (t — x, 1)| fonksiyonunun artmayan, dolayisiyla d,(—|K(t — x,4)|) =0
olmasindan dolay1 ve (3.12) esitliginden

x0+5

K(g,l)| +e f (t — xo) do (=K (t — %, D))

X0

[I3(x, D] < €6

olacaktir. Burada tekrar kismi integrasyon uygulanirsa
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XO+6

5 5
|I3(x,A)|S£8|K<E,/’I)|+s —5|1<(§,/1)|+f IK(t — x, D)|dt
Xo

x0+é'

=& f |K(t — x,A)|dt

X0

b
< efIK(t—x,)l)Idt

a

<&M

elde edilir. Biitiin esitsizllikerin kullanilmasiyla

LG 2D — Gl = [K (=5,2)] {1l + U G0~ )

* |K (g'l)| {”f”Ll(a,b) + 1 f (x| (b — a)} + 2eM
b

FIFGeo)] f K(t — x,2)de — 1

a

esitsizligi bulunur.
K (t, A1) fonksiyonunun 6zelliklerinden

)L(f;x,/l) = f(xo)

lim
(x, )~ (x0,A0

esitligi saglanir.

Teorem 3.2.5 : K(t, 1) fonksiyonu A smifindan olsun ve |K(t — x, A)| fonksiyonu
her bir 1 € A igin t ye gore [a, x,] arahiginda azalmayan, [x,, b] araliginda artmayan

olsun ve
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.X'o+6

f lxog — t| |d;K(t —x,A)| < C < o

xo—é'

sart1 saglansin. Bu durumda, x, noktas1 f fonksiyonunun bir d- noktas ise,

L(f;x,2) = f(x0)

lim
(6, )=(x0,20)
esitligi saglanir.
Teorem 3.2.6 : K(t,A) fonksiyonu A smifindan olsun. Ayrica |K(t — x, )|

fonksiyonu her bir A € A ler igin t nin fonksiyonu olarak [a,x,] araliginda

azalmayan, [x,, b] araliginda ise artmayan olsun. f € L,(a, b) igin

1
llli_l:r(l)haﬂflf(xo+t)—f(xo)ldtz0 0<ax<l1
0

esitliginin saglandigi x, noktasinda,
XO+6
| e =%, = xol de + 21K, D1z = ol

XO—6

fonksiyonunun sinirlt oldugu noktalar kiimesinde,

L(f;x,2) = f(x0)

lim
(x,A)~(x0,20)

esitligi dogrudur.
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Ispat:

)
Xo+6 <b, x0—6>ave03x0—x<zolsun.

[1Cx, D] = IL(f5x,4) = f (x0)]
tanimini yapalim.

K(t,A) fonksiyonunun ozelliklerini ve x, noktasi, f € L,(a,b) fonksiyonunun

genellestirilmis Lebesgue noktasi oldugu diisiiniiliirse,

b
11(x, 1) = f FOIK(E — 2, Dldt — f(xo)

b b b
f FOIK(E — % Dldt — f(xo) f Kt — x, Dldt + £ (xo) f K (t — x, Dldt — f(xo)

b

b
< f F(O) = FGIIKCE = x, Dldt + 1 (xo)] j K(t —x )dt — 1

XO+5

= ’7'8_'_ jo+j + f If (&) = f(x)IK(t —x,A)|dt
a Xo-8 Xo  Xo+6

b

FIFGeo)] f K(t—x 1)dt — 1

a

=LA+ L(x,A) + (x, 1) + 1,(x,A) + I5(x, 1)
esitsizligini yazabiliriz.
Simdi bu integralleri ayr1 ayr1 hesaplayalim.

x0—6

L(x,2) = f F(D) — F o) 1K (E — x, D)ldt

a
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|K(t — x,A)| fonksiyonu her bir A € A ler i¢in t nin fonksiyonu olarak [a,x,]

araliginda azalmayan oldugundan

x0—6

L(x, ) < |K(xo — x — 8,2 f F(6) = fxo)ldt

olur. Ayrica 0 < x5 —x < goldugundan

x0—6

heen < [k (-5.4)] j F@ - fGolde

<k (-3.2 |{f|f<t)|dt+f|f(xo>|dt}
=

Nloo

)| (1 1y + 1F G = )

bulunur. Benzer bi¢imde,

b
I,( 2) = j F(O) — f ) IK (e — x, D)ldt

XO+6

b
< 1K (xo — x + 8, f F(O) — fo)lde

.X'(]‘|'(Sv

<k (3.2) jb £ = fGro)lde

<[k (3.2) {f|f(t)|dt+f|f<xo)|dt}

- | (E'A>| {llfllLl(ab) + 1f (xo) (b — a)}

>

esitsizligi elde edilir.
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L(x2) = f F(O) — o)l [K (¢ — x, D)ldt
Xo0—0

0

olup, genellestirilmis Lebesgue noktasi tanimini kullanirsak;

Ut = f F ) — £ xo)ldy

fonksiyonu tanimlayalim. x, — t < § iken
U(t) < e(xy — t)**?

esitsizligi saglanir. I, (x, A) integralinde kismi integrasyon uygulanirsa,

X0

I, )| < |-U(xg —8)K(xg—6 —x,4) + jU(t)dt(IK(t—x,A)I)

x0—6

< W - o)l (~5.2)[+ jow(t)ldtux(t—x,wn
xo—6

0

esitsizligi elde edilir. Buradan da

Xo

K(—g,l)| re j (o — ) d, (IK (¢ = x, D)

x0—8

11,(x, D] < 6%+

olacaktir. Esitsizligin sagindaki integralde tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,
6
K (—5,,1)| +e(-oen

k(-3

+e| (¢ +1) f(xo—t)“ll((t—x,/l)ldt
)

Xo—

I, (x, )] < &5
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Xo
1L, )| <el(a+1) (xo — % K(t —x,A)| dt
-5

X0

esitsizligine ulagilmis olur.

Xo
12,1(x,ﬂ) = (xo - t)alK(t_x,/l)ldt
)

Xo

diyelim. |K(t —x,A)| fonksiyonu her bir A € A ler igin t nin fonksiyonu

olarak [a, x,] araliginda azalmayan oldugundan;

Xo
at )= [ { var_ IKG =521+ Ko = 6 = x, D1} (o — 0°de
x0—6 ° o
Xo Xo
= f var tIK(s —x, )| (xg —t)¥dt + |[K(xg — 6 — x, )| (xo — t)%dt
Xg—OSS=<
xO—S ° x0—6

esitligi elde edilir. Burada esitligin sag tarafindaki birinci integralde s —x =z

degisken degistirmesi yaptiktan sonra z yerine s yazilirsa;

Xo—X Xo
L (x,2) = f Lvar |K(s, D] (xo —x —t)*dt +|K(xo — & — x, )| J (xo — t)%dt
xXg—x—6 ° x9—6
0

= j var tIK(s, M| (xg —x — t)%dt

Xg—X—38<S<

Xo—Xx—6
Xo—X Xo
+ J var |K(s,A)|(xg —x —t)%dt + |K(xg — 5 — x,1)| f (xo — t)*dt
Xo—X—0Sssst
0 XO_6

elde edilir. Birinci ve ikinci integrallerdeki varyasyonlu ifadeler acilirsa;
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0
L1 (1) = f K D) = 1K (o — 8 — x, D] (xo — x — )7t

Xo—Xx—06

+|K(xg — 8 — x, )| f(xo—t)“dt
Xg—6
+f [IK(0,A) —K(xg —6 —x,A)| + |K(0,1) — K(t, D|](xg — x — t)*dt
0 Xo—X
= f |K(t,/1)|(x0—x—t)“dt+2|K(0,/1)|f (xo —x — t)%dt

Xo—Xx—06

o

0 Xo—X
—|K(xg — 8 —x,1)| f (xg —x —t)%dt + f (xg —x —t)%dt
Xog—X—06 0

Xo—X X0

—f |K(t, V)| (xg —x —t)*dt + |K(xg — 6 — x, A)| f(xo—t)“dt
0 )

Xo—

bulunur. Burada gerekli diizenlemelerin yapilmasi ile

0 Xo—X

ha )= [ K@D - 0%t = [ 1K@ - x = e

Xo—Xx—6 0

Xo—X

+2|K(0,)|(x — x0)*™ — |[K(xg — 6 — x,2)| J (xo — x — )%dt

Xg—Xx—6

Xo
+|K(xg — 8 —x,1)| f (xo — t)%dt
xXo—6

0

esitligi elde edilir. Son esitlikteki birinci ve ikinci integral toplanirsa
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Xo—X

IL;(x, ) < J. |K(t, )| (xg — x — £)*dt + 2|K(0, )| (x — x5)**?

Xo—Xx—06

X0 X0
+|K(xg — 8 — x,4)| f (xo — t)%dt — f (xo — t)%dt
Xo—0 Xo—0

0 0
xO—x
- f 1K (6, )] (o — x — ©)%dt + 2K (0, D] |x — x|«
Xo—Xx—6

esitsizligine ulagilmis olur. Sonug olarak

21K (0, D)[|x — xo|**?
a+1

X0
I1(x, 1) < |K(t — x,A)|(xy — t)*dt +
-5

Xo

olur. O halde tamamiyla esitsizlik yazilirsa

Xo
IL(x, )| <es(a+1) |K(t —x, )| (xo — t)%dt + 2|K(0,1)||x — x| **?
-5

Xo

esitsizligine ulasilmis oldu. Benzer yontemin kullanilmasiyla I5(x, A) integralini de

bulabiliriz.

x0+8

I(x, 2) = f F(O) — Fo) 1K (E — x, D)ldt

Xo

olup, yine genellestirilmis Lebesgue noktasi tanimini kullanarak

V() = f FO) — f o)l dy

burada t — x, < § iken
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V(t) < et — x9)**!

oldugu goriilir. I3(x, A) integralinde kismi integrasyon uygulandiginda

Xo+6
1 Ge D) = [V (xo + 8K (xo + 6 — x, )] ] V(O d (Kt — x D))
Xo+6
< IV(xo + O)IIK(xo + 6 — x,1)] — f VOlde (1K — % D))

esitsizligi elde edilir. d.(|K(t —x,A)|) ifadesinin [xy, x, + &] araligi {izerinde

negatif olmamasindan ve V(t) nin 6zelliginden

X'O+6

1306, D] < e6 K (xo +6 —x, D] — ¢ J (t = x)** d (IK(t — x, D)

Xo
olacaktir. Esitsizligin sagindaki integrale tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,

1306, )| < €6 HK(xg + 6 —x, )| + (=6 K (xg + 6 — x, 1))

X0+6

te(a+1) J (t = x0)® |K(t — x, )| dt

X0+6
=¢e(a+1) J (t —x0)%|K(t —x,A)|dt
Xo
esitsizligine ulagilmis olur.
XO+5
G = [ (6= 5K -5, 2)lde
Xo
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tanimmi yapalim. |K(t — x,A)| fonksiyonunun [x, x, + 6] araliinda artmayan

olmasindan dolayz,

x0+é'
G = [ {_var, K =2+ KGo+6 = x DI e~ xo)e
<s<X,
Xo
x0+é'
_ _ _ a
= f tss@gorwll((s x, M| (t — xo)%dt
Xo
x0+é'
+|K(xg +6 —x,1)| f (t — xp)%dt
Xo
XO+5
- j 1K (e — 2, )] — K e + 6 — x, DI (¢ = x0)%dt
Xo
x0+<§'
+|K(xg +6 —x,1)| f (t — xp)%dt
Xo
x0+<§'
- f IK(t — 2, )] (¢ = x0)%dt
Xo
bulunur. O halde
x0+6

II3(x, )] <e(a+1) f (t—x0)*|K(t —x,A)|dt

elde edilir. Hepsinin ortak yazilmasiyla
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166 D1 = {1, + 17 GNE ~ )} [ (~5.2)] + [k (5.2)|}
Xo+8 b

+e(a+1)f (t —x0)* |K(t — x, D)|dt + |f (x0)] fK(t—x,/l)dt—l

a

+ed(a+1) f |K(t, )| (xo — x — £)%*dt + 2|K(0, D)]|x — x|%*?
Xg—Xx—6
= (Il + I~ D} (<5.2)| + ] (5.2)
Xo Xo+6
+e(a+1) |K(t —x,)|(xo — t)*dt + f |K(t —x,)|(xy — t)*dt
Xg—6 Xo

b
+2e|K(0,)||x — x0]|** + | f (x)] jK(t —x,A)dt — 1

a

< (1l + 110 — )} {[K (~5.2)] + |1 (5.2

XO+5

+ed(a+1) |K(t —x, D]t — x0|%dt + 2|K(0,)]|x — xo|**?
xO—(S

b

I Gxo)| f K(t — x,2)de — 1

a

esitsizligine ulasilmis olur. K(t,A) fonksiyonun ozellikleri ve teoremin sartlari

dikkate alinirsa
XO+6
| e =% = wolde + 21K 0, DIz = xol
XO—6

fonksiyonunun sinirli oldugu noktalar kiimesinde

lim  L(f;x,1) = f(x)

(x,l)—)(xo,l())
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yakinsamasi vardir. Bu da ispati tamamlar.
(—o0,00) araliginda Lebesgue noktasindaki yakinsaklig: ile ilgili asagidaki teorem

ifade edilmistir.

Teorem 3.2.7: Kabul edelim ki K(t,A) fonksiyonu A smifindan olsun. x, noktasi
f € Ly (—0o0, ) fonksiyonunun bir Lebesgue noktasi olsun. Bu durumu saglayan x,

noktast igin

.y
lim 5 [ 1FCro+ 0 = FCxp)lde = 0
0

ve

1 0
nm—j|f<xo+t)—f(xo)|dt=o
“h

h—0t h
olsun. Bu durumda

lim  L(f;x,1) = f(x)

(x,1)~(x0,40)

dir.
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4.SONUCLAR

Bu calismada Konvoliisyon tipli integral operatorlerinin kendisini olusturan, L
Uzayindaki fonksiyonlara, d- noktasina, siireklilik noktasina, Lebesgue noktasina,
genellestirilmis Lebesgue noktasina noktasal yakinsakligi incelenmistir. Ayrica iki
parametreye bagli integral operator aileleri i¢in yakinsakligi i¢in de bazi ¢alismalar

verilmistir.
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