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Bu tez be bolimden olgmaktadir. Birinci bolim gig icin ayriimstir. ikinci
boliumde temel tanim ve kavramlar verigtii Uclincli bolimde konvoliisyon tipli
olmayan integral operatorler ailesinip ve L, uzaylarindaki karakteristik noktalarda
yakinsaklgl ve yakinsaklik hizi verilngiir. Dérdinct bolimde konvolisyon tipli
olmayan non-lineer integral operatorler ailesinakigsim 6zellikleri incelenmytir.

Son bolum olan ynci bolim ise sonuglar igin ayrilgtir.

Anahtar kelimeler: Yaklasim, Noktasal Yakinsaklik, Yakinsaklik Hizi, Cekikge
Lineer Olmayam@ilerintegral, Lebesgue Noktasi
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CONVERGENCE and ORDER of CONVERGENCE at CHARACTERIS
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Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Sevgi ESEN
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This thesis contains five chapters. First chageteivoted to the introduction. In the
second chapter, some fundamental definition andcequs are given. In third
chapter, some approximation theorems concerningtp@e convergence and its
rate at some characteristic points for a class aif-gonvolution type integral
operators inL; andL, spaces are studied. In fourth chapter, some appadion

properties concerning pointwise convergence andrdats at some characteristic

points for a class of non-convolution type nonlineegral operators are given.
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1. GIRIS

Yaklasimlar teorisi, fonksiyonlar teorisinin en 6nemliaalarindan birisidir. Bu
teorinin amaci; fonksiyonlar uzayini eturan elemanlara yada fonksiyonlara
herhangi bir yaklgmin varlgini géstermektir. Yani verilen bir fonksiyonu, daiya
Ozelliklere sahip olan bir fonksiyonlar dizisininmiti biciminde bir gosterimi
bulmaya calkmaktir. Busekilde olgturulan dizinin verilen fonksiyona yalglani s6z
konusu oldgundan bu dizi verilen fonksiyona yakinsar veya gakldenir. Bu
yakinsama duzgun veya belirli bir noktada olabigeagibi belirli bir normda da
olabilir. Dolayisiyla olgturulan dizinin iyi 6zelliklere sahip olmasi gerekiBu tir

iyi 6zelliklere sahip olan dizilere 6rnek olarakbasel ve trigonometrik polinomlar,
tam fonksiyonlar ve ayrica bir bélgeninsghda 6zde olarak sifir olan fonksiyonlar

verilebilir.

Yaklasim teorisi ayrica operatorler yardimiyla da ortegaulabilmektedir. Bilindgi
gibi operatorler fonksiyonlari, fonksiyonlara dd@tiiren ve iki fonksiyon uzayi
arasindaki igkiyi veren yapilardir. Dolayisiyla operatorler hedegiskenlerden
hemde fonksiyonlardan ajmaktadir. Bu durum yakjan teorisinde oldukca
kolaylk salar. Ozellikle lineer pozitif operatorlerin kendisiolusturan fonksiyona
yakinsaklgini gosterme problemi, yaklan teorisinin dnemli bir problemi olngtur.
Cunku fonksiyonlari yakktiran en basit yapilar lineer pozitif operatérlerin
yardimiyla tanimlanabildinden son kirk yildir yakkamlar teorisindeki ¢cagmalar

lineer pozitif operatdrler icin ygunlasmistir.

Yaklasim teorisinin dger problemlerinden biri ise lineer pozitif operddin 6zel bir
hali olan pozitif c¢ekirdekli lineer integral opedaerin kendisini olgturan
fonksiyona yakinsak@i problemidir. Bu tir operatorlerin  yakinsakha ait
teoremler bircok matematikci tarafindan ispatlagimi Bu matematikcilerin en
onemlileri, Lebesgue, Fejer, Jacson, Valle-PusBimisson, Weierstrass ve Gauss
olarak gosterilebilir. Genellikle bu matematikcitercalismalari konvolisyon tipli
integral opertorler ailesinin yakinsagklilizerine olmgtur. Daha genel teoremler ise

Romanowski, Faddiev, Natanson, Mamedov ve Hacigeafihdan ispatlanrmtir.
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Fakat konvolisyon tipli integrallerden farkli oll&rabu tipte olmayan integral
operatorlerin yakinsalg problemi ¢ok incelenmentir.

Bu tezde konvollsyon tipli olmayan integral oper&o0 ailesinin L; ve L,

uzaylarinda olan ve olmayan fonksiyonlara noktga&insakIgl incelenmitir. Daha
onceki calgmalar integrallenebilen fonksiyonlarin noktasal yslaklgl Gzerine
olmustur. S. ESEN'de bu c¢amalari daha gesleterek L; ve L, uzaylarinda
olmayan vep agirlik fonksiyonu ile bolimiL, ve L, uzaylarinda olan fonksiyonlarin

karakteristik noktalarda yakinsaklive yakinsaklik hizini incelestir.

Bu calsmanin ikinci boliminde gerekli olan temel tanimkayramlar verilmgtir.
Ayrica integrallenebilir fonksiyon uzaylari ayrimtoir sekilde anlatilmg ve bununla

ilgili 6zellikler verilmistir.

Calsmanin Ug¢unct bdoluminde konvolisyon tipli olmayanegnal operatorler
ailesinin, oncelikle L; uzayinda olan ve olmayan fonksiyonlara karakti&rist
noktalarda yakinsaklik ve yakinsaklik hizi incelggim Daha sonra ise bu tir

operatorler ailesininL, uzayinda olmayan fonksiyonlara karakteristik nizitia

yakinsaklik ve yakinsaklik hizi verilgtir.
Doérdinct bolimde de hem lineer hemde konvolusygh tlmayan integral
operatorler ailesininL; uzayinda olan fonksiyonlara noktasal yakingakive

yakinsaklik hizi verilstir.

Son bolum olan ynci b6lim ise sonuglar kismi igin ayrilgtir.

1.1 Kaynak Ozetleri

Bu tez hazirlanirken temel tanim ve kavramlar knstal A. Haciyev'in * Deltasal
Cekirdekli integral Operatorler Ailesi ve Yaklan Teorisi’ adli lisansusti ders

notlari ve R. G. Mamedov'un * Fonksiyonlarin Line@peratorlerle Yakinsalgdr



adl kitabi temel alinarak 1. P. Natanson’un ‘ Theof Functions of a Real Variable’

kitaplarindan faydalanilngiir.

Uclincii bolumde A. D. Haclyev'in © On The Order arvergence of Some Class of
Singulars’ cakmasi, yine A. Haciyev'in * Deltasal CekirdeKintegral Operatérler
Ailesi ve Yaklgim Teorisi’ adli lisans ustl ders notlari, R. G. iv=dov’'un
Fonksiyonlarin Lineer Operatorlerle YakinsgKladli kitabi ve S. Esen’in doktora

calismasindan yararlanilstir.

Dordunciu bélimde R. G. Mamedov'un ‘ On The OrdeCohvergence of Singular
Integrals in Generalized Lebesgue Points anfl,(*,c) makalesinden
yararlaniimg ve H. Karsl’nin * On Approximation Properties hon-Convolution

Type Nonlinear Integral Operators’ adli gatasi incelenngtir.

1.2 Calsmanin Amaci

Konvoliisyon tipli olmayan integral operator ailéhén noktasal yakinsaldi ve

yakinsalik hizi incelenrtir. Ayrica konvolisyon tipinde olmayan nonlineatagral

operatdrlerinde yakinsaklik 6zellikleri verilgtr.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanimlar

Tanim 2.1.1:V # @ ve K da bir cisim olsunl/ de bir i¢ flem@®:V xV — V ve bir

dis islem ©: K x V — V seklinde tanimlansin. ger aagidaki sartlar sglaniyorsa,

bu islemlerle birlikteV ye K Uzerinde tanimliineer uzayveyavektor uzaydenir ve

V,®, (K, +,.),®) ile gosterilir.

1) (V,®) degismeli gruptur. Yani hex,y,z € V icin ssagidakisartlar sglanir.

a,) x®yev

a,) x@(y®@z) = (x®y)®z

as) x®0 = 6@x = x olacaksekilded € V dir.

a,) x®(—x) = (—x)@x = 0 olacaksekilde (—x) € V dir.

as) x@y = y®dx

2) Herx,y € V vea, B € K olmak Uzere gagidakisartlar sglanir.

b;)a®x eV

b;) aO(x®@y) = (aOx)@(aOy)

b3) (a + B)Ox = (aOx)®(BOX)

by) (aB)Ox = aO(BOX)

bs) e©x = x dir. Buradas sayisI,K nin birim elemanidir.
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Yukaridaki b; ) sartinda + islemi, sitligin solundaK daki toplamayi; gtligin
sazindaki @ islemi iseV deki toplamayi belirtmektedib,) deki carpmasiemleride
ayni anlamdadir. Tanimdan agildigi tUzere lineer uzay, cimlesi ve sirasiyld) ve

2) sartlarini sglayan toplama ve skalerle carpmgkemlerinden ibarettir.

Tanim 2.1.2: X bir lineer uzay olsun]| [|:X - R fonksiyonununx € X deki

degerini ||x|| ile gosterelim. Eer bu fonksiyon icin

a) |lx| = 0

b)|Ix=0=x=286

¢) llax || = |alllx|l

d) llx + yll < llxll + [yl

sartlari sglaniyorsal| || fonksiyonunaX Uzerinde bimorm denir. Eger bir lineer

uzay Uzerinde norm tanimlangsa bu uzaya normlu uzay denir@& || ||) seklinde

gosterilir.

Tanim 2.1.3: X ve Y iki fonksiyon uzayi ( bu uzaylar ayni skaler cisimerinde

taniml lineer uzaylardir ) olsun.

L:X->Y
foL(f)=g

donisimune operatdr denir. Gosterim olaralk.(f) = g yerine L(f(t); x) = g(x)
veya L(f;x) = g(x) kullanilir. Bu operatorin lineer olmasi isga@daki gibidir.

Her a, f skalerleri ve hek,l € X igin

L(ak + B1) = aL(k) + BL()

esitli gi saglaniyorsal operatOrinéineer operator denir.
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Tanim 2.1.4: Xt ={feX:f =0} ,Y*={geVY:g =0} fonksiyon siniflarini
tanimlayalim. Ber X uzayinda tanimlanmiL lineer operatoriX™ kimesindeki
herhangi birf fonksiyonunu pozitif fonksiyona dosiiiriyorsa o taktirde bu lineer
operatéreLineer Pozitif Operatérdenir. f > 0 oldusunda L(f;x) =0 dir. Ozel

olarakL(0; x) = 0 oldugu gorultr.
Lemma 2.1.1:Lineer pozitif operatdrler monotondur.
Ispat: Hert icin £(t) < g(t) iseg(t) — f(t) = 0 dir. L lineer oldgundan

L(g(®) — f(t);x) 2 L(0;x) =0
ve yineL lineer oldgundan

L(g();x) —L(f(t);x) =0
dir. Dolayisiyla

L(g(t);x) = L(f(t); x)
bulunur. Sonug olarak/t icin f(t) < g(t) ise L(f(t);x) < L(g(t);x) dir.Yani
blyluk olan fonksiyonun operator altindaki gorintiestbuydktir. Bu 6zelie
operatdriin monotonluk 6zellidenir. Ayrical operatdriiniin monotorgundan yada
pozitifliginden

—Ifl < f <Ifl = L=If®x) < LF(@©);x) < LU x)

ve L nin lineerlginden

—L(f;x) < L(f;2) < LAfLx) = [L(f;0] < LOS] %)



yazilabilir. L lineer opertérinin Bka bir 6zellgi ise Vt icin f(t) < 0 ise—f(t) =
0 olup L lineer oldgundan L(—f(t);x) =0 ve yine L lineer oldgundan
—L(f(t); x) = 0 dir. BuradarL.(f(t); x) < 0 elde edilir. Yanivt icin

fO<0=L({f);x)<0
elde edilir.
Tanim 2.1.5: (X, || |lx) ve (Y,| |ly) normlu lineer uzaylar vd.:X — Y lineer
operatOr olsunD(L), L lineer operatorinin tanim kiimesi olmak Uzexec D(L)
icin

ILCOlly < Mllxllx (2.1)
olacaksekilde M > 0 sayisi varsa lineer operatorinsinirli lineer operatédenir.
Yukaridaki sinirlihk kavrami bilgimiz sinirhlik kavramindan farkhdir. Reel glexli
operatorlerde (fonksiyonlarda) fonksiyonun sinalimasi gortntt kiimesinin sinirli
olmasi demektir. Fakat bu durum operatorler icigegk desildir. Ornegin f:R - R,

f(x) = x donkUMUNG gdz 6ndne alalim

If GOz = 1f GOl = |x] = llxllzr < 2llxllr

olup f operatori (2.1) anlaminda sinirlidir. Arfidonksiyon olarak sinirli dgdir.

Cunklvx € R icin |f(x)| < M olacaksekilde M > 0 sayisI bulunamaz.

Ornek 2.1.1: (Cjoap. 1l lleo) Ve (R, | |) iki normlu uzay veL:Cjo1) = R, L(f) =

f (1) seklinde tanimli. dongumu sinirl lineer operatdrddr.

Oncel nin lineer oldgunu gosterelimva, B skalerleri vevf, g € Clo,17 iGN

L(af +Bg) = (af + Bg)(1) = af (1) + Bg(1) = aL(f) + BL(g)



oldugundanL lineerdir.f € Cjo 1) keyfi olsun.

1L [=1f D] < supllf(x)l = Ifle

0<x=<
O haldeM = 1 igin ssitsizlik saglandigindanL sinirli lineer operatordar.
Simdi (2.1) den

ILCOly

llxllx

<M (x # 0Oy, Ox: X uzayinin sifiri)

yazilabilir. Buradan

llx1lx

{||L(X)||y (X # 0y, x € D(L)}

kimesiR de sinirhdir. Bu kiime dstten sinirli olup bu kimmedst sinirlarinin en
kicigl vardir. Dolayisiyla kiimenin supremumu sifirdarklfdir ve sifirdan farklx

ler icin bir reel sayidir. Bu reel salyl || ile gosterilir.

L(x
= sup 1Oy
xeD(L) [1x||x
xiex

dir. Buradaki ||L]| sayisinaoperatoriin normudenir. Supremumun 6zellnden

dolayidavx € D(L) igin

ILCONly < NLIHIxlx

esitli gi (2.1) den dolayi yazilabilir.



Lemma 2.1.2:L: D(L) € X — Y sinirli ve lineer operator olsun. Bu durumda

1)
IL]l = sup [ILCO]ly
llxllx=1
2)
L)l
LIl = sup ———
x€D(L) (B4
x::GX,

ifadeleri birbirine denktir ve bu dégiimler norm aksiyomlarini gkar.

Ispat: Bu ifadelerin birbirine denk oldunu gdsterelim.

1
IL]| = sup
x€D(L) (B9
x::GX,

NLCOly

normun 6zellginden

1

llxlx

L(x)

= sup
x€D(L)

xiex, Y

dir. L lineer oldgundan

()

= sup
x€D(L)
x#ex,

Y

X

llxllx

yazilabilir. Buradd’ = ( )ve||y||X = 1 alinirsa bu durumda

ILIl = sup [IL(Ily = sup (Ll

lyllx=1 llxllx=1

elde edilir.Simdi norm 6zelliklerine bakalim.
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Ny |[L]l =0 L =0 midir?

IL]| = 0 & Vx € D(L), x # 6y icin ————
[l | x

L@y _

© Vx € D(L),x # Oy icin ||L(x)|ly =0

© Vx € D(L),x # OBy icin L(x) = 6y

o Vx € D(L),x # Oy icin L =0

N2) [IAL]] = [A[IIL]] midir?

IAL]l = sup
xepw) llxllx xepwy  lxllx
x:#@x, x#@x,

N3) [|T + L|| < |[T|| + ||L]| midir?

(T + L)) lly
IT + LIl =
X€D(T)ND(L) Il x
xiex,
- TGOy + IILCly
"~ xeD(T)ND(L) Il x
xi@x,
Tl - 1@l
"~ xeD(T) Il x x€D(L) Il x
X$9X, x#ex,
< ITIl + Ll

elde edilir kisu halde ispat tamamdir.

10
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Tanim 2.1.6: X ve Y normlu uzaylarL: X - Y lineer operatdr olsuxe > 0 igin

3§ > 0 bulunabilir dyle Ki||x — x,||x < & sartini sglayanx € D(L) icin

IL(x) — L(xo)lly <€
iseL operatoriner, da sureklidirdenir.
Lineer operatérlerin daha 6nce verilen anlamdarlgigii ile surekliligi arasinda
onemli bir iliski vardir. Bu kavramlar ggidaki teoremden anddacasl gibi birbirine
denktir.
Teorem 2.1.1:X veY normlu uzaylad.: X — Y lineer operator olsun.

1. L nin surekli olmasi i¢ir= L nin sinirli olmasidir.

2. L bir noktada stirekli is& in tamaminda streklidir.

2.2.Ly(D) Uzaylar

Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyon Uemay genellikle L harfiyle

gosterilir.

Kabul edelimkiD kiimesi(—o, ) reel ekseninin sonlu veya sonsuz (yani sInirsiz)
bir alt aralgl olsun. YaniD = (—o,»), D = (a,»), D = (—,b), D = (a,b)

tipindeki bir aralik olabilir1 < p < oo olmak lGizere

f FCOIPdx < oo

D

kosulunu sglayan tlm Olcllebilir fonksiyonlar sinifina, (D) uzayi denir. Bu

durumdaf € L, (D) dir. L,(D) uzayi lineer uzaydir. Yani

11



a) f,g € L,(D) isef + g € L,(D)
b) A € R,f € L,(D) iseAf € L,(D)
dir. Gergektenf, g € L, (D) igin
(f ) +g@)IP) < (f () + g(x)DP
< (Zmax{lf ()], 1g ) DP
< 2P(f P + 1g()IP)

bulunur. Her iki tarafin integrali alinirsa

j(V@lﬂﬂ@?ﬂxﬁ?<1~V@WWW+fIMﬂWM)<m
D

D D

elde edilir ki buradary + g € L,(D) dir. Diger yandanl € R, f € L,(D) olmak

uzere

fuwmmw=ﬁf<mmmw<w
D

D

elde edilir ki buradanlf € L,(D) oldugu gorilur. O haldd.,,(D) uzayi bir lineer

uzaydir.
L, (D) uzaylarip = oo iginde tanimlanabilir.
Tanima gord.., (D) uzayinin elemanlar 6l¢ilebilir ve dlcima sifiewlbirD; ¢ D

kiimesinin dginda sinirh kalan fonksiyonlardir. Yar; kiumesi olculebilir ve

Olcima sifir olan bir kiime olmak lGzergee
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sup [f(x)] <o
xED\D1
mes(D1)=0

sartl sglaniyorsa f € L., (D) dir. Burada mes(D,), D, kimesinin Lebesgue

Olculumudur. Bu uzaya kisaesash sinirliuzayda denir ve yukaridakart
esssup|f(x)| < oo
X€ED

olarakta gosterilir. Burada esssup; “ essentialresupm” un kisaltilmgidir ve D

kiimesi ise Ol¢usu sifir olan kiimenigidir.
Aciktir ki L, (D) uzayida bir lineer uzaydir.

L,(D) uzaylarinda da norm tanimlanabilir ve tanimlanannorma goreL,(D)

uzaylarinormlulineer uzaylardir Simdi bu uzaylar Gzerindeki normu tanimlayalim.

Tanim 2.2.1:f € L,(D) vel < p < o olmak lizere bu uzaylarda norm

1

P
If L,,<D>=< | If(x)l”dx) 2.2)
D

seklinde tanimlanir.Ayrica = oo i¢in bu norm

Il Lop) = esszlll)plf(x)l (2.3)

ile tanimlanir.

Bu tanimlamalarin norm olgunu gostermek igin norm aksiyomlarininglseamasi

gerekir.Simdi bu aksiyomlara bakalim.
a) Vf € L,(D) isel|f]| Lp(D) = 0ef=0
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by VA€ R,Vf € L,(D) isellAf |l .,y = 2SI 1,0
c)Vf,g € L,(D) ise|lf + gl| Lpy(D) = £l L, t llgll Lp(D)
Bu sartlar sglaniyorsaL,, (D) normlu uzay olur.

Hatirlatalimki

f FOOPdx =0 f =0

D

dir. Yani bu integral dl¢isu sifir olan kimeidda sifirsgf hemen hemen her yerde
sifirdir. Bildigimiz gibi 6lcimu sifir olan kiime Gzerinde Lebesgukegrali sifirdir
ve integral sifirsa o fonksiyon hemen hemen hedeeifirdir. Ayrica hemen hemen
her yerde gt olan iki fonksiyonun integralidesdtir. Bu nedenle hemen hemen her
yerdef = g = f~g ile bir denklik bgintisi olyturursak bu denklik antisi L, (D)
uzayini denklik siniflarina ayirir. Buna gére hemteemen her yerdesi¢é olan
fonksiyonlar birbirine gttir. Buna gore denklik sinifiyla ginuldiginde normun
birinci sarti s&lanms olur. Normun ikincisarti aciktir. Uglincisart! ise gagida
tanimlanan Minkowsky gsizligi ile sglanms olur. O halde (2.2) ifadesi bir
normdur. Benzegekilde (2.3) ifadesi de bir normdur.

Tanim 2.2.2:p > 1 olmak Uzere:;+$ = 1 sartini sglayan q icin L,(D) uzayina

L, (D) uzayinineslenik uzaydenir.

Tanim 2.2.3:1 <p < 00,—00 < a < b < o ve p nin slenik sayisig olsun. Yani

%4_ % = 1 olsun.f € L,(a,b) veg € L,(a, b) olmak tizere

1 1
q

b b b
f F(0)g(0)ldx < f IF GO Pdx f g (0)l7dx

14



veya
Wfgll yapy S NfI ipapy) gl o
esitsizligine Holder Eitsizligi denir.
Tanm 2.2.4:p>1,-0<a<b<owvef,g€ L,(D) olmak lizere

b P b %) b
flf(x)+g(x)l”dx < flf(x)lpdx ; j|g(x)|qu

veya
If + 9l Ly@py < Wl Lyamy + G Lyam
esitsizligine Minkowsky Eitsizligi denir.

Tanim 2.2.5:p > 1,—0 < a < b < o vef iki degiskenli ol¢ulebilir bir fonksiyon

olmak lUzere

k=11

1

b

| f FGoydy| dx f f fy)Pdx | dy

a

esitsizligine Genellgtirilmis Minkowsky Fitsizligi veya Minkowsky Integral

Esitsizligi denir. Bunun anlami ise

If

dir. Yani integralin normu, normun integralinderckit veya gittir.

Ly(ab) < f WFI Lyam)

15



2.2.1.D Sonlu Aralik Oldugunda L, (D) Uzaylari

L,(a, b) uzaylarinin 6zellikleriD nin sinirli veya sinirsiz olmasina goregigebilir.

Kabul edelimkia < b sonlu sayilar olmak tzerB = (a,b) olsun. Bu durumda

Holder gitsizligini g(x) = 1 durumunda kullanirsak

1 1

b
1

b b
[irpax < | [irwax | | [ dx] =171l @n® - o0

a

elde edilir. Buda gosterirki

1
W 2sapy < NI 2y camy (B — )9

dir. Bu sitsizligin sg tarafi sonlu ise yanf € L,(a,b) ise sol tarafida sonludur.

Buradanf € L,(a, b) dir. Buise hep > 1 icin
L,(a,b) c Lyi(a,b)

oldugunu gosterir. Ayrica

b b
| If(x)lpde<esssupr(x)I> [ @ ) = IF1 o0 = @

X €[a,b

esitsizliginden hep > 1 igin
Ly (a,b) € Ly(a,b)

oldugu gortlur. (2.4) ve (2.5)sésizliklerinden
Ly (a,b) € Ly(a,b) c Ly(a,b)

16
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elde edilir. (2.6) gosteriyor Kia, b) sonlu oldgunda L,(a, b) uzaylarinin iginde en

genk uzay L, (a, b) uzayidir. En dar uzay isk, (a, b) uzayidr.

Simdi p, > p; = 1 oldusunu kabul edelim. Bu durumd%z— >1vep = % denilirse,
1 1

%+$ =1 deni = % elde edilir. Kabul edelimkip € L, (a,b) olsun. Holder
2
esitsizliginde |f (x)| = lo(x) [P, g(x) = 1,p = %veé = % alinirsa
1 2
Py p2=D1
b b Dy P2 b P2
[loorax<( [locoreax )| | [ ax
a a a
Py
b P2
P2—P1
- [locor=ax) G- 7
a
elde edilir ve buradanda
1 1
b p1 b D2
P2—DP1
[l ax | <( [loerax| @-a 7
a a

oldugu gorular. Yanip, = p; = 1ise

P2—DP1
lelle, @b < lell,,@p (b—a) Pz
dir yada bgka bir deysle p, > p; = 1 ise
L,,(a,b) c L, (a,b)

dir. Bu durum gosteriyork{a, b) sonlu aralik olmak Uzerg,(a, b) uzaylarip ler

kiculdikce genlemektedir. Yani yukaridaki sonuglarla birlikbe > p, icin
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Lw(a,b) € Ly, (a,b) c Ly (a,b) c Li(a,b) (2.7)

dir.

2.2.2.D Sonsuz Aralik Oldugunda L, (D) Uzaylari

D sonlu bir aralik oldgundal, (D) uzaylar arasinda elde edilengbai , D sonsuz
bir aralik oldgunda gecerli dgldir. Bu uzaylarin 6zelfii p ye b&l olarak deisir.
Ornesin f;(x) = 1 fonksiyonuL, (—o0, o) uzayinin elemanidir; fakat bu fonksiyon
higbir L,,(—o0, ) uzayinin veyd.,(a, ), L,(—o0,b) uzaylarinin elemani ggdir.
Yani

Le (—OO, OO) a Lp(—OO, OO)

dir. Ote yandam > 0 bir sayi olmak iizere

0<x<a

D
0, diger durumlarda

fonksiyonu L, (—, o) uzayinin elemanidir; fakat = 0 noktasinin koulugunda

fonksiyon sonsuz artan olgundanf, (x) & L., (—o0, ) olur. Yani
Lp(—OO, OO) & Lo (—OO, OO)

olur. Diger durumlar icin 6rnek verelinp; > p, = 1 igin

1
— 0<x<a
fz3(x) = pW
0, diger durumlarda

fonksiyonunu ele alalim. Bu durumél;é < 1 oldugundan
1

18



P2

a
1file,, oo = f
0

< o0
|x|P1
yanif; € L,,(—, ) dir. Diger yandan
1
al P1
Villyy oy = | [ 3] =0

0
olup f3¢L,, (—o0,00) dir. Buda gosteriyorkp, > p, oldugunda
Ly,(—0,0) & L, (=00, )
dir. Ayrica yinea > 0 vep; > p, olmak lzere

L
A =1 AR

0, diger durumlarda

a<x< o

fonksiyonunu dEUnUrsek% > 1 oldugundan
2

1
Villy o = | [ zx| =

oldugundanf, ¢L,,, (—oo, c0) dir. Dolayislylap, > p, icinde
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Lp1 (—OO’ OO) ¢ Lpz (—OO’ OO)

elde edilir. Bu Ornekler gosteriyorkl, (—o, o) uzaylari arasinda (2.7) biciminde
hichir baginti olamaz. Benzer drneklek,(a, ©) veya L,(—oo,b) uzaylar iginde
gecerlidir. [a,b] kapali arakinda sirekli ve bu ar@in dsinda sifir olan
fonksiyonlari dgtinelim. Bu tiir fonksiyonlarin., (—oo, o) uzayinda oldgu agiktir.
Gercekten d¢ bu tur bir fonksiyon isef, [a, b] aralginda sinirlidir. Buna gére
keyfip > 1 icin

T

00 b
Iy = [ 1P < [ maxlf@lP dx
asxsb
o p
1
= max |f(x)|(b— a)P
asxs<b
< o0
dir. Ayrica bu tirf fonksiyonu L, (—o0, ) uzayininda elemanidir, ¢inki

11l cansoy = esssuplf (Ol = esssuplf (Ol = max [f(0)] < oo

—00<X<00 asxs<b

dir. Dolayisiyla bir[a, b] aralginda surekli ve bu arghn dsinda sifira git olan tum
fonksiyonlarl < p < oo olmak tizere tumi,(—, o) uzaylarinin ortak elemanidir.

Buda gosteriyorkil < p; < o vel < p, < o olmak Uzere
LP1 n LPz * Q)

dur. Dolayisiyla sinirsiz  bolgeye aitL,(D) uzaylarinin hepsi birbiriyle

kessmektedir. Fakat hicbiri @erini kapsamaz.
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Tanim 2.2.6:f € L,(—o0,00) olsun.Ve > 0 verildiginde

© -a
& &
[1reorax <5 ve [irirar <3
a —00
olacaksekildea > 0 sayisi bulunabilir. Bgart yerine

f FOolPdx < &

|x|za

yazilabilir. Bu L, (=0, o0) uzayinda sikga kullanilan ¢zelliklerden biridir.

2.3. Deltasal Cekirdekli Konvoliisyon Tipli Operattier
Tanim 2.3.1: D tim reel eksen veya onun bir alt kimesi olmakreizg D

kiimesinde tanimli ve Lebesgue anlaminda integihidinfonksiyonlar uzayi olsun.
f € Xicin

jf(t)l((x, t)ydt ,x€D (2.8)
D

integralindef nin yerineX uzayindan désik fonksiyonlar yazmakla her zamare
bagl degisik fonksiyonlar elde edilir. Bundan dolayl (2.8)tegrali bir integral

operatordur. Bu integral operatbr= (a, b) olmak tzere

b
L(f;x) = f FOK (x, O)dt

seklinde ifade edilebilir. (2.8) integralinin tim élizkleri D x D de tanimhK (x, t)

fonksiyonunun 0Ozelliklerine Igh oldugundanK (x, t) ifadesineintegral operatdrin
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cekirdesi denir. Eger K fonksiyonu negatif dglse (2.8) integral operatori her bir
pozitif f fonksiyonunu pozitif fonksiyona dosiiirtr. Bu tir integral operatorlere

pozitif cekirdekli operatddenir.

(2.8) integralinde&X (x, t) yerineK (x — t) fonksiyonu alinirsa yani
ff(t)K(x —t)dt ,x€D (2.9)
D

veyaK (x —t) vef, 2r periyotlu oldgunda

ff(t)K(x —t)dt

seklindeki integral operattrlere konvoliisyon tipli operatordenir. K c¢ekirdesi

integrallenebilir veya turevilenebilir olgunda
ff(t)K(x —t)dt
D
operatorix in bir fonksiyonuseklinde diginulebilecginden

900 = j FOK( —t) dt

D

seklindeki tanimi anlamhdii. operatoril parametresine Iganirsa
Lo, f) = j FIOK(x — O)dt
D

seklinde gosterilebilir. Eer yukaridaki integralin diizgiin yakinsgklgosterilirsek;

turevlenebilir oldgundag; fonksiyonuda turevilenebilirdir.
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Tanim.2.3.2: A bir indis kiimesi vel € A olmak lzerel, bu kiimenin bir yiilma
noktasi olsun.K;(t) fonksiyonu aagidaki Ozellikleri sglarsa K fonksiyonuna
deltasal cekirdeklenir.

a) K;(t) negatif olmayan c¢ift fonksiyondur. Ayriéal € A icin K;(0) sonludur ve

Algyo K;(0) =

dir.
b) VA € Aigin

j Ky(t)dt=1
dir.

c¢) Her belirli § sayisi icin

lim | supK;(t) | =0 ve 1ime t)ydt=0
h%('tl;z a( )) W) ()

dir.

K, (t) deltasal cekirdek olmak Uizere lindeintegral operatorint

L(x, A f) = f fOK(x —t)dt

seklinde vyazabiliriz. Bu durumdal: f - L(x,A,f) operatéri konvollisyon

operatorudur.
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Eger yukandaki tanimdd&(t) fonksiyonu 2t periyotlu ise Z periyotlu deltasal
cekirdek denir. Bu fonksiyon) sikkindaki

7}1_}r/r110f K,(t)dt=10
5

ozelligi harig tum ozellikler(-, | aralginda s#lar.

Ornek 2.3.1:

€ r 1
Ps(f;x) =E_j f(t)mdt

seklinde tanimlanan Abel-Poisson integralinin ceégicblan

ifadesi deltasal ¢cekirdektir. Gercekten

a) Ag(x) = 0 ve A.(x) = A.(—x) oldugundanA.(x) cekirdeti negatif olmayan cift
fonksiyondur.4.(0) = — sonlu velim— = oo dur. Ayricax # 0 i¢in limA.(x) =0
e e-0 TTE £-0

dir.

b) e € Aigin

1
f£2+x2dx

—00

Alm

integralindex = eu degisken deistirmesi yapilirsa
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(o] (o]

sf 1 d_1f 1,
T ) &2+ x2 x_T[ 1+ u? w=

—00 —00

olur.
) As(x)=§ﬁ ifadesinin x e goOre tirevi negatif olgundan azalan bir

fonksiyondur. Bu taktirde > § icin supremum dgerini x = § da alir. Dolayisiyla

1im< sup As(x)> =0

€20\ |x|26

olur. Ayricad > 0 olmak Uzere

. ( . € 1 1 1
im [ Ao =tim [ o=t [
) 8 )

€

dir. BoyleceA,(x) nin deltasal ¢ekirdek olgu goruldr.

Lemma 2.3.1: 1 <p <o olmak UzereL, operatori surekli olup.,(—oo, )

Ispat: Eger
L(x, A f) = f fOK(x —t)dt

operatdrinun sinirli oldw gosterilirse Teorem 2.1.1 den operatorin sukligu

sdylenebilir. Bunun igin
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|

[oe}

p
LG A Pl =) = ( f IL(x,/l,f)I”dx>

it

yazilabilir. Genellgtirilmi s Minkowsky aitsizliginden

1

p P
dx)

f fOK(x —t)dt

— 00

o)

1LGo2 Al < | ( | |f(t)K,1(x—t)|pdx> dat

— 00

S

elde edilir. Bu integralde — t = u alinirsa

|

[ee)

< P
1GoA Pl = ( | |f(x—u)|pz<f(u)du> at

— 00 — 00

1

o p
Ka(u)( f IfCx —u)wdt) du

o)

-]

— 00

[ee)

< Wl [ KnC)c

— 00

= 11 11, (—en.0)
elde edilir. O halde

ILCx, A Ly —0,00) < Wf Il (-c0,00)

bir operatdrdir. Ayrica
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”L” ”L(xr /L f)”Lp(—O0,00)
—00,00)— Ly, (—00,00) — SUP
L( )=l ) £#0 ”f”Lp(—oo,oo)

oldugundanL operatora sinirlidir. Dolayisiyla sureklidir.

Lemma 2.3.2:1 < p < o olmak Uzere&m periyotlu deltasal ¢ekirdekli konvolisyon
tipli operatori surekli olufd., [—m, ] uzayindan.,[—m, ] uzayina dongiim yapan

bir operatordr.

2.4.Integral Operatorler Ailesi ve Yaklagsim Teorisi

Daha O6nce Tanim 2.3.1 de integral operatdru verdedni tanimlamgtik. Tekrar
hatirlamak gerekirse;

D tim reel eksen veya onun bir alt kimesi olmakéiXe D kiimesinde tanimli ve

Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyontzay olsunf € X igin
j FOK@Gdt  x €D
D

integralinin bir integral operator oldunu ve bu integral operatérib = (a, b)
olmak Uzere
b
L0 = [ FORE
a

seklinde ifade edilebileggni sbylemitik.

Eger K (t, x) turevlenebilir bir gcekirdek v& (¢, x) nin 6zellikleri
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jf(t)l((t, x)dt ,x€D
D

integralininx e gore diizgun yakinsak integral olmasiglegaise bu taktirde integral

altindax e gore turev alinabilir ve
h(x) = ff(t)K(t,x)dt ,Xx €D
D

ile tanimli birh fonksiyonuda turevlenebilirdir. Yani integral opéirlerX uzayinda
olan f fonksiyonunu daha iyi Ozellikleri olan bk fonksiyonuna dongitrebilir.
Buna goreA bir sayilar kimesid, bu kiimenin bir yillma noktasi olmak Uzere

K, (t, x) cekirdekler ailesi ele alinirsa,
W) = [ FORExde
D

biciminde bir fonksiyon ailesi elde edilir. Bu takle integrallenebilirf fonksiyonu
A—- A, iken daha iyi ozellikleri olanh,(x) fonksiyonlarinin limiti seklinde
gosterilmesi problemi ortaya konulabilir. Bu prabi@ ¢c6zumu integrallenebilir

fonksiyonlar sinifinda yak$am problemidir.

Integrallenebilir fonksiyonlar sinifinda yakien problemi, belirtiim§ bir x,

noktasinda
Am hy (x0) = f (o)
veya norma gore

Jim 172 Go) = F@)lx = 0

gibi ¢ozulebilir. Bu ¢oziimlek, (t, x) ¢ekirdeklerinin dzellikleri ile ikkilidir.
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Yaklasim teorisinin ikinci esas problemi ise yaqia hizinin bulunmasi problemidir.
Her belirli bir x, noktasinda;
Jim R (o) = £ (xo)
veya norma gore
Jim I, () = FGO)llx = 0
ise bu taktirdel — 4, icin
1ha(x) = F()llx = 0
oldugundanA parametresine gore birinci durumda,;
|ha(xo0) — f (o)l
ve ikinci durumda;
1 (x) = f()llx
limiti sifir olan bir ifadedir. O zaman orpm
() = Fllx =
dir vea; sifir ailesidir. Yani

lima, =0
A—)AO
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dir. Bu (a;) ailesinin 1 - 4, iken hangi hizla sifira yakinsakinin bulunmasi

(ha(x)) ailesininf ye yaklgim hizini belirtmektedir. Bunun icitw;) ailesini baka

bir sifir ailesi ile kagilastirmak yeterlidir. Clinki het icin 0 < a; < ; olmak Gzere
a

lim—=0
A*lo ﬁl

veya gosterim olarak

(az) = o(B)

esitli ginin  sglanmasi, («;) ailesinin (8;) ailesinden daha hizli sifira gfitni

gOstermektedir.

—00 < a < b < o olmak lizere

b
Aﬂﬁ@=ff@m&—ﬂﬂ 2.10)

seklindeki konvollsyon tipli integral operatorledesi matemafiin bircok dalinda
onemli bir yer tutmaktadir. Bircok diferensiyel ddgm icin sinir-dger probleminin
¢bzUmU bu tip integrallerle verilmektedir. Bunlaganek olarak, bir daire igin

Dirichlet probleminin ¢6zUmunu veren

T

UG, 6) = — j L-r (©)dt
no) = o 1+2rcos(t—9)+r2f

-1

Poisson integrali, 1s1 denklemi i¢cin Cauchy probl@mc¢6ézimini veren

1 r —(y—x)?
UG t) = ff@k7ﬁrw

2a+/mt
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Gauss-Weierstrasdntegrali, yine Dirichlet probleminin ust yari diale igin

¢O6zUmunu veren

‘ 1
UG ) =2 jf(t)ﬁdt

t —x)?

Abel-Poisson integrali verilebilir. Ayrica Fourigerisi igin kullanilan bazi toplama
yontemlerinin incelenmesi de bu tur integral op@érat ile ilgilidir. 2t periyotlu bir

f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplami

n
a
Sa(f;x) = 70 + Z(akcoskx + by sinkx)
k=1

olsun. Burada,, ve b, Fourier katsayilari olan

s
1
a, = o ff(t)cosktdt , k=012..
—TT
ve

TT
1 .
b, = > jf(t)smktdt , k=012..
-
ifadeleri kismi toplamda yerine yazilirsa

T n T
1 1
Sa(fix) = > jf(t)dt + Z o j f(t)(cosktcoskx + sinktsinkx)dt
- k=1 —TT

= % j £ G + Z cosk(t — x)) dt (2.11)
e k=1

elde dilir.
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n

n
1 1
> + Z cosk(t —x) = 3 + Z coska
k=1 k=1
olsun.

1 [04 n a
1w ZSin%[i + Yk=1 Coska] sinm + Zk—l ZSlni coska
-+ Z coska = = = =1
2 & 2sinw 2sin

. a n . 1 . 1
- sin~ + Zk:l [sm (k + 7) o —sin (k — ?) a]
- N
25m7

sin (n +%) a

. a
25m7
dir. Bu ifade (2.11) gtli ginde yerine yazilirsa

(n+%)(t—x)
(t—x)

2sin >

1 r sin
Sn(f; %) = jf(t) dt , n=0,12..
-1

Fejer integrali elde edilir.

Bircok problemde daha genel olafeo < a < b < o olmak Uzere

b
Li(fix) = f FOK (6 0)dt 2.12)

tipindeki integrallere rastlanabilir. (2.12) intedjr(2.10) integralinin bir genellemesi
oldugundan dolayi (2.10) integraline ait toremler (2.i2) gecerli olmayabilir. Bu
tir integrallerle o6rngin, ortogonal serilerin toplanabilme yodntemlerinde

karsilasabiliriz.
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(¢n(x)) ortonormal bir dizi olsun. Yani

b

f 0V pmGdx = {

)

1
S

a

dir. f € L,(a, b) fonksiyonunun(¢,,) sistemine gore genedlérilmis Fourier serisi

[oe)

HOEDYRNE)

k=1
seklinde ifade edilebilir. Serinin kismi toplamlazidi

n

Sa(fi0) = ) i)

k=1

olsun. Buradakt, Fourier katsayilari olan

b
Cr = j fe()dy

dir. Bu ¢, degeri kismi toplamda yerine yazilirsa

n b b n
5.0 = Y| [ F03edy | et = [ £0) ) 90 91y
a a k=1

k=1

bulunur. Burada

Ka5,9) = ) 0) 90
k=1

alinirsa
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b
Su(f;x) = f FO) Kn,y)dy

elde edilir. Bu ise (2.12)seklindeki integral operator ailesidir. (2.12) tipli
integrallerind — oo igin yakinsakliginin ve yakinsaklik hizinin incelenmesi yakta

teorisinin 6nemli problemlerinden biridir.

Tanim 2.4.1:(2.12) ile verilen integralin yani

b
Ly(f %) = f FOK (6 ) dt

integralininK; cekirdegi, belirli bir t, noktasi igin

%im K;(ty,x) = o

Ozelligini sagladigl taktirde L, (f; x) integral operatorler ailesinsjnguler integral

operatdrler ailesidenir.

Simdi ileride adindan bahsedilegeicin asagidaki teoremleri ispatsiz bigekilde

verecegiz.

Teorem 2.4.1f Weirstrass Teoremi |
f,[a,b] kapali arakkinda surekli bir fonksiyon oldiunda derecesn den buylk

olmayan 6yle bi,(x) polinomlar dizisi vardir ki bu ara@in her noktasinda
lim P,(x) = f(x) = lim max|B,(x) — f(x)| =0
n-—oo n—-oo asxsb

esitli ginin sgglanmasiP, (x) in f(x) e dizgin yakinsakgini gosterir.
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Teorem 2.4.2:[ Lusin Teoremi]
f €Ly(a,b),p =1 igin [a,b] kapall araginda ©yle sirekli birgp fonksiyonu
bulunabilir 6ylekive > 0 icin

If () =@l @p) <&
dir.

Bu teoremdéd., (a, b) de olan bir fonksiyonii, (a, b) normunda bi, polinomunun
limiti seklinde gosterebiliriz. Yanf € L,(a,b) ise Lusin teoremi gegence Oyle

surekli birg fonksiyonu bulabiliriz kil| f — go||Lp < g olur.

Yine ¢(x), [a, b] kapal aralginda surekli oldgundan birP,(x) polinomlar dizisi

vardir ki[a, b] kapall aralgindag(x) e dizgun yakinsar. Yani

lim max |B,(x) —@(x)| =0

n—-oo asxs<b

dir. Dolayistylap, (x) polinomuf(x) eL, normunda diizgin yakinsar.

2.5. Sureklilik Moduli ve Ozellikleri

Tanim 2.5.1: f (x) ve g x) [a, b] kapali araginda surekli iki fonksiyon olsun.
d = max |f(x) — g(x)|
asxsb

sayisina f ve g fonksiyonlari arasindaki uzaklik veya fonksiyonunun g

fonksiyonundarsapmaswveyasapma miktardenir.

Tanim 2.5.2: f , [a, b] aralginda taniml bir fonksiyon olsurx, y € [a, b] olmak
Uzere|x — y| < § sartinl sglayan § > 0 sayisi icin|f(x) — f(y)| nin en kigik Ust

sinirinaf nin sureklilik modulidenir ve
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w(f;8) = sup [f(x) = f¥)I

|x-y|<6

ile ifade edilir. Baka birsekilde

w(f:8) = suplf G+ ) = )

ile de ifade edilebilir. Buradaw(f;§) gosterimi yerine ws(6) veya w(4)
gosterimleride kullanilabilirw(f; §) fonksiyonu dgiskenler farkinin en fazla
olmasi durumunda iki fonksiyon gerinin en fazla ne kadar fark edgoe belirler.
w, 6 nin birfonksiyonudurd > 0 icin w(f; §) negatif olmayan bir fonksiyondur.

Yani

w:R* - R* U {0}

6 - w(f;06)

dir.
Simdi sureklilik modultntn 6zelliklerini verelim.
Lemma 2.5.1:w fonksiyonu monoton artandir.
Ispat: 0 < &8, < 6, olsun. Gosterelim ki

81 <8, 2 w(f;61) < w(f;67)
dir. §; <&, oldugundan |x —y| < §, kosulunu sglayan (x,y) say ciftlerinin
kiimesi, |x —y| < §; kosulunu sg@layan (x,y) sayi ciftlerinin kiimesinden daha

genstir. Buyik kiime Gzerinden supremum daha blyuk @ackan gitsizlik aciktir.

Sdreklilik modult sinirh - fonksiyonlar icin tanindabilir. Fakat sureklilik

modultnin en dnemli 6zedii strekli fonksiyonlar icin tanimli olanlardir.
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Lemma 2.5.2:f fonksiyonul[a, b] aralginda surekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
limw(f;8) =0
dir.
Ispat: Bu durum sureklilik dolayisiyla diizgiin sirekli&nimindan aciktir. Yanf
surekli old@gundanV e > 0 icin bir A > 0 vardir dyleki |t —x| < A oldugunda
lf(t) — f(x)| < & dur. Sureklilik modilind& < A aldgimizdaw(f;6) < & olur.
BoyleceV € > 0 icin bir A > 0 sayisI bulunur dylekd < A oldugundaw(f; ) < &
dur. Yani
gi%w(f; 5)=0
dir.
Lemma 2.5.3:m € N i¢in
w(f;md) < mw(f;s)
dir.

Ispat:

w(f;mé) = sup alf(X) = fI

lx—y|sm

ifadesindex = y + mh secilirse

w(f;md) = |§ll|1<%lf(y +mh) — f(y)]

= lfllﬂgslf(y+mh)—f(y+(m—1)h)+'"+f(y+h)—f((Y)I
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D@+ = f+ (k= D]
k=1

= sup
|h|<é
m

< Z sup |[f(y + kh) — f(y + (k — DR)]|
|h|<8

k=1
=mw(f;9)

elde edilir ki

w(f; mé) < mw(f;5)
bulunur.
Lemma 2.5.4:1 > 0 reel sayisl icin

w(f;16) < (A+ Dw(f; )
dir.

Ispat:A > 0 bir reel say! ven, 1 nin tam kismi olsun. Yann = [1] olsun. Bu
taktirdem < A <m + 1 olur. Sureklilik modulu artan bir fonksiyon olgundan ve
bir 6nceki lemmadan
w(f;28) < w(f;(m+ 1)8) < (m+ Dow(f;6) < (A + Dw(f;6)
olur. Dolayisiyla
w(f;18) < A+ Dw(f;6)
olarak elde edilir.
Lemma 2.5.5:6,, sifira yakinsayan bir dizi v, f ye bal bir sabit olmak tzere
o(f;6,) = Krby
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dir.
Ispat: w(f;1) = w (f;aicSn ) olarak yazilabilir. Bir 6nceki lemmadan

+ 6,
n

w(f;%6n>s(%+1)w(f;6n)s<l )w(f;Sn)

olur. Ayricad,, yakinsak bir dizi oldgundand,,,; < K olacaksekilde bir K sabiti

mevcuttur. O halde

w(f;1) S 5-0(f35,)

w(f;1)

olur. BserKy = — secilirse bu durumda

w(f;0,) = Kebp
elde edilir.
Lemma 2.5.6:f fonksiyonul[a, b] aralginda sinirli ise het,y € [a, b] icin

lx =yl _
fF—fOI < [1+——5— ) o(f; &)

dir.

Ispat: Sureklilik modulii tanimindan

w(f;8) = sup [f(x) —f(¥)I

lx-y|<8

oldugunu biliyoruz. Buraddx — y| degeri en fazlad kadardir. Yanilx —y| =46

oldugu durumda,
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w(f;8) = sup If () = FOI

[x—y|<é
ve

If () = fO) = w(f;6)

oldugundan

lf () = fFI < w(fslx = yl)

yazilabilir. Buradan

FGO) - FO)l < w (f; x ;y | 5)

elde edilir ki@ = A denilirse; Lemma 2.5.4 den

|x — vl
5

|f(x) = fFI S(1+/1)w(f;5)=(1+ >w(f;5)

elde edilir. O halde

|x — vl
5

|f(x) = fFI S<1+ )w(f;5)

bulunur.

2.5.1.L,(D) Uzayinda Sureklilik Modulu ve Ozellikleri

Tanim 2.5.1.1:f € L;(—o0, ) ved > 0 olmak lizere

oL, (£;5) = sup f F G+ ) — £(O)ldx
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seklindeki fonksiyonaf nin L,(—o, o) uzayindakistreklilik modulidenir. Bu
fonksiyon § nin bir fonksiyonudur. Bu sureklilik moddlinin @memli 6zellgi
asagldaki teoremle verilir.
Teorem 2.5.1.1:f € L;(—o0, ) olsun. Bu durumda

lim w,, (3 6) = 0

dir.

Ispat: |t| < & olmak Uzeref € L,(—, ) oldugundanve > 0 verildiginde dyle bir

yeterince buyulka bulunur dyleki

<f+f )lf(x)ldx<£

yazilabilir. Agiktir kib > a iginde

_b 0
(f + )lf(x)ldx<£

b

yazilabilir. Boylece

f|f<x +0)ldx = j FOOldx < &

a+d a+8+t
ve
—-a—6 —-a—-6-t
| ra+olu= | ir@lax<e

yazilir.Ve > 0 igin
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0 a+é

sup | |f(x+1t) — f(x)|dx < ce+ sup f [f(x+t)—f(x)|dx (2.13)
|t]<é - —a 5

dir. Ayrica Lusin teoremindeifi € L(a, b) ise Ve > 0 icin dyle bir ¢ fonksiyonu
bulunur ki|lf — ¢|l,, < & olur. Bu teoremi kuIIanara[<— a—26,a+ 26] aralginda

Lusin toreminde adi gegen surekp fonksiyonunu bulalim. Yani 6yle bikp

fonksiyonu bulalim ki

a+26

f F(0) — p(0)ldx <

—-a—-26
olsun. (2.13) gtsizliginin sgzindaki integrali d§tinelim.

a+é a+é

sup [ 1FGe+0) = £GOldx < sup f FO+ ) — p(x + 0)ldx
t|<é

—-a—6 —a—
a+é a+é
+ sup j 0Cx +6) = (o) ldx + sup j 000 — £(O)ldx
ezs_J 5 )
a+26 a+d
<2 j|<p(x) F@dx + sup j|<p(x+t>— 0)ldx
—-a-26 —a—
a+é

= 20 ~ ¢l a-zsaras + D f|<o<x+t>— 0)ldx

_a_

< 2e+¢€[2(a+ 96)]
elde edilir.d — 0 icin limit alinirsa
};L%%(fi 6)=0

bulunur ki ispat tamamdir.
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Bu sureklilik modulinun gier 6zellikleri ise ispatsiz bigekilde verilebilir ¢tinki
daha once fonksiyonlar igin verilen sureklilik mditideki 6zelliklerin ispatlari ile

benzerdir.

Lemma 2.5.1.1.w,, fonksiyonu monoton artandir.
Lemma 2.5.1.2m € N igin w,, (f; mé) < mw, (f;45) dir.
Lemma 2.5.1.3:4 > 0 reel sayisl i¢in

wp, (f;26) < (1 + Dw, (f;6)

dir.

2.5.2.L,(D) Uzayinda Sureklilik Modlu ve Ozellikleri

Tanim 2.5.2.1:—0 <a <b < o vel < p < o olmak lzeref € L,(a,b) ise her

6 > 0 sayisl igin

1

° P
w, (f;6) = |Stl|l<%( flf(x +1) - f(x)l”dx)

integralinef nin L,, sureklilik modUIL’denir.wLp, 6 nin bir fonksiyonudur.

Bu sureklilik modulinun 6zellikleri ise bir 6ncekit kesimde verilen teorem ve

lemmalara benzer olup ispatsiz olarak verilebilir.
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Teorem 2.5.2.1:f € L,(a, b) ise bu durumda

(lsi_ff(l) (ULp(f; 5)=0
dir.
Lemma 2.5.2.1:w,, fonksiyonu monoton artandir.
Lemma 2.5.2.22m € N igin wLp(f; md) < mep(f; 6) dir.
Lemma 2.5.2.3:4 > 0 reel sayisl i¢in

W, (f;26) < (1 + Da, (: 6)

dir.

2.6. Karakteristik Noktalar

Oncelikle L,(D) uzayinda olan fonksiyonlarin karakteristik noktaidan

bahsedelim.

f €Li(a,b)ise

F(x) = f f(O)dt
0

integralinin tirevi hek icin hemen hemen her yerfiéx) dir. Yani

F(x+ h) — F(x)
o h

=f()
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demektir.F fonksiyonunun ifadesi kullanilirsa bgiik hemen hemen her yerde

x+h

1
lim f f(Odt = f(x) (2.14)

olur. Buradah yerine—h yazilirsa

1 x
lim - f FOdt = f(x) (2.15)
x—h

elde edilir. (2.14) ve (2.15%#ikleri taraf tarafa toplanirsa elde edilen

x+h

1 )
limor [ f@de= )
x—h

esitli gi hemen hemen her yerdesknir.

Tanim 2.6.1: (2.14) aitligini salayan her x noktasinal;(a,b) de olan f

fonksiyonunurd-noktasidenir.

(2.14) ve (2.15) gtlikleri sirayla

h
1
ggﬁfva+w—f@mu=o
0

ve

h
1
ggﬁfva—w—f@mu=o
0

seklinde de ifade edilebilirler. Buslikler taraf tarafa toplanirsa
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h
1
}li_r)r(l)ﬁf[f(x+t)+f(x—t)—2f(x)]dt=O (2.16)

elde edilir. Dolayisiyla buradagu anlgilr ki x, L, (a, b) de olan bir fonksiyonuul

noktasi ise o zaman (2.14) ve (2.1gjl&leri hemen hemen heticin gecerlidir.

Tanim 2.6.2:f € L,(a, b) olmak Uzere, ger f fonksiyonu

x+h

1
ggﬁj|ﬂw—f@wu=o @2.17)
veya
1 ~
lim > fva»<ﬂmut—o 2.18)
x—h

esitliklerini saglarsa,x noktasind., (a, b) de olanf fonksiyonunurLebesgue noktasi

denir.

(2.17) ve (2.18) den her bir Lebesgue noktasinda

x+h

1
ggﬁjﬁﬂﬂ—ﬂmund) (2.19)
x—h

oldugu gorulur. Ayrica (2.17) ve (2.18) ifadeleri sirayl

h
1
ggﬁfva+w—f@wu=o
0

ve

h
1
ggﬁfva—w—f@wu=o
0
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seklinde de ifade edilebilirler. Buslikler taraf tarafa toplanirsa

h
1
%i_r)r(l)ﬁ flf(x+t) +f(x—t)=2f(x)|dt =0
0

elde edilir kix, f nin Lebesgue noktasi ise yukaridaki sgitlike gecerlidir.

Simdi gosterelim kiL,(a,b) de olan her fonksiyon icin hemen hemen her nokta
Lebesgue noktasidir. Bunun igin

h
1
9G] = lim= 176+ 0 = fGolde

fonksiyonunu ele alaliny. € L, (a, b) olduzundan¢(x, h) € L,(a, b) dir.

1 Ce )l an) = _[ (

S =

h
flf(x+ t) —f(x)ldt) dt
0

Il
S =
O\:
~/
|
§———g3g

If(x+1t) —f(x)ldx)dt

h
1
— | Ortanf e
0

h
1
— o [ & <R
0

= g, @p ()

dir. Yani
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llp(x, h)||L1(a,b) < (*)Ll(a,b)(f: h)
esitsizligi saglanir. Teorem 2.5.1.1 dén— 0 oldugunda
}ll_r)r(1)¢(x, h)=0

dir. Buradang(x, h) fonksiyonunun tanimindan hemen hemen kamnoktasinin

Lebesgue noktasi olgu goraltr.

f € Li(a, b) fonksiyonunun tim Lebesgue noktalari kime&f), tim d noktalar

kimesiD(f) ve tum sureklilik noktalari kimesi(f) ile gdsterilirse bu durumda

h h
F s o-fenad < [ife+0 - foolar
0 0

esitsizligi herbir Lebesgue noktasinin ayni zamamdaoktas! oldgunu gosterir.
Yani L(f) € D(f) dir. f € L;(a,b) fonksiyonu x noktasinda surekli olsun. Bu
taktirde sureklilik tanimindanye >0 icin 36 >0 vardir oyleki |t —x| <&
oldugunda|f (t) — f(x)| < € saglanir. Egerh < 6 alinirsa

h
jlf(x+ t)— f(x)|dt < ¢
0

SHE

elde edilir. Bu ise

1
ggﬁfvw+o—f@mn=o

oldugunu gdsterir. Yanif € L,(a,b) fonksiyonunun herbir sireklilik noktasi ayni

zamanda onun Lebesgue noktasidir. O halde
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C(f) € L(f) € D(f)
seklinde bir iligki oldugu goralur.
Tanim 2.6.3:f € L,(a,b) vep = 1 olmak Uzere

- 1 x+h ) %
lim > j F(6) - FEolPde | =0 (2.20)

veya

1

11m< f If(6) — f(x)lpdt> = (2.21)

esitliklerinin saglandgl herx noktasingf fonksiyonunurp-Lebesgue noktagenir.

(2.20) ve (2.21) gtliklerine goére

x+h )
hm( f F(6) — f(x)lpdt> -

esitli gide her birp-Lebesgue noktasindagianir. Ayrica (2.20) ve (2.21) ifadeleri

sirayla

1
h ?
1
lim (E f For+0) — f(x)l”dt> =0
0
ve

1
p

1 ; »
lim Eflf(x—t)—f(x)l dt) =0

49



biciminde de ifade edilebilir.

f € L,(—o, ) olsun. Reel eksenin hemen hemenheoktasif fonksiyonunurp-

Lebesgue noktasidir. Bu ise sekilde gosterilebilir.

1

N 1
Yp(x,h) = (% jlf(x +t) —f(x)lpdt>
0

olsun.y, (x, h) fonksiyonununi,, normu,

<=

co h
1
[l G, h)”L »(—e0,00) [ f (h flf(x +t) _f(x)lpdt> dx

o) h
lf(jlf(x+t)—f(x)|pdt>dx
[es) 0 |

dir. Genellatirilmi s Minkowsky sitsizliginden

)
Q-

>|H

1
p

h %]
f( flf(x+t)—f(x)|pdx) dt

[p G | <

Ly(—0,00)

S| -

elde edilir. Buradan da

1
14
ligp( lfCx+1t) - f(x)lpdx) = wy, (f,h)
oldugundan
[ C, h)”L p(—0,00) = < w,(f,h)
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yazilabilir. Teorem 2.5.2.1 den

tim 1, G, )| 0

Lp(~e0,0)
elde edilir. Buradaki norm degiskenine gore alingi icin
}ll_rg Yp(x,h) =0

esitli gi hemen hemen herigin sglanir., (x, h) fonksiyonunun tanimindan hemen

hemen hex noktasinirf fonksiyonunurp-Lebesgue noktasi olgu gorulur.

Tanim 2.6.4:f € L,(a,b) ve0 < a < 1 olmak Uzere, ger f fonksiyonu

x+h

1 _
lim e [ 1F© = FGolde = 0
veya
1 _
lim s [ 1F© = (olde =0
x—h

esitliklerini saglarsa,x noktasing’ fonksiyonununGenellatirilmis Lebesgue noktasi

denir.
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3.KONVOLUSYON TiPLi OLMAYAN iINTEGRAL OPERATORLER
AILESI

Bu bélimde

Ly(f %) = j FOK(t x)dt

integral operatorler ailesiniri; (D) ve L,(D) uzaylarinda olan fonksiyonlarin

karakteristik noktalarda yakinsaklik ve yakinsakhkzi ile ilgili bazi teoremler

verilecektir.

3.1. Lebesgue Noktasinda Yakinsaklik ve YakinsakliKizi

b
Ly(f;x) = ff(t)K,—l(t, x)dt , a<x<bh, A>0 (3.1)

integral operator ailesininL,(a,b) uzayinda olan fonksiyonlarin karakteristik
noktalarda yakinsalgi ve yakinsaklik hizi, ardindan igg¢(a, b) uzayinda olmayan
ama bir p agirhk fonksiyonu ile bolumuL,(a, b) uzayinda olan fonksiyonlarin

karakteristik noktalarda yakinsaklve yakinsaklik hizi incelenecektir.

Tanim 3.1.1: K; fonksiyonu aagidaki kgsullari s&lasin. Bu keullari sagladig

taktirde K, fonksiyonuA-sartini saliyor denir.

Negatif olmayan K; fonksiyonu, x,t € [a,b] deziskenlerine ve 1 >0 reel

parametresine g olmak lGzere
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b
){im fKA(t,x)dt =1, a<x<bh, A>0 (3.2)
a

b) Her belirliA vex icin, t ye gorela, x] aralginda artan[x, b] aralginda azalandir.
c¢) Her belirlix € [a, b] ve belirli§ > 0 icin

%i_)rgl{,l(x +8,x)=0 (3.3)
dir.

Teorem 3.1.1:f € L;(a, b) ve negatif olmayarkK, fonksiyonu, Asartini sglasin.

Bu taktirdef fonksiyonunun hex Lebesgue noktasinda,
lim L; (f; %) = £ ()
dir.

Ispat: Lebesgue noktasi tanimindan

x+h

1
im - [ 17 - F@lde = 0
veya

1 X
lim > f F(®) - Foldt = 0
x—h

esitlikleri mevcuttur. Buradanve > 0 igin 6yle bir § > 0 sayisi vardir ki, her
0<h<digin
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x+h

f lf(t) — f(x)|dt < €h (3.4)

ve

flf(t) — f(x)|dt < eh (3.5)
x—h

esitsizlikleri sglanir. Belirlenens ya gore Tanim 3.1.1 im) ve b) kosullari

kullanilarak veK; (t, x) cekirdeinin pozitif olmasindan dolayi (3.1) integrali,

x=6 x  x+6 b
(0 = fEI<] | + |+ + | @ = F@IK 0t
{! xL]:S 5[ x-I[S }
b
HF | Kaexde—1

b

fKA(t, x)dt — 1

a

=hpt+h+3+ 1+ |f ()l (3.6)

seklinde yazilabilir. Simdi bu integralleri hesaplayalim. Onceliklg, ve I,; yi

g6zonune alalim. Tanim 3.1.1A0) sartindan
x=6

hJ<M&—&@f|ﬂﬂ—ﬂ@Mt

< K3 (x = 8, 0[If lLyapy + 1fCOIB — @)]

ve

b
uj<&&+&@~ﬁﬂﬂ—ﬂﬂwt

x+6
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< K3 (x + 8, 0[If lLyap + 1FCOIB — @)]

elde edilir.I; , vel,; toplanir ve Tanim 3.1.1 i) sarti kullanilirsa
lim (Ia+ 1,0) =0 (3.7)

bulunur.Simdi I5 ; y1 hesaplayalim. Bunun igin

mw=ﬁﬂw—ﬂwMu

bicimde bir fonksiyon tanimlayalim. (3.4iesizliginden,t — x < § oldugunda
|F(t)] < e(t—x) (3.8)

yazilabilir. Buna goré; , integrali

x+6

13'1 = f Kl(t,X)dF(t)

X
seklinde yazilabilir. Burada kismi integrasyon uyaursa;

x+6

I1 = F(x + 8Ky (x + 8,x) — FGKy(x, %) + j F(6)de(—K, (6, 0))

x
x+6

|I3,A| <|F(x+6)|Ky(x+ 6,x) — |[F(x)|K;(x,x) + f |F(t)|dt(—K,1(t, x))

X

elde edilir. K; fonksiyonu[x, b] aralginda azalan oldiundan;—K;(t,x) artandir.

Dolayisiyla diferensiyeli pozitiftir. Boylece (3.83itsizligi kullanilabilir. Yani

55



x+6
|I3,A| <ebKy(x+6,x)+¢ f (t— x)dt(—KA(t, x))
X
elde edilir. kitsizligin sgzindaki integrale tekrar kismi integrasyon uygulsauir
x+6
|I5.,] < ej K;(t, x)dt

X

olur veK, (t, x) pozitif olduzundan,

b
|I5.,] < sjl{;l(t,x)dt

a

esitsizligi saglanir. Diger yandanl,, integrali de benzer olarak hesap edilebilir.

Bunun i¢in birG fonksiyonu

G() = f FO) = F0l dy

seklinde tanimlansin. O haldKt) nin diferensiyel
dG(t) = —If () — f(x)ldt
dir. (3.5) tenx — t < § oldugunda
IG(t) | < e(x—1t) (3.9)

esitsizligi yazilabilir. G (t) nin tanimindar, , integrali

X

- j K;(t,x)dG(t)

x—6

|124] =

56



biciminde yazilabilir. Burada kismi integrasyon ulamnirsa
X
L] < 16(x — 8)|Ka(x — 8,2) + j 1G(O)1d:(Ka (6, )
x—8

elde edilir ve (3.9) dan

X

|IM| < ebKy(x—6,x)+¢ f(x —t) dt(K,l(t, x))
x—6

bulunur. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa
X
|| <« fK,‘l(t,x)dt
x—6
olur veK;, (t, x) nin pozitifliginden
b

|15.4] < sflq(t,x)dt

a

elde edilir. Buradan
b

|| + |I54] < ZeJKA(t,x)dt (3.10)

a

dir. Son olarak (3.2), (3.6), (3.7) ve (3.10) hitielirse ve A — oo icin limit alinirsa

ispat tamamlanmiolur.

Teorem 3.1.2: f € Ly(a,b) ve —o <a < b < o olsun. Negatif olmayank,

fonksiyonu aagidakisartlari sglasin.
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b b
1
fK,—l(t,x)dt = fKA(t, x)dt = 3

a X

b) Verilmis bir A ve x icin K; fonksiyonut ye goére[a,x] aralginda artan|x, b]

aralginda azalandir.

c) Belirli N > 0 vedy, > 0igin 1 = oo iken
x+8,
Ay = f |t — x|VK,(t,x)dt — 0
PR
dir.
d) 0 < a < N oldugunda istenilerd > 0 i¢in 1 — oo iken

a
Ki(x+68,x)=o0 (A’AV>

ifadesi sglanir.

Eger sonlup(x) vey(x) dezerleri vef fonksiyonu icinx noktasinda

h
f[f(x +t) — p(x)]dt = o(h**?) , (h->0) (3.11)

ve

h
j [FGr— ) — plde = o(h®*Y) , (h - 0) (3.12)
0

sartlar1 sglanir ise bu taktirde

b
T,(fix) = f FOK (6, x)dt (3.13)
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singuler integralinin (3.11) ve (3.12) ifadelerirsgzslandigl herx noktasindal — oo

icin

() + ()

T,(f;x) — 5

—0 (ﬁ) (3.14)

ifadesi gerceklenir.

Ispat: Teoremina) sikkindan

o) () b)Y

b
To(f;x) = ff(t)l{l(t,x)dt T ) 2 2

b

10 - 2 [0 ootk e + [ 170 — 90l 0
= A, + A, (3.15)

seklinde yazabilirizSimdi A, ve A, deserlerini hesaplayalim.

(3.12) sartina gore, istenilem > 0 icin O6yle bir §, > 0 secilebilirki h < § < §,

oldugunda

1
W <g (316)

h
fv@—w—wwnﬂ

esitsizligi saglanir. Diger taraftan bi# fonksiyonu
t

mw=]vw—w—wwﬂw

0
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biciminde tanimlansin. (3.16}itsizligine goret < § oldugunda

|[F(t)] < et*t? (3.17)
olur. AyricaF (t) nin tanimindan

dF (t) = [f(x —w) —yp(x)]dt (3.18)

oldugu aciktir. Buna gord, integrali yukarida belirleneé > 0 sayisi icin

x—& x
A = ( [ +] ) [F(©) = (1Ko (6, x)dt = A + 42 (319)
a x—6
biciminde yazilabilir Simdi A2 integralini hesaplayalim.

4= f [F(8) — w()IK, (6, x)dt
I}

x—

integralindet = x — u dOngUmuU yapihr, sonra = t alinirsa

I}
4= j F G — ) — O (x — ) de
0

olur. (3.18) eitli gi kullanilirsa
8
A3 = fK,l(x —t,x)dF(t)

0

elde edilir. Kismi integrasyon yardimiyla
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s
1421 < F@)IKyGx = 0,2 + [ 1Pl (K = £,2))
bulunur. (3.17) gtsizliginden
P
|A2] < €61 K (x — 6,x) + ej t*d, (Ky(x — t,x))

0

olur. Bu ifadede tekrar kismi integrasyon uygulsair
)
|42] < (a + 1)ef t%K;(x — t,x)dt (3.20)
0

esitsizligi elde edilir.Simdi Al integraline bakalim.

-6

- f F(®) — oK (8, x)de

x—8

PHE f F(8) — 0O K (6, x)de

-6 x—6

< f FO1Ka(, 2)dt + (0] j K,(t, x)dt

esitsizligi saglanir. Teoreminb) sikkindanK;(t, x), [a,x — &] aralgindat ye goére

artan oldgundan
A1 < Ky(x — 6,2) l | 1r@lde + ol f dt‘
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dir. Buradan da

b b
|41l < Kx(x = 6,%) [flf(t)ldt + [ ()] f dt‘

= K;(x = 8,0 If o, ap) + WD — )]

elde edilir. Boylece teoremih) sikkindan dolayn — oo iken istenilens > 0 igin

a
Al = 0<Af1v>

olur. Yukaridakilere benzaekilde A, de ayni yolla hesaplanabilir.

(3.11) eitligindenve > 0 igin 3 §, > 0 vardir dylekih < § < §, oldugunda

1

ha+1

<g

h
jvw+o—mmwt
0

esitsizligi saglanir. Diger yandan biz fonksiyonu
t
6 = [ +w - p)ldu

0

seklinde tanimlansin. (3.22}itsizligindent < 6 igin
|G(t)| < et**?
yazilabilir. (3.23) ifadesinden

dG(t) < [f(x +t) — p(x)]dt
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elde edilir.A, integrali, belirli bird > 0 icin

x+6 b
A, = f + f [f(x+t) — p(X)]K,(t, x)dt = A} + A3 (3.26)
X x+6

seklinde yazilabilir.A2 nin bulunmasinda kullanilaglémlere benzer olarak} icin

kullanilirsa,

)

1)
Al = f[f(x +6) — p(OIK (x + £, x)dt = fKA(x + £, %)dG(E)
0 0

esitli gi bulunur. Kismi integrasyondan

1)

A} = G(OK(x +6,x) + j G()d: (—Ky(x + t,x))
0

olur. Buradak; fonksiyonu,[x, b] de azalan oldtundan—K; bu aralikta artandir.
dolay|5|yladt(—1{,1(x +t, x)) pozitiftir. Boylece integral altinda (3.24}itsizligini

kullanabiliriz. buna goére

)
14L] < GOy Cx + 8,%) + f 16(O)Id, (~Kn(x + t,2))

6

<&M (x + 6,x) + ef t9*d, (—Ky(x + t,x))
0

dir. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa
8

AL < (a + 1)8[ t*K(x + t,x)dt
0

olup yinet = u — x ve sonra = u dénxumu ile
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x+6

AL < (a + 1)e f (t —x)%K;(t,x)d t (3.27)

esitsizligi elde edilir.A% de Al gibi hesap edilirse,
1431 < Kp(x + 8, 0[11f |, apy + 19N — )]

ve teoremind) sikkindand — oo iken
a
A2 =0 (AQ') (3.28)

elde edilir. Ote yandan (3.20) ve (3.2%€ixsizlikleri birlestirilirse
x+6

1A2] + 43| < (a + De j It — x|K, (¢, x)d t
x—6

elde edilir.a < N 0Idugundan%> 1 dir. Dolayisiyla glenigi 1 —% dir. A; nin

tanimindan
x+6
A7+ 143 < (@ + D [ e = xIRy(e00de
x—6
x+6

= (a + De f It — x|*[K; (6, DIV K, (6, )]Vt
x—=6

yazilabilir. Son gitlikte Holder sitsizligi kullanilirsa

a N
x+6 N N x+6 N—a
a a
|A%] + |AL] < (a + 1)e f <|t - xl"‘K){V(t,x)> dt f K, (t, x)dt
) x—6
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=[]

x+6
<(a+1)¢ f [t — x|VK(t, x)dt
x—6

=(a+ e (AA%> (3.29)

elde edilir. Son olarak (3.2941| ve |43| yerlerine yazilirsa

17— B Y

< (a+1)e¢ (A/%)

+ Ky (x = 8,0l f |y oy + [ = )]

+ K3.(x + 8, )[If 1, @y + 19 ON(b — a)]
bulunur.A - o iken (3.21) ve (3.28) den istenilen sonug eldéredi

Ayni yontemle arafiin herhangi bir sinirsonsuz oldugunda aagidaki teorem ispat

edilmistir.

Teorem 3.1.3:f € L,(a, ») olsun. Negatif olmayaikX; fonksiyonu Teorem 3.1.2

dekia) — d) sartlarini ved — oo iken belirlié > 0 icin

f K;(t,x)dt = o (A%) , (0<a<Nh)

x+8

kosulunu sglasin. Bu taktirde verilmgix noktasindg fonksiyonu igin

h
jva+o—¢anw=om“ﬂ,(ham
0
ve
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h
f [FGx — ) = p(Oldt = 0(h1), (h - 0)

kosullari s&landginda ved - o iken

()

() + ()

T,(f;x) — 5

ifadesi gerceklenir.

Ispat: Ispat icin Teorem 3.1.2 den yararlanarak, begselitde A2 integrali yerine

f [F(£) — p(0)]Ka(t, x)dt

x+68

alinarak sadece bu integrali bulmak yeterlidir.

4= f [F(5) — p()IKy (¢, )t
+8

X

142] < f FOIK (L x)de + (0] f Ky(t, x)dt

x+68 x+68

bulunur.K, (t, x), (x, ) aralginda azalan oldiundan

142] < Ky(x + 8,%) f F(Oldt + lo(0)] j K, (6, x)dt

x+6 x+68

elde edilir. Hipotezden — oo iken
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a a
A5 = IfllL,(q,e0)0 (Aflv> + |@(x)|o <Af{’>

olur ki buda ispati tamamlar.
Simdi Teorem 3.1.1 yardimiyla daha genel ve 6nemlidorem ispatlayagiz.

p € Li(a,b) ve p nun Lebesgue noktalarinin kimesj olsun. Buna gorer € E,

olmak lUzere

b
Li(pix) = f (DK, (6, x)dt

a

integral operatorler ailesk], (t, x) ¢ekirdesi A-sartini sgliyorsa,A — oo igin, p(x) e

yakmsaktw.i nun Lebesgue noktalarinin kiimési olsun. Bu taktirde hemp nun
p

hemdei nin Lebesgue noktalarinin kiimesi,= E, N Ey olur. Bundan hareketle,
p

f ¢ Ly(a, b) oldugu zaman,

b
Li(f:x) = f FOK (6 0)dt

integral operatdruninx € E noktasindad — o igin f(x) e yakinsakgini veren
asagidaki teorem elde ediltir. Yani daha dnce verilen teoremlerden farkliralka

L;(a, b) uzayinda olmayan fonksiyonlara yajttain varlgl gosterilmgtir.

Teorem 3.1.4:Kabul edelim kip > 0 ve f & L,(a,b) olmak UZere% € Li(a,b)

olsun. Negatif olmayark;(t,x) cekirdggi Tanim 3.1.1 insartlarini yani Asartini
saglasin. Ayni zamanda ve K;(t,x) fonksiyonlarit ye gore, hemen hemen her

yerde turevlenebilir fonksiyon ve belitive 4 icin
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p’(t)%l(,—l(t, x)>0 (3.30)
olsun. Bu taktirdex € E Lebesgue noktasinda (3.1) integydlk) e yakinsaktir. Yani
lim Ly (f;%) = £(x)
dir.

Not: f € L,(a,b) oldugunda, p(t) = 1 alinabilir. Bu durumda (3.30) ifadesine
ihtiyag yoktur.

Ispat: (3.1) in sgindaki integralin icindeki ifadg(t) ile carpip béliinirse;

f@®

Ly(f5x) _f

olur ve bu durumda

(i) — F() = fﬂg L|por@na
RIS )lj (OK,(t x)dt — (x)‘ (3.31)

yazilabilir. Diger yandarf € L,(a, b) vex de% nin Lebesgue noktasi olgundan;

fG+D fG)

#%fp@+w‘p@)“=°
0

ve
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h

ff(x—t) f(x)

A I Yo Ses

h—-0

dt =0

0

ifadeleri sglanir. O halde hee > 0 icin 6yle bir§ pozitif sayisi bulunabilir ki her
h < § oldugunda

dt < eh (3.32)

jWﬂx+ﬂ_f&)
I e ey

ve
h

jf(x—t) fx)

Op@—n‘mm

dt < eh (3.33)

esitsizlikleri sagglanir. Bu belirlenens sayisina gorek; (t, x) in pozitif olmasindan
dolayi (3.31) ifadesi,

x=6
ILa(f;x)—f(X)|S<af +x—6 p(®) pk)

x x+6 b
+xf +xi>‘@—@‘p(t)lq(t,x)dt

b
+ |£E_3 fp(t)KA(t,x)dt—P(x)

= Al,l + AZ,)l + A3,)l + A4,ﬂ + A5‘/‘1 (334)

seklinde yazilabilir. Burada belirtelimkE de olan hex noktasip nun da Lebesgue
noktasidir. Cunkip, [a,b] aralginda tirevlenebilir oldgundan ayni zamanda

L,(a, b) uzayindadir. O halde, bunoktasinda 6nceki teoreme gore,
b
/_{im fp(t)KA(t, x)dt = p(x)
a
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dir. Yani,
jimAs =0

dir. Simdi 4, , ve A, ; integrallerini hesaplayalim.

x—=6
| ‘f(t) f@)

m — m| p(t)KA(t, X)dt

f@®
p(t)

x—6
<f
a

yazilabilir. Tanim 3.1.1 e go&, fonksiyonu[a, x — §] aralginda artandir.

p(OK;(t, x)dt +|f |f p(OK,(t, x)dt

x—06
<><>[ [ e el T
f( | f@) ’
X
< plx—-086)K;(x -6, x) p(t) ‘p(x)| ;[ dt‘

<plx—-06)K;(x—6,x)

£ +|Lx>‘(b_a)]
Pl 1P

esitsizligi saglanir. Benzersekilde A, , integralide ayni yolla hesap edilebilir. O
halde

b
A < plx+OK(x+6,x) I f % dt
x+6

b
f(x)
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f&)

< p(x+8)K;(x +6,%) [”£ * |m
Ly(ab)

‘(b—a)]

elde edilir. Boylece

Apz+ Ags < p(x + O)Kn(x + 8,%) [”% + |%‘ b — a)]
Li(a,b)
+ p(x — 8)Ky(x — 6,x) [”g + ‘%| b - a)]
Li(a,b)

elde edilir. Tanim 3.1.1 in) sartindan

lim (A +A44,)=0 (3.35)

bulunur.Simdi deA, ; integralini hesaplayalim.

Bir @ fonksiyonu

t

o) =f

0

f—w fx)

oa—w  pto| ™

seklinde tanimlansin. (3.33}itsizliginden,t < § igin
d(t) < et (3.36)
esitsizligi saglanir. Ayrica® nint ye gore diferensiyeli;

fa-0 @
pa—0  p@)

do(t) = (3.37)
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dir. Ote yandanA,, integralindet = x —u donumu yapilir ve sonrau =t

alinirsa,

Amzfyw—w F)

p(x—10) p(x)‘ p(x — K (x — t,x)dt

elde edilir. Bu ifadede (3.37) kullanilirsa

1)

Aoa = [ ol = DK - £ d2(©
0

yazilabilir. Burada kismi integrasyon uygulanirsa

6
Aop = PO = O = 8,00 + | (O (o = 0Ky (x - £.2))

0

elde edilir. (3.30) dansésizligin sggindaki integralde diferensiyel pozitiftir. Boylece
(3.36) dan

6

Ayy < ebp(x — 6)Ky(x — 6,x) + SJ- tdt(p(x — K (x —t, x))
0

yazilabilir. Tekrar kismi integrasyon yardimiyla;

5
Ay ) < sf p(x —t)K;(x — t,x)dt

0

elde edilir. Buradar — t = u ve sonra = u doéngUmu yapilirsa;

X

A, <c¢ fp(t)KA(t,x)dt
x—6
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esitsizligi elde edilir.p ve K, pozitif oldugundan
b

Ay ) < sfp(t)K,—L(t, x)dt

a

yazilabilir. Son olarald; , yi bulalim. Bunun igif’ fonksiyonunu

du

C(fatw F@)
””‘!L@+w‘mm

seklinde tanimlayalim. (3.32) den< § oldugunda
Y(t) < et

yazilabilir. Ayrica

fa+D f
P+ p(o)

d¥(t) =

dir. A5 ; integralindet = x + u ve sonra = u dongumi yapilirsa

‘p(x + K, (x + t,x)dt

)
et fo
A“_JL@+O_M@

integrali bulunur. Burad® (t) nin diferensiyeli kullanilirsa
5
Ag; = j p(x + K, (x + £, x)d¥ ()

0

olur. Kismi integrasyon uygulanirsa

73

(3.38)

(3.39)



5
Az =¥ (0)p(x + 6)Ky(x + 6,x) + f ‘If(t)dt(—p(x + K (x +t, x))

0

elde edilir. Tanim 3.1.1 ib) kosulundan ve (3.30) dap(x + t)K;(x + t,x) bu
aralikta azalandir. Dolayisiyla-p(x + t)K;(x + t,x) artan olup diferensiyeli
pozitiftir. O halde (3.39) kullanilabilir olup

é

Azy < ebp(x + 8)K(x + 6,x) + sf td,(—p(x + Ky (x + t,x))

0
elde edilir. Sgdaki integrale tekrar kismi integrasyon uygulanirsa
8

Az ) < SJ- p(x + K3 (x + t, x)dt
0

elde edilir ki burada = x — u ve sonra = u dongimuyle
x+6

Ay <t j p(OK, (¢, x)dt

X
bulunur.p ve K, fonksiyonlari pozitif oldgundan
b

Ay <t j p(OK, (¢, x)dt (3.40)

a

yazilabilir. Boylece (3.38) ve (3.40) toplanirsa
b

Ay + Asy < 26 j p(OK, (¢, x)dt

a
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elde edilir. Tanim 3.1.1 ih) kosulu ve (3.30) dan gorullyor ki, belirli biicin p,
[a, x] aralginda artan][x, b] aralginda azalandir. Buna go§ (t, x) cekirdesinin

pozitifli gini kullanirsak

b X b
f PR, (L, x)dt = f p(OK, (¢, x)dE + j p(OK, (¢, x)dt

X b

< p(®) j Ky (¢, x)dt + p(x) f K, (¢, x)dt
b b

< p(®) j K, (¢, x)dt + p(x) j K, (¢, x)dt

b
= 2p(x) j K, (¢, x)dt

oldugu gorulir. Tanim 3.1.1 in) sartindan yani

b
/_{im fKA(t,x)dt =1
a

oldugundan bu integral sinirlidir. Dolayisiyla her Hebrve timaA lar icin

b

f p(OK;(t, x)dt

a

integrali sinirlidir. Yani 6yle bi€ sabiti bulunur ki,

Ayj+Azy < eC (3.41)
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dir. Son olarak (3.35) ve (3.41) ifadelerindgr~ oo icin (3.34) sifira yakinsaktir.

Yani

f(x)
Li(a,b) * |p(x)

La(Fi3) = FGON < plx + By Gx +8,%) [Hg ‘ (b - a)]

f(x)
Li(a,b) * |p(x)

+ p(x — 8)Ky(x — 6,x) [”% ‘ b — a)]

f&)
+¢&C + ‘m|

b
[ ek .0 - p)

olup sitsizligin sg tarafi sifira yakinsaktir ve dolayisiyla
lim L (f; ) = f(x)
dir.
Bu teoremder = —oo ve b = oo oldugunda aagidaki teorem elde edilrtir.

Teorem 3.1.5:p > 0 fonksiyonu,p € L;(—, ) ve f & L;(—o0, ) olmak Uzere,

%e L;(—o0,0) olsun. Negatif olmayaik,(t,x) cekirdegsi Tanim 3.1.1 insartlarini

yani A-sartini ve her belirl§ > 0 icin

x=6
%im j K,(t,x)dt =0 (3.42)
ve
%im jKA(t, x)dt =0 (3.43)
x+6
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sartlarini sglasin. Ayricap ve K;(t,x) fonksiyonlart ye gére, hemen hemen her

yerde turevlenebilir fonksiyon ve her belixlve A icin
d
p' (1) 5 Ka(t,x) > 0
kosulu sa&laniyorsa, bu taktirde € E noktasinda
lim L (f; ) = £(x)
dir.

Ispat: Yukaridaki teoremin ispatinda olglu gibi ayni §lemler buradada yapilabilir.

O zaman

-6

1L (f %) — F(0)] < ( f

+6

+f+j+

x—6

R

p(HK,(t, x)dt

f f© @
o0 p(x)

x+6

f()

e )H j (O (6, x)dt — p(x)

=A1p+ A0+ Az + A4+ A5,

esitsizligi yazilabilir. (3.30) ve Tanim 3.1.1 i) sartindan;

’ﬂf() @)

© ol )| (K, (t, x)dt

< p(x — Ky (x — 6, %) ||£

‘f ‘ (x— &) j Ky (¢, x)dt

Ll(_oofoo)
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ve ayni zamanda

p(x + 98) fK,l(t,x)dt

x+68

Ayy < p(x+6)K;(x + 6,x) ”g /;Ex;
L1 (—00,00)

esitsizlikleri elde edilir.A; , ve A, toplanird — oo igin limit alimirsa, (3.42), (3.43)

ve Tanim 3.1.1 im) kosulundan
lim (A +A44,)=0

bulunur. Dger yandanA,, ve As, integralleri de yukaridaki teoremin ispatina

benzerekilde yapilirsa
AZ,A + A3,A <e&C

bulunabilir. Bu dgerler yerine yazilirsa;

[p(x —)Ky(x —6,x) + p(x + §)K;(x + 6,x)]

Ly (_OO'OO)

L0 - fel < |

x-8 by
%‘ pG=0) [ Ko+ ple+8) [ Kyende

x+6

f()

e )H j (O (6, x)dt — p(x)

+eC

elde edilir. Simdi burada — oo icin limit alinirsa, Teoremin hipotezinden yani
(3.42) ve (3.43) den ayni zamanda da Tanim 3.1.%) ikosulundan yukaridaki

esitsizligin sggindaki ifade sifira yakinsak olup istenilen eldératir. Yani
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lim Ly (f; %) = f(x)
dir.

Bu kesimin son teoremi ise yakinsaklik hizi ileililgolan asagidaki teorem

verilmistir.

Teorem 3.1.6:p >0, p € Ly(a,b), f & Ly(a,b) ve i € L;(a, b) olsun. Negatif

olmayank; (t, x) cekirdesi asagidakisartlari sglasin.

1) Belirli bir 2 ve x igin K; fonksiyonut ye gore[a,x] aralginda artan,[x, b]

aralginda azalandir.

2)§>0,a=>0vel - o igin

x+8
A= |t — x|“K,(t,x)dt — 0 (3.44)
x=8

dir.
3) istenilens > 0 ve A — o igin
Ky(x £6,x) =0(4y) (3.45)
dir.
Ayrica

X

fp(t)KA(t, x)dt = A(x) (3.46)

a
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b
fp(t)Kl(t, x)dt = B(x) (3.47)

X

mevcut olsunp ve K; fonksiyonlarit ye gére hemen hemen her yerde tlrevlenebilir

fonksiyonlar ve her belirkk ve 4 icin

0
p' (1) 5 Ka(t,x) > 0
yani (3.30) kgulu salansin.

Sonlud(x) ve¥(x) degerleri% fonksiyonu icin belirli birx noktasinda — 0 iken

h
flx+1t) _ at
Of s @[ de = oty (> 0) (3.48)
ve
‘ flx—1t)
X~ +1 5
j e P@|de= oty (i 0) (3.49)

0

sartlar1 sglaniyorsa bu taktirde ayminoktasinda (3.1) yani

b
Li(fix) = f FOK(t ) dt

integrali icinA — oo iken

ILa(f5 %) = [ ()A() + @(x)B(x)]| = 0(47)

esitli gi sgslanir.
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Ispat: (3.48) ve (3.49) dele > 0 icin Oyle biré > 0 sayisi bulunabilir 6yleki her
h < §igin

h

flx+1t) at
Of oD 00| de < ehe (3.50)
ve
h
f ’;g _ g —Y(x)|dt < en**? (3.51)

0

esitsizlikleri saglanir. Belirlenens ya gore (3.46), (3.47) ve teoreminsartindan;

ILa(f; %) = [P()A() + P(x)B(0)]| < j 1o _ ¥ (x)

oD p(OK,(t, x)dt

X

f(@®)
+ f m— ¥(x)

x—6

p(HK,(t, x)dt

x+8

f(@®)
+J- m—fb(x)

p(OK,(t, x)dt

X

b

f(@®)
+ j m—fb(x)

x+6

p(OK,(t, x)dt

= Bl,l + BZ,A + B3,A + B4,A (352)

esitsizligi yazilabilir. OnceB, ; ve B, ; yI hesaplayalim.

By, = j AOR

oD p(OK,(t, x)dt
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x—6
mamamwwwanfpumxmww

x=6
f@®
- f b

yazilabilir. Teoreminl) kosulundan,K; fonksiyonut ye goére[a, x — §] aralginda
artan ve (3.30) dam(t) de bu aralikta artandir. Ayni zamanfig(t, x) pozitif

oldugundan,

x=6 x=6
By; <p(x—68)K;(x —6,x) {j ‘% dt + |¥(x)| j dt}

b

<plx—-086)K;(x—6,x) {f @

p(t)

a

b
dt + |W(x)|fdt}

=p@—®&@—&mm£

+ P (x)|(b — a)} (3.53)

L1 (a,b)

elde edilir. Ayni metodlalx + &, b] aralgindaK, fonksiyonunun azalan olmasindan
ve (3.30) dan,

By < p(x + 8)Ky(x + 6,x) {”£ + |2 (x)|(b — a)} (3.54)

L1 (a,b)

bulunur. Onceki teoremin ispatina benzer olasiatdi de B, ; ve B ; integrallerini

hesap edelim. Bunun igin bi¥ fonksiyonu

_(Jfe=w
G(t) = Of ‘m— qJ(X) du

seklinde tanimlansin. (3.51) dar< § oldugunda

G(t) < et (3.55)
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olur. Buradan

dt

—¥(x)

dG(t) = |f(x _ "3

plx—t

oldugu aciktir. Buna goreB,; t =x —u donikumu yapilir ve sonra da=u

alinirsa

1)

Bus = [ oG = DKy x = 6046 (0
0

olur. Kismi integrasyondan

o)
Bu=G@»@—mm@—&m+fc®¢@@—mm@—am)

0

olup sa&daki integralin icindeki ifade pozitif oldwndan (3.55) @tsizligi

kullanilabilir ve béylece

s
Byj < e6p(x — K (x — 6,x) + af t*d, (p(x — OK(x — t,x))

0

elde edilir. kitsizligin sgindaki integral icin tekrar kismi integrasyon uyayul ve
(3.30) dan,

1)

By, < (a+ 1)p(x)sj t*Ky(x — t,x)dt
0

elde edilir. Buradar = x — t dongumda yapilir ve sonra = t alinirsa;

By, < (a+ Dp(o)e j (x — K, (£, x)dt (3.56)
x—8
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bulunur. Benzersekilde Bs, integralini hesaplayalim. OncelikiB; ; integraline

t = x + u ve ardindam = t dongumu yapalim. Bu durumdBs , integrali

S

By = | AR

ID(x—-l—t) p(x + t)KA(X + ¢, X)dt

0

seklinde olur. Yine bu integralin hesaplanmasindayaci olacak bi# fonksiyonu

du

B t fx+u)
H(t) = OJ- ‘m—@(x)

bicimde tanimlansin. (3.50) dar< § icin
H(t) < et**? (3.57)
yazilabilir. H nint ye gore diferensiyeli

flx+1t)

(
p(x +1) at

dH(t) = | —®(x)

dir. Bunun yardimiylaBs ; integrali

S

Bs; = fp(x + K (x + t,x)dH(t)

seklinde yazilabilir. Burada kismi integrasyon uyajutsa,
o)

By, = H(8)p(x + K, (x + 8,%) + f H(O)de(—p(x + DKy (x + £, %))
0

oldugu goralur. Kitli gin sagindaki integralde diferensiyel, teoremin kosulundan
ve (3.30) dan pozitiftir. Dolayisiyla (3.57) kullideilir. Bu durumda
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5
B3 < &8 p(x + K(x + 6,x) + af t““dt(—p(x + K (x +t, x))

0
bulunur. Yine kismt integrasyon uygulanirsa,
8

B3, < (a+ 1)8J- t%p(x + t)Kj(x + t, x)dt
0

elde edilir. Son olarak = u —x ve ardindanu =t donumua yapilirsa ayni

zamanda bu aralikta azalan olgundan
x+6
By, < (a+ Dp()e j (t — x)%K, (t, x)dt (3.58)
X
elde edilir.B, , ve B3, toplanirsa
x+6
By, + B3y < (a+1)p(x)e J- |t — x|“K;(t, x)dt
x—6

=e(a+ 1px)A, (3.59)

bulunur. Son olarak bu ifadeler yerlerine yazilyaai (3.53), (3.54) ve (3.59)

degerleri (3.52) de yerlerine yazilirsa,

14075) = [¥COAG) + DCOBCO < pCx = )ax = 8,0 |-
Lqi(a,b)

+p(x = 8K (x — 6, )|¥ ()b - a)

+ p(x + 8)Ky(x + 8,%) ||£

L1 (a,b)
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+p(x+ K (x + 6, x)|DP(x)|(b—a)
+e(a+ 1)p(x)A,

olur. Burada gtsizligin her iki tarafiA; ya boélunurse,

_ _ f
a7 19000 + ocmeon P0G

Ay

Ay

p(x = 8)K;(x — 6, )P (0)|(b - a)
+ i

p(x + 8)Ky(x + 8,x) ”£
PllL, ap)

Ay

p(x + Ky(x + 8, x)|2(x)|(b —a)
+ A

+e(a+ 1)p(x)
elde edilir kil — oo limit alinirsa ve teoremif) sartindan da

m 1La(f; %) — [Y()AX) + S()BE] < o) + e(a+ 1Dpx)

jm A, A,
lim ILa(f;x) — [‘P(x)zl(x) + P()B)]| < e(a + Dp()
—00 1

bulunur.¢ yeterince kigik sayi webelirli oldugundanp(x) sabit sayi olup

I |Ly(f5 %) — [P(0)A(x) + D(x)B(0)]|
im =0

dir. Bu ise
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|La(f; %) = [P()AR) + P)B()]| = 0(4)

anlamina gelir ksu halde ispat tamamdir.

3.2.p-Lebesgue Noktasinda Yakinsaklik ve Yakinsaklik Hiz

Bu kesimdef ¢ L,(a,b) vep = 1 olmak izere

b
TA(f,x) = f fOK; (¢, x)dt (3.60)

f

integral operator ailesinin sagida tanlmlanan; fonksiyonunun p-Lebesgue

noktasinda yakinsakh ve yakinsaklik hizi incelenecektir. Ayrica birotemde
f € L,(a, b) icin verilecektir.

Teorem 3.2.1: Kabul edelim kip >0, f € L,(a,b) olmak Uzere %e Ly(a,b)
olsun. Negatif olmayak, fonksiyonu Tanim 3.1.1 i yani dartini sglasin. Ayrica

p ve K; fonksiyonlarit ye gére, hemen hemen her yerde tirevlenebilir diyok ve

belirli x ve A4 i¢in (3.30) yani
"(t) g Ky(t,x) >0
PR G X
saglaniyorsa bu durumd%\fonksiyonunun hep-Lebesgue noktasinda

lim T3(f,2) = £(2)

gerceklenir.
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Ispat: x, £ fonksiyonununp-Lebesgue noktasi ol@undan,Ve > 0 icin 35 > 0

vardir 0ylekivh < § oldugunda
1
Lfx+t) fx)
(Ebf |p(x +t) p(x)| dt) <€ (3.61)
1

fae-0 PV
(jp(x_t) e dt) <e (3.62)

esitsizlikleri mevcuttur. Dger yandanp € L,(a,b) ve K;(t,x) cekirdgi A-sartini

ve

sagladigl icin Teorem 3.1.1 den

/_{im fp(t)K,l(t, x)dt = p(x)
a
oldugu gorular. O halde

b
0 - i = [ B2 - L s

L

HP) (t)Ka(t, x)dt — p(x)

esitsizligi yazilabilir. 1 < p < o ve% + % = 1 olmak uizere

TG~ F) < f L0 -2 boreop ok e
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f(x)
+loco

b
j (O, 0)dt — p(x)

seklinde yazilabilir. Burada HoldersEsizligi uygulanirsa;

1 1
b p p /Db p
ITa(f,x)—f(x)IS< I |%—% p(t)Ka(t,x)dt> ( I p(tm(t,x)dt)
foorl ¢
+ |Ti> f P(OKa(t,¥)dt — p(x)

elde edilir. Ayricaa ve b pozitif sayilar olmak Uzere
(a+ b)P <2P(a? + bP) (3.63)

esitsizligi yukarida kullanilirsa

b p
ITa(f, %) = fFOIP < 2P (j %—% p(t)Ka(t,x)dt>

b
(f p(OK,(t, x)dt)

a

QS

b p

j (O, ) dt — p(x)

a

Feop

2|5

bulunur. Yukarida belirlenefi sayisina gére
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-6

ITa(f,x)—f(x)IpSZT’{xf +jx j f}

x—6 x+6

P(OK(t, x)dt>

b
(f p(OK,(t, x)dt)

b
P
[EGIAC e

a

Qs

p

)

p(x)

2p

QS

b
= 2p(E1,)l + EZ,)l + E3,)l + E4-,A) (J- p(t)KA(t, .X')dt)

a

p p
qiC)

j (O, ) dt — p(x) (3.64)

biciminde yazilabilirSimdi E; 3, E; 5, E3, E4 ; integrallerini hesaplayalm.

X—

é
p
PRV OBC)

p(OK(t, x)dt

f@ fxPF
fm—— p(OK,(t, x)dt

esitliginde  (3.63), (3.30) veK,(t,x) cekirdeginin [a,x — §] aralginda artan,

[x + &, b] aralginda azalan olmasi kullanilirsa,
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Eip+Es ) <2P{p(x — 8)Ky(x — 6,x) + p(x + O)Ky(x + 6,x)}

p
.[||£ ;
Pl (ab)

elde edilir.Simdi E; ; integralini hesaplayalim. Bunun igin

f&)

p(x)

14
(b — a)] (3.65)

By = [ [Lem L0

p—w pal ¥

0

biciminde birB fonksiyonu tanimlayalim. (3.62)iesizligindenve > 0 igin 36 > 0
vardir 0ylekih < § oldugunda

B(t) < &Pt

esitsizligi vardir. E,; integraline t =x—u ve ardindanu =x don&imu

uygulanirsa

:ff@—o_ﬂ@p
) lpx—0 p(

p(x —t)K;(x — t,x)dt
0

elde edilir.B fonksiyonunun diferensiyelindéty, ; integrali
s
Ey; = fp(x —t)K;(x — t,x)dB(t)

0

seklinde yazilabilir. Burada onceki teoremlerin dgana benzer olarak kismi

integrasyon uygulanmasi ¥& (t, x) cekirdesinin pozitifliginin kullaniimasiyla
b
E,; < ePp(x) J- K, (t, x)dt (3.66)
a
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esitsizligi bulunur. Benzesekilde E; ; integralide

b
E3; < €Pp(x) f K;(t,x)dt (3.67)
a

olarak elde edilebilir. Son olarak (3.65), (3.66) (8.67) eitsizlikleri (3.64) de

yerlerine yazilirsa
ITA(f, %) — FOOIP < 2P(2P{p(x — 6)K3(x — 6, x) + p(x + 8) K3 (x + 6, %)}

[z

P fx)
Lp(a.b) ot

p
(b - a)]

Q3

b b
+2P2 epp(x)fK,l(t,x)dt) (f p(t)KA(t,x)dt>

a

p
p

)

il Pres

b
[ e e 0de - p)

a

bulunur. Burada, her+ x i¢cin A - oo ikenK;(t,x) — 0 ve

b
GRS

a

hipotezlerinden yola ¢ikarak— oo icin limit alinirsa
IT2(f, %) — fF()IP < CL(Ky(x — 8,%) + K3(x + 8,x)) + C,eP — 0

elde edilir. Yani
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lim 7,(f,%) = f(x)
bulunur ki buda ispati tamamlar.

Not: K, (t, x) cekirdegi, yukaridaki teoremin kallarina ilaveterl — oo icin

o)

j p(OK,(t,x)dt — 0

x+6
ve
x—6

f p(OK;(t,x)dt — 0

kosullarini da sgliyorsa Teorem 3.2.(a, b) = (—oo, o) iginde gecerlidir.

Teorem 3.2.2: f € L,(a,b), p =1 ve negatif dgerler almayank, fonksiyonu

Teorem 3.1.2 igartlarini sglasin. Eerh — 0 ikenx noktasinda

h
jlf(x +t) — p(x)|Pdt = o(h*t1) , (h—0) (3.68)
0

ve

h
j FGx = ) — Y [Pdt = o(h+) . (h>0) (3.69)
0

sartlari sg@laniyorsa, bu durumdat — oo iken (3.68) ve (3.69) ifadelerini

gercekleyerx noktasinda

() + ()

T,(f;x) — >

=0 (A%) (3.70)

ifadesi gerceklenir.
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Ispat: Teorem 3.1.2 ye gore (3.70) ifadesini

T,(f;x) —

< f F(©) — pOOIK (6 x)de

b
+ f [F(6) — (1K (6, x)dt

seklinde yazabilirizl < p < o ve% +% = 1 olmak Uzere,

Ta(f; ) — < f F(6) = pOOIKP (6, K (¢, x)dt

1 1

b
+ f F(8) — 9K (&, KA (¢, x)dt

biciminde yazilabilir. Holder g@tsizliginden

iy - O ;z/)(x)

< ( j F(0) = pOIPK(E, x)dt) Ka(t, x)dt)
1 1
p q
( f IF(8) — p()PK,(t, x)dt) ( j Ka(t, x)dt)

X

elde edilir. Burada duzenleme yapilirsa

1 p
) - 2R 90

< f F(8) — (0 IPK, (¢, 0)de

b
n f F(6) — p(0)IPK, (¢, x)dt
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= Bl+BZ (3.71)

esitsizligi elde edilir.B; ve B, integralleri Teorem 3.1.2 in ispatindaki gibi hgsa
edilir. (3.69) a gore istenilea > 0 icin dyle bir §, > 0 secilebilir kih < § < §,

oldugunda
1 h
et flf(x —t) —yY)|Pdt| < ¢ (3.72)
0
dir.

H(E) = f IF G —w) — P Pdu
0

ile tanimli birH fonksiyonu (3.72) gtsizligine goret < § icin
|H(t)| < et**t?!
dir.Ayni zamanda

dH(t) = |f(x — t) —p(x)[Pdt

oldugu gorulur. Belirlenerd sayisina goreB, integrali

x—8 x

B=| [ + [ ro-w@rkede =5+ 5
a x—0
seklinde yazilabilir. Buradan
b
B = [1F© - peoP Ky 0de
x—6

integralindet = x — v donkumu yapilir ve sonra= v alinirsa
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5
B = 1= 0 = peP K (x - &, 1)
0
integrali elde edilir. Teorem 3.1.2 in ispatindgli devam edilirse
X
|B?| < (6 + 1)e j(x — t)%K; (¢, x)dt (3.73)
x—8

esitsizligi elde edilir. Dger yandan

|BL| = f IF(8) — Y PR (t, x)dt

[ b
< 2Ky (x — 8,%) j FOPde+ PP B - a)

< 2Ky (x = 8,9 I I}, oy + @I (b — @)

olup Teorem 3.1.2 ih) sikkindan A = oo oldugundad > 0 igin

Bl=o ( A%) (3.74)

bulunur. Benzegekilde

x+6

x+6 b
B, = ( j + f )If(t) — oK, (6, x)dt = B} + B2

seklinde yazilabilir. Yine yukaridaki benzer yontem!
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x+6

B3] < (6 + De f (t — x)%K,(t, x)dt (3.75)

ve

|B2| < 2P Ky (x + 8,2) [IFI 0y + W IP (b — )] (3.76)

oldugu gorulir.Bi, BZ, B1, ve B ifadeleri (3.71) de yerine yazilirsa,

x+6

P
< (6 + e f [t — x|*K;(t, x)dt
x—6

@(x) + P(x)
2

1
> To(f;x) —

+2PK;(x — 6,x) [“f“fp(a,b) +[Y)IP(b - a)]

22K, (4 8,2 [IFIE 0y + WP (B = )]

elde edilir ki aitsizligin sgindaki ilk terim A; ya aittir. Bu ifadeye Holder

esitsizligi uygulanirsa

14 a
o) +¥ ™) er P <6+ e <A§>

1
5 Ta(f;x) —
22K, (= 8,2 [IFI2 0y + WP (b = )]

22K, G+ 8,2 [IFIE 0y + WP = )]

bulunur. Boylecel —» « oldugunda Teorem 3.1.2 nid) sikkindan istenilen sonug¢
elde edilir.
Teorem 3.2.3: —w<a<b<ow, p>0, p€Ly(ab), f&Ly(ab) ve fe

L, (a, b) olsun. Negatif olmaya, (t, x) ¢ekirdegi asagidakisartlar sglasin.
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1) Belirli bir 2 ve x igin K; fonksiyonut ye gore[a,x] aralginda artan,[x, b]

aralginda azalandir.

2)§>0,a=0veld - oigin

x+8
A= j |t — x|“K,(t,x)dt — 0
x=8
dir.

3) istenilens > 0 ve A — o igin

Ky(x £6,x) =0(4y)
dir.

4)

X

[ e e 0de = ¢

a

ve
b

j (DK, x)dt = D(x)

X

mevcut olsun. Ayni zamangave K, fonksiyonlarit ye gére hemen hemen her yerde

turevlenebilir fonksiyonlar ve her belistive A icin (3.30) yani

9]
p'(B) 5 Ka(t,2) > 0
kosulunu sglansin.

Sonlua(x) vef(x) degerlerig fonksiyonu icin belirli birx noktasinda — 0 iken
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h

|

0

flx+1t)

14
10 dt = o(h**?) , (h—0) (3.77)

—B(x)

ve
h

|

0

p

flx—1) dt = o(h**1) , (h>0) (3.78)

p(x —1)

—a(x)

sartlari sglaniyorsa bu taktirde ayminoktasindal — oo igin

IT,(Fi) = [€OCE) + BEDE] = o (@)
esitli gi sgslanir.

Ispat: Teoremin 4. kgulundan,

f@®

1,020 = [2GCE) + DGO < | ‘/ﬁ — o] poky 6,0 dt

b

+| 1O gy

o p(OK,(t, x)dt

X

esitsizligi yazilabilir. 1 < p < oo olmak Uzere$+$ =1 olsun. Yukarida Hoélder

esitsizligi uygulanirsa

1

p(OK,(t, x)dt)

p

IT(f; ) — [ () C) + BEOD ]| < ( f 5

1

x q
(f p(OK,(t, x)dt)

a
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b
f(©®
{jtgne

X

X

elde edilir. (3.63) gtsizliginden yararlanarak

IT3(f: %) — [@()CE) + BED P < 27 ( f R

a

p(t)

X

b
+2P (j @—ﬁ(x)

1

P
p(OK,(t, x)dt)

b @
(f p(OK,(t, x)dt)

p

p(OK,(t, x)dt)

p
x q
(f p(OK,(t, x)dt)

p
p(OK,(t, x)dt)

b z
( j P(OK(t, x)dt>

ve belirlenerny sayisi icin

g P

p(OK;(t, x)dt (

O\ IF©
+x1:5 ) m— a(x)

R

x+6

x+6 b
f (@)
+2p<5! + J- )m—ﬂ(x)
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14
b q
= Zp(Fl,)l + FZ,)l + F3,l + F4_‘/1) (J- p(t)K/‘l(t, .X')dt)

a

yazilabilir. Teoremin 1sartindan veX, (t, x) pozitif olduzundan

p
Fia < 2Pp(x — 8)K;(x — §,%) <||£ +la@IP b - a))
Ly(a,b)
ve
f P
Fup <2Pp(x + 8)K;(x +6,x) ||; + |B()IP(b—a)
Ly(ab)

oldugu yukaridaki teoremden aciktir. Yine onceki teownnl ispatlarina benzer

sekilde (3.77), (3.78) ve kismi integrasyondan

X
Fyp < (a+1)ePp(x) f(x —t)*K;(t,x)dt
x—6
ve

x+6

Fyp < 014—1)£pp(x)‘f (t — x)%K, (£, x)dt

esitsizlikleri kolaylikla bulunabilir.F; ,, F, ;, F3 , ve F, , ifadeleri yerlerine yazilirsa

p

T30 — [2GICR) + BN < 22((pC = )k = 5,0) [

Ly(ab)

+(p(x = K3 (x = 8,2)) | a(x) P (b — a)

fp
+@u+®m@+&mw;

Lp(a,b)
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+(pCx + Ky (x + 8,))IB() [P (b — a)

x+6
+(a + 1)ePp(x) f |t — x|*K;(t, x)dt
x—6

b
( j p(OK(t, x)dt>

a

p
q

olur. BuradaCy, C,, C; sabitler olmak tzere
IT2(f5 %) = [a(x)C(x) + BOID()]IP < €K (x — 6, %) + CK;(x + 6, %) + €C3h

esitsizligi elde edilir. gitsizligin her iki tarafiA, ya boélunirse

IT2(f; %) — [a(x)C(x) + BG)D()]IP <c, Ky(x —6,x) +C Ky(x +6,x)

C
Ay Ay 2 Ay el

buradan da a1 — o icin limite gecilirse, hipotezden,K;(x £+ 6,x) = 0(4;)

oldugundan
0 < Jim 1250 = [@GICCI + BEDIIF _
A—-o AA
i ]G50 = [@GICE) +BEDONP _
1m _o

A—>o00 Al

IT2(f; %) = [a(x)C(x) + B)D()]IP = 0(A3)

veya

ITy(f; x) — [a(@)C(x) + BE)D(x)]| = 0(AD)

elde edilir ki buda ispati tamamlar.
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3.3. Sureklilik Noktasinda Yakinsaklik

Bu kesimdef € L,(a, b) olmak tzere, (3.1) yani
b
L(fix) = ff(t)zg(t, 0dt, a<x<b, 1>0
a

integral operator ailesininf fonksiyonunun sdreklilik noktasinda yakinsgkli

incelenmitir.

Teorem 3.3.1:f € L,(a, b) olsun. Negatif olmayak, fonksiyonu aagidaki sartlari

saslasin.

D

b
){imeA(t,x)dtzl, a<x<b, A>0
a

2) Her belirlix ve A sayisi i¢in,K;(t, x) cekirdesi t ye gore[a, x] aralginda artan,
[x, b] aralginda azalandir.
3) Vt # x igin,
%im K,(t,x) =0
dir.
Egerx, f nin sureklilik noktasi ise bu taktirde,

lim Ly (f, ) = ()

dir.
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Ispat: x sireklilik noktasi oldgundan dolayi, keyfie > 0 verildiginde oyle bir
6 > 0 sayisi bulunur kijt — x| < 6 oldugunda

lf () - f)l <e (3.79)

dur. § yi1 belirledikten sonra (3.1) ifadesi, teoreminkosulundan,

x—06 x+6 b
ILa(f,x)—f(x)IS< j v f 4 f )If(t)—f(x)llﬁ(t,x)dt
a x—6 x+6

b

jK/‘l(t: x)dt — 1

a

+H (0l

b
= Cl,ﬂ + CZ,/1 + C3,/1 + If(X)I fKA(t, X)dt -1 (380)
a
yazilabilir. OncelikleC, , integralini hesap edelim. (3.79) dan
x+8 x+8
o= [ O -r@IEd <z [ Ko
x=6 x=68
bulunur vekK, (t, x) pozitif oldugundan
b
Cya < EJ-KA(t’ x)dt (3.81)

a

elde edilir. Dger yandan

x—06 b
Cop+ Cap = j F(O) — FOIK (6, x)dt + f F(0) = £GOIK (6, x)dt

a x+6
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esitli ginde teoremir?) kosulu kullanilirsa,

x—6 b

Cop+ Csp < Ky(x — 6,5) f F(O) = F@Olde + Ky(x + 6,%) f F(O) - Flde

x+6

elde edilir veK, (t, x) pozitif oldusundan

b b
Cop+ Cap < Ky(x — 8,2) f F(O) = FGOIdE + Ky(x + 6,%) f IF(0) = FGOldt

yazilabilir. Buradan
b b
Cia+Ca < {Ki(x —6,x) + K3(x + 6,x)} [flf(t)ldt +1f (%) f dt‘

= {Ka(x = 6,%) + K3 (x + 8, )} f Iy oy + IF (b — )] (3.82)
ifadesi bulunur. Boylece (3.81) ve (3.82), (3.88)yerlerine yazilirsa,

ILA(f, %) = FOON < {Kq(x = 8, %) + Ky (x + 8, 3 If oy oy + 1F CI(B = @)]

b

+£J-K,1(t,x)dt+ lf ()|

a

b

jK/‘l(t' x)dt — 1

a

olur ve burada — oo i¢in limit alinirsa teoreminl) ve 3) kosullarindan

ILi(f,x) = f(x)| =0 (A 00)

elde edilir. Bu durumda ispat tamamdir.

Teorem 3.3.2:f € Cjq—,p+y OlSUN. Negatif olmayar, fonksiyonu;
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D
b

jK/‘l(t' x)dt — 1

a

sup — 0 (> )

asxs<b

2) Her belirlix ve A sayisi i¢in,K;(t, x) cekirdesi t ye gore[a, x] aralginda artan,

[x, b] aralginda azalandir.
3) V6 > 0icin

lim sup |K3(x+6,x)|=0

= g<x<b
kosullarini s&lasin. Bu durumda — oo igin
Lif,x)3f(x), a<x<bh
dir. Yani

sup |L(f,x) = f(x)| — 0 (4> )

asxs<b
gerceklenir.

Ispat: f fonksiyonu[a — u, b + u] aralginda sirekli isgla, b] aralginda diizgiin
sureklidir. Yanive > 0 icin 6yle bir § = §(e) sayisi vardir kivt,x € [a, b] igin
|t — x| < 6 oldugunda |f(t) — f(x)|] <& dur. Kabul edelimki § <u olsun.

Teoremin 1. keulundan

b

fKA(t, x)dt — 1

a

b
L (f,2) — F OO < f IF(O) = FOOIKA (6, x)de + £ ()]

olur ve belirleners ya goére
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S x+6 b

ILa(f,X)—f(x)|S<f + f + )If(t)—f(x)lKa(t,x)dt

x—8 x+6

b

fK,l(t, x)dt — 1

a

+ ()

b
fK,l(t, x)dt — 1

a

=Dyy+Dyy + D3y + [f(X)]

yazilabilir. Bir dnceki teoremin ispatinda ofglugibi

b
Dy, < st,l(t,x)dt =¢

a

b

fKA(t, x)dt — 1

a

+ ¢

ve

Dip+Dsp < {K(x = 8,0) + K (x + &, 3 If Iz, apy + IFGOI(b — @)]

esitsizlikleri bulunur. Bu dgerler yukarida yerlerine yazilirsa

b

fK,l(t, x)dt — 1

a

ILy(f,x) — f)] < e + €

+ (K3 (x = 8,x) + K3.(x + 8, X[ If Iz, oy + IfF OB — @)]

b

fKA(t, x)dt — 1

a

+ ()

bulunur. Burada € [a, b] icin supremum alinirsa
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b
sup |Ly(f,x) — f(x)| < € sup jl{,‘l(t,x)dt —1(+¢

asxsb asxs<b

+ sup {K;(x — 6,x) + K;(x + 6,x)}

asxs<b

|11 + sup IFGOIG - @)

b
+ sup |f(x)| sup fK,l(t,x)dt— 1

asxs<b asxs<b
a

elde edilir ki buradan

b
sup |Ly(f,x) — f(x)| = € sup jl{,‘l(t,x)dt —1(+¢

asxs<b asxs<b
a

+{ sup Kj(x — 8,x) + sup K;(x + 6, x)}

asxs<b asxs<b

1N camy + 1 Ny (B — )]

b
I fllegy, sup. fK,-L(t,x)dt -1
asxs

a

bulunur.vé > 0 icin K;(x + 6, x) sifira diizgiin yakinsak olgundani — oo iken

sup |Ly(f, %) = f(x)| — 0

asxs<b

s&glanir. Buda ispati tamamlar.
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4. KONVOLUSYON TiPLI OLMAYAN NON-L INEER INTEGRAL
OPERATORLERIN YAKLA SIM OZELL iKLER i UZERINE

Bu bolimdef € L; < A,B >, A bos olmayan bir indis kiimesi v&, bu kiimenin bir
yigilma noktasi< a, b > ve < A, B > araliklariR nin herhangi bir tipindeki keyfi alt

araliklari olmak tGzeréx, 1) — (x4, 4,) iken
B

Th(f;x) = fK,l(t,x,f(t))dt, x €E<ab>, AE A
A

integral operator ailesinirf fonksiyonunun bazix, karakteristik noktalarinda

noktasal yakinsaklik ve yakinsaklik hizi verile@ekt

Not: Bu bolumdeki< A,B > ve < a,b > araliklari R reel sayilar kiimesinin
herhangi bir tipindeki alt araliklaridir. Orgie < A4,B >= (—»,a), < A,B >=
(—o0,a], < A, B >= (a, b) gibi araliklardir.

4.1. Notasyonlar Ve Tanimlamalar

A bog olmayan bir indis kiimesi > 0 bu kiime Uzerinde @esen reel parametre ve
Ao bu kimenin bir yiilma noktasi olsunG c R Uzerinde ilk dgiskene gore
integrallenebilerk;: G X G X R — R fonksiyonlari ele alallm. Herx € G ved € A

icin K;(t,x,0) = 0 olsun. BuradakK fonksiyonu c¢ekirdek olarak adlandirilacaktir.

Tanim 4.1.1: Kabul edelimkiK;: R X R X R — R fonksiyonu aagidaki sartlari

sgilasin.
a) Vt,x,u,v € R ve herhangt € A icin L, (t, x) bir fonksiyon olmak (izere

|Ka(t, x,u) — K; (¢, x, v)| < La(t, %) |[u — vl
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dir. Ayrica herbirA € A ve herhangi bitx €< a, b > sabiti icinL,(t,x), t ye gore

integrallenebilir olsun.

b) Herhangi birx €< a,b > sabiti igin Oyle birx, € < A, B > vardir oyleki her
U € U(xp) icin

/11er110 fL,-l(t,x)dt =0
R\U

dir. Buraddll(x,), xo In R deki tum komguluklarinin ailesidir.

¢) Herhangi birx €< a,b > sabiti i¢cin dyle birx, € < A, B > vardir dyleki her
vé > 0igin

lim sup L(t,x)=0
A=20 teR\Us(xo)

dir. Buradalls(x,) = (xo — 6, x¢ + &) dir.
d) Herhangi birx €< a,b > sabiti icin dyle birx, €< A,B > ve § > 0 vardir

oyleki herbirA € A icin L,(t,x), t ye gbre< x, — 6,x,] Uzerinde azalmayan ve

[x0, Xy + & > Uzerinde artmayan bir fonksiyondur.

e) Vu € R icin
lim K(t,x,u)dt =u
(x./l)—’(xo.lo)_]- 2(6xw)
R
dir.

Bu tanimdaa) sartinda verilen timK,(t, x,u) fonksiyonlarinin sinifingekirdek

denir.
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4.2. Noktasal Yakinsaklik ve Yakinsaklik Hizi

L; <A B>, <AB> aralginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar sinifi

olsun.g € L, (R) fonksiyonunu

(v), teE<AB>

_I{f
g(t)_{o , tg<AB> (4.1)

seklinde tanimlayalim.

Baslangicta< A4, B > aralginin R de keyfi sonlu aralik oldiunu kabul edelim.

Teorem 4.2.1:Farz edelim kK, (t, x,u) cekirdesi Tanim 4.1.1 dekgartlari sglasin.
Ayrica (x, A1) = (xq, 40) iken

X0+6
j Ly(t,x)|t — x0|%dt — 0 (4.2)

x0—6

olsun. Berx,, f € L; < A, B > fonksiyonunun

h
h;+1f|f(x0+t)—f(x0)|dt=0, 0<a<l1 (4.3)
0

lim
h-ot

sartini sglayan genellgiriimi s Lebesgue Noktasi ise bu durumda

lim  |T3(f5%) — f(x)| =0

(x'l)_)(xo/lo)
dir.

Ispat: V6 > 0 icin xo + 8 < B, xo — 6 > A olsun.I(x, 1) := T (f; x) — f(x,) ile
gosterilsin. (4.1) den ve Tanim 4.1.leinsartindan
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B

I(x,2) = f Ky (6, x, F(£)dt — f(xo)

A

- f Ky (t,x, g(6))dt — f Ky(t,x, g (xo))dt + f Ky (t, %, g (o))t — F(xo)
R

R R

yazilabilir. Her iki tarafin mutlak dgeri alinir ve gitligin sg tarafina tggen

esitsizligi uygulanirsa

(2] < f 1K (8, %, 9 (6)) — K (6, %, g (o)) e
R

+

f Ky (t, %, g (xo))dt — £ (xo) (4.4)

R

elde edilir. Tanim 4.1.1 deki) sartindanv4 € A igin

K> (8, x, g(8)) — Ka(t, x, g (xo))| < Ly (t, )| g (£) — g (x0)] (4.5)

yazilabilir. (4.5), (4.4) te yerine yazilirsa

f Ko, x, g (xo))dt — £ (xo)

R

(D) < f La(6,01g(0) — g(xo)ldt +
R

elde edilir. Buradan

x0+6

|1(x,z)|s< f + f [ o+ f )lg(t)—g(xoma,x)dt
-6 X0

te¢ <A,B> <A,B>\Ug(xg) Xo

+ ] Ky (6%, 9 (xo) )t — £ (xo)

R
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=L0oA) + LA + 100 A) + 1,0 A) + Is(x, A)

yazilabilir. (4.1) den ve Tanim 4.1.1 im) sartindan (x,1) - (xq,4,) iken
Is(x,A) — 0 dir.I,(x, A) integralini hesaplayalim.

L(x,2) = f 19(6) — gCxo)|La(t, x)dt

<A,B>\Ug(xg)

t €< A,B >\ Us(xy) Uzerinden supremum alinirsa ve (4.1) den

Lo < sup Lyt j F(6) = fxo)ldt

te <A,B>\Ug(xg)
\Uslxo <A,B>\Ug(xq)

elde edilir. kitsizligin sg tarafindaki integralde tcgenisizligi uyulanirsa

Le <  sup L6 f AFO1 + If (o) Dt

te <AB>\Ug(x
\Us(xo) <A,B>\Ug(xg)

te <A,B>\Ug(xq)

B B
< sup Lt f FOldt + 1 (x| f dt
A A

< sup Ly(t, x) [”f”L1<A,B> + 1f (xo)|1(B — A)] (4.6)

te <A,B>\Ug(xq)
elde edilir. Buraddx, 1) — (xy, 1) iken limit alinirsa Tanim 4.1.1 i) sikkindan

I,(x,1) — 0 dir. Simdi ise I;(x,A) integralini hesaplayalim. Bunun icin bR

fonksiyonu

F(t) = f FO) = fo)ldy (47)

seklinde tanimlansin. Bu durumdigt) nin diferensiyeli
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dF(t) = |f(t) — f(xo)ldt

olur. (4.3) e gore&/e > 0 icin 35 > 0 bulunabilir dyle kix, — t < § oldugunda

F(t) < e(xy — t)**t
dir.

L0 A) = f 19(6) — g (o)L (6, x)dt
Xg—0

0

integrali (4.1) den

L0 A) = f IF(8) = £ (o) ILa(t, x)dt
Xg—0

0

yazilabilir. BuradaF (t) nin diferensiyeli kullanilirsa

X0

I(x, A) = f L, (& x)dF (£)

x0—5

elde edilir. (4.7) den

X0

- j Ly(t, x)dF (£)

x0—6

|I3(x1 A)l =

yazilabilir. Burada kismi integrasyon uygulanirsa

1106, V| < |F(xg — 8)ILa(xo — 8,) + | [F(®)|de(Lr(t,x))
-5

Xo
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elde edilir. (4.8) den

X0
II5(x, )] < £6% 1Ly (x0 — 8,%) + ¢ f (o — 7 1d, (Ly(t, %))

x0—6

bulunur. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa

|I;(x, )| < e(a+ 1) (xg — t)*L;(t, x)dt (4.9)
5

Xo—

elde edilir. Benzerekilde I,(x,4) integrali de hesaplanabilir. Bunun icin W&

fonksiyonu

G(D) = f FO) = fxo)ldy (4.10)

seklinde tanimlansin. Bu durumddt) nin diferensiyeli

dG(0) = |f(©) — f(xo)ldt

olur. (4.3) e gor&e > 0 igin 3§ > 0 bulunabilir dyle kit—x, < § oldugunda

G(b) < e(t—xy)*! (4.11)
dir.
Xo+6
1,Go 2) = f 19(6) — gCxo)ILa(t, x)dt

integrali (4.1) den
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X0+6

I,Go 2) = j IF(8) = £ (o) ILa(t, x)dt

yazilabilir. Buradaz (t) nin diferensiyeli kullanilirsa

x0+5

14(x,/1)=f L (t,x)dG(t)

Xo
elde edilir. (4.10) dan

x0+6

— f Ly(t,x)dG(t)

X0

11 Cx, D] =

yazilabilir. Burada kismi integrasyon uygulanirsa
x0+6

|1Cx, D] < |G (xo + 8)|La(xo + 6, %) + f 1G(©)d,(La(t, X))

elde edilir. (4.11) den

x0+6

[I,(x, )| < 6% L (xp + 8,x) + € J- (t — x)**1d,(Ly(t, X))
Xo

bulunur. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa
x0+6
|I,(x, )| < e(a+ 1) f (t — xg)*L;(t, x)dt (4.12)

X0

elde edilir. O halde (4.9) ve (4.12) bitiilirse
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x0+6
|0 D+ [ (x, D] < el + 1) f Ly (¢, x)|t — xo|*dt (4.13)
)

Xo—

elde edilir. Burada(x, 1) — (xg,4) iken limit alinirsa (4.13) Un gendaki ifade

teoremin hipotezinden yani (4.2) den dolayi sifider. BOoylece sol tarafida sifirdir.

Son olaral; (x, A) y1 hesaplayalim.

L(x ) = f 19(8) — gCxo)ILat, x)dt

t¢ <A,B>

integrali (4.1) dervt € < A,B > igin g(t) = 0 dir. Boylece

L(x2) = 1f (o) j Ly, x)dt

t¢ <A,B>

elde edilir.t ¢ < A,B > oldugundan yat < A dir yadaB <t dir. x, € (4,B)
oldugundan herhangi > 0 icin x, INUgs(xg) = (xg —1,x9 + 1) € < A, B > sartini

s&layan bir komulugu vardir dyle ki

L(t,x)dt < f L, (t, x)dt

te <A,B> R\Ugs(x0)
dir. Boylece
M <Ifel [ Lnde (4.14)
R\Us(xo)

elde edilir. Tanim 4.1.1 ih) sartindan(x, 1) = (xo, 4,) ikenI;(x,1) — 0 dir.

O halde (4.6), (4.13) ve (4.14) yerlerine yaziligsal) — (x,, A,) iken istenilen elde

edilmis olur. Bu durumda ispat tamamdir.
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Baslangicta< A, B > aralgl R nin sonlu bir arafil idi. Simdi yukaridaki teoremi

< A, B > = R olmasi durumunda yeniden ispatlayalim.

Teorem 4.2.2:f € L;(R) ve x, noktasi genelkiriimis Lebesgue noktasi olsun.

Ayrica Teorem 4.2.1 in hipotezlerigdansin. Bu durumda

lim |T3(f;x) = f(x0)| = 0

(x,A)=(x0,40)
dir.

Ispat: V6 > 0icinxy + 6 < 0, x5 — 8 > —oo olsun.I(x, 2) := Ty (f; x) — f(x,) ile

gosterilsin. Tanim 4.1.1 ie) sartindan

I(x,2) = f Ky (6, x, F(0)dt — (xo)

R

= j Ki(t,x, F(£))dt j Kyt x, f(xo))dt + f Ko (t,x, f (xo))dt — F(xo)
R R

R

yazilabilir. Her iki tarafin mutlak dgeri alinir ve gitligin sg tarafina t¢cgen

esitsizligi uygulanirsa

(D) < f K2 (8, x, £(6)) — K6, x, f (o)) ldt

R

+ f Ko (t,x, £ (xo))dt — F(xo) (4.15)

R

elde edilir. Tanim 4.1.1 deki) sartindanv4 € A igin

[K3(t,x, f(0) = Ka (&, x, f(xo))| < La(t, )| () = f (x0) (4.16)

yazilabilir. (4.16), (4.15) te yerine yazilirsa
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1, D) < f La(t, O F () — F(ro)ldt +

R

] Kot %, f (o))t — £ (xo)

R
elde edilir. Buradan

X0 x0+6

u(x,ms( j n f + f )If(t)—f(xo)lLa(t,x)dt
R\Ugs(xo) X0

x0—5

+ ] Ky (6%, f Geo))dt — f (o)

R

=LA + LA + ;00 A) + 1,(xA)

yazilabilir. Tanim 4.1.1 ine) sartindan (x, 1) — (xy,49) iken I,(x,A) — 0 dir.

I, (x, A) integralini hesaplayalim.

L(x,2) = f F(8) — f (o) ILa(t, x)dt

R\Ug(xo)

Esitsizligin sg; tarafindaki integralde lGcgenitsizligi uyulanirsa

L(x ) < f AFO] + I o) DLa(t, x)dt

R\Ug(xo)

ve buradan

Li(x,4) < f |f (1L (L, x)dt + |f (xo)] f Ly (t, x)dt
R\Us(xo) R\Us(xo)

elde edilir. Kitsizligin sgzindaki ilk integraldet € R \ Us(x,) Uzerinden supremum

alinirsa

119



LG <  sup  Liltx) f FOlde + If (o) f Ly (6, x)dt
t€ R\Us(xo) R R\U3(xo)

< s L) Ifllm + f @)l f Litxdt  (417)
t€ R\Us(xo) R\U3(xo)

elde edilir. Burada(x,1) = (x,,4,) iken limit alinirsa Tanim 4.1.1 ih) ve ¢)
stkkindan; (x,A) — 0 dir. Simdi ise I,(x, A) integralini hesaplayalim. Bunun icin

bir F fonksiyonu

F(t) = f FO) = fo)ldy (4.18)

seklinde tanimlansin. Bu durumdigt) nin diferensiyeli
dF (t) = 1f(t) — f(xo)ldt
olur. (4.3) e gor&/e > 0 icin 35 > 0 bulunabilir dyle kix, — t < § oldugunda
F(t) < e(xg —t)ot? (4.19)
dir.

L(x,A) = f IF(8) = £ (o) ILa(t, x)dt
Xg—0

0

BuradaF (t) nin diferensiyeli kullanilirsa

X0

I(x, A) = f L, (& x)dF (£)

x0—5

elde edilir. (4.18) den
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X0

- j Ly(t, x)dF (£)

x0—6

|12(x1 A)l =

yazilabilir. Burada kismi integrasyon uygulanirsa

1106, D] < IF(x — 8)|La(xo — 8,x) + | [F(®)|de(La(t, X))
-5

X0

elde edilir. (4.19) den

X0

|I,(x, )| < 6% 1L (xo — 8,x) + € (xo — )*1d,(Ly(t, X))
x0—6
bulunur. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa

L, Ge )] < e(a + 1) j (o — £)%L, (£ ) dt (4.20)

x0—6

elde edilir. BenzegekildeI3(x, A) integrali de hesaplanabilir. Bu durumda

x0+6

|I;(x, )| < e(a+ 1) f (t — xg)*L;(t, x)dt (4.21)

elde edilir. O halde (4.20) ve (4.21) bitielirse

x0+5
|, (x, V)| + |I3(x, )| < e(a+ 1) Ly (t, x) |t — xo|%dt (4.22)
)

Xo—

elde edilir. . Buraddx, 1) - (x,, 1,) iken limit alinirsa (4.22) in sol tarafi sifirdir
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O halde tim bu sonuclar bigtailirse (x,1) - (x,,1,) iken istenilen elde edilmi

olur. Bu durumda ispat tamamdir.

Simdi noktasal yakinsaklik hizi ile ilgili teoremexelim. Oncelikle teoremin ispati

icin asagidaki kasullar salansin.
x0+6
ACx, A, 8) = f Ly(t )|t — xo|dt
x0—5

veVt € R\ Us(xy) ve keyfid < a < 1igin

sup L(t,x) = o(A“(x,A, 5))
te R\Ug(xo)

fKA(t,x,g(xO))dt — f(xp)| = o(A“(x, A 6))

R

ayrica(x, 1) = (xq, 1) iken

L(t,x)dt = o(A(x, A, 6))
R\Ug(xo)

olsun.Simdi asagidaki teorem verilebilir.

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Teorem 4.2.3: Kabul edelim ki K;(t,x,u) c¢ekirde&gsi Tanim 4.1.1 dekisartlari

sa&lasin. x,, f € L; < A,B > fonksiyonunun genelj@riimis Lebesgue noktasi

olsun. Bu durumdéx, 1) - (x,, 4,) iken

IT(f; %) — f(x0)] = 0(A%(x, A, 6))

dir.

Ispat: Herhangid > 0 icin x, + § < B vex, — § > A oldugunu varsayalim.
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110, D = 1Ty (f; %) = £ (x0)

olsun. Teorem 4.2.1 den

106 D] < 1f (x| f Lyt x)dt
R\Ugs(xo)

+  sup L&) [IIfll,<ass + 1f (xo)I(B — A)]

te <A,B>\Ug(xo)
X0+6

+e(a+1) L (t,x)|t — xo|%dt
5

Xo—

+

f K/l(ti X, g(xo))dt - f(xo)

R
yazilabilir. Yukaridaki

X0+6
j L (t,x)|t — xo|%dt
x0—6

integralini gbz onune alalim.

x0+5 x0+5
f It = 20" L (t, x)dt = f [t = xo|%Ly(t, 0)'~+*dt
xO—6 x0_6
x0+6
- f [It = xolLa(t, x)]%Ly (¢, x)* ~*dt
x0—6
olarak yazilabilir. Son sitlikte p =§ ve g =ﬁ olmak iizere Holder stsizli
uyulanirsa
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Xo+6 Xo+8
1
| o= sl odes | [ @t nrad
xo—6 Xo—5
x0+5 a

. f (It — xoLa (6, 0)]%Yadt
Xo—0

0

elde edilir. Kitsizligin sggindaki ikinci integral

x0+6 a
2 8) = [ lle=xoliate e

x0—5
olup
x0+6 x0+5 l1-a

1

f [It — xo|Ly(t, x)]*Ly (¢, x)1~%dt < f (Ly(t, ) ") T-adt A%(x, A, 6)
XO—6 x0—6

elde edilir. Bu songtsizligin sgzindaki integralin sinirlarini gegieterek

Xo+6 B 1-a

f (1 = xo|Ly (£, 2)]%Ly (£, 2)*~%dt < j (Ly(t, 1) O T=adt | A%(x, A,6)
) A

Xo
= O(A“(x, A, 6))
elde edilir. Son olarak (4.23)-(4.2&rtalarindan
ITa(f; %) = f (o) | = 0(2%(x, 4, 8))
bulunur. O halde ispat tamamdir.

Not: Bu teorenx A, B > = R oldugunda da gecerlidir.
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Not: Eger < A, B > aralgini R de keyfi sonlu bir aralik olarak siiintrsek,f(t)
fonksiyonu ve K, (t,x,u) cekirdgi t ye gore (B — A) periyodlu oldgunda

yukaridaki teoremlerin ispatlari benzer olarak japlir.
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5. SONUCLAR

Bu calsmada Konvolisyon tipli olmayan integral operatdrigr kendisini olgturan,
L, ve L, uzaylarindaki fonksiyonlara karakteristik noktal@moktasal yakinsakii
ve yakinsaklik hizi incelengtir. Daha 6nemlisi bu operatorlerin kendisini glwran;
fakat L; ve L, uzaylarinda olmayan fonksiyonlara da yakian varlgl yine
karakteristik noktalarda gosterilgtir. Ayrica dordinct bélimde Konvolisyon tipli
olmayan nonlineer integral operatoérlerin deuzayinda olan fonksiyonlara yakia

Ozellikleri verilmistir.
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