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OzET

DURRMEYER TiPLI OPERATORLER

ACAR, Tuncer
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Dog. Dr. Ali ARAL

Bu calisma dort bélimden olugsmaktadir. Birinci bolim giris icin ayrilmustir.
ikinci bélimde bazi temel tanimlar ve kavramlar verilmistir.

Ugiincli bélimde genellestirilmis Szasz operatorleri ve tiirevi sinirli salinimli olan

fonsiyonlar igin yakinsaklik hizi incelenmistir.

Dordiinci bélimde Szasz operatorlerinin bir baska genellestirilmesi tanimlanmis ve
bu operatorlerinde tirevi sinirh  salinimh  fonksiyonlar igin yakinsakhk hizi

incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Linner pozitif operatér, Szasz operatord, Sinirli salinimli

fonksiyonlar



ABSTRACT

DURRMEYER TYPE SZASZ OPERATORS

ACAR, Tuncer
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Ali Aral

This thesis consist of four chapters. The first chapter is reserved for introduction.
In the second chapter, some fundamental definitions and concepts are given.

In the third chapter, generalized Szasz operators and rate of convergence for the

function with derivatives of bounded variation, are studied.

In the fourth chapter, another generalization of Szasz operators is introduced and
rate of convergence for the function with derivatives of bounded variation, are

studied also.

Key Words: Linear positive operators, Szasz operator, Bounded variation

functions
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GIRIS

Yaklasimlar teorisindeki asil amag keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanigl

diger fonksiyonlar cinsinden bir gdsterimini elde etmektir.

[a, b] kapali araliginda siirekli her f fonksiyonu i¢in f(x) e [a, b] araliginda diizgiin
yakmsayan bir {P,(x)} polinomlar dizisinin varligi Weierstrass tarafindan
ispatlanmistir. Bu teoremi ispatlamak isteyen bir ¢ok matematik¢i birer dizi
olusturmus ve bu dizilerin olusturulma teknigi lineer pozitif operatorlerle yaklagim

problemini ortaya ¢ikarmustir.

Bu dizilerden ilki S.N. Bernstein tarafindan 1912 yilinda siirekli fonksiyonlara

yaklagim i¢in
5= 311 () (s -0
k=0

operatoriinii tanimlayarak bu operatorler dizisinin [0,1] araliginda diizgiin olarak
f (x) e yaklastigini ispatlamistir. Daha sonra P. P. Korovkin simirli araliklarda lineer
pozitif operatorler dizisinin yaklasim problemini el alarak Korovkin Teoremi olarak

bilinen teoremini ispatlamistir.

f (x) fonksiyonunun sinirsiz araliklarda olmast durumunda da yaklasim problemleri
incelenmistir. 1950 yilinda O. Szasz, f fonksiyonun [0,00) araliginda siirekli ve

[0,00) arahiginin her kapal alt araliginda sinirh olmasi durumunda



Sn(f; X) = e X z f(g) (Tlli(')
k=0

olarak tanimlanan ve Szasz operatorleri olarak adlandirilan operatorler dizisini

olusturmus ve yakinsaklik 6zelliklerini incelemistir.

1960 yilinda Durrmeyer, [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlar kiimesini genisletmek
i¢in [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlar yerine [0,1] araliginda Lebeasgue
integrallenebilir fonksiyonlar1 alarak Bernstein operatdrlerinin integral

modifikasyonu olan ve Bernstein-Durrmeyer operatdrleri olarak adlandirilan

1

Da(fix) = (n+1) Z (D)xea -0 [ () era - oo
k=0

0

operatorler dizisini tanimlamig ve yaklasim 6zelliklerini incelemistir.

1960 yilinda S. M. Mazhar ve V. Totik, Szasz operatorlerinin Durrmeyer tipli

integral modifikasyonunu tanimlamis ve yaklagim 6zelliklerini incelemistir.

1987 yilinda S. Guo, Bernstein-Durrmeyer operatdrlerinin sinirlt saliniml
fonksiyonlar i¢in yaklagim hizini elde etmistir. Szasz operatorlerinin degisik taban
fonksiyonlar1 alinarak elde edilen integral modifikasyonlarimin smirl saliniml
fonksiyonlar igin yakimsaklik hiz1 X. M. Zeng, J. Sinha ve V. K. Singh tarafindan

elde edilmistir.



Bu tez calismasinda oncelikle T. Acar, V. Gupta ve A. Aral tarafindan tanimlanan
Szasz operatdrlerinin integral modifikasyonunun sinirl salinimli fonksiyonlar i¢in
elde edilen yakinsaklik hiz1 incelenmis ve Szasz operatorleri i¢in yeni bir integral

modifikasyonu tanimlanarak bu operatorlerin de sinirlt salinimli fonksiyonlar igin

yakisaklik hiz1 elde edilmistir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar i¢in Prof. Dr. Mustafa Balct () nin “’Reel Analiz”” ve A. N.
Kolmogorov, S. N. Fomin (1975) in “’Introductory Real Analysis’’ adli kitaplarindan
faydalanilmistir. Szasz operatorleri ve yaklasim 6zellikleri icin O. Szasz (1950) 1n
©...77 adlhh makalesinden, genellestirilmis Szasz operatorlerinin smirli salinimlh
fonksiyonlar i¢in yakinsaklik hizinin elde edilmesi hakkindaki bilgi ve teoremler igin
X. M. Zeng (1998) in “’On the rate of convergence of the generalized Szasz type
operators for functions of bounded variation’’ adli makalesinden yararlanilmigtir. T.

Acar, V. Gupta ve A. Aral tarafindan yayimlanan ‘’Rate of convergence for

generalized Szasz operators’” isimli makale, tez calismamizda da temel alinmistir.

1.2.Calismanin Amaci

Bu tez ¢alimasi ile Szasz operatorlerinin integral modofikasyonunun sinirli salinimli
fonksiyonlar i¢in yakinsaklik hizinin hesaplanmasi ayrintili olarak incelenecek ve
Szasz operatoriinlin yeni bir intagral modofikasyonu tanimlanarak yakinsaklik hizi

elde edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde lineer pozitif operatorlerin tanimi, sagladiklart 6zellikler, Lebeasgue
integrali, Riemann-Stieltjes integrali, siirli salinimli fonksiyonlar ve daha sonraki
boliimlerde de kullanacagimiz tanimlar agiklanacaktir. Ayrica lineer pozitif
operatorlerin diizglin yakinsakligin1 veren Korovkin teoremi de bu boliimde yer

alacaktr.

2.1. Sonlu Aralikta Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

Cla,b], sonlu [a,b] araliginda tanimlanmis ve araligin tiim noktalarinda siirekli

fonksiyonlar uzayidir. Cla, b],

@O. F+g)x) =f(x)+g(x) ve

(ii). A € R olmak iizere (Af)(x) = Af (x) islemleri ile birlikte bir vektor uzayidir.

Weierstrass teoremine gore bu uzaydan olan her bir f fonksiyonu igin sonlu bir
maxg<.<p|f(x)| sayist vardir. Bu fonksiyonun C[a, b] lizerinde bir norm oldugunu

gosterebiliriz.

(i)- maxasxsblf(x)l =0

(ii). Eger f, uzayn sifir1 ise yani [a, b] arahiginda f = 0 ise 0 zaman bu fonksiyonun
maksimumu ayni aralikta sifirdir. Diger yandan eger max,<,<p|f(x)| =0 ise o

zaman f = 0 olur.

(iii). a keyfi bir reel say1 olmak tizere max,<y<p|af (x)| = |al max,<,<p|f (X)].



(iv). f ve g, [a, b] de siirekli iki fonksiyon olmak iizere Vx € [a, b] igin

lf ) + gl < If )]+ [g(x)]

oldugundan

max £ () + g (o)l < max (1f ()] + g ()

< max |f(x)| + max |g(x)|
asx<b asx<b

dir. Boylece norm aksiyomlari saglanir.

Cla, b] uzayinda norm;

Ifllcar) = max |f ()l (2.1.1)

ile gosterilir. Bu uzayda yakmsakhigin diizgiin yakinsaklik oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki C[a, b] de olan bir (f,(x)) fonksiyonlar dizisi [a, b] arahginda f (x)
e diizgiin yakmsasin. Bu taktirde keyfi € > 0 verildiginde 6yle bir N = N(€) bulunur
kin > N oldugunda |f,,(x) — f(x)| < € esitsizligi Vx € [a, b] i¢gin saglanir.

f(x) € Cla,b] ve dolayisiyla f,,(x) — f(x) € Cla, b] dir. Weierstrass teoreminden
oyle bir x* € [a, b] vardir ki f;,(x) — f(x) fark fonksiyonunun x* daki degeri [a, b]
nin diger noktalarindaki degerinden biiyiiktiir. Ayrica x* € [a, b] oldugundan



IfnGe™) = f()] = max |f,(x) = f(x)] <€

saglanir. Dolayisiyla keyfi € > 0 i¢in N(€) vardir 6yleki n > N oldugunda

max |f,(x) — f(x)| < €

asxs<b

saglanir ve

“fn - f”C[a,b] <€ (‘I’l > N(E))

olur. C[a,b] de olan (f,(x)) dizisi C[a,b] uzaymin normunda yakmsasm. Bu
durumda keyfi pozitif € sayisina gore dyle bir N bulunabilir ki, n > N olan tim n ler

i¢in

max |f, (x) = f(0)] <€

saglanir. Bundan dolayi [a, b] de olan tiim x ler i¢in

/() = f)l <€, n>N

esitsizligi saglanir. Sonug olarak, C[a, b] uzayinin normuna gore yakinsama, diizgiin

yakimnsamadir.



Diizgiin yakinsama

fa(x) 3 f(x)

ile gosterilir.

2.2. Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y lineer normlu iki fonksiyon uzay:r olsun. Eger X den alinan herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu durumda X

uzaymda bir operator tanimlanmis olur ve

g(x) = L(f,x)

bigiminde gosterilir. X uzayr L operatoriiniin tanim bolgesidir ve X = D(L) ile
gosterilir. Bu durumda L(f, x) = g(x), Y uzayinin bir elemani olur ve bu sekildeki g
fonksiyonlar1 kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime de R(L) ile

gosterilir.

Tanim 2.2.1. L : X — Y bir operator olsun. Her f;, f, € X ve a;, @, € R olmak iizere

L(aifi + ayfo;x) = a  L(f1;x) + ayL(f5;x)

esitligi saglaniyor ise L ye lineer operator denir.



Tanm 2.2.2. L : X - Y bir operator olsun. D(L) c X, L nin tanim kiimesi olmak

tizere Vf € D(L) igin

IL(F5 0y < MIfllx (2.2.1)

esitsizligini saglayan M € R* varsa L ye D (L) de smirli operator denir.

Lllxoy = inf{M:IL(f; ) ly < MIIfllx}

sayisina L operatdriiniin normu denir.

Lemma 2.2.1. L : X — Y smurh lineer operatori i¢in

L (f; )y
ILllx>y = sup ———
irle  IFIx

esitligi saglanir.

Ispat: ||L||y_y tanimmdan

IL(f5 )y
1f1lx

< [ILllx-y

esitsizligi saglanir. Buradan



o MGl
i If 1l

< ILllx>y (2.2.2)
esitsizligi bulunur.

Diger taraftan infimum tanimindan her € > 0 i¢in en az bir f, € X vardir dyle ki,

IL(fe; )lly = ULl x-y — Ol fellx

esitsizligi bulunur. Buradan da

IIL(fe; ) ly
1 fellx

= ||Lllx-y — €

esitsizligini elde ederiz. Buradan

o IL(f5 0)lly - IL(fe; 2)ly
AT A

2 |ILllx-y — &

elde edilir. Sol taraf €’a bagl olmadigindan € = 0 igin esitsizlik bozulmaz. Buna

gore

IL(F5 )y

sup > ||Lll xoy (2.2.3)
ik fllx



esitsizligi elde edilir. Sonug olarak (2.2.2) ve (2.2.3) esitsizliklerinden

IL(f5 ) lly

IILllx—y = sup
U Ifllx

bulunur.

Sonuc¢ 2.2.1. L : X — Y smirh lineer operatorii i¢in

ILllx-y = Sup IL(f5 0y

flix=1

esitligi gerceklenir.

Ispat: Lemma 2.2.1.” den

LGS0y _

Loy =
e Ml ||f||x

IIfIIx

= sup
IIfIIx

f
LG o,

yazabiliriz.



f
1f1lx

gx) =

dersek ||gllx = 1 olur. Buradan

ILllx-y = sup [IL(F 0y
Ifllx=1

elde edilir.

Tanmm 2.2.1. L : X - Y bir operator olsun. Her € > 0 sayisina karsi gelen bir
85(g, fo) >0 sayisy, |If — folly <& oldugunda ||L(f) — L(f)lly < & esitsizligi

saglanacak sekilde bulunuyorsa L operatorii f, € X i¢in siireklidir denir.

Teorem 2.2.1. X,Y normlu uzaylar L : X — Y lineer operator olsun. Bu durumda L

operatori icin sinirlilik ve siireklilik birbirine denktir.

Tamm 2.22. Xt ={f e X: f(t) =0}, Yt ={g € Y : g(t) = 0} fonksiyon
smiflarin1 g6z Oniine alalim. Eger X uzayinda tanimlanmis L lineer operatorii X+
kiimesindeki her bir f fonksiyonunu Y * kiimesindeki bir fonksiyona doniistiiriiyor

ise L operatOriine lineer pozitif operator denir. L lineer pozitif operator ise

L(X*) c Y* saglanir. Yani f(t) = 0 oldugunda L(f;x) = 0 olur.

Lemma 2.2.2. Lineer pozitif operatdrler monotondur.

Ispat: Her x icin g(x) = f(x) ise g(x) — f(x) = 0 dir. L lineer pozitif operatdr

oldugundan



L(g—fx)=0

ve L lineer oldugundan

L(g;x) —L(f;x) =0

dir. Dolayisiyla

L(g;x) = L(f;x)

dir. Bu esitsizlikte lineer pozitif L operatoriiniin monoton oldugunu gosterir. Ayrica L

operatoriiniin monotonlugundan

—Ifl < f <Ifl = L=Iflx) < L(fix) < L{f15x)

ve L nin lineerliginden

—L(flx) < L(f;x) < L(UfLx) = IL(f;x)] < LUf]x)

yazilabilir.

Tamim 2.2.3. n € N olmak iizere (L, (f; x)) dizisine operator dizisi denir.



Tanmm 2.2.4. L,((t —x)%;x), {s =0,1,2,...} ifadesine (L,) operatér dizisinin

s —yinci merkezi momenti denir.

2.3. Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsakhik Kosullar

Yaklasim teorisinin amaci, keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanigh olan
diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir. Bdyle bir gdsterim

fonksiyon hakkinda bilgi elde etmenin daha basit bir yolunu verir.

1885 yilinda Weierstrass [a, b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yaklagilabilecegini ifade etmistir.

Teorem 2.3.1. (Weierstrass Yaklasim Teoremi)

f fonksiyonu [a, b] arahig: lizerinde siirekli fonksiyon uzayinda olmak iizere her
€ > 0 i¢in |f(x) — B,(x)| < € olacak sekilde n. dereceden bir P,(x) polinom dizisi
vardir. Bagka bir ifade ile [a,b] araliginda siirekli her f fonksiyonu i¢in f(x)’ e

[a, b] arahginda diizgiin yakmsayan bir (P, (x)) polinomlar dizisi vardir.

Bu teoremin birgok ispati bulunmaktadir. Bu ispatlardan birini de 1912 yilinda
S.N.Bernstein (Bernstein, 1912) yaparak, lineer pozitif operatorler ile yaklasim

teorisinde 6nemli rol oynayan Bernstein Polinomlar1’ n1 tanimlamistir.

1952 yilinda H. Bohmann, toplam seklinde lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1]

araliginda siirekli f(x) fonksiyonuna yaklagsmasi problemini incelemistir.



H. Bohmann (Bohmann, 1952) géstermistir ki x € [0,1], 0 < a,, < 1 ve k <7 igin

p g < p, oldugunda

La(Fix) = ) F(ani)Paic ), Pas() 2 0
k=0

lineer pozitif operatérler dizisinin, n — oo igin [0,1] araliginda siirekli f
fonksiyonuna diizgiin yakimnsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ii¢ tanedir.

Bunlar:

Ai_r)?oHLn(l:x) — 1ll¢po,1y =0

limy, ol Ly (£5) — x|l o1 = 0

limy, o0l Ly (8%56) — %2l ¢jo,17 = 0
seklindedir.

Asikardir ki Bohmann’ 1 arastirdigi operatorlerin degeri, f fonksiyonunun [0,1]

araliginin disindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda P. P. Korovkin, H. Bohmann’ in teoremini daha genel bir halde

vermistir.

Teorem 2.3.2. (Korovkin Teoremi): {L,} lineer pozitif operatorler dizisi olsun.

a, (x), B (x) Ve y,,(x), [a, b] de diizgiin olarak sifira yakinsayan diziler olmak iizere



Vx € [a, b] i¢in

L,(1;x) =1+ a,(x) (2.3.1)
L,(t;x) =x+ Bp(x) (2.3.2)
L,(t%x) = x2 + y,(x) (2.3.3)

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L, (f;x), [a, b] arahig: {izerinde f(x) e diizgiin
olarak yakmsar. Burada f, [a, b] de siirekli, a da sagdan, b de soldan siirekli ve R de

smirlt bir fonksiyondur.

Ispat: f fonksiyonu reel eksende smnirli oldugundan tiim x ler i¢in

lfeol <M (2.3.4)

olacak sekilde M pozitif sayis1 vardir. f € Cla,b] oldugu i¢in Ve > 0 sayisina
karsilik Oyle bir 6 >0 sayis1 vardrr ki t€ R ve x € [a,b] i¢in |[t—x| <6

oldugunda

lf@) - flol<e (2.3.5)

saglanir.

x,t € [a, b] oldugunda (2.3.5) esitsizligi f fonksiyonunun [a, b] arahiginda diizgiin
siirekli olmasindan dolay1 gergeklenir. x € [a,b], t & [a, b] oldugunda ise (2.3.5)

esitsizligi f fonksiyonu a noktasinda soldan ve b noktasinda sagdan siirekli bir



fonksiyon oldugu igin gerceklenir. (2.3.4) ve (2.3.5) esitsizliklerinden dolayi her
t e Rvex € [a, b] igin

O = FGI< e+ 55002 236)

esitsizligi gerceklenir. Clinkii |t —x| < & oldugunda |f(t) — f(x)| < & ayrica

% (t — x)? saglanir.

(t—x)?
82

|t — x| = 6§ oldugunda ise > 1 olacagmdan Z—I‘:(t —x)? = 2M saglanir. Bu

durumda & > 0 igin (11) esitsizliginden

If @) = I < IF O+ 1f (I

< - +e (23.7)

esitsizligi gergeklenir. Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden

1L (F5x) = f(Olcpap) = ILn(F (&) = fC)ix) + f )Ly (156) — f (Ol cpap
< 1L, (F® = G Nl capy + 1l epap1Ln (12) = Ll epa )

< L (F @ = FCI L erany + 1 lerapllLn (L) = Ll grap

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim (2.3.1) den dolay: sifira yakinsar.

Yani,



1/ llctaprllLn (L;x) = Llicpa,p) < &n (n = o0 iken g, = 0)

esitsizligini saglayan ¢, dizisi vardir. O halde

ILn (F (&) = F G leap < L (Uf () — fFOILO ey + €n (2.3.8)

esitsizligi saglanir. Simdi birinci terimi hesaplayalim. (2.3.7) esitsizliginden ve lineer

pozitif operatoriin 6zelliklerinden dolay1

Ln (LF () = FCL) e,

<Ly (e + 55 (t - 0)%x)

= Lo (15) + 55 Ly (¢ = ¥)%5%)

= &L (1) + 55 [Ln (% 0) = 221 (6 %) + %21y (1;%)]

= elLn (130) = 1] + & + 55 {{Ln (¢35 %) = x?] = 2x[Ln (&5) = x] + €2 [Ly (152 — 1}

= e+ (e +2502) [L, (1) — 1]+ 27 [L, (2% 0) — 22 = 2L, (620 — 2]
elde edilir. x € [a, b] oldugundan

2M 2M , (4M _ 4M
(€+—X>S€+Fl’) ,(FXSFI’)>

dir. O halde



M 5
C1 =Fb ,Cz =2bC1,C3 =£+C1b

esitliklerini kabul edersek

1L (1f () = F GO

< &+ Gl (65 %) = P + CollLn (6 %) — xll + C5lIL, (1;20) — 1]

yazilabilir ve burada € > 0 istenildigi kadar kiiciik secilebilen bir sayidir. (2.3.1),
(2.3.2) ve (2.3.3) esitsizliklerinden dolay1 n — oo i¢in

1L (1f () = F GO0 - 0

olur. Bu sonug ve (2.3.6) esitsizliginden yaralanarak

ILn (f3x) = F GOl - 0

oldugu goriiliir.

Korovkin teoremindeki 1,x,x? test fonksiyonlar1 yerine [a,b] araliginda lineer

bagimsiz herhangi ii¢ fonksiyon alamayiz.



Teorem 2.3.3: f,, fi, f> strekli fonksiyonlarindan olusmus [a, b] araliginda ikiden
fazla sifir yeri olan bir F(x) polinomu varsa, bu durumda 6yle bir L lineer pozitif

operatorii bulabiliriz ki, x € [a, b] ve k = 0,1,2 igin

L(fi; x) = fi(x)

kosullar1 saglanmasina ragmen dyle bir f* € [a, b] fonksiyonu vardir ki

L(f5x) # f7 (%)

dir. Dolayisiyla Korovkin teoreminin kosullarindaki 1, x, x? fonksiyonlarinin yerine
secilecek fonksiyonlardan olugmus herhangi bir F(x) polinomunun [a, b] arahiginda

ikiden fazla sifir yeri olmamalidir.
2.4. Szasz Operatorleri ve Yaklasim Ozellikleri

Tamm 2.4.1. Kabul edelim ki x € [0, A] ve f € C[0, A] olsun.

o)

Sp(f;x) =e™ Z f (E> (n;)k (2.4.1)

n
k=0

bigiminde tanimli olan lineer pozitif operatorlere Szasz operatorleri denir, (Szasz,

1950).



Teorem 2.4.1. (2.4.1) ile verilen Szasz operatorleri A € R* olmak tizere [0, A] kapali
araliginda siirekli ve tiim pozitif yar1 eksende sinirlt olan f fonksiyonuna bu aralikta

diizgiin yakinsar. Yani f € C[0, A] ise;

Sn(fix) 3 f(x), x[0,A]

dir.

Ispat: Ispat1 Korovkin teoremini kullanarak yapacagiz. Bunun igin oncelikle
S,(f;x) in lineer ve pozitif bir operatdr dizisi oldugunu gdstermeliyiz. ilk olarak

lineerligini gosterelim. Va, b € R ve f, g € C[0, A] i¢in,

[ee)

Sn(af(t) +bg(t); x) = Sp(fsx) = e™™ Z <af (%) + bg (%)) (n;!)k

k=0

ey o (5 ey g (1)

=0 k=0

o

mae ) (4B ey ()

k=0 k=0

= aS,(f(t);x) + bS,(g(t); x)

oldugundan S,, lineer bir operatordiir. Ayrica k = 0,1,2,...,n € N ve x € [0,A] igin



oldugundan f = 0 ise S,,(f;x) =0 dir. Dolayisiyla S, (f;x) operatorii pozitiftir.

Korovkin teoremi geregince

@) S,(L;x) 31
(ii) Sp(t;x) 3 x

(iii) S, (t?%; x) 3 x?

oldugunu gosterirsek S, (f;x) 3 f oldugunu ispatlamis

gosterelim.

(i) S, (1; x) 2 1 oldugunu gosterelim.

. nkxk
S,.(1;x) =e
k!
k=1
— e—nxenx
=1

(ii) S, (t; x) 3 x oldugunu gosterelim.

o)

K
S,(t;x) =e™ Z % (nx)

k!
k=0

o)

B _nxzkn"x
- ¢ n k!

k=1

k

X k-1.k-1

—nx n X X
=e ZW, (k—>k+1)
k=1

. had nkxk

= xe E
I
= (k)!

oluruz. Simdi bunlar1



— xe—nxenx

dir.

(iii) S,,(t%;x) 3 x? oldugunu gosterelim

2 k!
k=0
k2 nkxk
— g MX -
n2 k!

- ()

k=1

0 o0
k — 1nk-1xk-1x 1nk-1xk-1x
+ e ™

= e_nx _
ERY —1)!
£on (k—1)! —n (k —1)!
Z N I 1x+ —nxi 1 nk—1xk=1y
VA -1 ¢ Lin (k—1)!

i nk=2 k=22 1 nk—1yk=1y
! Z_ —1)
£ (k —2)! £ 1n (k—1)!

k—>k+2 k->k+1



bulunur ve S, (t?%;x) 3 x2, (n - =) elde edilir. Dolayisiyla (i), (ii) ve (iii) sartlari

saglandigindan Korovkin teoremi geregince Vf € C[0,A] igin [0, A] araliginda:

Sp(f;x) 3 f(x), (n > o)

bulunur.

2.5. Lebeasgue Integrallenebilen Fonksiyonlar

Tanim 2.5.1. X bir kiime olsun. X’in bir U ailesi i¢in

()XEU

(iiyHer EeUigin X —E €U

(li) k =1,2,..,nicin E, € Uise UN_, E, € U

kosullar1 saglaniyorsa U ailesine X tizerinde bir cebir denir. Eger (iii) yerine
(iv)Hern€ N i¢inE, € Aise U, E, €U

kosulu saglanirsa U cebirine bir ¢ —cebiri denir.

Tanmim 2.5.2. X bir kiime U da X tizerinde bir o —cebiri olsun. (X, U) ikilisine bir



Olgtilebilir uzay, U daki her bir kiimeye U —dlgiilebilir kiime veya kisaca 6lgiilebilir

kiime denir.

Tamm 2.5.3. (X, U) olgiilebilir bir uzay olsun. f:X — R fonksiyonunun 6lgiilebilir

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

f (@, ) ={xeX:f(x) >aleU
olmasidir.

Reel sayilara —oo ve 4+oo ‘u da katarak elde edilen yeni kiimeye Genisletilmis reel
sayilar denir ve R ile gosterilir. Yani R = [—oo, +00] olur.
X iizerinde taniml genisletilmis reel degerli Olciilebilir biitiin fonksiyonlarin kiimesi

M (X, U) ile gosterilir.

Tamm 2.5.4. (X, U) bir 6lgiilebilir uzay olsun. U lizerinde taniml1 genisletilmis reel

degerli bir p fonksiyonu i¢in

D ul@)=0
(ii) Her A € U igin u(A) >0
(iii) Her ayrik {A,,} dizisi i¢in u(Us=1 Ap) = Yoreq n(45)

Ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 6l¢li fonksiyonu veya kisaca 6l¢ii denir.

Tamm 2.5.5.: Bir X kiimesi, X’in alt kiimelerinin bir U cebri ve U lizerinde taniml1

bir u dlgiisiinden olusan (X, U, u) 6lgiisiine bir 6l¢ii uzay1 adi verilir.

Tanim 2.5.6. R™ deki biitiin (a, b) araliklarmm dogurdugu o —cebrine Borel cebri
denir ve B(R™) ile gosterilir. n = 1 olmasi halinde B(R') Borel cebri B(R) ile

gosterilir.

B(R) nin her bir elemanma Borel kiimesi denir. Bu tanima goére B(R) kiimesi tiim

acik araliklari ihtiva eden bir ¢ —cebirdir.



Tamm 2.5.7. X bir kiilme ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) tizerinde

tanimli,genigletilmis reel degerli bir u* fonksiyonu

O u(p) =0

(ii) Her E € P(X) i¢gin u*(E) = 0

(iii)A € B c X i¢in u*(A) < u*(B)

(iv) Her birn € N igin A,, € P(X) ise u*(Up=14p) < 2=y 1 (4;,)

kosullar1 saglanirsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dis 6l¢iidiir dentir.

Tanim 2.5.8. (I;,), R nin sinirli agik alt araliklarmin bir dizisi,

= {l:Ac Ulk}

olsun. P(R) iizerinde

/’l*(A)=inf{ 1(I,):1 ET}
kz=1 k)i €Ty

seklinde tanimlanan A* bir dig 6l¢iidiir. Bu dis 6l¢iiye Lebeasgue dis dl¢iisii denir.

Burada [(1}), I, arahigmmn ug¢ noktalarinin farkidir.

Bir p* dis olgiistine gore dlgiilebilen A © X kiimelerinin sinifi M (X, u*) ile gosterilir.

A", Lebeasgue dis olgiisii ile lgiilebilen, R nin alt kiimelerinin sinifi kisaca M ile

gosterilir. Lebeasgue dis Olglisi olan A* in M smifinda B(R) smifinda olan

kisitlanmasina Lebeasgue dis 6l¢iisii denir ve A ile gosterilir.



Tanm 2.5.9. f, X den R ye bir fonksiyon olsun.

f*(x) = maks{f(x),0}
f~(x) = maks{—f(x), 0}

olarak tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlari da X tizerinde tanimli ve negatif olmayan
fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna f fonksiyonunun pozitif pargasi, f~ fonksiyonuna

f fonksiyonunun negatif pargasi denir.

Tamm 2.5.10. Goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana gelen bir ¢ fonksiyonuna
bir basit fonksiyon denir. X iizerinde tanimli reel degerli, U-0lgiilebilir basit
fonksiyonlarm kiimesi S = S(X, U), S deki negatif olmayan fonksiyonlarinin kiimesi

de S* ile gosterilir.

Tamm 2.5.11. (X, U, u) bir dlgii uzayr olsun. a; lar negatif olmayan reel sayilar,

Ay, A, , ..., A, ler U ya ait ayrik kiimeler olmak tizere

n
Q= Z Ak X4y,
k=1

gosterimine sahip bir peS* fonksiyonunun u dlgiisiine gore integrali

n

f pdu = Z ayp(Ay)

X k=1



genisletilmis reel sayisidir. Burada y, A; kiimesinin

1,x € 4
Xa () = {O,X & Ay

seklinde tanimli karakteristik fonksiyonudur.

Tamm 2.5.12. (X, U, u) bir dlgii uzay1 ve f € M*(X,U) olsun. f fonksiyonunun u

Olgiisiine gore integrali

ffdu=sup fsodurfpeSﬂ(pSf
X

X

genisletilmis reel sayisidir. E € A olmak tizere, f fonksiyonunun u 6lgiisiine gore E

iizerindeki integrali

ffdu=ffxgdu
E X

sayisidir.

Tammm 2.5.13.(X,U,u) bir olgii uzayr ve f e M(X,U) olsun. f* ve f~
fonksiyonlarmm her ikisi de sonlu integrale sahip ise f fonksiyonu X tiizerinde u

olgtisiine gore integrallenebilirdir denir ve bu integral



[ rau= [ rrau-[ ran

X X X

reel sayisidir. Eger integrallenebilirlik kuralinda 6l¢ti uzaymi X = R*, U = B(R")

olarak se¢ilir ve u = A Lebeasgue 6lglisii olarak alinirsa

j fdA

R

integraline Lebeasgue integrali ad1 verilir.

Lemma 2.5.1. f: [a, b] = R smurli bir fonksiyon olsun.

(i). Riemann anlaminda integrallenebilir & f, [a, b] kapali araliginmn hemen hemen

her noktasinda sureklidir.

(i). f, Riemann anlaminda integrallenebiliyorsa Lebeasgue anlaminda da
integrallenebilirdir ve her iki integral birbirine esittir. Fakat bu durumun tersi her

zaman dogru degildir.
2.6. Durrmeyer Tipli Szasz Operatorleri

[0,00) araliginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara yaklagmak igin S. M.
Mazhar ve V. Totik (Mazhar ve Totik, 1985) Szasz operatorlerinin integral

(nx)k

modifikasyonunu x = 0 ve p,, ;(x) = e™* k!) olmak tizere



[ee]

La(fi ) = FOproGd + 1Y | [ FOPrca@dt | o) 261)

k=

bigiminde tanimlamustir. L, (f; x) operatorlerine Durrmeyer tipli Szasz operatorleri

denir.

Teorem 2.6.1. (2.6.1) ile verilen Durrmeyer tipli Szasz operatorleri A € Rt olmak
tizere [0,A] kapali araliginda siirekli ve pozitif yar1 eksende Lebeasgue

integrallenebilir f fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakinsar. Yani f € C[0, A] ise;

L,(f;x) 3 f(x), x € [0,A]

dir.

Ispat: Korovkin teoremi geregince

(i) L,(1;x) = 1
(i))L,(t;x) 3 x

(i) L, (t%; x) 3 x?

oldugunu gosterirsek L,(f;x) 3 f oldugunu ispatlamig oluruz. Simdi bunlari

gosterelim.



(i) L,,(1;x) = 1 oldugunu gosterelim.

0 [ee]

Ln(l;x) = DPno (x) + nz f pn,k—l(t) dt pn,k(x)
k=1 \po

[ee]

C (nx)*k (nt)k-?
— p—NX -nx -nt
e +n E e 7 fe (k—l)!dt

k=1 0

= X 4 nz e X (nlj') R 1)|f e ™M (nt)k1de

k=1 0

olup Gamma fonksiyonu,

o]

rtn) = f x"le~*dx
0

bi¢iminde taniml1 oldugundan,

[ee)

f e ™M (nt)k1dt =I(k)
0

dir. Ayrica I'(k) = (k — 1)! oldugunu da kullanirsak

o)

L,(1;x)=e ™ + nz e ™

k=1

(nx)* 1
k! (k—1)!

(k—l)!l
n

[00]

k=0



elde edilir. Yani, L, (1;x) = 1 dir.

(ii) L, (t; x) 2 x oldugunu gosterelim.

L,(t;x) = ni

k=1

n
k=1

o)

k=1

k=1

k=1

o)

k=0

e~ (nlj')kf te

nZe
)
e
n
)
- e
n
xze—nx

0

o )k 1

-nt

(nt)k-1

k-1 %

k! (k-1)!
0
o (n)k 1 1
k' (k- 1)!?“" +1
()"
(k—1)!

o (nx)*nx
(k —1)!

(nx)k
k!

elde edilir. Yani, L,(t;x) 3 x dir.

f te M (nt)k1dt



(iii) L, (t; x) 3 x oldugunu gosterelim.

k7 k-1
L,(t%x) = nz e‘”xwf tze‘"t%dt

— nz o~ NX (n:') s 1)"[ t2e~ (nt)k~1dt
! H

o (n)k 1 1
=nkzzle K k= )—F(k+2)
i k
k=1

_1 . _(nx)* k—1) +—= Z )

n2 L (k 1)! (k—1)!
1w o ) 2(nx)? 2 © o (nx)*nx
ZFZQ (k- 2)! +er (k—1)!
C o ()2 2x C oy ()T
=xzze (k—2)!+726 k=1
k=2 k=1
— 42 N -nx (nx)k 2x N -nx (nx)k
= Ze ! +726 !
k=0 k=0
=x*+ i

elde edilir. Yani, L,(t;x) 3 x dir.

Dolayisiyla (i), (ii) ve (iii) sartlar1 saglandigindan Korovkin teoremi geregince
Vf € C[0,A4] igin [0, A] arahginda:



Ly(f;x) 3 f(x), (n > )
bulunur.
2.7. Siirh Salimmmh Fonksiyonlar

f, la, b] lizerinde taniml, reel degerli bir fonksiyon, p = {x¢, x4, X5, ..., X} , [a, b]
araliginin bir pargalanmasi ve P de [a, b] araligiimn tiim p par¢alanmalarinin kiimesi

olsun. f nin [a, b] lizerindeki toplam salinimi

b n
\/ ) =sup D IFGi) - fen)
¢ k=1

genigletilmis reel sayisidir.

Tanim 2.7.1. Eger, V5(f) sonlu ise f fonksiyonuna [a, b] iizerinde smirh
salmimlidir denir. [a, b] {lizerindeki sinirli salinimli fonksiyonlarin sinifi BV [a, b] ile

gosterilir.

Lemma 2.7.1. Eger, f fonksiyonu [a, b] arahigi iizerinde monoton ise f sinirh

salinimlidir.

Lemma 2.7.2. Eger f; ve f, [a,b] lzerinde azalmayan iki fonksiyon ise
f]_ _fz E BV[a, b] dil’.



Lemma: 2.7.3. f € BV[a,b] ve c € (a,b) ise f € BV|[a,c] ve f € BV|[c,b] dir.
Ayrica V3 (f) = VE(f) + Ve(f) dir.

Lemma 2.7.4. f € BV[a, b] ise f, iki azalmayan fonksiyonun farkidir.

Sonu¢ 2.7.1. Bir fonksiyonun smirli salinimli olmasi igin gerek ve yeter sart

azalmayan iki fonksiyonunun farki olarak yazilmasidir.
2.8. Mutlak Siirekli Fonksiyonlar

Tamm 2.8.1. f fonksiyonu [a, b] lizerinde mutlak siireklidir & Ve > 0 i¢in bir

6 > 0 vardir dyle ki

n
> e <8
k=1

sartin1 saglayan her sonlu ve ikiserli ayrik {(ay, by) < [a,b]: k = 1,2, ...,n} aralik

ailesi i¢in
DIl <
k=1

olur. Bu tanima gore mutlak siirekli her fonksiyon siireklidir fakat bunun karsiti

dogru degildir.



Lemma 2.8.1. f fonksiyonu [a,b] de mutlak siirekli ise [a,b] tlizerinde sinirl

salinimlidir.
2.9.Riemann-Stieltjes Integrali

®, [a,b] arahginda soldan siirekli ve sinirli salimmli bir fonksiyon, f [a,b]

araliginda tanimli bir fonksiyon ve
Aa=xy<x <%, < <x,=b

[a, b], arahgmin bir pargalanmasi olsun. Her bir [x;_4, x;] alt arahgindan keyfi &

noktasi segerek

Y FEIRG) - ()] (29.1)
k=1

toplamini olusturalim. Eger
maks{x; — X, Xy — X1, e, Xy — Xp_1}

bigiminde tanimli olan alt araliklarin maksimum uzunlugu sifira yaklasirsa (2.9.1)
toplami1 da &, ve xj degerlerinden bagimsiz olarak limit degerine yaklasir. Bu limit

degerine f nin @ ye gore Riemann-Stieltjes integrali denir ve



b
[ reaec

bi¢ciminde gosterilir.

Teorem 2.9.1. Eger f, [a, b] arahiginda siirekli bir fonksiyon ise V2(®), ® nin [a, b]

araligindaki toplam salinimi olmak tizere

asx<b

b b
[ reaoco <\ /@ maxircol

esitsizligi gegerlidir.



3. G, (f,x) GENELLESTIRILMIS SZASZ OPERATORLERININ TUREVI
SINIRLI SALINIMLI OLAN FONKSIYONLAR iLE YAKINSAKLIK
HIZININ HESAPLANMASI

Bu kisimda Acar, Gupta ve Aral (Acar, Gupta, Aral, 2011) tarafindan tanimlanan

G (f, x) genellesitirilmis Szasz operatorleri i¢in yakinsaklik hizi elde edecegiz.

. 0 e~ (nx)k
Bu operatérler, n€N, reEN°n>r ve s,,(x)= — . Szasz taban
- n+k—1 tk . .
fonksiyonu, b, x(t) =( . )(1+t)n+k Baskakov taban fonksiyonu olmak {izere,

[0,00) araliginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar i¢in

[ee)

G (f ) = (E’n__TZ;! DS 50k [ Bucrian OF @0t 72 0
k=0 0

bi¢iminde verilmistir. G,, . (f, x) operatorleri lineer ve pozitiftir.

Lemma 3.1. n > r + m + 2 i¢in m —yinci merkezi moment

Tarm@) = (=1 = 1)) 500 ) | Buopsr (O = x)"dt
k=0 0

seklinde tanimlansin.



Bu durumda

m—7r—m—2)Tprm+1(x)

= x[Tprm () + M2 + ) Tprm 1 )]+ [(Mm+ 7+ 1)+ x@m + 7+ 2)]Ty (%)

recurrence (yineleme) bagntisi elde edilir. Ayrica,

Tn,r,O(x) =1
1+r+x(r+2)
Ty (x) = n—7—2
. ()_xz(n+5r+r2+6)+x(2n+2r2+8r+6)+r2+r+2
nrX) = (mn—r-3)(n—r—2)
esitlikleri dogrudur.

Ispat: Oncelikle ispatta kullanacagimiz iki esitligi elde edelim.

;o —ne ™ (nx)k+kn(nx)kle nx
Snk = k!

—ne ™ (nx)k n kn(nx)k—1e—nx
k! k!

= (-1 +5) 500 (%)

k—nx

:(x

) Snk (x)

oldugundan



xSy g = (k= nx)sp (x)
esitligi elde edilir. Diger taraftan,

n+k-— 1) tk
k (1 4+ t)n+k

by (t) = (

oldugundan

n+k—1> th+r

by_ypsr(t) = ( k+r JAFomF

olacaktir. b, _; x4, (t) fonksiyonunun tiirevini alirsak

, ) = (n+k — 1) (k + r)th+r-1 (n+k— 1) (n + k)tk+r
e N Y (1 + t)n+k k+r )1+ )tk
k+r (n+k)
= ( P 1+ t)) bn—r,k+r(t)

oldugundan

t(l + t)brll—r,k+r (t) = [k +r— (n - T')t] bn—r,k+r(t)

(3.1)

(3.2)

esitligi elde edilir. T, ;. ,,, (x) fonksiyonunun tiirevi alinip (3.1) esitligi kullanilirsa,



0 [ee]

AT = (mr—1)Y x5, f By e (D = )t
k=0 0

—xm(n—r—1) Z S 1 (%) f bp—rprr ()t — x)™dt
k=0 0

=m-r—1) ) (k—=nx)Sp, (X)) | bp_yr+r(®)(t —x)™dt
; k Oj K

_mXTn,r,m— 1 (X)

esitligi elde edilir ve boylece

x[Tr;,r,m (x) + an,r,m—l(x)]

= (== 1)) (k=150 (0) [ s (O = D)t
k=0 0

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte (3.2) esitligi kullanilirsa;

X [Té,r,m (x) + MmTy v m-1 (x)]

= (=7 =1 sl
k=0

x f [((k+7) = (0= ) = 1) — %) — (1 + 2)] s g (D& — )™t



=m—1r—-=1) ) spC) | t(1+ )by, s (O —x)"dt

kZo k bf k
+(n - T)(Tl -r-= 1) (k - nx)sn, (X) bn—r, +r(t)(t - x)m+1dt
-r(l+x)(n—=7r—=1) ) (k—nx)Sy.(X) | bp_yp+r(®)(t —x)™dt

=(-r=1)) s
k=0

X foob,g_rlkw(t)[(t —x)™2 + (14 20)(t — )™ + x(1 + x)(t — x)™]dt
0

+(n — r)Tn,r,m+1(x) -r(1+ x)Tn,r,m(x)

esitligi elde edilir. Elde edilen bu son integralde kismi integrasyon uygulanirsa;

x[T,{lr,m (x) + mTy -1 (x)]
=—-(m+ Z)Tn,r,m+1(x) - (m+ 1)(1 + Zx)Tn,r,m(x)

—x(1+ x)an,r,m—l(x) + (n— T)Tn,r,m+1(x) —r(1+ )T rm(x)
esitligi elde edilir. Boylece,

nm—r—-—m-— Z)Tn,r,m+1(x)

= x[T,{mm (x) + an,r,m_l(x)] +[m+r+1)+xCm+71r+2)]Tm(x)



recurrence bagmtisi elde edilir. Simdi de momentleri hesaplayalim. Oncelikle

sifirinci momenti bulalim.

TarmG) = (=7 =1 Y 5@ [ Bu_per (O = )
k=0 0
ifadesinde m = 0 olarak alinirsa,

Taro xX)=m-r-1) Z Sn,k(x)j bn—r,k+r(t)dt
k=0 0

tk+1"

- n+k—1
= (n—T—l);Sn’k(X)( k47 ) mdt
= 0

[ee)
n-r

—( 1)§ ()””‘_1[ 1 ) @
=T kOS“"‘x k+r 1+t 1+t
= 0

elde edilir. Bu son esitlikte ﬁzu degisken degistirmesi yapilirsa ve Beta

fonksiyonunun

f(m,n) = fol x™ (1 —x)" ldx

oldugu g6z Oniine alinirsa,



1

[ole] n + k _ 1 1 n—r
T () = ("_r_l)zs’“‘(x) k+r f 1+t 1+t) dt
k=0 0

1

C n+k—1
— e k+r _ n—-r-—2
=(n-r l)kéosn,k(x)( Kty )fu (1-w) dt
= 0

—(n—r—l)ank(x)(n+k_ ),B(k+r+1,n—r—1)

elde edilir. Ayrica Beta fonksiyonu i¢in

r'(m)'(n) 3 (m-1D!(n-1)!

Blmn) = rm+n)  (m+n-1)

oldugunu kullanirsak,

(k+n-1)! k+r)!(n—r—-2)!
r—=2)(k+7)! (k+n-—1)

Toro(x) = (n—1— 1)ank(x)

o)

= Z Snk (x)

k=0

=1

olarak bulunur. Diger taraftan recurrence (yineleme) bagntisinda m = 0 olarak

alinirsa,
(n—r-— Z)Tn,r,l (x) = x[Tr’L,r,O(x) + an,r,—l(x)] + [(T +1) + x(r+ 2)]Tn,r,0(x)

elde edilir. T,  o(x) = 1 ve Ty, _1 (x) = 0 oldugu gbz 6niine almirsa,



(r+1)+x(r+2)
n—r—-2)

Tn,r,l (X ) =

olarak bulunur. Recurrence (yineleme) bagmtisinda m =1 alnip, Ty, 0(x) = 1,

Tnr-1(x) =0veT,,(x) = % oldugu goz 6niine alinirsa

xX’(n+5r+1>+6)+x2n+2r2+8r+6)+r2+r+2
n—-r-3)(n—r—-2)

Tn,r,z (X ) =

ikinci merkezi momenti bulunur.

Not 3.1. € > 1 ve x € (0, ) olmak lizere yeterince biiyiik n ler i¢in Lemma 3.1 in

bir sonucu olarak

Cx(x +2)

x(x+2)
ST () S

n—r—3" (33)

esitsizligi vardur.



Not 3.2. € > 1 ve x € (0,00) olmak iizere yeterince biiyiik n ler igin Not 3.1 ve

Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak;

Cx(x +2)

o) o 1
(=7 =1) ) 50k @) [ Burserr Ol —xldt < [T < |20
k=0 0

esitsizligi elde edilir.

Lemma 3.2. C > 1 ve x € (0, o) olmak iizere yeterince biiyiik n ler i¢in

(6 y) = (=7 = 1) ) 5 ®)
k=0

Cx(x+ 2)

y

< <

X f bp—y g4r()dt < =3 =) 0<y<x (3.4)
0

1=, (,z2) =(n—1r—-1) Z S (%)
k=0

r Cx(x +2)
X f bp—y psr(O)dt < x<z< o (3.5)
z

(n—r—3)(z—x)?*

esitsizlikleri dogrudur.

Ispat: 1k olarak (3.4) esitsizligi igin ispat yapalim. Not 3.1 kullanilirsa, yeterince

biiytik n ler i¢in, 0 < y < x olmak {izere



o0 y
hr oy = =7 = 1) Y 50400 [ B (Ot
k=0 0

< (n_r_l)zsnk(x)fbn rk+r(t)(( X))Z t

_ Tn,r,z (X) < CX(X + 2)
=0T (n-r=3)(x - y)?

elde edilir. Benzer islemler yapilarak (3.4) esitsizligi de elde edilir.

Lemma 3.3. f fonksiyonu [0, ) araliginda s kez tiirevlenebilir bir fonksiyon ve
a > 0 olmak iizere t —» o igin fS71(t) = 0(t%) olsun. Bu durumda herhangi

7,5 € Ny ve n > max{a,r + s} igin

DSGn,r(f' x) = Gn,r+s(DSf1x)

dir.

Ispat: Ispatimiz1 s iizerinden tiimevarim ydntemi ile verelim.

k
Dspr(x) =D le‘”x %l

(nx)" (nx)k-1
— _pp—hX —nx
= —ne T + nke ol
(nx)? (nx)*

—nx —-nx

k-1 " Tk

= n[spp-1(0) = spp ()]



oldugundan

Dsn,k(x) = n[sn,k—l(x) - Sn,k(x)] (3.6)

esitligi elde edilir. Ayrica by, . (t) fonksiyonu i¢in

Dby () = D l(n +k — 1) tk l

k (14 ¢)ntk

(n+k—1> ktk-1 (n+k—1) (n + k)tk
k (1 + 0)n+k k (1 + p)n+est

_ (n+k-1)! ¢kt (n+ k)! tk
T (-DI k- DIA+ O (n— DI)IA + Ok

_n(n+k—-1)! th-1 n(n+k)! tk
T mIk=D! A+ () (k)! (1 + p)ntktl

= n[bn+1,k—1(t) - bn+1,k(t)]

oldugundan

Dbn,k (x) = n[bn+1,k—1(t) - bn+1,k(t)] (3'7)

esitligi elde edilir. byiq1negarir(t) =0 V€ Synegarir(x) = 0 olduklar1 géz Oniine
almirsa (3.6) ve (3.7) esitlikleri k = 0 i¢in de dogrudur. G, ,(f,x) Operatoriiniin

tiirevi almip, (3.6) esitsizligi uygulanirsa



n—r

r DI r
DGn,T(f; .X') = n ( 2)! )' z Dsn,k(x)f bn—r,k+r(t)f(t)dt
k=0 0

(n—

ntn—r—-1)

- D [snia @ = 500 [ Brcrn OF 00
k=0 0

(n—2)!
™l(p — 7 — 1) ® *
_n ((:_ Zr)! ) Z Sn,k(x)f[bn_r'k+r+1(t) — bp_r ey O] f @At
k=0 0

elde edilir. (3.7) esitligini kullanarak ve kismi integrasyon uygulayarak

T —r—1)! C ( D bn—r—l +r+1
DGy (1) =" TN s 00 [ - rcrsiran®]
k=0 0
r+1 —r—1) d °
= z ((::_ ;)| ) z Sn,k(x)f bn—r—l,k+r+1(t)fl(t)dt
k=0 0

= Gn,r+1(Dfl x)

elde edilir. Bu ise verilen esitligin s = 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Esitligin s i¢in

dogru oldugunu kabul edelim. Yani;

Dan,r(f' x) = Gn,r+s(DSf'x)

ntSn—r—s-—1)! =

= (n—2)! z Snk (x)f bn—r—s,k+r+s(t)DSf(t)dt (3.8)




dogru olsun. s + 1 i¢in esitligin dogrulugunu gosterelim. (3.8) esitliginin bir kez

daha tirevini alirsak

ntn—r—s—1)!

DS+1Gn,r(f' X) = (n _ 2)! ;Dsn,k(x)bf bn—r—s,k+r+s(t)DSf(t)dt

nttl(n—r—s—1)!

T niea @) = 50k () [ By (D (01
k=0 0

o)

ntHstl(n—r—s—1)!
- (n—2)! Z S ()
k=0

X f [bn—r—s,k+r+s+1(t) - bn—r—s,k+r+s(t)]DSf(t)dt
0

Nt n—r—s—1)! -

— z Snk (x)f _ D[bn—r—s—l,k+r+s+1(t)] Dsf(t)dt (3.9)
0

(n—2)! r n—-r—s—1

elde edilir. (3.9) esitliginde ki integrale kismi integrasyon uygulanirsa

DS+1Gn,r (f’ X)

nr+s+1(n_r_s_2)! © 0
B (n—2)! Z Snk (x)f by—r—s—1k+r+s+1 (DT f(D)dE
0

k=0

= Gn,r+s+1(Ds+1f' x)

elde edilir. Bu ise esitligin s +1 i¢in de dogru oldugunu gdsterir. Dolayistyla

tiimevarim yontemine gore ispat tamamlanmis olur.



Simdi Gy, (f, x) lineer operatorler dizisinin, kendisini olusturan fonksiyonun tiirevi

siirli salinimli olmasi durumunda yakinsaklik hizint hesaplayalim.

q > 0 olmak tizere DB;(0,), (0,0) arahfinda tanimli ve asagidaki sartlari

saglayan mutlak stirekli fonksiyonlarin kiimesi olsun.

O fO=0@9,t>o

(ii) f fonksiyonu (0,0) araligmin her sonlu alt araligimda sinirli salinimli olan

tiireve sahiptir.

Teorem 3.1. g > 0 olmak iizere f € DB,(0,%) ve x € (0,0) olsun. Bu durumda

C > 1 ve yeterince biiyiik n ler i¢in,

(n—12)
nr(n —r— 2)| Gn,r(f:x) —f(X)

3 x+k((f ) +—= _((f Dx)
C(x + 2) < \/_ )
k= 1x_% x__

Clx+2)

+ﬁ(|f(2X) f(x)—xf (x+)|+|f(x)|)

F00r0) + 1 CEF DL LD iy ey

r+1+x(2+r)
—-r—2

If (™) = ()l

dir.



ispat:

(n—2)!
n"(n—r—2)!

Gn,r(f' X) - f(X)

S@=r= 1) 500 [ b OO = fG0)ldt
k=0 0

t

=[{[r=r =1 s0tbu s OF Goauf ac (3.10)
0 k=0

X

Ayrica f'(u) fonksiyonu igin

fruy = FEREED 4 (1), ) + D g - )

+ [fr(x) _ f’(x+)‘2"f’(x_)] Xx(u) (311)

esitligi vardir. Burada y,(u) fonksiyonu karakteristik fonksiyon olarak adlandirilir

ve

1, u=x

X (W) = {0’ o

seklinde tanimlanir. (3.11) esitligi (3.10) esitliginde yerine yazilirsa

I = f fz Sn,k(x)bn—r,k+r(t) (f G ;f o) + (f’)x(u)> du |dt



fr&h) = &)
2

Sn,k (X) bn—r,k+r (t)

sgn(u — x) du) dt

o
I
0\8

1

{

b= j (] PRI -8 >;f ()
0 \x

k=

&
1l
o

X () du) dt

o

olmak tizere

(n—2)!
n(n—r—2)!

Gn,r(f» )= f@l<sm-r—-1DU+L+13) (3.12)

yazilabilir. Karakteristik fonksiyonun tanimindan dolay1

= < [ T e R 0 du)dt =0
0 \x k=0
olacaktir.
I = -]- <f kzzosn,k(x)bn—r,k+r(t)f ) ;—f &) du>d t
+

f ( z Snge () bp—r jeir O (f ) (W) du> dt

0 k=0

= 111 + 112 (3.13)



denirse

lf'OeP) + £ ()

—r—1I10,, =
(n—r )11 >

Tyra () (3.14)

yazilir. x < u < t oldugundan

12 = j (f kzo Sn,k(x)bn—r,k+r(t)f (x ) ;f (x_) Sgn(u - X) du) dt
0 x K=
n—r-— 1)12 = lf,(x+) ~ f,(x_)l [Tn,r,z (x)]% (3.15)

2

yazilir. I3 = 0 oldugu goz Oniine almarak (3.13), (3.14) ve (3.15) esitlikleri (3.12)

esitsizliginde yerine yazilirsa

(n—2)!
n"(n—r—2)! Gnyr(f,2) = f(2)
S (Tl -Tr— 1).[ (f (f,)x(u)du>z Sn,k (x)bn—r,k+r(t)dt
0 X k=0
N If'(xc*) = f(x7)I T, (x)]% N If'Cc®) + f'(x7) T () (3.16)

2 2

elde edilir.



[ee]

AurF ) = =1 =D [ [0 | s0@byricr e

X k=0

[ee]

Bur (1) = (== 1) [ | [ (00 | Y 50 pr (O

k=0

Cn,r(ff X) = (Tl —-r-= 1) f f(f’)x(u)du Z Sn,k(x)bn—r,k+r(t)dt
2x \x k=0

dersek ve (3.3) esitsizligi ile Lemma 3.1. den (3.16) esitsizligini

(n—2)!
n"(n—r—2)!

Gn,r(fJ X) - f(X)

< |An,r(f, x) + Bn,r(flx) + Cnﬂ‘(f’x)l

N If'(e®) = '] [Cx(x + 2) N lf' D+ G +r+x(r+2)

2 n—r-—3 2 n—r—2 (3.17)

bigiminde yazabiliriz. Ispatimizi tamamlamak i¢in A, ,(f, x), By, (f,x), Cp,(f,x)
terimleri igin st smur bulmak yeterlidir. Oncelikle A, ,.(f,x) igin bir st smir

bulalim. (3.4) esitligi kullanilirsa
x t

400 = |- [ [ 0eCddud, (20,00 0))
0 x

seklinde yazilabilir. Kismi integrasyon uygulanip, y = x — % olarak alinirsa



y X
< <f+f )l(f’)x(t)||/1n,r(x, t)|dt
0 y

f Ay (6, ) (f ) (D) dt
elde edilir.

@1 < \ /()

oldugundan (3.4) esitsizligi de géz Oniine alinirsa

A (f 0] < 20 2)f\/«f )0z +f\/<<f> )dt

yazilir. Bu integrallerin her birine sirasiyla E,, ve E4, diyelim.

. [ X
E,, integrali i¢in u = o olarak almirsa

B = 12 f \/((f)x =T f \/((f)x)du

x__
u

Sas 2) \/((f 1) (318)

k=1, X



elde edilir.

E,, icin ise intagral alinip, secilen y degeri yerine yazilirsa

X X
Eqp = \/_ﬁ \/x ((f)x) (3.19)
*m

(3.18) esitsizligi ve (3.19) esitligi birlestirilirse

]
s (0] < o2 \/((f))+ \/((f)) (3.20)
k=15 X

X——

esitsizligi elde edilir. Bu ise A, (f,x) i¢in bir st smwrdir. Simdi de By, ,-(f,x) igin

bir {ist sinir bulalim. (3.5) esitligi kullanilirsa

2x

B0 = = [ | [ e | (1= 20 05,0))

X

yazilir. Kismi integrasyon uygulanip y = x + \/% olarak alinirsa

|Bor (f, )| = f(f’)x(u)du |1—/1n,r(x.2x)|+f | @®1 = 21 (x, 8)]dt



elde edilir. Bu son esitlikte (3.5) esitsizligi kullanlirsa

C(x+ 2)

|Brr (f,20)| = Y

@)= fe—xfel+ [\

AR f (t— ) \/(f)xdt

x+—

esitligi elde edilir.

o ?) f (t—x) \/(f)xdt

x+—

integrali i¢in u = é degisken degistirmesi yapilirsa

2x
| (t—x>-2\7(f'>xdt
x+\/% x

X
\/ﬁx+a

=t [\ au

Vi k+1Xt

<x! f
k

k=

=
_IR

((f")x) du

<

[y



&R

\/ﬁ X+
-1

((Fx)

<x

<

k=

[y

elde edilir. Dolayisiyla

|Bor (f, )| = C(X—JrS,))If(Zx)—f(x)—xf’(xﬂl
Cx(x+2)zv((f) )+ = \/((f) ) (3.21)

esitsizligi elde edilir. Son olarak C, ,.(f, x) i¢in bir st sinr bulalim.

|Cn,r(f; x)l =|l(n—-r—-1) f (f (fr)x(u)du> Z Snk(X) by_p iy (B)dt
2x X k=0

terimini

| (F, %))

=== 0 [ O -F@ = = DF N Y 50k rr O
2x k=0

<tn-r-1) f IF ()] Z Smr (O by rar (D) dE
2x k=0



#01=7=1) [IFG1Y 50k @hnrier (O
2x k=0

= = DF ) [ 1o Y 500 O
2x k=0

seklinde yazabiliriz. t - oo igin f(t) = 0(t?) oldugundan lft(—;)l < C olacak sekilde

¢ > 0 sayist mevcuttur. Dolayisiyla |f(t)] < Ct? ve |f(t)| < Ct?? yazilabilir.

Ayrica 2x < t < o i¢in x < t — x ve buradan t_Tx > 1 oldugu dikkate alinirsa

|Cn,r(f; x)l =(n-r-1) j Cyt? Z Sn,k(x)bn—r,k+r(t)dt
2x k=0

tn-r = DI @Y 6 b
2x k=0

+=r = DI GO [ 16=31Y SnsCb s (O
2x k=0

211+12+13

olarak yazilabilir. ¢ > 2x ve dolayisiyla t < 2(t — x) oldugu g6z Oniine alinirsa ve

Lemma 3.1. den

=== [ G 5@ (Ot
2x k=0



[0e]

<= = D62 [ (=0 50 (Wb g (O
2x

k=0

= Clzqun,r,Zq (X) = O(n_q)

esitsizligi elde edilir. (3.3) esitsizligi kullanilirsa

[oe)

12 = (Tl —-r- 1) |f(926)| f (t - X)Z Z Snk (x)bn—r,k+r(t)dt

X
k=0

Clx+2)

Sm|f(x)|

L= == DI [ 1E=51 ) 0GBy (e
2x k=0

< == DIF G [ 1= 21 Y 50 @
0 k=0

(3.24) e Schwarz esitsizligi uygulayip Not.3.2 yi g6z Oniine alirsak

o)

I <(m—r—DIf (xH) f (t — x)2 Z Snp ()b rar (D) dE

k=0

1
2

X fzsn,k(x)bn—r,k+r(t)dt
o k=0

Cx(x + 2)
n—r—3

="Ml

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



elde edilir. (3.22), (3.23) ve (3.25) esitsizlik ve esitlikleri birlestirilirse

C 2 C
Cur 0] 2 0600 + L5 H Dt 4 eyt [SEED )

elde edilir. Sonug olarak (3.20), (3.21) ve (3.26) esitsizlikleri birlestirilirse istenen

sonug elde edilmis olur.



4. Sy ro(f,x) GENELLESTIRILMIS SZASZ OPERATORLERININ TUREVI
SINIRLI SALINIMLI OLAN FONKSIYONLAR iLE YAKINSAKLIK
HIZININ HESAPLANMASI

Bu boliimde Szasz operatorlerinin bir baska genellestirilmesi olan S, ;o (f,x) lineer
pozitif operatorler dizisinin tiirevi sinirli salinimli olan fonksiyonlar ile yakinsaklik

hiz1 hesaplanmaktadir.

-nx k
Bu operatérler, n,r € N, n > a ve s, ,(x) = % Szasz taban fonksiyonu, I

F(g+k) (at)k . . .
= =— genellestirilmis Baskakov taban
ree+Dr(3) +atyat”

gamma fonksiyonu, b, x o (t) =

a

fonksiyonu olmak iizere, [0,00) araliginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar

i¢in

(1= @)Y 500 ®) [ BuralOF DL+ 7F(0),7 = 0
Sn,r,a(f: x) =1 e 0

nT

Z Sn,k(x)f bn—ra,k+r—1,a(t)f(t)dt,r >0
k=0 0

k(‘n —2a)..n—ra)

bi¢iminde verilmistir. S, . o (f, x) operatorleri lineer ve pozitiftir.



Lemma4.1l. n > ra + «a i¢in m. dereceden moment

( o <
(n—a) Z Snc (X) f bpi-1®)(E—x)"dt + e (=x)™,r =0
Un,r,a',m (x) = =t 0

(=1 =@ Y 500 [ BrcrasraaD(E =2t 7> 0
\ k=0 0

bi¢iminde tanimlanir ve n > a(r + m + 2), x € [0,00) i¢in

(n - (Z(T +m+ 2))Un,r,a,m+1(x)
= x[U,’l,r,a,m (x)+mQ2+ ax)Un,r,a,m_l(x)]

+(m+7r)+axCm+1r+ 2)]Upram(x)

recurrence (yineleme) bagintisi elde edilir. Ayrica,

Un a0 (x)=1
r+ax(r+2)
U =~
nra1 (X) n—a(r+2)

x*’(na + 5a?r + a?r? + 6a?) + x(2n+ 2r2a + 6ar) + > +r
(n —a(r+ 3))(71 —a(r+2))

Un,r,a,z (x) =

esitlikleri dogrudur.



Ispat: ispati dncelikle Uy, 4 m(x)” in 7 > 0 olmasi durumu igin verecegiz. Ispata

gecmeden Once ispatta kullanacagimiz asagidaki iki esitligin ispatin1 verelim.

(3.1) esitliginde

xsp e = (k= nx)sy e (x)

oldugunu gostermistik.

Diger taraftan,

r (g + k- 1) (at)k+r-1
F(k + r)F (% — r) (1 + at)%+k—1

bn—ra,k +r-1,a (t) =

fonksiyonunun tiirevini alirsak

r (g +k— 1) (k+7—Da(at)72(1 + at)%+k—1
FGe+nr(z-r) (1 + at)2@ 1)

7,1—ra,k +r—-1,a (t) =

(F+k— 1) a( + at)+7=2(at)<+r-1

(1 + at)2& 1)

k+r—1 (n+ka-—a)
= I - n—ra,k+r—1,a(t)

t 1+ at

esitligi elde edilir. Bu elde edilen esitlikten de



t(l + at)b;l—ra’k+r—1’a(t) = [k + r—= 1 - (n' - ra)t]bn—ra,k+r—1,a(t) (41)

esitligi elde edilir. Uy, ;. o m (x) fonksiyonunun tiirevi alinip (3.1) esitligi kullanilirsa,

XUr’l,r,a,m X)=m-ra-a) z x's;’l,k f bn—ra,k+r—1,a(t)(t —x)™dt
k=0 0

—xm(n —ra — a) Z Sn (X) f by—rajsr—1,a (&)t —x)™1dt
k=0 0

= (Tl —ra— CZ) (k - ‘I’lX)Sn, (X) bn—ra, +r—1,a(t)(t - x)mdt
; k OJ k

—mx Un,r,a,m— 1 (x)

esitligi elde edilir ve bu esiligide diizenlersek

X [U7’1,r,a,m (x) + mUn,r,a,m—l (x)]

=(n-ra-a) Z Sp (X) f (k = nx)by_rq p4r-1,a(E)(E — x)™dt
k=0 0
=(n—-ra—a) Snx(X)
X f [((k +r—1)—(n- ra)t) —nx—-r+1+mn- ra)t]bn_m,kJ,r_l,a(t)(t —x)™dt
0

=(n—-ra—a) z Sn.k (x)f t(1+ at)by,_rqpir-1®)(E —x)dt
k=0 0



+(n - Ta) (Tl —ra-— (X) z Sn.k (X) f bn—ra,k+r—1,a(t)(t - x)m+1dt
k=0 0
—(r(l+ax) —Dn—ra—a) ) Spp(X) | bpraprr—1()(E —x)"dt

=m—-ra—a) ) spr(x)
kz .

" f Bl rasesr1 e OLalt — ™2 + (1 + 2a00(t — )™ + x(1+ ax) (£ — x)™]de
0

+(n — Ta)Un,r,a,m+1(x) —(r(1+ax) - 1)Un,r,a,m(x)

elde edilir. Bulunan bu son esitlikte kismi integrasyon uygulanirsa

x[U1’1,r,a,m (x) + mUn,r,a,m—l(x)]
= —a(m+ 2) Un,r,a,m+1(x) —(m+1)A+ Za'x)Un,r,a,m (x) —x(1 + ax)mUn,r,a,m—l(x)

+(n — ra)Un,r,a,m+1(x) - @+ a'x) - 1)Un,r,a,m (x)

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse

(n —a(r+m+ 2))Un,r,a,m+1(x) = x[U;L,r,a,m(x) +m(2 + ax)Un,r,a,m—l(x)]

+H(m+r)+ax@Cm+1r+2)Up . qm(x)

esitligi elde edilir.



Sifirinci, birinci ve ikinci momentler, recurrence bagmtisinda sirasiyla m = 0,

m =1, m = 2 alinrak ve Uy, , _1(x) = 0 oldugu goz 6niine alimarak elde edilir.

Not 4.1. € > 1 ve x € (0, ) olmak iizere yeterince biiyiik n ler i¢in Lemma 4.1 in

bir sonucu olarak

x(ax + 2) Cx(ax +2)

—  Z <U < 7 77
n—alr+3) " nra2 () < n—alr+3)

(4.2)

esitsizligi vardur.

Not 4.2. C > 1 ve x € (0,00) olmak iizere yeterince biiyiikk n ler i¢in Not 4.1 ve

Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak;

c r 1 Cx(ax + 2)
(n—ra—a) ,Z:‘, Sk (%) f bn—rajrr—1,a(O1t = x|dt < [Upy g, (0] < ’m
= 0

esitsizligi elde edilir.

Lemma 4.2.C > 1 ve x € (0, ) olmak iizere yeterince biiyiik n ler igin

0 y
/171,7' (x, y) = (Tl —ra— 0() z Sn,k (x) f bn—ra,k+r—1,a(t)dt
k=0 0



Cax(x + 2)
(n —a(r+ 3))(x — )2,

Sy<x (4.3)

1- An,r (X, Z) = (Tl —ra-— a) Z Snk (X) f bn—ra,k+r—1,a(t)dt

Cax(x + 2)

(n—a(r+3))(z—x)2’x<z<oo (4.4)

esitsizlikleri dogrudur.

Ispat: 1lk olarak (4.3) esitsizligi icin ispat yapalim. Not 4.1 kullamilirsa, yeterince

biiyiik n ler i¢in, 0 < y < x olmak lizere

0 Yy
)Ln,r (.X', y) = (Tl —ra— 0_’) z Sn,k(x) f bn—ra’,k+r—1,a(t)dt
k=0 0

(t—x)°
<(n_ra_a)zsnk(x)fbn ra,k+r— 1a(t)( _x) dt
— Un,r,a,Z (X)

(v —x)?
Cx(ax + 2)

= (n —a(r+ 3))(x —y)?

elde edilir. Benzer islemler yapilarak (4.4) esitsizligi de elde edilir.

Lemma 4.3. f fonksiyonu [0, ) araliginda s kez tiirevlenebilir bir fonksiyon ve
a >0 olmak lizere t - o igin fS71(t) = 0(t%) olsun. Bu durumda herhangi

7,5 € Ny ve n > max{a,r + s} igin



DSGn,r(f' x) = Gn,r+s(DSf'x)

dir.

Ispat: Ispatimiz1 s iizerinden tiimevarim yontemi ile verelim.

DSn,k(x) = n[sn,k—l(x) - Sn,k(x)]

e )" e )71
= —ne ™ - + nke™™ T
_ g (nx)k-1 oy (0K

k-1 " T

= sy -1 (6) = 5 ()]

oldugundan

DSn,k(x) = n[sn,k—l(x) - Sn,k(x)] (4.5)

esitligi elde edilir. Ayrica by, o, (x) fonksiyonu igin

r (g + k) (at)k
rée+0r(2) @+ atya*

Dbn,k,a (x)=D

r (% + k) ka(a)=t T (% + k) a (g + k) (at)*

) rtk+1r (g) (1 +at)a™® Tk+1)r (%) (1 + at)at*?




_n (g +k— 1) ! a(at)*1 n (g + k) ! a(at)®
k- (2-1)1 20+ ana T (2 1)121 + ar)at

= n[bn+a',k—1,a (X) - bn+a,k,a(x)]

oldugundan

Dbn,k,a (x) = n[bn+a,k—1,a (x) — bn+a,k,a (X)] (4.6)

esitligi elde edilir. byyqnegatir,a(t) =0 V& Spnegarir (x) = 0 olduklar1 g6z 6niine
alinirsa (4.5) ve (4.6) esitlikleri k = 0 i¢in de dogrudur. S, (f,x) operatoriiniin

tiirevi alinip, (4.5) esitsizligi uygulanirsa

DSoaf,) = (1= @) Y Dsye®) [ biaa(OF OdE = ne £ (0)
k=1 0

=n-a) z n[sn k-1 () = S5 ()] f by k-1,a(Of (£)dt — ne ™ f(0)
k=1 0

elde edilir. (4.6) esitligini kullanarak ve kismi integrasyon uygulayarak

DS, 0a(f,x) = (n— a)ns, o(x) f b (8)f(E)dt — ne™™ f(0)
0

o0 oo

=D Y 50 [ [buse® — b1

k=1



oo

=(n- a)ne_""f ;nf(t)dt —ne ™ f(0)

5 (1+at)a

o)

+(n—a)n Z Sn (%) f —m%'kg(t)f(t)dt
0

n
k=1

[ee]

=1 500 [ brcasalOF O
0

k=1

= nl,a (Df, X)

elde edilir. Bu ise verilen esitligin s = 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Esitligin s i¢in

dogru oldugunu kabul edelim. Yani;

DSSn,O,a (f' x) = Sn,s,a (Dsf; x)

nS

- (n-2a)..(n—sa)

z Sn,k(x)f bn—sa,k+s—1,a(t)DSf(t)dt
k=0 0

esitligi dogru olsun. Bu esitligin bir kez daha tiirevini alirsak,

D518 0.0 (f, %)

nS

- (n—-2a)..(n—sa)

Z n[sn,k—l(x) - Sn,k(x)]f bn—sa,k+s—1,a(t)Dsf(t)dt
k=0 0

nS

- (n—-2a)..(n—sa)

z nsn,k (x) f [bn—sa,k+s,a(t) - bn—sa,k+s—1,a(t)]Dsf(t)dt
k=0 0



ns+1 D[bn (5+1)ak+sa( )]
(n 20 (n= sa) Snk(x)f —sa—a

D3f(t)dt

elde edilir. Bu buldugumuz esitlikteki integrale kismi integrasyon uygulanirsa

DS+1Sn,0,a (f' X)

nS+1

(n—Za) .(n—-(G+1Da )

sn,k<x> [ Br-srnanss @D (00
0

= Ons+la (DS+1f' x)

elde edilir. Bu ise esitligin s + 1 icin de dogru oldugunu gosterir. Dolayisiyla

tiimevarim yontemine gore ispat tamamlanmis olur.

Ayrica, g: [0,0) - Rve D"g = f fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu durumda

DSSn,r,a (fr x) = Dssn,r,a (Drg’ x)

= Dr+55n,0,a (g' x)

= Sn,r+s,a (Dr+sg’ x)

= Sn,r+s,a (Dsf' x)

olup buda ispat1 tamamlar.



q > 0 olmak tizere DB;(0,%), (0,0) arahginda tanimli ve asagidaki sartlari

saglayan mutlak stirekli fonksiyonlarin kiimesi olsun.
1-) f@©) =0@N),t > oo

2-) f fonksiyonu (0,o0) araliginin her sonlu alt araliginda sinirli salinimli olan

tiireve sahiptir.

Teorem 4.1. g > 0 olmak iizere f € DB,(0,%) ve x € (0,0) olsun. Bu durumda

C > 1 ve yeterince biiyiik n ler i¢in,

n—a).n—ra)

Sn,r,a(f; x) — f(x)

nT

(nc—(ix(:f;)) <Z \/((f )x) + \/—x\é((f) D |

/

COXH D) (1@ F) - xf GO + D)

+(n—a(r+3))

If' () — f'(x7)l

FO=0) + () (nc_(ﬁ:;)) e j (nc_(ﬁ:f;))

1 ., . e r+ax(r+2)
+§|f(x) fiix )ln—a(r+2)

dir.
Ispat:

n-2a).n—(+Da)
nr

Sn,r,a(f: x) - f(x)



< =ra =) ) 5@ [ buraksr1a(OIFO = FONde
k=0 0

- jo f(n —ra—a) i S (O bp_ragsr—1,(Of (W)du| dt
0

X k=0

Ayrica f'(u) fonksiyonu igin

fruy = FEREED 4 (0, ) + D g - )

+[£/ 00 - FELLEy )

(4.7)

(4.8)

esitligi vardir. Burada y,(u) fonksiyonu karakteristik fonksiyon olarak adlandirilir

ve

1, u=x

X (W) = {0’ o

seklinde tanimlanir. (4.8) esitligi (4.7) esitliginde yerine yazilirsa

2
k=0

f1e&D) =)
2

Snk (x)bn—ra,k+r—1,a(t) sgn(u - x) du |dt

=
I
o

k\iﬁ
[

Izzf
0

I = j- _]-z Sn,k (x)bn—ra,k+r—1,a(t) <f’(x+) - f,(x_) + (f’)x(u)> du |dt



13=

| ( [ suke@brcrassraa(o |0 - 22T (")]xxm)du)dt

X k=0

olmak tlizere

n-2a)..(n—-(@+Da)
nT

Snpaf,) —f)| s m—ra—a)(y +1; + 13) (4.9)

yazilabilir. Karakteristik fonksiyonun tanimindan dolay1

[e¢] t o + 1o —
= ( [ suk@bncraserara® | - LEELE )]xx(wdu)dt =0
0 \x k=0
olacaktir.
(< FG) + £/
x
11 = f .l-zSn,k(x)bn—ra,k+r—1,a(t) 2 du |dt
0 \x k=0
[¢e] t o
D sk @brrassr @G e |
0 \x k=0
=1y + 1y (4.10)

denirse



&)+ G0
2

(n—ra—a)l; = Un,r,a,l(x) (4.11)

yazilir. x < u < t oldugundan

I =

j(fz nk(x)bn rak+r— 10(( )f (x+) ;f,(x_) Sgn(u—X) dU)dt
0 X

k=0

If'&et) = f1 ()
2

[Un .2 (00)]? (4.12)

n—ra—a)l, =

yazilir. I3 = 0 oldugu gbz oniine alinarak (4.10), (4.11) ve (4.12) esitlikleri (4.9)

esitsizliginde yerine yazilirsa

(n—2a)..n—ra—a)

Sn,r,a (f,x) - f(x)

nT

[ee)

<|n—-ra-a) .l- (f (f,)x(u)du> Z Snk (x)bn—ra,k+r—1,a(t)dt
0 X

k=0

WD TNy, ol + LEDTEON, (413)

elde edilir.

(o]

An,r,a(f' x) = (n—ra—a) f (f (f’)x(u)du> Z Snk (x)bn—ra,k+r—1,a(t)dt

k=0



[ee]

Buref0) = (=7 =1 [ | [ (@ | 500 bnressrraie

k=0
Coralf) = =1 =1) [ [(e@@ | Y s0tburaprralOt
2x \Xx k=0

dersek ve (4.9) esitsizligi ile Lemma 4.1. den (4.13) esitsizligini

(n—2a)..(n—ra—a)

Snra (f,x) — f(x)

nT

< [Apra(f,%) + Brro(f, X) + Coro(f, )|

+|fr(x+)_f’(x_)|\j Clax+2)  If'GH)+ f'eO)Ir + ax(r +2) (414)

2 (n—a(r+3)) 2 n—a(r+2)

biciminde yazabiliriz. Ispatimizi tamamlamak i¢in A, o(f, %), Bp,o(f, %),
Cp.ro(f, %) terimleri igin iist smir bulmak yeterlidir. Oncelikle A4, ,(f, x) i¢in bir iist

siir bulalim. (4.3) esitligi kullanilirsa
x t

e r0] = |- [ [ wadud, (2, 0)
0 x

seklinde yazilabilir. Kismi integrasyon uygulanip, y = x — \/% olarak alinirsa



y X
< <f+f )l(f’)x(t)||/1n,r(x, t)|dt
0 y

f Ay (6, ) (f ) (D) dt
elde edilir.

@1 < \ /()

oldugundan (4.3) esitsizligi de géz Oniine alinirsa

S B e ++2§)) \/((f) )yt + f \/((f) )t

yazilir. Bu integrallerin her birine sirasiyla E,, ve E4, diyelim.

. [ X
E,, integrali i¢in u = o olarak almirsa

y X \/ﬁ X
_ Clax+2) , 1 _ Clax+2) ,
Eq = (n—a(r+3)) -0]- \/((f )x) (x —t)? de = (n—a(r+ 3))! x\_/g((f o)

Clax +2)
o)) Z \/((f ) (4.15)



elde edilir.

E,, icin ise intagral alinip, secilen y degeri yerine yazilirsa
X
x 4
Ep =—= \/ ((f")x) (4.16)
Vn V,
X

(4.15) esitsizligi ve (4.16 esitligi birlestirilirse

|Apra(f, )] < (nC_(O;x(r++2;))z\/((f) ) +—= \/((f) ) (4.17)

X——

esitsizligi elde edilir. Bu ise Ay, (f,x) i¢in bir dst siurdir. Simdi de B, o(f, x)

icin bir Uist siir bulalim. (4.4) esitligi kullanilirsa

2x

Buraf.0) | = |- [ | [ | (1= 20,0)

X

yazilir. Kismi integrasyon uygulanip y = x + \/% olarak alinirsa

|Bora(f,2) | = f(f’)x(u)du |1 = A (x, 220)| +f |(Fx@®11 = 2 - (x, )] dt



elde edilir. Bu son esitlikte (4.4) esitsizligi kullanlirsa

x+\7—ﬁ .
C
D@0 - @ < el [\

n—oalr+ 3))x

|Bn,r,a(f:x) | = (

Clax + 2) i . ‘ ,
e AR
X+

esitligi elde edilir.

c ) [ ‘
(n _((:Zrt ;)) f ¢ =02 \[ ().t
x+\/iﬁ x

integrali i¢in u = é degisken degistirmesi yapilirsa

2x ¢ x/ﬁx*%
[ @=02\J¢eae =5 [ \Jroau
x+\/% x 1 X
Vi k+1 x‘%
<y [ \J@ow
k=1% x
i g

<z Y\

k=1 x



elde edilir. Dolayistyla

C 2
|Bura(f, )| = (n _(azc -: 3)))x If (2x) = f(x) = xf"(x )|
Clax +2) e x+_
n_a(TH))kZ\/«m )+\/_\/((f)) (4.18)

esitsizligi elde edilir. Son olarak C,, , o (f,x) i¢in bir iist smir bulalim.

|Cn,r,a (f, x)l =|(n—ra—a) j (j (f')x(u)du> z S () bn_rg ksr-1,2(E)dE
2x \X k=0

terimini

|Cn,r,a (f' x)|

= (Tl —ra-— a) .I- (f(t) - f(x) - (t - x)f,(x+)) Z Sn,k(x)bn—ra,k+r—1,a(t)dt
2x k=0
<@-ra=a) [IFO1) 5ux@hraxsr1a(O)t
k=0
+(n —ra— a) f |f(x)| Z Snk (x)bn—ra,k+r—1,a(t)dt
k=0

= ra = @f ) [16=21 Y 5nk b rairr-sa (O
2x k=0



seklinde yazabiliriz. t = oo igin f(t) = 0(t?) oldugundan lft(—;)l < C olacak sekilde
¢ > 0 sayist mevcuttur. Dolayisiyla |f(t)| < Ct? ve |f(t)] < Ct?? yazilabilir.

Ayrica 2x < t < oo igin x < t — x Ve buradan t_Tx > 1 oldugu dikkate alinirsa

|Cnna(f:x)|

=(n-ra—a) f C,t% Z Sn,k(x)bn—ra,k+r—1,a(t)dt
2x k=0

[ee)

S [ (R SN O N oY

X
k=0

01— ra = @I GO [ 16 =21 50k @brassrraie
2x k=0

=11+12 +13

olarak yazilabilir. t > 2x ve dolayisiyla t < 2(t — x) oldugu g6z Oniine alinirsa ve

Lemma 4.1. den

L= (=ra=a) [ G Y 50 rairr Ot
2x k=0

<(n—ra—a)c,2% f (t — x)* Z Sk () bp_ra+r—1o(t)dt
2x k=0

= (12°Upz,0,2¢(x) = 0(n™%) (4.19)



(4.2) esitsizligi kullanilirsa

Fol [ c
12 = (n —ra-— (X) 2 (t - x)z Sn, (x)bn—ra, +r—1,a(t)dt
X 2[ IZ; k k
Claxt2) ) (4.20)

B (n —a(r+ 3))x

I; = (Tl —ra-— a)lf,(x+)| f |t - xl Z Snk (x)bn—ra,k+r—1,a(t)dt
2x k=0

< =ra = @I GO [16= 31 Y 500y rapsr-1a@ie (421)
0 k=0

(4.21) e Schwarz esitsizligi uygulayip Not.4.2. yi géz Oniine alirsak

1
o co 2
L =ra= I G| [ =07 Y 50 rasrrrade
0 k=0
1
®© o0 2
X f Z Sn,k(x)bn—ra,k+r—1,a(t)dt
o k=0
Clax +2)
- |f,(x+)|\/(n ey (4.22)

elde edilir. (4.19), (4.20) ve (4.22) esitsizlik ve esitlikleri birlestirilirse



Clax + 2)
n—alr+ 3))x

Clax + 2)
n—a(r+ 3))

|Cor (f, )| < O() + ( lFCOl + |f’(x+)|\[( (4.23)

elde edilir. Sonug olarak (4.17), (4.18) ve (4.23) esitsizlikleri birlestirilirse istenen

sonug elde edilmis olur.



