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OZET

KUATERNIYON MATRISLERI

GUNES CELEN , Demet
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisti
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi
Danisman: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
Haziran 2011, 45 sayfa

Bu calisma dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.

Ikinci boliimde, bir sonraki boliim i¢in kullanilacak materyal ve ydntem ele

alimmustir.

Uciincii boliimde kuaterniyon matrisler, kuaterniyon matrislerin eki, ranki,

benzerlikleri, 6zdegerleri ve determinanti incelenmistir.

Dordiincii boliim tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir

Anahtar kelimeler: Kuaterniyonlar, Kuaterniyon Matrisleri



ABSTRACT

MATRICES OF QUATERNIONS

GUNES CELEN , Demet
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
June 2011, 45 Pages

This thesis consist of four chapter. The first chapter is reserved for
introduction.

In the second chapter, we give basic concepts that we use in the following

chapter.

In the third chapter, quaternion matrices,their adjoint, rank, similarity,

eigenvalues and determinant are investigated.

The fourth chapter is reserved for discussion and conclusion.

Key words: Quaternions, Matrices of Quaternions
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SIMGELER DiZIiNi

Q Reel Kuaterniyonlar ctimlesi

Q Kuaterniyon Cebiri

X A kuaterniyon matrisinin adjointi

&1(A) A nin sol spektrumu

o.(A) A ni sag spektrumu

F; (M) A nin karakteristik polinomu

|4l A matrisinin double determinanti



1.GIRIS
Kuaterniyonlar 1843 yillarinda William Rowan Hamilton (1805-1865) tarafindan
tanimlanmistir. Hamilton kuaterniyonlar1 tanimlamakla iki vektor i¢in, boliimiin de
miimkiin olabilecegi, yeni bir ¢arpim islemini vektér cebirine dahil etmis oldu.

Boylece {i¢ boyutlu uzayda hareketlerin tetkikini kolaylastirmis oldu.

Kuaterniyonlar hareket geometrisinde ve fizikte onemli rolii olan konulardan
birisidir. Hiperkompleks sayilarla kuaterniyonlarin iliskisi dikkate alindiginda
kompleks bilesenli matrislerden faydalanilarak kuaterniyon bilesenli matrisler ele

alinmis ve baz1 ozellikleri incelenmistir.

1.1. Kaynak Ozetleri
Temel kavramlar i¢in H.H.Hacisalihoglu'nun “Hareket Geometrisi ve
Kuaterniyonlar Teorisi” kitabt ile J.P. WARD’ 1 “Quaternions and Cayley

Numbers” kitabindan faydalanilmistir.

Fuzhen ZHANG tarafindan yayimlanan “Quaternions and Matrices of Quaternions”
isimli makale tez c¢alismamizdaki “Kuaterniyon matrisleri” konusu icin temel

olmustur.

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez calismasit ile kuaterniyon matrisleri ayrmtili olarak incelenecektir.



2. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde Kuaterniyon Matrislerinin c¢aligilabilmesi i¢in gerekli olan kavramlar

sunulacaktir.

2.1. Reel Kuaterniyonlar Cebiri

Tanim 2.1.1. (Reel Kuaterniyon)

Bir reel kuaterniyon, sirali dort saymin +1, i,k gibi dort birime eslik etmesiyle
tanimlanabilir. Burada, birinci birim +1 reel sayidir, diger ii¢ birim ise

(i) i?=j=k?=-1

(i)inj=k jAk=i, kni=]

(fli)jAni =k kANj=-iiNk=-]

ozelliklerine sahiptir. Boylece bir kuaterniyon

(iv)q=d +ai+bj + ck

biciminde ifade edilebilir, burada d, a, b, ¢ € R reel sayilarina q kuaterniyonunun
bilesenleri denir. £, j, k birimleri 3-boyutlu reel vektér uzayinin bir dik koordinat

sisteminin baz vektorleri olarak alinabilirler ve dolayisiyla q kuaterniyonu 5, ile
gosterilen skalar kisim ve F,; ile gosterilen vektorel kisim olmak iizere iki kisma
ayrilabilir:

(V) So=d,V, =ai +bj + ck

O halde

(Vi) q=5,+7,

yazilabilir.



Reel kuaterniyonlar ciimlesini Q ile gosterelim. Bir reel kuaterniyonun doért biriminin
Ozelliklerini inceleyerek gorebiliriz ki Q ctimlesinden, birer 6zel hal olarak, R reel

sayilar ciimlesi, C kompleks sayilar ciimlesi ve B? ii¢c boyutlu vektérler ciimlesi elde

edilebilir.

Tanim 2.1.2 (Kuaterniyon cebiri)

Toplama Islemi:
@:QxQ—~Q
(ql.- qz)—)qi {9 4z = 5'-?:+‘T:+V g, Bag

islemi

5

2 - 5'—?: + 5'—?: veV g, @g

Ve ® T,

olarak tanimlanir. Burada 5, .5, € R ve + islemi R deki toplama islemidir; E’E
de birer reel vektor olup @ islemi reel vektor uzayindaki Abel grubu (vektorlerde
toplama) isleminin aynisidir. O halde (Q, +) ikilisi bir Abel grubudur. Buradaki
etkisiz eleman sifir kuaterniyon adini alir ve (0, 0, 0, 0) sirali dortliisiinden baska bir

sey degildir.

Skalar ile carpma:
2. RXxQ—-Q
Aq - rogq=2, =k5q+)ﬁq'
seklinde tanimlanan dis islem icin
(i) Ao(g1 @ g;)=Aogy ®Arog,,herAe Rveherqgy.q, €Q;

(i) (A1 +42) 0q=(1100) @ (4, 0 q), her 44,4, ER ve her gEQ;



(i)  (A1.47)e0q=410(4;00);

(iviieq=q.
O halde {@ @,R,+,. =} sistemi bir reel vektdr uzayidir. Kisaca bu uzay1 Q ile
gosterecegiz ve Q daki toplama @ islemini “+” ile ve o isleminide “.” ile

gosterecegiz.

Carpma (Kuaterniyon ¢arpimi)
X ¢ Q X Q — Q
(@1 .92) > 41X 43

islemi asagidaki tablo ile tanimlanir:

1] 1§ j  k

j j -k -1 i

kK |k j o—i —1

Buna gore
Gy X qy = (dy +ayi+byj+cyk) x(dy +ayi + byj + c,k)
gy X Gy =dy dy — (aya,+byb; +c0;)
+(dy a; + a;dy, +bye, — ciby)i
+(dy by + byd, + c;d, —ayc,)j
+(dy c; +dy ¢y +a.b, - bjas) k
dir. Boylece kuaterniyon ¢carpiminin su 6zelliklere sahip oldugu kolayca goriiliir:

i) Iki kuaterniyonun ¢arpimi bir kuaterniyondur.



i) Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.

iii) Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.
Fakat kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir. Bu 6zellikleriyle

QDR+, ex])

sistemi bir asosyatif (birlesimli) cebirdir. x islemini de “.” ile gosterilecektir. Bu
cebire kuaterniyon cebiri denir ve kisaca Q ile gosterilir. Bu cebirin bir bazi
{1,1,j .k} ve boyutu 4 diir.
Bu ozelliklerle birlikte q=d +ai +bj + ck € Q igin;

(i) Req=d, q nun reel kism

(ii)Cog=d +at , g nun kompleks kismi

(iii) Imqg= ai +bj + ck, g nun imajiner(sanal) kismu

(iv)g=q*=d -ai -bj - ck, q nun eslenigi

(V) lal=/q*q=Vd? + a®> + b + c?, g nun normu(modiilii)

dir.

Tamim 2.1.3 ( Birim kuaterniyon ve Normlama)
Normu bir olan bir kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve g, ile gosterilir. Buna
gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir q= d +ai +bj + ck kuaterniyonun

normlandirilmisi

_ G _ draithjtck
qg = |

gl Ve Fat Bt E ot

olarak ifade edilir.

Bu tanimlarla birlikte agagidaki teorem verilebilir.



Teorem 2.1.1
44, 95 Ve g3 kuaterniyonlar olmak iizere ;
1. qiq; = q; a4, las| = lqi]
2. |.| Q tizerinde bir normdur. Yani;
lg11 =0 = g, =0;
lg; +a,l = laql +lasl ;
la1a;1 = laza41 = layl. g, ;

dir.

w

- - 1 a -
gl + a2l =5 (lay + a2+ la; — q,17)

e

q4 =|g4|.zdur. Burada u bir birim kuaterniyondur.
5. je= ¢j veya jcj” = ¢ dir. Burada c herhangi bir kompleks sayidur.
6. gy=d; +ayi+byj+ cyk olmak lizere

fﬁiQ1:(d12 + alz —512 - c12:]"'2("9Ii‘71 +ayby)j+2(dyby +ayc)k

dir.

7. a3 =5 (ay +a5) +3(ay +iqii) +3 (ay +jaif) +3(ay +kaik)
ve

ai = —3 (a1 + igyi +jqyj + kqyk)

dir.

8. q,° = |Req4|* - [Imq,|* + 2Req;. Imq,

9. (@142)"=a27q4"

10. (9192) 95 = 91(q293)

11, (g, +a2)* #49," + 29,9, + q,° (genellikle)
12. q," = g4 olmasi i¢in gerek yeter sart g4 in bir reel say1 olmasidir.

13. Her g, €Q icin Ag4 = g4\ olmasi i¢in gerek ve yeter sart AER olmasidir.



1

14. q; # 0icin g, kuaterniyonunun inversi g;* ile gosterilir ve

g7t = gq,% 1q4|* seklinde tanimlanir ve |q1"1|=ﬁ
Ta

dir.
15. g;° = - 1 denklemi sonsuz tane ¢éziime sahiptir.
16. g4 ve q1,t* — 2(Req, )t + |g41* denkleminin ¢oziimleridir.
17. Her g kuaterniyonu ¢; ve ¢, nin kompleks oldugu yerlerde
g=cy T C3j

gibi tek sekilde yazilabilir.

Tamm 2.1.4. (Benzer kuaterniyon)
g, Ve q, kuaterniyonlar i¢in u *q,u = g, olacak sekilde eger sifirdan farkli bir u
kuaterniyonu varsa g4 Ve g, kuaterniyonlarina benzer kuaterniyonlar denir ve

q1™~q4 seklinde gosterilir.

Lemma2.1.1
q4 Ve g, birer kuaterniyon olmak iizere
(i) q1~q; © v~ 'q,v = g, olacak sekilde | | = 1 vardr.
(i) ay~aq, = laql=la,l
dir.
ispat :
(i) g1~q, olsun. Bu durumda g, = u *q,u olacak sekilde sifirdan farkli bir u
kuaterniyonu vardir.

v, u kuaterniyonunun normlandirilmisi, yani

u
v =—
|



olsun . Bu durumda
u= |ul.v

dir. Ayrica

_1 1

v g4- ( lul.v)
_1 1
= lul. v~ q,.0
v g,

elde edilir ve [v|=1 dir. Bu ise gdstermek istedigimizdir.

(i) @1 ~q; ise g, = u”*gqqudir,
Teorem 2.1.1 den yola ¢ikarsak ,
|22l = [u ™ qqul
= |‘u,|.|u'1_ qq|
= ful- [u™"].l1q4]
= |g,4]

dir.



2.2 Kuaterniyonlarda Denklik Bagintisi
Kuaterniyonlar iizerinde tanimlanan benzer olma bagintisi (~) bir denklik
bagintisidir. Bu bagintiya gore g4 €Q kuaterniyonunun denklik smifi [g4] ile

gosterilir ve [q1]={g; | g; = v q,u 3 Ju + 0} dur.

Lemma2.2.1
Biriging= d +ai +bj + ck igin q~d+ Va? + b2 + c%i benzerdir. Yani
qe[d + ‘u“'mi]
dir.
Ispat :
p~q ise
p =ulqu (2.1.1)
olacak sekilde sifirdan farkli bir u kuaterniyonu vardir. (2.1.1) esitliginin her iki
tarafi soldan u ile ¢arpilirsa
up = u(u lqu)
=qu
esitligi elde edilir.
Buna gore p~g olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
up = qu
olacak sekilde sifirdan farkli bir # kuaterniyonunun var olmasidir. Buna gore;
qr = x(d+Va2 + b2 + %) (2.1.2)
denklemini gz oniine alalim. b* + ¢ = 0 igin x =( VaZ + b2+ 2 + a)-cj + bk
kuaterniyonu sifirdan farklidir ve (2.1.2) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Yani;

g~ d+va®+ b? + %



dir. Eger b* + ¢*=0 ise g komplekstir. Bu durum igin Teorem 2.1.1 in 5. kismi
kullanildiginda g~ d + Va? + b2 + % oldugu kolayca goriiliir. Bu da ispati
tamamlar.

g € R i¢in [g]={g} dir. Eger g € R ise [g] sonsuz ¢oklukta kuaterniyon icerir ve bu
denklik sinifinda sadece 2 tane kompleks say1 vardir ki bunlarda birbirinin

eslenigidir. Ayrica g € @ i¢in g~g~ dur.

Teorem 2.2.1
q,=dy +ayi+byj+ c;kve g,=d; +a,i +b,j + ¢,k birer kuaterniyon olsun.

Bu durumda g4 ve g, nin benzer olmasi igin gerek ve yeter kosul

(2]

di=dyvea,® + by* + e =ay” + by" + ¢
olmasidir. Yani;
Req,; =Req; ve |Img4| = [Imq,|

dir.

2.3. Kuaterniyonlarin Matris Gosterimi

@, ={dy.1+a,.i|dya € Ri*= —1}
climlesini alalim.

@, @R +,.0%}
Sisteminin de bir cebir oldugu kolayca goriilebilir. Boylece @4 cebiri Q cebirinin bir
altcebirine izomorf olur. ¥ (d;.1 + a,.i ) € @, kuaterniyonunu (d, + a,v—1) € C
kompleks sayisina eslersek bu eslemeye gore @; in C ye izomorf oldugunu

soyleyebiliriz.

10



Q y1 C iizerinde bir vektor uzayi olarak diigiinebiliriz. Bunun i¢in su tanimi1 yapmak
gerekir :
gEQVex = (d, +a;/—1)EC=>qx
carpimi q(d,. 1 + a4.1) € Q kuaterniyonuna karsilik gelsin.
O zaman
(i) (a1+ q)x =qux+ qyx
(i) g(xy +x,) = qx; +qx;
(iii)  qlxqx) = (gxy)x, = (gx2) x4
(iv)g(1+0i) = q
olur. Boylece Q ciimlesi C kompleks sayilar cismi tizerinde bir vektdér uzayr olmus
olur ( Burada g nun x ile soldan ¢arpimi esas alinmistir, bize lazim olan da budur.)
Kompleks sayilar cismi iizerinde herhangi bir q kuaterniyonunun ifadesi e, = +1
olmak tizere,
q =deg+ ai +bj + ck
veya
g = (d+ai) ey + (b + ci)j (2.1.3)
seklinde yazilabilir. Ayrica (2.1.3) esitliginden
a,=d+aivea,=b+ci (2.1.4)
olacak sekilde
q =y T ayf
seklinde de yazilabilir. (2.1.4) esitliklerinden goriildigii gibi @4, @, € Cdir. Buradan
Q nin C iizerinde 2-boyutlu oldugu sonucuna varilir. Bu durumda
Q=5Sp{esi}

olur, yani Q nin bir baz1 { €,.j} olur.

11



@Q nin matris gosterimini elde etmek icin bir

T:Q—Hom(Q, Q)
q—T,
doniisiimiini, ¥ q € Q igin,
T, :Q-Q
q' — Ty(@a)=0q’

seklinde tanimlayalim. Buradan

Ty(ay' + ;") =Tyla, ) + Ty(a,')

Ty(a, x) =xTy(q,'), ¥x € C
olur (zira x (qq") = x q(q") dir). Boylece

Hom(Q.Q) ={T; | q € @}
ciimlesi C tizerinde bir vektor uzay1 olur. Boylece T, doniisiimiine C iizerinde

Ta(eo) = X1180+X34 ]

To(0) =xqp80+ Xpo)
formiilleriyle tanimlanan bir 2x2 matris karsilik gelir. g = &, i¢in

%y = 1,295 = Xpy = 0vexy =1
olacagindan T, doniisiimiine karsilik gelen matris

1 0
TEHH[u 1]

olur. Benzer sekilde
TiH[i EI],TJ_(_)[IJ l]veTk(_)[lJ i]
0 -1 0 0
olur. Boylece

dir.

12



g = d + ai + bj + ck kuaterniyonuna karsilik gelen matris

d+ai b—l—ci]

Tq“’[—b Yei d—ai

dir. (2.1.4) esitliginden

yazilabilir.

Boylece q «<» T, doniisiimii Q cebirinin, C kompleks sayilar cismi iizerinde

tanimlanan bir 2x2 matris gosterimidir.

13



3. KUATERNIYON MATRISLER, KUATERNIYON MATRISLERIN EKi,

RANKI, BENZERLIKLERi, OZDEGERLERI VE DETERMINANTI

3.1. Kuaterniyon Matrisleri Ve Onlarin Ekleri
Bilesenleri kuaterniyonlar olan mxn tipinden biitiin matrislerin ctimlesini M_,...(Q),
m=n oldugu zaman da M, (Q) seklinde gosterelim. Bunun yani sira adi toplama,
carpma, sag(sol) skaler ile ¢arpma islemleri de tanimlansin.
A=(a;) € Mpyxa(Q), g € Qigin
a4 = (qa,.) [Aq = (a..q)]
dir.
AeM_..(Q), B, (Q)vep,q € Q igin kolayca goriiliir ki,
(q4)B = q(4B)
(Aq)B = A(q5)
(pa)A = p(g4)
dir.
Ayrica M_,...(Q), Q tizerinde bir sag (sol) vektor uzayi dir.
Kompleks matrislerin tiim islemleri degisme 6zelligini gerceklestirdiginden
(94)B = A(qB)
seklinde yazilabilir.
Kompleks matrislerde oldugu gibi 4 = (a,.) € M_..(Q) kuatreniyonu i¢in A nin
eslenigi, transpozu ve eslenik transpozu sirasiyla,
A=(a,) = (a."),
AT= (a;) € Myyum(Q)
A= (A) eMpyn(Q),

seklinde tanimlanir.

14



A £ M, (Q) karesel matrisi i¢in;
AAT = A'A ise A ya normal matris,
A" = A ise A ya Hermitian matris,
A"A = lise A ya iiniter matris
denir.
Ayrica AE = BA =] olacak sekilde en az bir B € M_(Q) matrisi varsa, A ya tersinir
matris denir.
Kompleks matrislerde oldugu gibi, kuaterniyon matrisler i¢in de elemanter satir
(slitun) operatorleri ve bu operatorlere karsilik gelen elemanter kuaterniyon matrisler
tanimlanabilir. Kolayca gosterilebilir ki, bir A matrisine elemanter satir (siitiin)
islemi uygulamak demek bu elemanter operasyona karsilik gelen elemanter
kuaterniyon matris ile A matrisini sagdan (soldan) carpmak demektir.Ve herhangi bir
karesel kuaterniyon matris elemanter kuaterniyon matrislerle bir diyoganal matris
haline getirilebilir.
Teorem 3.1.1
A€EM,,,,(Q) veBE M, (@) olsun. Bu durumda

L @ =D

2. (AB)*=B*A

3. AB+# BA (genellikle)

4. (AB)T = BT AT (genellikle)

5. Eger A ve B matrislerinin tersi varsa ise (AB) *=B*A™!

6. Eger A matrisinin tersi var ise (A)™! =(A™1)*

7. (A) " #AT (genellikle)

8. (AT)™' = (AT (genellikle)

15



dir.
7. ve 8. Ozellikler i¢in birer 6rnek verelim;

—i

0

Pk .. .o -1 — i -1
A= (L ) matrisinin tersi 471 = ( ) dir. Buradan ﬁl‘lz(L . ) bulunur.
0 J —J 0 J

0 —j

i@y e

_(—L’a —kec —ib— kd)
L —je —jd

b

d) olsun.

Simdi A :( ) matrisinin tersini bulalim. (@'12(2

olup A. (4)~'=I, olacagindan

—ia —kc =1
—ib—kd=20
—jc =0
—jd=1

denklem sistemi elde edilebilir. Bu sistem ¢oziildiigiinde

o( )
bulunur. Sonug olarak

(B t#A?

dir.

Ayrica A = (; f) matrisi i¢in A matrisinin transpozu AT:(; ?) dir. Simdi
AT matrisinin tersini bulalim. [ﬁlr]_lz(i’ ;) olsun.

e 2

_( ia ib )
“Nka+jc kb+jd

olup AT, (AT)7*=1, olacagindan

16



ib=20
ka+jc=10
kb+jd=1

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziildiigiinde

@n=(7 °0)

bulunur.

—i

At = (_GL :j) oldugundan [ﬁl"ljrz(_ L _Dj) dir. Sonug olarak

(A7) (AT
dir.
Onerme 3.1.1
A B € M_(Q) alalim. Eger
AB = ise BA=I
dir.
Ispat :
Ay, A;, By, By nxn tipinden kompleks matrisler olmak iizere A ve B matrisleri
A=A+ Ayj
ve
B = B, +B,j
seklinde yazilabilir. AB =1 olsun. Buradan
(A + A0)( By +Byj) =1
AyBy + Ay Byj+ ARjBy + Ay By =1
bulunur. Teorem 2.1.5 den

AyB, + A B,i+A,Bj — A,B; =1
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(AB; — AzB_z) +(A;B; + A‘EB_:ij =1

(Ai,ﬁzj.(_ﬂﬂi_z E—:) =(1,0)

(Ai Az)(Bi Bz):(f D)
—-A, AJ\-B, ByJ ‘o I

elde edilir. Kompleks matrislerin degisme 6zelligi oldugundan

(Bi BE)(Ai Az):(f III)
Ay
—A,

Ay
BB (2 52)=0.0
(Bi"q‘i - Bzﬂ_z) + (By1Az + HZA_:L)]. =1
EA=1]

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Tanim 3.1.1.

A=A, + A,j e M_(Q) kuaterniyon matrisi verilsin

(% =)
& A

seklinde tanmimlanan 2nx2n tipinden kompleks matrise, A kuaterniyon matrisinin
adjointi (eki) veya kompleks adjoint matrisi denir ve y 4 ile gosterilir.
Dikkat edelim ki eger A kompleks bir matris ise A, = 0 olacagindan

AIZI)

XA:(G a

dir.

q=94p+ g1+ g.f + g3k = (g, + q4)i+ (g2 + g5i) j olmak lizere

P = [é i)z(é qp ‘;fhi)_'_[g q; ‘|"] Q'ai)j- (3.1.1)
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2x2 tipinden bir elemanter kuaterniyon matris olsun. Bu durumda P matrisinin

adjointi
1 G+qi 0 g,+0l
vo = 0 1 0 0
? 0 —q,+0q;i 1 q,—0qi
0 0 0 1
olup,
det (xz) = lxel
1 0 0
=|=9:;tas 1 qp— qii
0 0 1
=1
. (1 y
dir. Ayrica A = (III B) oldugunda

|XA| = |.1'5-|

dir. Burada o< herhangi bir matris, 0 ise sifir matrisidir.

Teorem 3.1.2 ( Lee, 1949)
A, B € M_(Q) olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanir.
1oxy, = I
2. Xap = Xa Xe;
3. Xa+ =Xa + X85
4 xa =)
5. A™'mevcut ise y -2 = (x4) " dur.
6. X nin lniter olmasi icin gerek ve yeter kosul A nin iiniter olmasidir.
7. Xa nin Hermitian olmasi icin gerek ve yeter kosul A nin Hermitian olmasidir.

8. A€ Rigin X34 = AXg dir.
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Teoremin 8. Onermesini ispatlayacak olursak ;
A=A+ Ayjolsun. A € Rigin

AA=AA, + AA5j oldugundan

_ [ My Mz}
Hoa = _Mz E
i 2
_Az A:L
=X Xa
dir.
Onerme 3.1.2

A ve B herhangi nxn tipinden kompleks matrisler olmak iizere
A B
= 2=
5 820

dir
Ozel olarak
1.) Herhangi C € M, (Q) icin Ixcl=0;
2) |1 + AA|=0;
3)|AA+BB|=0;
dir.

ispat :
II + AA| = 0 oldugundan;

I_ A‘Eﬂ
—A 1

dir,

(e @)% D= )
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yazildiginda
A B
_ _|=0
‘—B A‘ -
dir.

A ve B degismeli oldugu zaman
A 3|=jam+BBIz0

dair.

Teorem 3.1.3.
A € M_(Q) olmak iizere asagidaki 6nermeler denktir.
1.) A tersinirdir,
2.) Ax =0 bir tek “0” ¢Oziimiine sahiptir.
3.) x4l # 0 dur, yani x4nin inversi vardur.
4.) A sifirdan farkli 6zdegere sahiptir. Yani Ax = Ax veya Ax = xA olacak
sekilde A kuaterniyonu vardir. Burada A= 0 ve x # O dur.

5.) A elemanter kuaterniyon matrislerin ¢arpimi seklinde yazilabilir.

Ispat:

1 = 2 asikardir.

2=>3:

A; ve A, kompleks matrisler ve x4 ve x, kompleks siitun vektorleri olmak tizere

A=A;+ A,j, x = x4 + x5 olarak alalim. Buradan,

Ax =(Ay+ Ay)).(x4 + x5])

= Ayxg + Agxg) +A5)%, + Ay jxg]
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=Ayxy T Agx,) + Ax X AT
= (Agxg — AxXp ) + (A%, + Ay )
olup, Ax = 0 oldugundan
Ayxy — A%, =0
ve
Agx, + A% =0
esitlikleri bulunur. Bu esitlikler yeniden diizenlenirse,
Ayt A4,(—%) =0
(A3) %1+ A(F) =0
elde edilir.

Buradan Ax = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul

A A
(G 2 (5)=o

olmasidir. Bu ise
Xa (xi,—x_zjr =0

olmasmi gerektirir. Boylece Ax = 0 denkleminin sadece sifir ¢dziimiine sahip
olmas1 igin gerekli ve yeterli kosul xs (%;.—%3; )7 = 0 denkleminin sadece sifir
¢dziimiine sahip olmasidir. Bu ise x| # 0 olmasiyla miimkiindiir.
3e4:

2 = 3 den gortiliir.
3=>1:

Kabul edelimki x4nin tersi olsun. Bu durumda

By 5:) ( Ay J"lz) _{I ©
(B_,_, B,J\-4, A,/ (ﬂ I) (3.1.2)
.. (B, B, N o
olacak sekilde ( B B‘) kompleks matrisi vardir. (3.1.2) ifadesinden ,
3 4
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BiA; — ByA; =1
B,A, +B,A, =0 (3.1.3)
esitlikleri elde edilir. B = By + B, olsun,
BA= (By+ Byj).(4; + 4,))
=(B1A; — BoAy) + ( B4y + Bydy)j
olup, (3.1.3) esitligi kullanildiginda
BA=1+0.]
=1

elde edilir. Bu ise A nin tersinir oldugunu ifade eder.

1= 5: A tersinir oldugundan, birim matrise elemanter satir ve siitun operasyonlari

uygulanmasiyla elde edilebilir.

3.2. Ozdegerler
Bu kisimda kuaterniyon matrislerin 6zdegerinden bahsedecegiz. Kuaterniyonlarda
sag ve sol skaler ¢carpim farkli oldugundan (Zhang, 1997) Ax = Ax ve Ax = x)A

durumlarin1 ayr1 ayr ele alacagiz.

Tanim 3.2.1
A bir karesel kuaterniyon matris olmak tizere
Ax =)x (Ax = x})
esitligini saglayan A kuaterniyonuna, 4 nin sol (sag) 6zdegeri ve
o(4)={4 € QlAx = dx, x 20}, 0,(A)={1 € QlAx =x4 x =0}

kiimelerine de sirasiyla A nin sol ve sag spektrumu denir.
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Ornek 3.2.1

A= (_“L, o) € M (@) iin, k A nin bir sol 6zdegeridir. Gergekien,

Ax = \x denkleminin ¢6ziim kiimesi ile (4 — Al )x = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesi
aynidir. A nin da A nin bir 6zdegeri olmasi i¢in (4 — Al')x = 0 denkleminin sifirdan

farkli ¢6zlimlerinin bulunmasi gerekir. Bunun icin ise Teorem 3.1.3 geregince

| Xcaary [FO oldugunu gdstermek yeterli olacaktir.

A—k{:(_ﬂi é]'k(é 'i}
=% 0)ulo D)
=2, (o 2

oldugundan
0 ¢ —i 0
_| -t 0 o —i
Y™\ -t 0 0 —i

olarak elde edilir. Burada da

|X|:A— P34 |:O

oldugundan, k A matrisinin bir sol 6zdegeridir.

Teorem 3.2.1

A € M, (C)bir st Giggensel matris olsun. Bu durumda A nin A4 nin bir sol dzdegeri
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin A matrisinin kdsegenleri iizerindeki
elemanlardan biri olmasidir.

Teorem 3.2.2.

A, nxn tipinden reel matris ise 4 nin sag ve sol 6zdegeri ¢akisiktir. Yani,
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0,(4) = o,.(4)
dir,
ispat :
A, A nin bir sol d6zdegeri olsun. O halde Ax = Ax olacak sekilde x # 0 kuaterniyonu
vardir. Herhangi q # 0 kuaterniyonu i¢in ;
(q4q™")gx = (qAg™")qx
ve ayrica A reel matris oldugundan
Agx = (qlq™)qx
elde edilir. (gdg™'), 0 #q € @ iken bir kompleks sayidir ve gx =y = ¥y +,j
seklinde yazilir.
Ayy = v1q2q7" ve Ay, = v,q1q71
Bu sekilde A nin bir sag 6zdegeri A bulunur. Sol 6zdeger de benzer sekilde

bulunabilir.

Teorem 3.2.3 ( Wood, 1985)

nxn tipinden her kuaterniyon matris Q da en az bir sol 6zdegere sahiptir.

Bu boliimden itibaren sag 6zdeger yerine kisaca 6zdeger denilecektir.

Lemma 3.2.1.

Eger A € M_,..(Q), m=inise Ax =0, sifirdan farkli bir ¢dziime sahiptir.

Ispat :
A=Ay + Ajjvex =xy+ x,jolsun

Ax =0 oldugundan

25



A A,
(2, HF)=o

=

yazilabilir. Bu ise 2n bilinmeyenli 2m tane denklemden olusan bir kompleks
homojen denklem sistemini ifade eder. 2m=:2n oldugundan sistemin her zaman igin
asikar olmayan ¢oziimleri vardir. Yani Ax = 0 denkleminin sifirdan farkli ¢oziimleri

vardir.

Lemma 3.2.2

u; n Kkuaterniyon bilesenli birim siitun vektoér (ujuy = 1) olsun. Bu durumda
{fuy,u,, ..., u, } bir ortagonal ciimle olacak sekilde n kuaterniyon bilesenli n-1 tane
Uy , ., Uy birim shitun vektorleri vardir. Yani u,"u, =0, s #t.

Bu lemmayi su sekilde yorumlayabiliriz ;

Eger u, bir birim vektdr ise nxn tipinden birinci kolonu u, olan bir u iiniter matris

olusturabilir.

Teorem 3.2.4 (Brenneer, 1951 ; Lee, 1949)
nxn tipinden her kuaterniyon matris sanal kismi negatif olmayan n tane kompleks
(sag) 0zdegere sahiptir.

Bu 6zdegere A nin “standart 6zdegeri” denir.

A, A nin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda

Ax = x) (3.1.4)
olacak sekilde sifirdan farkli x vektorleri vardir. (3.1.4) esitligi sagdan g(g = 0)
kuaterniyonu ile ¢arpildiginda

(Ax)q=(x)) g = A(xq) = x(\q)
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= A(xq) = xqq~*(Mq)

= A(xq) = (xq)( g~ Aq)
elde edilir ki bu ise g~*4q kuaterniyonunun da 4 nin bir 6zdegeri oldugunu gésterir.
Boylece eger 4, A nin reel olmayan sifirdan farkli bir 6zdegeri ise [4] nin denklik
sinifindaki her bir eleman da 6zdegerdir. Bu yiizden A4 nin sonlu 6zdegerlere sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin biitiin 6zdegerlerinin reel olmasidir.
Buna gore A4 nxn tipinden bir 4 kuaterniyon matrisinin bir kompleks (sag) 6zdegeri

ise asagidaki ifadeler Ax = xA denklemine denktir.

veya

A A, 5 - q
(% B2

Burada 44, 4; nx n tipinden kompleks matrisler ve x4, x, kompleks siitun vektorleri
olmak iizere

A=Ay + A0, x = x4+ x4]
dir.
Buna gore A kuaterniyon matrisinin kompleks o6zdegerleri ile x; matrisinin
0zdegerleri aymidir. A 4 nin bir kompleks 6zdegeri olmak tlizere A4 nin A dan elde
edilen kuaterniyon 6zdegerleri ¥ ¢ € @ — {0} i¢in ¢ ~*Aq kuaterniyonlaridir. Bunun
icin Ornek 3.2.2 verilebilir.

Ornek 3.2.2

i1 C - . 1 .. <
A= [ﬂ j.} matrisini ele alalim 4 matrisinin sag 6zdegerlerini bulacagiz.

A=A, + A,j olacak sekilde ;
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A =[i 1] + [ﬂ 'ﬂj olmak tizere

o ol lo
i 1 0 0

4, A_[ 0o 0 0 1
Ya=\_z, 1, 0 0 —i 1
0 -1 0 0

dir.
A nin kompleks sag 6zdegerlerini bulacagiz. A nin kompleks 6zdegeri ile x4 nin
Ozdegerleri aynidir.

|AL, — x4l =0

Denkleminden A 6zdegerlerini bulacagiz.

A 0 0 O i 1 o o A—i -1 0 1]
0 A 0 0}_| 0 0O 0 1}_ 0 A 0 -1
0 0 4 0 o o —i 1 0 0 A+i -1
0 0 0 4 0 -1 0 0 0 1 1] A

=O-D)AA+HD +A+ )]
=(A-1).(AH).(A7 + 1)
=(4*+ 1)

= 2*+247+1

|AI, — x4l =0ise (A* + 1) =0 dur.

Buradan ;
A=
A=xi

dir.

—i ve i A nin kompleks 6zdegerleridir.
A =i kompleks 6zdegerinden elde edilen bir kuaterniyon 6zdegerini bulalim.

q#0,9=1—k € Q alalim.

Es

., 49 _ 1+k
lql? 2

q
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1+k
2

q tig = — (i(1-k))

1

=-(1+k).(i+])

=(i+j+— 1)
=j€@

J, A matrisinin bir kuaterniyon 6zdegeridir.

3.3. Rank, Benzerlik ve Determinantlar

Kuaterniyonlarda ¢arpma islemi degismeli olmadigindan kuaterniyon vektdrlerden
olusan bir ciimle i¢in Q tlizerinde sag ve sol lineer bagimsizlik kavramlari
tanimlanir. Ayrica kuaterniyon vektorlerden olusan bir ciimle Q lizerinde lineer
bagiml iken C tlizerinde lineer bagimsiz olabilir. Bununla birlikte bir ciimle sol

lineer bagimli iken sag lineer bagimsiz olabilir.

Tamm 3.3.1 (Rank)

Bir A kuaterniyon matrisinin maksimum sag lineer bagimsiz siitun vektorlerinin
sayisina A matrisinin ranki denir.

P ve @ uygun tipten herhangi iki tersinir matris olsun. Bu durumda A ve PAQ
matrislerinin ranki birbirine esittir.

Eger A, ranki r olan bir matris ise 0 zaman A nin maksimum sol lineer bagimsiz satir
vektorlerinin sayisi da r dir.

A nxn tipinden bir kuaterniyon matris olsun. Bu durumda A nin tersinir (nonsigiiler)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul rank A = n olmasidir.
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@7, n kuaterniyon bilesenli siitun vektorlerinin climlesi olsun. @7 de Q {iizerinde

toplama ve sag skalerle ¢arpma islemlerine gore bir sag vektor uzayidir. Eger 4 mxn

tipinden bir kuaterniyon matris ise Ax = 0 denkleminin ¢dziimlerinin climlesi @7

nin bir altuzayidir. Bu altuzaym boyutunun r olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin

rankinin n-r olmasidir.

A, A ve A" A matrislerinin ranklar birbirine esittir.

Tanim 3.3.2

Eger S™1AS = B olacak sekilde ayni tipten bir tersinir S kuaterniyon matrisi varsa 4

ve B matrislerine benzerdir denir.

Benzer kuaterniyon matrisler ayni (sag) 6zdegere sahiptir. Bu sol 6zdegerler i¢in

dogru degildir.
A ile B nin sag 6zdegerleri aynidir. Gergekten ;
$7'45=B
Ax = xd
§7tAx =5"1x4
STtAIx =5 xA

S7lA85 x = 8571xa

57145 =B ve 57'x = y denilirse ;

dir.

Sol 6zdegerin esit olmadigini1 gormek istersek ;
Ax = Ax olsun. (By # Ay olmal1)
S71ASSTIx =51 Ax

B5 'x = 57'\x (=AS "'x olmaliyd1 )
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¥4 € Q i¢in S™'A #= AS ™ oldugundan A B nin bir sol 6zdegeri olamaz.

Tamm 3.3.3

Bir karesel kuaterniyon matrisin esas kosegenindeki bilesenlerin toplamina bu
matrisin izi denir.

Ozel olarak eger A matrisi bir kompleks karesel matris ise izi, matrisin
0zdegerlerinin toplamina esittir.

Kompleks halde benzer matrislerin izleri esittir. Fakat kuaterniyon matrislerde durum

farklidir. Bu Ornek 3.3.1 goriilebilir.

Ornek 3.3.1

A= (; E') ve B = (;; j.) matrislerini ele alalim. Benzer matrislerin izlerinin farkl

olabilecegini gosterelim.

_[a b .. o
S= [c d] olacak bigimde se¢ilsin

57145 = B = A5 = 5B

dir. Matrisleri yerlerine yazarsak;
i Oyvfa by_fa by (] O
(III L')'(c d) a (c d)'(ﬂ j')
(m ib) _ (ﬂ:j b}')
ic id ¢ dj
esitligi elde edilir.
ia = ajf
i(ag +a,i+ a,j+ azk) = (ap + a,i + a,j + azk)j
-ay + agl — agj + ak = -a, —agi + ayj + ak

dy = tq
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dir. Esitlikler tek tek ¢oziildiiglinde a4 = a; = 0, a; =1, a;= -1 oldugundan
a=1-—kdr.
Benzer sekilde b=0, ¢ =0 ve d =1 + j olarak hesaplanir. 5 matrisinin regiiler olmasi

gerekir.

1 0 —i 0 1 0 —i 0
lo i o 1 o i 0o 1
Xs=|_; o 1 of="%=t¥:) o o 2 o
0 -1 0 —i 0 -1 0 —i

Buradan det xs = 4 # 0 oldugundan S regiiler dir. $"*AS = B oldugundan A ile B
benzerdir.

[zA = 2i, 1zB = 2j yani matrislerin izleri farkli fakat matrisler benzer matrislerdir.
Halbuki kompleks matrislerde benzer matrislerin izleri ayniydi.

Ayrica benzer matrislerin sol 6zdegerleri de ayni olmak zorunda degildir. Bunu da

Ornek 3.3.2 de gorebiliriz.

Ornek 3.3.2
A matrisinin 6zdegeri A = k (4x = k.x ) olsun. A ve B benzer olacak sekilde bu
ozdegerin B nin de sol 6zdegeri olup olmadigina bakalim. Yani By = ky olacak
sekilde y # 0 var m1 ?

(B-kl)y=0

l¥5_x: | = 0 oldugunu gostermek yeterli olacak,
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A= (_ﬂL ;) matrisini alalim. 4 igin Ornek 3.2.1°den biliyoruz ki A = k,4 nm

Ozdegeridir.

Ay, =20, A, =0, A, =0, A, =i

‘;1-:5_1_5:[—&' ﬂ].[i l:l]
o =il 2i

B =571 A.S olacak sekilde
5= 205 o) (o 2
(% 6 2)

-(% 9

bulunur.

pow=(TF 5) =G 0+ 2

0 4 —i 0

(-t 0o o —i
BT\ i 0 0 —4
0 —i & 0

5, 5,5,
4 —i O

0 0 -3i[=-9i=0
- i 0

B — kI regiilerdir. Sadece y = 0 ¢Ozlimii vardir. Bu yiizden k, B nin bir sol 6zdegeri
degildir.
Bir kuaterniyon matrisin sag lineer bagimsiz olmasinin sol lineer bagimsiz olmasini

gerektirmedigini Ornek 3.3.3 de gorelim.
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Ornek 3.3.3

1 i ..
A= (} k) matrisini alalim.
ay = (11.-01 ty = (I’r k]

el el

@y. €yt az. c3=00se ¢y =€, =0m? (¢.6, € Q)

[leefde==la el -Gl
=>c+ic, =0
= jcy + ke, =0
jeg —key =0
jes +key; =0
2je;=0=>¢;,=0=>¢, =0
Oldugundan sag lineer bagimsizdir.
€q. 04+ Cy.tt; =0
e+, i = 0
cj +c;k=0
Buradan
¢4j + c;k = 0 parametreye bagli ¢ikacagindan sol lineer bagimlidir.
Mesela ¢; =i, ¢; = -1 segilirse de saglar.
3c; 20 (1 =1,2igin) ¢4. 0ty + ¢ty =0 dir.
= {o,. @, } ciimlesi sol lineer bagimlidir.

Ayrica bu matrisin ranki 2 dir.
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Teorem 3.3.1
A ve B nxn tipinden kuaterniyon matrisler olsun. 4 ve B benzer olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul x4 Ve ¥z nin benzer olmasidir.

3.4. Determinantlar Ve Cayley - Hamilton Teoremi
Bu kesimde kuaterniyon matrislerin determinantlari ele alacagiz. Oncelikle kompleks
eki x4 olan bir A kuaterniyon matrisinin determinant1 tanimlanacaktir ve Cayley-

Hamilton Teoremi ele alinacaktir.

Tamm 3.4.1
A nxn tipinden bir kuaterniyon matris ve 4 nin kompleks eki x4 olsun. |x, | sayisina
A nm “g-determinanti” denir. Kisaca A nin “determinant1” olarak adlandirilir ve
|4, ile gosterilir. Buna gdre ;
Al = Iz, |
dir,
A bir kompleks matris ise
|4l = |ALIA] = |detA|?
dir,

Bu tanimin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4.1
A ve B nxn tipinden iki kuaterniyon matris olsun. Bu durumda ;
1. Aregilerdir = |Al, #0

2. 14Bl,=14l,. B,
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9 -1 H -1 — -1
3. EgerA " varise [A7H[ = Al

dir.

Ispat :

1. Teorem 3.1.3 (13 ) den agiktir.

2. |ABl, =lxas | = lx4 x5l Teorem 3.1.2 (2) den
= lxal. x5l
= 14l,. 181,

3. Il =144a7%, =14l 147, =1

A~ mevcut oldugundan bolme yapilir.

1

A7 = —
| o 4l

= ]al;t

Tanim 3.4.2
A karesel bir kuaterniyon matris ve A bir kompleks parametre olmak tizere |Al, — x|

degerine A nin “karakteristik polinomu” denir ve F; () ile gosterilir.

Teorem 3.4.2 ( Cayley — Hamilton)

A karesel bir kuaterniyon matris olsun. Bu durumda;
1. A kendi karakteristik polinomunun bir kokiidiir, yani F; (A) = 0 dur.
2. Ay m A nin bir 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter kosul F, (Ag) =0

olmasidir.
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Ispat :
1. F, (A) bir reel katsayili polinomdur.

Oncelikle f(x) =a,x"+--+a;x* +a, a; ay, ...a, ER olacak sekilde reel
katsayili f polinomu icin f(X4) = Xs(4) oldugunu gosterelim. Teorem 3.1.2 den,
Xap = Xa Xp Xaszs = Xa T Xz X1, = I, ve c € Ricin X.4 = c.Xa oldugundan;
xr(4) = Xag A"+ ap_, A1 4 4a, .4+ ag.dy

=a,. Yt + an_i.xﬂﬂ_j +ootay. Xa T aﬂ'xfn

= @y ()" + Gpeq. ()T ot Ay Xa t G-Iy,

= f(xa)
dir. x4 kompleks bir matris oldugundan, kompleks matrisler i¢in Cayley — Hamilton
teoremi geregince
Fm(:":Aj =0
dir. Buradan

OZFM(IA:]

=Fy(Xa)

=XrFy(a)
elde edilir. Bir matrisin eki sifir ise kendisi sifir olacagindan,

F.(A)=0
dir.

2. A=A, +A4,jvex = x;+ x,jolmak lizere;

Fy (Ro) = 141y, — x4l

Fy (Ao) = Fy, (Ao) = 0 © A, X4 nin bir 6zdegeridir

=) =2 (2)

-
T

S Ag, A nin bir 6zdegeridir.
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o Ax = Myx
S Ag, A nin bir 6zdegeridir.

Bu teoremi Ornek3.4.1 ile drnekleyelim.

Ornek 3.4.1

i

Ornek 3.2.2 de verilen 4 = [ﬂ

ﬂ matrisini ele alalim.
Fy(h) = B, (W) = 1ALy, — x4l = 2% + 227 + 1 dir.
Ay=i,4, =—i Anm bir 6zdegeridir.j € []dir.
Ei())= 0, Ey(—£) =0, E (j) = 0 dir.

F, (4) = A* + 247 + I, = 0 dir. Bunu gosterelim,

A* 4247+ I, =(A* + 1,)?

#=lo jHo Sl=le ]

J£12+I::[_ﬂl i+j]+[1 u]:[n i+j]

N I

=

|

=0

o

=]

dir.
Buradan ayrica 47" de bulunabilir.

I=4.471

[3 2]= [E ﬂ[: 2] dan hesaplandiginda

a=—i,b= —k,c=0,d = —jbulunur.
i —k

el
0 —J
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dir.

Sonuc¢ 3.4.1 (Lee, 1949)
A ve B nxn tipinden kompleks matris olsunlar. Bu durumda
%
—B A
matrisinin 6zdegerleri reel ise ¢ift katlidir, kompleks ise de eslenik ciftlerdir.
Ornegin ;

A=i B=-iolsun

Bu matrisin karakteristik polinomunu bulalim.

[,1.—;' Ai ,]:colsun

i +1i

Ff(x)=llf:—f|:[li_i Aii]
=A% +2
=Lr=1+y2

Teorem 3.4.3
A ve B nxn tipinden kuaterniyon matris olsun. Eger A ve B matrisleri benzer ise

|4l = |B|_ dir ve F; () =F5 () dur.

Ispat :
A ve B benzer oldugundan Teorem 3.3.1 den x4 Ve ¥z de benzerdir. Oyle ise
¥a= F‘_leF olacak sekilde 2n x 2n tipinden P kompleks regiiler matrisi vardir.

|Al, = lxal = 1P xP |

39



=P lxgl.IPI
= |zl
= |8,
Dolayisiyla ;
Fy(d) = Fx;,(}“) = ALy, — x4l
= |AP7IP — P71y P|
= P71 AL, — x5l.|P]
= Hf: _X5~|
:FXB(}L)
= Fg ()

dir.

A nxn tipinden bir kuaterniyon matris olsun. 5, {1,2,..,n} ciimlesinin

permiitasyonlarinin climlesi olmak ilizere ¥ o € 5, i¢cin ¢ permiitasyonunu,

SELCCOTISTR STPRTS P B (595 PN FIFPRTS P3) IO () NP NP
biciminde ayrik dairesel permiitasyonlarin carpimi seklinde yazilabilir. Burada,
1=j=r i¢in n; bulundugu dairesel permiitasyondaki en biiyiik sayidir ve
n=fny =N, =-->n.=1
dir. Ornegin & zdeslik permiitasyonu igin
o= (n)(n-1)..(2)(1)
dir.
Buna gore A =[a,, | € Q7 ve
0= [ﬂir g s sy ii_{)[:”:r Ly slg s e, i:,)---[ﬂw Lyos Lns ees L'rv)

icin
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Uy = @y Iy Iy @,  i;a

i, @ a; ..t 2
z <3 bzg fog Tt

olmak tizere

detA = EGE_.;H S(o)a, (3.1.5)
dir.

Burada 5(o), ¢ permiitasyonunun isaretidir.

Dikkat edilirse buradaki det A degeri, bilinen det A degerindeki a,, bilesenlerinin
yer degistirmis halidir.

A birim matris ise (3.1.5) denklemine gore det A =1 dir.

Ornek 3.4.2

A € @3 igin det A y1 hesaplayalim.

1 @37 a3
fa; gz g3

f3; Qg

A=

S(1) = S(a3) = S(g5) = +1

S(a2) = S(g3) = S(g) =-1

dir.

Oyleyse

det A = (@33 022041 T Q31845003 T A3y851 A43) —
(83202383 T G3385) @1py G39@4305,)

dir.
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Bir kompleks karesel matrisin determinant1 sifir iken siitun vektorlerinin ciimlesi
lineer bagimlidir. Kuaterniyon marisler i¢in bu durum farklidir. Bu asagidaki 6rnekle
gosterilebilir.

Ornek 3.4.3

_ %11 @z 2. . _
A= 4 |€Qicindet A=asasy; —ayay;
21 G2

dir.

A= C I;) icin det A = 1.i —jk =i —i =0 dir fakat 4 nin {(%, ), (k, 1)} siitun
vektorlerinin ciimlesi sag lineer bagimsizdir. Gergekten ;

(£.7)ey + (k 1)e; = (0,0)

(ie; + key,jey +¢,) =(0,0)

Buradan ;

j(i,j) + 1.(k, 1) = (0,0)

oldugundan {(i, j), (k, 1)} ciimlesi sol lineer bagimlidir.

Tanim 3.4.3
A € @ olsun. det(A*.4) degerine A matrisinin double determinant1 denir ve |4,

ile gosterilir.

Teorem 3.4.4

A € @} i¢in |Al, = |4l dir.
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Ornek 3.4.4
ik ..
A= L 1] matrisini ele alalim.

|J£1|q = |.1f_;1|

i 0 0 i
_[A: 4]_| 0o 1 1 0
Ya=l_z, 4l7|o i —i o
-1 0 0 1
1 1 0 0 1 1
|Al, = lxal =ifi —i O-if 0 & —i
0o o 1l -1 0o o
=4
#0
—i kT _[—i —j
R Ve B
(4) —j 1 -k 1

S A R B SR O
|Al; = det(4*.4) =4

Buradan |4], = |4l dir.

Ornek 3.4.4 de dikkat edilirse det(4*. A) = 4 dir.

detd = 0 dir. Buradan detA. detd” =0 dir.

Yani det(4*. A4) # detd. detd”

dir.

Buna gore su sonug verilebilir.

Sonuc 3.4.2

Her A,B € @, icin det(A.B) # detA.detB dir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, kuaterniyonlar ele alinarak kuaterniyon matrisleri tanitilmis ve belli
bash oOzellikleri incelenmistir. Kompleks matrislerde bilinen bazi 6zelliklerin
kuaterniyon  matrislerinde  farkliliklar  gosterdigi  goriilmiis ve  bunlar

orneklendirilmistir.

Calismanin devami olarak kuaterniyon matrisleriyle ilgili diger ozellikler

incelenebilir.
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