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OZET

KOMPLEKS BERNSTEIN POLINOMLARININ YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

UCUNCUOGLU, Seda
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Ali Aral

EKIiM 2011,66 Sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris kism1 yer almustir. Ikinci
boliimde bazi temel tanimlar ve kavramlar aciklanmis teoremleri destekleme amagli lemmalar
verilmistir. Ugiincii boliimde Kompleks Bernstein operatdrlerinin temel dzellikleri incelenmis
ve Voronoskaja tipli teorem ispatlanmistir. g-Bernstein operatorlerinin yakinsaklik 6zellikleri
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Analitik fonsiyon, Kompleks Bernstein operatorii, Kompleks g-

Bernstein operatorii, Bernstein esitsizligi, Voronovskaja tipli teorem.



ABSTRACT

COMPLEX BERNSTEIN POLYNOMIALS AND APPROXIMATION PROPERTIES

UCUNCUOGLU, Seda
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali ARAL

OCTOBER 2011, 66 Pages

This thesis contains three chapters. First chapter is the introduction. In the second
chapter, some fundamental definitions and concepts are studied and lemmas are given to
support theorems . In the third chapter, basic properties of Complex Bernstein are studied and
Voronovkaya type theorem is proved. The approximation properties of g-Bernstein are
studied.

Key words: Analytic function, Complex Bernstein polynomial, Complex g-Bernstein

polynomial, Bernstein inequality, Voronovkaja theorem
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SIMGELER DiZIiNi

B,(f)(2) Bernstein polinomlarinin f fonksiyonuna uygulanmasi
Ty (2) ey (z) fonksiyonunun Bernstein polinomlarina uygulanmasi
Exn(2) k. dereceden bir polinom

-l C(D) uzayinda diizgiin bir

B q(f)(2) q- Bernstein polinomlarinin f fonksiyonuna uygulanmasi

T nq(2) ey (z) fonksiyonunun g- Bernstein polinomlarina uygulanmasi
Exnq(2) k. dereceden bir polinom

1114 C(D, ) uzayinda diizgiin bir norm

-1l C(D,) uzayinda bir norm

Dq(f)(2) f fonksiyonunun g-tiireve uygulanmasi



1.GIRIS

D={z€C:|z| <1}, G c C ve D da olmak iizere f:G — C analitik olsun. D

tizerinde Kompleks Bernstein operatorleri

n

BN = ) () 2 =2 *f(K/)

k=0

esitligi ile tanimlanir. Bu operatorlerin yakinsaklik 6zelliklerinin incelenmesi son
yillarda giderek artan bir ¢alisma alani olmustur. Sorin S. Gal [1] nolu kitabinda

Kompleks Bernstein operatorlerinin ¢esitli yakinsaklik 6zellikleri vermistir.

Yaklasimlar teoresinde iki ¢esit problem incelenir. Birincisi quantitative ikincisi ise
qualitative tipli yaklasim sonuglaridir. Quantitative tipli sonuglar operatoriin kendini
olusturan fonksiyonlara hangi hizda yaklasti§ini iceren sonuclardir. Bu sonuglar
genellikle siireklilik modilii yardimi ile verilir, qualitative tipli sonuglar ise
operatoriin  fonksiyona yaklagimmi veren direkt sonuglardir. Korovkin tipli ve
Voronoskaja sonuglar bu tipli sonuglardir. Biz bu tezde hem quantitative hem de

qualitative sonuclar verecegiz.



1.1 Kaynak Ozetleri

Bu tez hazirlanirken birinci boliimde materyal ve yontem kisminda Prof. Dr. Turgut
Baskan’in ‘Kompleks Fonksiyonlar Teorisi’ kitabindan analitik fonksiyonlar ile ilgili
bazi tanimlar ve temel 6zellileri , G. M. Phillips’in kitabindan g-tamsayilarin temel
ozellikleri, S. Gal 1in ‘Approximation By Complex Bernstein and Convulation Type
Operator’ kitabindan Komleks Bernstein operatorleri i¢in bazi tanimlar ve temel
ozellikleri incelenmistir. Bu bilgiler ¢er¢evesinde S. Gal’ in “Voronoskaja’s Theorem
and Iterations for Complex Bernstein Polinomials in Compact Disks’ makalesindeki

Voronoskaja tipli teorem incelenmistir.

1.2 Cahismanin Amaci

Kompleks Bernstein polinomlar1 , g-Bernstein polinomlar1 6zellikleri incelenmistir.

Ayrica bu tezde hem quantitative hem de qualitative sonuglar verilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 Analitik Fonksiyonlar ile Tlgili Baz1 Tanim ve Teoremler

Tanmim 2.1.1:

a) Bir f kompleks fonksiyonu bir 2z, noktasinin belli bir D(z,, )
komsulugundaki biitin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f fonksiyonu z,
noktasinda analitiktir denir.

b) Eger bir f kompleks fonksiyonu bir S kiimesinin biitiin noktalarinda
analitikse, f fonksiyonu S {izerinde analitiktir denir.

C) Bir f fonksiyonu C uzaymin tiim noktalarinda analitikse, f fonksiyonuna tam

fonksiyon denir.

Tanim 2.1.2:

Bir f fonksiyonunun analitik oldugu noktalarin kiimesi agik bir kiimedir, yani

A ={z € (| f,zde analitik}

kiimesi agiktir. Ciinkii herhangi bir z, € A noktasi alinirsa Tanim 2.1.1 a) geregi
D(zy,8) c A olacak bigimde bir D(zy, §) komsulugu vardir. Bu nedenle ¢ogu kez
bir f fonksiyonunun analitikligi Tanim 2.1.1 a) gibi bir z, noktasinda degil de bir
actk A c C kiimesinde tanimlanir. Bu tanim " A € C agik bir kiime ve f: A — C
olsun. Eger f, A nin her noktasinda diferansiyellenebiliyorsa f, A kiimesinde

analitiktir denir" bigimindedir.



Tamm 2.1.3:
" f, herhangi bir S kiimesinde analitiktir." denir ise, ger¢ekte f bu S kiimesini

kapsayan acik bir A kiimesinde analitiktir demektir. Ornegin ; f,
S={z:|z| <1}
de analitik deniyorsa, f ,bir
A={z:|z| <1+4+¢¢e>0}

kiimesinde analitiktir. Ciinkii tanmim geregi her |z| =1 noktasinin bir
6,-komsulugunda f analitiktir. Boylece S nin sinir noktalarini da i¢ nokta kabul eden

bir acik kiimede analitiktir.

Bazen analitik oldugu kiime belirtilmeden "f analitik olsun "' denilir. Bunun anlami f

nin C de analitik oldugu noktalar var demektir.

Tanim 2.1.4:
Bir kompleks fonksiyona ne zaman analitik fonksiyon denilebilecegini Tanim 2.1.1
de belirtmistik. Bir f fonksiyonu analitik oldugu bir z, noktasinin komsulugunda

Taylor serisi diye adlandirilan ve

o]

f) =) an(z—2)"

n=0



bi¢ciminde olan bir kuvvet serisine agilabilir. Tanim 2.1.1 deki verdigimiz ifadeden
hareketle elde ettigimiz bu kuvvet serisine agilim, olduk¢a 6nemli bir 6zelliktir ve

¢ogu kez analitiklik tanimi bu kuvvet serisi yardimiyla verilir.

Tanim 2.1.5:

Her bir a; € C olmak tizere ,

o0
2.
k=1
kompleks sayilar serisini goz Oniine alalim.

a) Bu serinin s,, = }.7_; a, olarak tanimlanan s,, kismi toplamlar dizisi bir s,

degerine yakinsiyor ise yukaridaki seri s, a yakinsiyor denir. Bu yakinsama ¢ogu kez

0
So = z ag
k=1

yazilarak belirtilir ve s, a serinin toplami denir.
b) Eger Y.—qlax| serisi yakinsak ise yukaridaki seri i¢in mutlak yakinsaktir

denir.

Teorem 2.1.1:
Y=o an(z — zy)™ seklindeki bir kuvvet serisi kendi yakinsaklik gemberinin i¢ kismi

tizerinde bir analitik fonksiyon belirtir.



Teorem 2.1.2: (Taylor Teoremi)
f fonksiyonu bir z, noktasinda analitikse bu noktanin bir komsulugundaki z ler igin

gecerli olmak iizere

0 0

(n)
F@ = anz -z = Y L gy

n=0 n=0

acilimi vardir. Bu kuvvet serisi bir D(z,, R) diski tizerinde mutlak yakinsar ve bu

diskin kompakt alt kiimeleri lizerinde yakinsama diizgiindiir.

2.2 Bernstein Polinomlar:

[0,1] aralig1 tizerinde tanimli siirekli f fonksiyonlari i¢in Bernstein polinomlar dizisi

n

Bu(ri = (1) r (5)xea -

k=0

X € [0,1] seklinde verilmistir. B,, operatorii siirekli fonksiyonlar uzaymdan siirekli

fonksiyonlar uzayma doniisiim yapar, yani
B,: C[0,1] — C[0,1]

Eger f fonksiyonu siirekli ise B, (f; x) in f(x) e diizglin yakinsadigini gésterecegiz.
Analitik fonksiyonlar i¢in bu tip gosterimlerin mevcut oldugu bilinmektedir. Buna

gore f nin herhangi bir mertebeden tiirevinin olmasi gerekir. Bernstein polinomlari

bu agidan daha kullanishidir. Hatta f nin S degerlerinin bilinmesi yeterlidir.



2.2.1: Bernstein Polinomlarimin Ozellikleri
1. B,(f;0) = f(0) ve B,(f;1) = f(1)
2. Bu(L;x) = Xp (A -0k =(x+(1-x)" =1

3. f(t) =tigin

n n

B,(t;x) = z (:) %Xk(l —x)"k = Z (:)%Xk(l — x)nk
k=0 k=1
k -1
(Z) n (Z - 1)
oldugundan

n

B, (t;x) = z (: : 1) xk(1 = x)nk

k=0
yazilabilir. Bu esitlikte k yerine k + 1 yazilirsa

-1

S

-1
B, (t;x) = (n ] )xk+1(1 — x)nk-1
k=0
n-1 .
n p—
=x) (" )=
k=0

=x(x+(1—x))n=x



elde edilir.

f(t) = t? i¢in

n 2

Bt = ) () (1 — 0y

k=0

|
Z = 1;)| k'_xk(l -

(n—-1)! k 1 e
Z(k—l)'(n X Ao

-1 k-1, -
Z(k—l)'(n o YA

X (n—1)! ) .
+Ekzzl(k—1)!(n—k)!xk -

n-1vw  (n—2)! ) .
= kzZ(k—Z)!(n—k)!xk A -

n-—

—1)!
%2 '(;n k) e —0n

n—-2
n—1 (n—2)! X
Bu(t% ) = 27— Z oot A0 B (1)
=2

- Zn ! ( ) _x ( )
=X B, _ l;x +—B,_ 1;x
n-—2 n n—-1

2n—1 x
=X + =
n n
,  x(1—x)
=X
n



olur.

4, Hera,b € R ve her f,g € C[0,1] i¢in

Bn(af +bg;x) = aB,(f;x) + bB,(g; x)

esitligi saglandigindan dolay1 Bernstein polinomlar operatorii lineerdir.

5. B,,(f) monoton bir operatordiir. Her x € [a, b] igin

f(x) 2 0= B,(f;x) =0

sartinin saglandigin1 gosterelim.

B,(1;x) = 1 oldugundan m < f(x) < M ise x € [0,1] i¢in

B,(m;x) < B,(f;x) <B,(M;x) => m< B,(f;x) <M

dir. m = 0 alinirsa ve f(x) = 0 ve x € [0,1] igin B,,(f;x) = 0 olur.



2.3 g- Tam Sayilar ve Ozellikleri

Tanim 2.3.1:

n € N ve g tam sayisi g > 0 olmak lizere

n ,q=1

seklinde tanimlanan tam sayiya q tam sayisi denir. g tam sayilarinin kiimesi

Ng{[nlineN}={1,1+q1+qg+q% - 14+qg++q" "}

olarak gosterilir.

Tanim 2.3.2:

n € N, g > 0 i¢in q faktoriyel [n]! asagidaki gibidir.

Tanim 2.3.3:

Binom sabiti g tam sayilarda asagidaki gibidir.

10



Lemma 2.3.1:

Reel analizde binom katsayilari i¢in
(n) _(n—1)+(n—1)
r/ \r—1 T
esitliginin gergeklendigini biliyoruz. Bu ifadenin q analizdeki karsilgini verelim.
n— 1 T 1
Pl =2+ ]

Basit hesaplamalarla bu ifadenin dogrulugunu gosterebiliriz.

A —[:]!_[:]i it = ﬂ: o
- % ([r]+q"[n—7D
- [n[i ;]!1][!r]' (11__63; T f’q)
B [n[T—L ;]!1][;]! (11_—qqn)
- [n[T—L ;]!1][;]! ]

11



Teorem 2.3.1:

Klasik analizde biliyoruz Ki

gibidir. Bunun g analizdeki karsilig1 asagidaki gibidir.

n
n s(s—1)

[T a+en=Y 20
s=1 prd S

Ispat: G,(x) = (1 +x)(1 + qx)(1 + g?x) (1 + q" x) = ¥ o c,x”
dir. Bu esitlikte x yerine gx yazilirsa esitlik dogru olur.

(1+g"0)Gpr(x) = (1 + x)Gr(gx)

(14 q™x) z x"={1+x) z ¢ (gx)"
r=0 r=0

dir. x° lerin katsayilari esitlendigi taktirde

Cs + qncs—l = qscs + qs_lcs—l

1-— n—s+1

_1-g¢ 51
1-g°

12



s = 1ligin ¢; = [n],co

_ . . _ [n_l]q — [n]q[n—1]q
s=2iginc, = o, qc, i, q

. _ M[n]q[n_l]q---[n]q _ s6=Dm
Siem Cg =(q 2 —[1]q[2]q...[5]q q=4q 2 [S]q

olur. Bu esitlik ise ifadenin dogru oldugunu gosterir.

Lemma 2.3.2:

Her neN k > 2 igin

1 (k—1)(k—2)

(k—l)—[k—l]qs[n]q >

esitsizligi dogrudur.
Ispat:
k-D-[k-1;=k-D-0A+q+q*+q*+-+q¢“?)

=(k-1-1-q-q¢*—q¢*——q"?)
Ifadeye k — 2 tane 1 ekleyip 1 gikarirsak basit hesaplamalarla

(k=1 —[k-1,=k-2+(1-1-qg+1-1-g*+-1-1—-g*?)
=k-2+(1-q+1-q*+~1-q"2 - 1(k-2))

=1-q+1-q¢*+1—-q%>—-+1—qg*?

13



(k=1 =[k=1l;=A-(1+ @+ + -+ A +q+g%++q"))

1

0<1l—-g< o esitsizligini kullandigimizda
q
1
k—-D—-[k-1]; <7—=—A+2+3++k—2)
[n],
1 (k—1)(k—-2)
~ [nlq 2

elde ederiz.
Tanmim 2.3.4:

Herhangi bir f(x) fonksiyonu i¢in f(x) in g-diferensiyeli d,f(x) olarak gosterilir

ve d, f(x) = f(gx) — f(x) olarak tanimlidir.

Tanim 2.3.5:

f fonksiyonun q -tiirevi D, f (x) ile gosterilir.

dof @) f(q) — F(X)
dgx  x(g-1

qu(x) =

olarak tanimlidir. Burada f(x) fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon ise

f@0—f® .
=D =/ ®

(lll_r)ri Dof(x) = ‘lzl_rg

oldugu agiktir. Simdi bazi fonksiyonlarin g -tiirevlerinin alinigini gérelim.

14



Ornek 2.3.1:

f(z) = z? olarak verilsin. Fonksiyonun g tiirevini bulalim.

(g2)* —z* _z*(q* - 1) _
x(q—1) z(g—1)

Dqf(2) = [2]z

Ornek 2.3.2:

f(2) = z"ise Dy f (z) = [n]z"~! yazilabilir.

Tanim 2.3.6:

f ve g fonsiyonlarinin ¢arpimlarinin q tiirevi asagidaki gibidir.

(f9)(gx) — (fg)(x)

Do(f(9(0) = == =35
D (F(0)g(x)) = flgx)g(gx) — f (qx)i(g;) _+ 1f) (gx)g(x) — f(x)g(x)

= f(q)Dg(g(x)) + g(x)Dy(f(x))

Ornek 2.3.3:

fl2) = ]'[;‘;({"1(1 — g°z) olarak verilen fonsiyonun q tiirevini bulalim.

n—j-1

n—j-1
D, ( (1- qu)> =Dy ((1-257) = ~(Inly = 1) | [ =)
s=0

s=0

15



Burada basit hesaplamalarla

1-q" 1-¢/ _1-q"-1+q¢/ ¢’ -q"

o=l =7—0 "7 1-gq 1-gq

esitligi elde edilir. Esitligin her tarafin1 g/ ile bolersek

[n]q - []]q — qj - qn [n]q - [/]q _ 1- qn—j
q’ A-9q¢’ ¢ (1-q)

olur ve buradan

1—q™/
1-q

[n]q - []]q = qj

elde edilir. Elde ettigimiz bu ifadeyi yerine yazarsak

n—j-1 n—j-1

11— g
(1-¢°2) =( q) (1-q°2)

s=0 s=0

bulunur.

Tamim 2.3.7 :(Bernstein Esitsizligi)

n € Nveherk € {0,1,---n}igin, a; € C olmak iizere

16



n

P,(2) = Z ay z*

k=0
olsun ve r > 0 i¢in ||B,||,, = maks{|P,(2)|: |z| < r} ile gosterilsin.

) Her |z| < 1igin | P',,(2)| < nl|B,ll4

i) Egerr > 0iseher|z| < 7igin | P'y(2)] < Z||Py I, dir.

17



3.ARASTIRMA BULGULARI

Biz bu tezde belirli gésterimler kullanacagiz. Hern € N,z € C ve k = 1,2, ... igin

T (@) = 20, (2) + 210 (2) (31)
esitligi yazilabilir.
Sin(2) = Zioj* (1) 2/ (1 = 2)" (32)

gosteriligini kullanirsak ifadede k yerine k + 1 yazildiginda

Sirin(2) = Zio 1 () 22(1 = 2y (33)

elde edilir. z degiskenine gore tirev aldigimizda ¢arpimin tiirevinden basit

hesaplamalarla

Sin(2) = Z;k (7)i a2 - Zﬂ‘ ()72 1m—p

n n
— ij+1 (n) Zj_l(l _ Z)n—j _ Z]k (n) Z](l _ Z)n—j—ln
— ] — ]
Jj=0 Jj=0
n
n . .
+ ij ( ,)21(1 —z)" 7
j=0 J

18



S/ (3) A - " o (7) 2 -2

Sk,n(Z) = 2 - 1— 2

So (1) 2/ (1= 2)n
n J
1—2z

bulunabilir. Buldugumuz bu esitlik (3.2) ve (3.3) esitliklerine gore diizenlenildiginde

Sk+1,n(Z) Sk,n(z) Sk+1,n(z)
—n +
1—2z 1—2z

1+ 1 ) Sk,n(z)
z 1—2z nl—z

Sl‘c,n(z) =

= Siern(

_ Se+1n(2) nSk,n(Z)
z(1—2) 1-2z

Sk+1n(2) _ z(1—2z)
o =

Skn(2) + 28i0(2)

esitliginin gergeklendigi goriiliir. m, ,,(z) ifadesi

Sk,n (2)
nk

nk,n (Z) =

olarak yazilirsa, esitligin her tarafim1 n* ile boldiigiimiizde

Sk+1,n(z) Z(l - Z) S}c,n(z) Sk,n(Z)
= +
nnk n nk nk

Sk+1,n(z) _ Z(l - Z) S;c,n(z) Sk,n(z)
nk+i - n nk + nk

z(1—-2) ,
7tk+1,n(Z) = Tnk,n(z) + an,n(z)

19



elde edilir. Yukaridaki esitliklerde k yerine k — 1 yazilirsa

Sin(2) = 2528y 1(2) + 2S-1,0(2) (34)

z(1-2)

n

men(2) = T 10(2) + 211 (2) (3.5)

bulunur. Simdi m ,(z) = min{n, k} < k olacak sekilde ve k. dereceden bir Ey ,(z)

polinomunu

- 1(1-2)(k-1)k

Ein(2) = mn(2) — e (2) - —42 (3.6)
olarak gosterelim. k yerine k — 1 alinirsa bu polinom

Exo1n(2) = Moo 0(2) = €y (2) — DD (3.7)
yazilabilir. Esitligin z degiskenine gore tiirevini alindiginda

Ef1n(@) = Tci{—l,n(z) — (k= 1)zk2 - Z*73(1-2)(k—1) (k—2)? Jrz‘<—2(k—1)(k—2) (3.8)

2n 2n

olarak yazilabilir.

Lemma 3.1:
Her |z| <1, k=2, n€N igin (ll-ll,C(ﬁ)) uzayinda diizgiin bir norm olsun.

Ex n(z) polinomu i¢in ||E1'(n|| < k”Ek,n” esitsizligi gergeklenir.
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Ispat :

Bernstein esitsizliginden agiktir.

Lemma 3.2:

Her k>2,n€N vez €D icin

1-2) K=2(1-2)(k-1) (k-2
Eion(@ = Z22 By 0 (2) + 2Big0(2) + T DD (- 2) — 2(k — 1)]
esitligi dogrudur.
ispat :

Yukaridaki esitligin dogru oldugunu gosterelim. Esitligin sag tarafinda (3.7) ve (3.8)
ifadelerine karsilik gelen esitlikleri yazalim.

z(1—2)

(60— -

k3pq _ 9\ k=2(p _ —
2731 Z)(;;n Dk —2) Z (k 2i)(k 2)>+z<nk_1,n(2)

—Z

ey A -2k —-1)(k—-2)
B 2n )

zX2(1 - 2)(k — 1)(k — 2)
+ 2n2

[(k=2) —z(k-1)]
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_z(1-2z2) , z(1—2)

" M_10(2) — " (k — 1)z
z(1-2)231 - 2)(k — 1) (k —2)?
B n 2n
N _
N z(1—-2) (k—1(k-2) (D) — 2
n 2n ’
521 = 2)(k — 1) (k = 2)
B 2n
k-2(1 _ _ _
N z572(1 z)(k2 1)(k—-2) ((k—2) — 2(k — 1)]
2n
_2(1-2) | z(1—2)

(k — 1)z¢2

M10(2) + zZm_; 0 (2) — zX — o

z(1-2)Z231 - 2)(k — 1) (k — 2)?
B n 2n

z(1—-2)Z%(k —1)(k - 2) 21 -2)(k—1)(k - 2)
+ - Z
n 2n 2n

2521 - 2)(k—1)(k = 2)
_.|_
2n2

[(k—2) —z(k-1)]

elde edilir. Burada (3.5) ifadesi kullanilirsa

21 -2)k-1) 725201 -2)*(k —1)(k — 2)?
n B 2n?

M) — 2

XA -2)k-D(k-2) Z'A-2)k-1)(k-2)
+ —
2n? 2n

21 -2)(k -1k -2)(k—2)
_|_
2n?

21 -2)(k— 1D (k-2)z(k—1)
2n2

seklinde yazilabilir. Basit hesaplamalarla ifade diizenlenildiginde
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21 -2)(k-1) 7221 -2)*(k —1)(k — 2)?
n B 2n?

(@) — 2

X1 -2)k-Dk-2) ZX'A-2)k-1D(k-2)
+ —
2n2 2n

N 2?21 -2)(k-1Dk -2 Z'A-2)k-1**k-2)

2n? 2n?

21 -2)k-1D(k-2)

=ma(z) — 2K + Y (1-(kk-1))
Zk—2 _ _ _ 2 Zk—l _ _
N (1 z)(zk : Dk —2) (c(l—2)+1)— 1-2)k—-1)
n n

1 -2)(k-1)(k-2)
2n

11 -2k -1k -2)2-k) 4 221 —-2)(k— 1) (k —2)*z

_ k
=m. ,(z) — 2" +
k,n( ) an an

N 1 -2)(k-1

)
> (-2-(k-12))

211 -2)(k — 1) (k —2)? N 11 - 2)(k — 1) (k —2)(k — 2)?

Then(#) — 2" = 2n? 2n?
N 2 (1 = 2)(k — 1)(=k)
2n
() — 2k~ 21 -2)(k -1k

2n

elde edilir. e, (z) = z* olarak tanimladigimiz i¢in

21 -2)(k-1Dk
2n

=Micn(2) — ex(2) —

= Ek,n (Z)

gerceklendigi goriiliir.
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Lemma 3.3:

(1-2) 211, =12 a-2) _
Tyn(2) — Zk =1 - - [nk—l,n(z) — ZK 1] + +Z + Z[ﬂk—l,n(Z) —zK 1]

esitligi dogrudur.
Ispat :

Yukaridaki esitligin sag tarafinda bilinenler yerine yazildiginda

z(1—2)

o G- D1 - 2)

- + Z[nk_l,n(z) - zk_l]

[nk— I,n (Z) - Zk_ ! ]

k-1

= 21-2) [ 10 (@) — (k — D272 + (k 1)Zn S + zm_y 0 (2) — 2
k—1
_ 2(1 - 2) ) - z(1-2) (- D2 4 (k—1)z" (1-2) a1 n@) — 2
n n n
k-1 k=1
_ Z(l—_z)ni(_l D+ () — (k—1z" (1-2) N (k—1Dz (1-2) _ K
s > n n

= nk’n(Z) — Zk
elde edilir.
Lemma 3.4:

Her |z| <1, k=2, n € Nigin
3
”nkn - ek” < —(k - 1)]{
’ n
esitsizligi dogrudur.
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Ispat :
Yukaridaki esitsizligi gosteritken |z| =1, [(1—2)| <1+ |z| <2 ve |zk_1| =1
den yararlanacagiz ve her k, n igin |m ,| < 1, lex(2)| < 1 kullanacagiz. Lemma 3.3

deki esitligin her iki tarafinin normu alindiginda

z(1— ! k-1 -1~
( : D o] 4 )(enk &)

Imicn = el =

+Z[7fk—1,n - ek—l]”

Iicn = x| <

1211(1 = 2)]
—|I

Tk—1n — ek—l],”

+(k— D]z*I(1 - 2)|

o + |Z|||Tfk—1,n - ek—l”

elde edilir. Burada Tanim 2.3.8 deki Bernstein esitsizligini kullanilarak

I = eell <=2 s = i
+ D2 - e
o = el < 252 (el + Hleical)
+ 22 = el

elde edilir. Ayrica burada |m,| <1, lex(z)| <1 ifadelerinden en biiyiik degerini

||nk_1,n|| + |lex—1| = 2 alarak yerine yazilabilir.
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+ ||7Tk—1,n - ek—l”

4(k—-1 2(k—-1
e < E7D 26D

n
6(k—1)
< ||7Tk—1,n - 6k—1|| + -
elde ettigimiz bu son esitsizlikte
6(k—1)
i = etell < llme-1.0 = €seal| + —

k =1,2,--- icin sirasiyla k degerleri verilirse

6(1—1
I el =l — 2] + 22

6(2—1)
20 = eall = [ = ex]) + &

6(3—1)
s = eall = sy = eal] + 22

6(k — 1)
n

17cn = exll < lIm-1n = exall +

bulunur. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanildiginda

6
|men — ex|| < ||mon — 1| +H(1 +2+3++(k-1)

Sé(k—l)k
n 2

”Tck,n - ek” < %(k - 1)k
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elde edilir. Burada m),(z) = z° = 1 oldugunu biliyoruz. Bu esitsizlikte k yerine

k — 1 yazilirsa

it — erea|| < = — 1)k — 2) (3.9)
bulunur.

Lemma 3.5:

Her k€N, k= 3igin Z}‘=3j(j —1D({-2)< k(k—1)(k—2)?* esitsizligi

dogrudur.

ispat :

k k
DIG-1DG-2) = ) (7 -3 +2)
j=3 j=3

j=3 j=3 j=3
2
:<k(k—1)> _3_3<k(k+1)(2k+1)_3>+2<k(k+1)_3)
2 6 2
=%—3—k<k+1)2(2k+1)+9+k(k+1)—6
~ k(k+1) 2k+1
—k(k+1>( AL +1)

k(k+1)(k>+k—4k—2+4)
4

k(k +1)(k? =3k +2)
4
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k(e + D (k- 1Dk —2)
B 4

elde edilir. Burada k > 3 igin % < k — 2 olacagindan

k
D iG-1DG-2) < k(k - Dk - 2)?
=3

bulunur.

Lemma 3.6:
lIIl,- , C(D), de bir norm olarak tanimlansin. D, = {z € C| |z| <r} her k,n €N,

|z| <7, 1 <rigin

3r(1+7r)

|7Tk,n(z) - 3k(Z)| < on k(k — 1)1""’_2

esitsizligi dogrudur.
Ispat :

Bernstein esitsizligi kapali birim diskte her |z| <r, r > 1 igin

k
| P'(2)| < - || P I

oldugundan k yerine k — 1 alindiginda
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|10 = 27| = 2 e — erall, (3.10)

olarak yazilabilir. Her k,n €N, |z| <7, |m, (2| <7F ve |e(2)| <7k

esitsizliklerinin ger¢eklendigini biliyoruz. Bu ifadelerde k yerine k — 1 alindiginda
|7Tk—1,n(Z)| < rk-1

ve
le—1(2)| < 7kt

elde edilir. Lemma 3.3 deki esitlikte her iki tarafin normu alindiginda

2(1- z)[ e 1]’ + (k—l)zkn_l(l—z)

men(2) — ()] =

T— 1n(Z) —Z

+ Z[ﬂ:k—l,n(z) - Zk_1]|

z(1-z2)

[tn(2) — e (2)| < + |zl| -1 0 (2) — 27

I _ k=1,
(Mo 0(2) —271) | + |w

IZII(1 z)|

(k= D] - 2)|
n

|t (2) — e (2)| < |( T 1.0(2) — k")’| + + |zl|me 10 (2) — 2571

yazilabilir. Burada |z| <rve |(1 —2)| <1+ |z| <1+ r ayni zamanda (3.10) deki

esitsizlik de kullanildiginda

r(l +7r)(k—
r

men(2) — ex(2)| <

”nk—l,n - ek—1||r

N (k=11 +r)rk1
n

+ rlﬂ:k_]’n(Z) - Zk_ll
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k—1)(1+1)
n

(k—1D(1 +r)rkt

(
() — e (2)] < (Imerall, + Nl +

+r|7tk_1,n(z) — zk-1 D
elde edilir ve esitsizlikte diizenlemeler yapildiginda

(k—DA+T) 4y N (k= 1)@ +r)rk?
n n

|nk,n(z) - 6k(Z)| <

+r|nk_1,n(z) — zk_1|

k—1
< rfme-y0(2) — 257 + 31+ r)rk? (n—)
bulunur. Son olarak
k—1
|t n(2) — ex(@)| < r|mey 0 (2) = 271 + 31+ r)rk? k-1 - )

ifadesini kullanarak

k-1
1en @] + e @] S (o1 D] + [erorn@]) + 301 + yre-r E=D - )

yazilabilir. k = 1,2, ... i¢in ayr1 ayr1 uygulanarak

112@)] + |esn@] < 1(|10,@)] + |eon(@]) +3(1 + r)r1-t 2

120@)] + |e2n(@)] < 1|12 + |ern(@)]) +3(1 +r)r2t ED
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730 (D] + [e32(2)] < (|10 @)] + |ean(@)]) + 3(1 + Pr3-1 E2

_ -1 (k-1)
|m0(2) — ex (2| < rlm10(z) — 27 + 3(1 + r)rk 1T

esitsizlikler taraf tarafa toplanildiginda

k-1
| n(2) — er(2)| < %[1 +24+34 -+ (k—1)]

3@+ k(- 1)

n 2
3r(1+r
= srd+r) k(k — 1)rk=2
2n

elde edilir.

3r(1+r)k(k — Drk2
2n

[micn = exll, <

k yerine k — 1 alindiginda

3r(147r)(k—=1)(k=2)rk-3
2n

”Tck—],n - ek—lllr < (311)

bulunur.
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Lemma 3.7:

z(1-2)
[n]q

Ek,n,q (Z) = Dq [Ek—l,n,q](z) + ZEk—l,n,q (Z) + Gk,n,q (Z) (3-12)

esitligi dogrudur. Burada

Z"2(1-2) (k=D (k - 2)[k - 2],

Gk‘n,q(z) = Z[Tl]q [Tl]q
21 -2z (k= Dk = 2)[k — 1], —1) =2k - >
2[n], ( [n]q Fre b
dir.
Ispat :

Yukaridaki esitligin sag tarafinda (3.12) ve (3.19) da buldugumuz ifadeyi yerine

koyalim.
Ek,n,q (z) = Z([:l—]_qZ){Dq [T[k—Ln,q (2) —ex-1(2) — Zk_Z(l_Zr(g;l)(k_Z)] (Z)}
“2(1 - z)(k — 1)(k — 2)
+7 {nk_l,n,q () = e () - ——5p } + Ging (@)
_z(1-2) z(1-2)
=T, Dq [Tfk—1,n,q](z) - ], Dylex-1(2)1(2)

k- — — —
_Dq[z 1-2)(k—-1(k—-2) @

2[n]q

21 -2)(k—-1D(k - 2)}

+z {nk_l,n,q (z) — ex—1(2) — 2[n]
q

+ Gk,n,q (2)
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z(1—2) 2(1 - 2) )
nl, Dg|7t-1,n,q](2) = W[k —1],7%2

Ek,n,q (z) =

z(1-2) {[k —2],z% 3k — D(k - 2)}
[n]q 2[n],

k-1

z(1—-2) {[k —1],z*2(k — D (k — 2)

[n]q Z[n]q } + ZT[k—l,n,q (Z) —ZZ

Z52(1 = 2)(k — 1)(k — 2)
—Z 2[n]q + Gk,n,q (Z)

elde edilir. Gy, 4(2) nin esiti olan ifadeyi yerine yazdigimizda cesitli diizenlemelerle

z(1-2) 211 - 2)[k - 1],
[n]q Dq [nk—l,n,q](z) t ZMg_1nq (z) - [n]q

Ek,n,q (z) =

zk2(1—2)(k— 1) (k — 2)[k — 2], N zZ¥ 11 - 2)(k— 1)k —2)[k — 14

2[n],[n], 2[n]4[n],

k

11 -2)(k -1 (k-2) N z"2(1 - 2)(k — 1)(k — 2)[k — 2],
2[n], 2[n]q4[nlq

_ z¥2(1 - 2)z ((k -1 (k—-2)[k —1]

q p— p— J—
T mp + 20k —1) - 2[k 1]q>

11 -k -1], 21 -2)k-1Dk-2)[k-1], _

k
P 2[nl,[n], z

Ek,n,q (z) = Tkng (z) —

21 -2k -Dk-2) A -2)k-Dk-2)[k-1],
2[n]q 2[n]q[nlq

2211 -2)(k—=1) N 22811 - 2)[k - 1],
2[n], 2[n],

zZF11-2)(k— 1) (k —2) _ 2211 -2)(k—1)
2[n], 2[n],

= nk,n,q(z) —zF —
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11 -2)(k—-1)
2[n],

= My nq(2) — 25 — (k—2+2)

11 -2)(k - Dk

= Mg (2) = 2% —

2[n],
= Ek,n,q(z)
Lemma 3.8:
Her k,n €N, |z| <r, 1 <ri¢in
3r(1+7r)

[1a(@) — ex(@)] < ——k(k = Dr*=?

2

oldugunu gosterelim.

Ispat:

D, = {z € C| |z| <7} ve Bernstein esitsizligi kapali birim diskte her
lz| <7, r>1

i¢cin

k
| P'(2)| < - || P I

oldugundan k yerine k — 1 alindiginda

k—1
- ”nk—l,n - ek—lllr

|(te10(2) = 21 | =
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olarak yazilabilir.

Herk,n €N, |z| <, |m,(2)| < r*ve

gerceklendigini biliyoruz. Bu ifadelerde k yerine k — 1 alindiginda

| 12| <7571 ve leg_1(2)] < rE1

elde edilir. Lemma 3.6 da ispatladigimiz esitsizligi ve

|2572(1 — 2)| = |772|1(1 - 2)I

=121 +71)

kullanarak asagidaki esitsizligi diizenleyelim. |El'<_1'n(z)| ifadesinin degerini

hesaplayalim. Ey_; ,(z) degerinin k > 3

oldugunu biliyoruz.

, k-1
|Ex-1n(2)| < — ”Ek—l,n”r

lex(2)| < r¥* esitsizliklerinin

icin (k — 1). dereceden kiigiik bir polinom

2?1 -2)(k —1)(k—2)

IA

k—1
. Tg—1n — €k-1

-1

r

==

IA

(||nk_1,n ]|+

w
[N

IA

(-t = el +

||7tk_1,n - ek_1||r ifadesini kullanirsak

2?21 -2)(k -1 (k—2)

(k—1D(k—=2)r* 21 +r)
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, k-1 (3r(1+7)(k-D(k-2)rk"3  rk2(k-1)(k-2)(1+1)
|Ek—1,n(z)| S T( 2n + 2n )

yazilabilir. Basit diizenlemelerle

(k =Dk -1k -2)
2n

|Ekein(@)] < GBA+rr*3+ 1 +r)rk3)

k=D k- Dk —2)

o 4(1 +r)rk3

20— 1Dk — Dk —2)
B n

(1+r)rks

elde edilir. Burada k yerine k — 1 alinarak

2k(k —1)(k —2)
n

|Eiin@)| < (14 r)rk=3

yazilabilir.

Lemma 3.9:

k > 3 olmak tizere |Dq [E k—l,n,q](z)l ifadesi i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur.

3r¥=lk(k — 1) (k — 2)

[nlq

|Dq [Ek—l,n,q](z)l =
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Ispat:
k—1
|Dg[Er-1n,q] (D] < — ”Ek—l,n,q”r

(ex—2 —ex—1)(k — 1)k —2)
2[n],

k-1
<

1Ty, — — €p_1 —
r k—1n,q k-1

k—1
|Dq [Ek—1,n,q](z)| < T(”nk—l,n,q - ek—lllr

4 [l (ex—2 — ex-1)(k = D (k - 2)||r>
2[n]q

k—1 {Z(k — D[k =2l (k= Dk —2)r*2(1 + r)}
= +
r [Tl]q z[n]q

Burada r*~1 < r¥ oldugunu biliyoruz ve bu ifadeyi kullanarak
rk=2(1 4+ 1) = rk-2 4 k-1
<rk4rk

< 2rk

yazabiliriz. Esitsizligini kullandigimiz taktirde

k—1(2(k—-2)[k-2],r* k—1(k —2)2rk
[Dg[E-1n0l (2] < — {( Mk = 2l,r% (k= 1)( )r}

], T 2m,

Burada [k —2], <k—-1<kvek—1<kigin

k—1(2(k —2)kr* k(k—2)rk
|Dg[Ex-1,nq](@)| < - {( Ykr N ( )r}

[n]q [n]q
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3 ke (k — 1) (k - 2)

[n],
bulunur.

G c C olacak sekilde G kiimesi R> 1 yaricapli, sifir merkezli agik bir disk olarak

tanimlansin. f : G — C fonksiyonu G kiimesinde analitik ise her z € G igin

oo

f&) =)zt

k=0
yazilabilir. Buradan da Kompleks Bernstein polinomlarini

n

BN = ) ()7 =2 *f (k)

k=0
olarak tanimlayabiliriz.
Teorem 3.1: (Kompleks Bernstein Polinomlar: icin Vornovskaja Tipli Teorem)

) Her n € N,z € D igin Voronovskaja tipli sonucun kapali birim diskte

gerceklenmesi asagidaki gibidir.

z(1-12z) |z|(1 —z)| 10M(f)

Tf”(z) = 2n n

Bn(f)(2) = f(2) -
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Burada M (f) ifadesi sonludur yani

0<M(f) = ) k(k = Dk = 2)’ley] < oo
k=3

dir.

i) Hern €N, |z| <r,r € [1,R) i¢in

z(1 — 5(1 2 M,
BN - £(0) = LD o] < 2D M)

2n n

seklindedir. Burada M,.(f) ifadesi sonludur yani

o

M) = ) leelieCk = Dk - 274 < o

k=3

dir.
Ispat :
Q) k=0,1,2,.. icin e,(z) ve B,(e,)(z) ifadeleri e,(z)=z"ve
Bn(ex)(z) = m,(z) olarak gosterilirse B,(f)(z) polinomu analitik

oldugundan

o

Ba(P(2) = ) cemin(@)

k=0
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olarak yazabiliriz. Her n € N, z € D i¢in

z(1-2)

|B.( (@) - f(2) - 22" (@)] < Bsleel [mn(@) — ex(2) -

X 1(1-2)(k-1)k
2n

esitsizliginin dogru oldugunu ispatlayalim. Ispati yaparken kullanacagimiz bazi
ifadelerin dogru oldugunu gosterelim. Bu esitlikler sayesinde Ey,(z) ifadesi

asagidaki sekilde yazilabiliriz.

Oncelikle her |z| <1, k> 2, n €N icin (||-|| ,C(D )) uzayinda diizgiin bir norm
olmak {izere Tanim 2.3.7 deki Bernstein esitsizliginden yararlanilarak Ey,(z)

polinomu i¢in

|Ek—inll £ (k= D||Exeal|

yazilabilir. Her k > 2,n € N ve z € D i¢in Lemma 3.2 esitliginin ger¢eklendigini

gostermistik. Esitligin her iki tarafinin normu alindiginda

1- 21— 2)(k — D(k -2
Bon@] = [ B2 + 2y @) + N )[(k—2>—z(k—1)]‘
- k=201 — — —
< 2 b @| + @] + [ D - 2) st 1)
elde edilir.
|zl -2)], ,
|Exn(@)] < T”Ek—l,n” + |zl |[Ex_10(2)|
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N z(1 —2)zK3(k — 1D (k - 2)

— [k = 2) = 2k = )]

zIl(1-2)|2
< [Eicsnll + 12l Ex1n D)

|z||(1 = 2)| |2%73|(k — D (k - 2)
+
2n n

[(k=2) + [z|(k = 1)]

olur. Burada |z| = 1 alinirsa

|z||(1 - 2)|
2

(k—1)(k —2)
n n

[(k—=2)+ (k- 1)])

|Ek,n(Z)| < |Ek—1,n(Z)| + <2||El,<—1,n” +

|z||(1 — 2)| k—1)(k —2)(2k - 3)
2n

, (
2|Bfaal + _

< |Ek—1,n(Z)| +
esitsizlikte 2k — 3 < 2k olarak alinir ve Bernstein esitsizligini kullanilirsa

”EII(—l,n” < (k - 1)”Ek—l,n”

[Exn@)] < [Exc1n(@] + 2972 (20 = 1) By | + E2E2C0)

2n

elde edilir. Burada (3.7) deki esitligi kullanildiginda

| Ek,n (Z) | < |Ek—1,n (Z) |

1 —
+ W(Z(k — 1) ||m—10 — €x—1
3 (ex—2 — ex—1)(k — 1D (k - 2) 4 (k= 1D (k —2)(2k)
2n n
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elde edilir. ifadenin diizenlenmesiyle

| Ek,n (z) | < | Ek—l,n (z) |

|z]|(1 —2)|
+ T<2(k ~ D|mmi 0 — -]

lex—2 — ex-1]

+2(k—1) H(k _ 1;1(11( —2)

N (k—1)(k— 2)2k>

n

bulunur. Burada

(1-2)

€x—p — €p_1 = 2K 2 — 7K1 =zK (— — —> =zKk——=7K2(1-72)

olarak yazilabilir ve her iki tarafin normu alindiginda asagidaki esitsizlik elde edilir.
llex—2 — ex—1ll < 2

(3.9) esitsizligini kullandigimizda

1—
Bon@)] = [Bcsn)] + 02

2(k — 1)%(1( — 1Dk —2)

lex—2 — ex—1]

+2(k — 1) H(k _ I;I(lk —2)

N (k—1)(k— 2)2k>

n

Bk -1k —-2)

1- 2(k—-1
< [Bcanto] + I Z)ll k-1

(k = (k- 2)
* 2

llex—2 — ex—1ll + k(k — 2))]
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elde edilir ve basit hesaplamalar yapilarak

Bk -1k -2)

|Ek—1,n(Z)| +

1- 2(k—1
B ()] < IZII(2r1 Z)Il ( - )

G ng —2)2, k(k — 2))]

1z||(1 —2)| [2(k — 1)
2n n

= |Ex-1n(@)| + (4Ck = D)k —2) + k(k — z))l

= |Eo1.0(@)| + 222D (4 — 2)(ak — 4 + k)

bulunur. Burada 5k > 5k — 4 olarak alinirsa

1-12)| (2(k—1)(k — 2)5k
Ben(@)] = [Bi 1] + 21 z)|< k= 1ik =2 )
1-2)|10(k —1)(k —2)k
= [Ex1n (@] + 211 — 2)| 10( r)l( )
1-2)[10(k — 1)(k — 2)k
|Ek 1n( )l |Z||( o Z)I ( r)l( )

bulunur. Elde ettigimiz bu esitsizlikte k = 1,2,--- i¢in sirasiyla k degerleri
verildiginde
|z||(1 —2z)] 10(1 — 1)(1 — 2)1
|E1,n(Z)| |E0n( )l n n
|z||(1 —2z)| 10(2 — 1)(2 — 2)2
|E2,n(Z)| S |E1,n(Z)| + 2n n
|z|[(1 —2)|10(3 - 1)(3 - 2)3
|E3,n(z)| |E2n( )l mn n
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|z||(1-2z)| 10(k—-1)(k-2)k
2n n

|Ek,n(z)| < |Ek—1,n(Z)| +

oldugu goriiliir. Esitsizlikler taraf tarafa toplanildiginda
211(1 - 2)] 10,
zZ -z
[Exn ()] < [Eon(2)] +T;Zjﬁ -1DG-2)
]=

elde edilir . E ,(z) = 0 oldugunu biliyoruz. Simdi Lemma 3.5 deki

k
Y iG-1G-2) < klk - Dk -2)?
i=3

esitsizligini kullanilarak ispatin sonun da bulunan esitsizlik asagidaki gibi

diizenlenebilir. Bu diizenlemeyle

|z||(1 —2)| 10
2

|Exn(@)] < - Tk(k — 1) (k — 2)2

esitsizligi elde edilir.

z(1 — -
Ba(P)(2) — £(2) - %f”(Z)‘ < ) leel [Bin()|
k=3

1z||(1 - 2)| 10 ,
< T?;m k(k — 1)(k — 2)
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o

f®(@ = Z ce k(k —1)(k —2)(k — 3)zK™*

k=4

Serisi D ’da mutlak yakinsak oldugundan

Z|ck| k(k — 1)(k — 2)? < o
k=3

olur.
ispat :

(i)  Lemma 3.2 deki esitligin her iki tarafinin normu alindiginda

_ k-2 _ _ _
D @)+ 7y p) 4 e 2 D2 2)

|Ek,n (Z)| =

[(k=2) —z(k—1)]

elde edilir. Lemma 3.8 deki esitsizlikler kullanilarak asagidaki diizenlemeler

yapilabilir.

|z| (1 -

Dl
Bt 1n@)| + 12][Ex 1.0 (2)]

|Ek,n (Z) | < 2

N |2%72|11 — z|(k — 1) (k — 2)

— [k = 2) + [2l(k = D]

< r(14+7)2k(k —1)(k—2)(1 +r)rk3

n n + rlEk—l,n(Z)l

(1+0)rk 2k - 1)(k - 2)
+
2n?

[(k—2)+rk—1)]

- 2r(1 +1)%k(k — 1) (k — 2)rk=3

n2

+ rlEk—l,n(Z)l
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N (1+0)rk¥2k -1k -2)

oz [(k—2)+rk—1)]

1+ 0)rk2(k -1 (k- 2)

o [4k(1 + 1) + (k — 2) + r(k — 1)]

|Ek,n(Z)| < TlEk—l,n(Z)l +

A+ 2k -1 (k-2)
2n2

= r|Ek_1,n(z)| + [4k + 4kr + kK — 2 + rk — 1]

A+ 2k -1 (k-2)
2n2

7|Ex_1n(@)| + [5k — 2 + r(5k — 1)]

Burada 5k > 5k — 1 ve 5k > 5k — 2 alinirsa

(1+0)r*2k - 1) (k - 2)
2n?

[Exn(@)| < 7|Ex-10(@)] + [5k + 5rk]

1+ 0)rk 2k —1)(k —2)5k(r + 1)
2n?

= rlEk—l,n(Z)l +

(141)2k(k—=1)(k=2)rk—2
2n2

= rlEk—l,n(Z)l +

bulunabilir. Elde ettigimiz bu esitsizlik i¢in

5(1 4+ 1r)%k(k — 1) (k — 2)rk=2
2n2

|Ek,n(Z)| < TlEk—l,n(Z)l +

yazilabilir. Eg,(z) = E;,(z) = E;,(z) =0 oldugunu biliyoruz. Bu esitsizlik

k = 1,2,---i¢in ayr1 ayr1 uygulanirsa

5(1+1r)?1(1-1)(1—-2)rt2
2n?

|E1,n(Z)| < rlEO,n(Z)l +

5(1+1)222-1)(2-2)r??
2n?

|E2,n(Z)| < rlEl,n(Z)l +
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5(1+1)?3(3—1)(3—2)r3?
2n?

|E3,n(Z)| < rlEz,n(Z)l +

5(1 +1)?k(k — 1) (k — 2)rk=2
2n?

|Exn(@)| < 7|Ex-1n@)| +

bulunur. Esitsizlikler taraf tarafa toplanildiginda

5(1 +1)?k(k — 1) (k — 2)rk=2
2n?

|Exn(@)| < 7|Ex-1n@)| +

2n?

5(1 2,.k—-2
S lz:](l—l)(]—z)

5(1 4+ 1r)%k(k — 1) (k — 2)?rk-2
2n2

|Ek,n (Z) | <

elde edilir.

BN - @) - 22D prca )‘ < D leel [Bin()|
k=3

<20 r)22|ck|k<k ~ D)k - 2

fP@) =Y, c k(k —1)(k — 2)(k — 3)zk*

Seri D 'da mutlak yakinsak oldugundan
Zlckl k(k — 1) (k = 2)% < oo
k=3

dir.
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Teorem 3.2:

0<g<1, R>1 olmak tizere , Dy ={z € C;|z| < R} verilsin.f:Dg — C, f
fonksiyonu Dy uzayinda analitik olmak iizere, her z € Dy icin f(2) = Yorock 2*
olarak yazabiliriz.

(i) vn €N,z € D, i¢in

WA=2) | (1= 9M(f)
2, L P 2w, i,

Bnq(f)(2) = f(2) -

gerceklenir. Burada

0 < M(f) = zlcklk(k —D(k-2)? <w
k=3

olarak tanimlidir.

(i) vneN,|z|<r, r €[1,R) igin

z(1—2) ) (1+1r)9K,.(f)
2, | P = 2, T,

Bn,q(f)(z) - f(Z) -
Burada
Ko (D) = ) leelkeCk = Dk = 274 < o0
k=3

dir.
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Ispat:
(i) k=0,12,..i¢in e,(z) = z" ve B, 4(ex)(2) = m,4(2) olarak gosterelim.

Bnq()(2) = X Ck Ty nq(2) Olarak yazabiliriz. Her n € N,z € D; igin

z(1-2)
2[nlq

kl(1-2)k(k—-1)

By (N() - f(2) - o

D 1 @)| < skl [rena) = ex2) =

oldugunu ispatlayalim. Ispati yaparken kullanacagimiz ifadelerin dogru oldugunu

gorelim.

(1-2)
Tirima (@) = 27 DalTienl (2) + 27 q () (319

oldugunu gosterelim. Her n € N, zeD; icin

Sema(2) = Zjolilf (7) 2/ 271 - ¢°2) (314)

Sirina(2) = Ziol16+ (1) 2/ sy (1 - ¢°2) (3.15)

Tanim 2.1.5 belirtildigi gibi ¢arpimin tiirevini kullandigimizda

Dy[Sinal(2) = Zjolilg (7). (62371 = 4°2) D (2N + (20 Dy (5371 = 0°2)

1-z

:Z;LOU]Z (}l)q {[I 1427~ 1Hn J- 1(1 q Z)-|-ZJqJ Hn j- 1(1 q z)( 1 qni- 1)}

Soll§(}) Ula? 23 -0’2 Ziolilh(}) 2/ M55 (=g 2/ (1-a™)

z (1-2)(1-q)
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Eiolil6(}), 7 T2 a-a2)

_ Sk+1n,q(2) J .
- 2 - 1—2 ([n]q - []]q)
 Skiamg® Solls(}) 2 My~ a-aa)lnlg . Folil§(}) 2/ T2y =gl
- z 1-z 1-z
_ Sk+1ng(@)  [nlg Sk+1,n,q(2)
o z 1-z Sk,n,q (@) + (1-2)
_ Sk+1nq() _ %
z(1-z) 1-z Sk,n,q (2)

bulunur. Elde ettigimiz bu esitligi diizenlersek

Sk+1nq (2) — Dq [Sk,n,q] (2)z(1-2)
[n]q [n]q

+ zSkn,q(2)

yazabiliriz. Burada k yerine k — 1 alinirsa

Skn,q(@) __Dyq [Sk—1,n,q] (2)z(1-2)

+ ZSk—l,n,q (Z)

nlg [nlq
yazilabilir.
Sk n,q (Z )
Tgng(Z2) = ——F——
nq [n] I(;+ 1

k+1

olarak tanimlanirsa esitliginin her tarafi [n]g

ile boliindiiglinde

Sk+1,n,q (2) _ Dq [Sk,n,q](z)z(l - z) Z'Sk,n,q (2)

[nlg[nlf** [n]q[n]g*? [n]G*!
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Dy|minql(2)z(1 —2)
[n]q

MTr+1nq (z) = + ZMy n g (2)

elde ederiz Burada k yerine k — 1 alinirsa

Dg|mk—1n,q|(2)z(1-2)
Tk nq (Z) = q[ = [:]]q + ZMk_1nq (Z)

zk"1(1-2)k(k-1)
2[n]q

Ek,n,q (z) = Tk nq (2) —ex(2) —

olarak tanimlanip k yerine k — 1 alinirsa

zk"2(1-2)(k—1)(k-2)
Z[n]q

Ek—l,n,q (Z) = 77:Ic—l,n,q (Z) - ek—l(z) -

yazilabilir. Lemma 3.7 de gosterdigimiz

1 —
Ek,n,q (z) = Z([n—]qZ)Dq [Ek—l,n,q](z) + ZEk—l,n,q(Z) + Gk,n,q(z)

esitligini kullanalim. Her iki tarafin normunu aldigimizda

z(1—-2)
[n]q

z2"2(1—2) (k= 1Dk = 2)[k - 2],
2[n], [n]q

|Ek,n,q (Z)l =

Dq [Ek—l,n,q] (z) + ZEk—l,n,q (2)

_|_

_ z¥2(1 - 2)z <(k - Dk —-2)[k -1],
2[n], [n]q
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1z||1 — z|
[Tl] |Dq [Ek—l,n,q](z)l + |Z||Ek—1,n,q(z)|
q

|zI*73|z||1 — z| (k — D) (k — 2)[k - 2],
2[n], [n],

|Ek,n,q(Z)| <

1zl - 2] ((k ~ D)k - 2)[k — 1]

q p— p— J—
20, . +2(k—1) - 2[k 1]q>

Burada kompleks analizdeki ortalama deger teoremiden hesaplanarak C(D; )

uzayinda tanimli ||+||; diizgiin norm igin

[D,(H@] < 1If'llx

esitsizligi sdylenebilir. Bu 6zellikten yararlanarak

|Dg|E-1n,q] ()] < ”El’c—l,n,q”l
ifadesi kullanlabilir.

lelEllc—ln ” +|Z||Ek—1n (Z)l
2[n], mally "

|2“73|z11 — 2| (k — 1) (k — 2)[k — 2],
2[n]q [n]q

|Ek,n,q(z)| <

1zl ?Izl11 — 2] ((k - Dk - 2)[k - 1],

2[nl, [l +2(k—1) - 2[k — 1]q>

|z| < 1oldugundan |z] =1, |z|¥72 =1, |z|*? = 1 alacagiz.
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|z||1 — 2| ,
|Ek,n,q(Z)| = |Ek—1,n,q(z)| + W{ZHEk—Ln,q”l

(k=1 (k —2)[k—1]
+

q J— J— J—
. +2(k—-1)—-2[k l]q}

|z||1 — z|

< |Ek—1,n,q (Z)l + W{ZHE;C—LTL,CI'L

(k-1 (k—-2)
[n]q

(k=21 + [k = 1]g) + 2 ((k = 1) = [k - 1]q)}

Burada [k — 1], = [k — 2], oldugu agiktir. Bu esitsizlik kullamldiginda

|z||1 - z| ,
|Ekng (@] < |Ex-1mq(@)| + W{ZHEk—l,n,q”l

20k — 1) (k — 2)[k — 1]

[n]q

q+2((k—1)—[k—1]q)}

yazilabilir. Lemma 2.3.2 de gosterilen esitsizlik kullanildiginda

|z]|1 — 2| ,
|Ek,n,q(z)| < |Ek—1,n,q(z)| + W{ZHEk—l,n,q”l

L 20— D~ Dk —1]q | 20k = Dk - 2)}
[n]q 2[n]q

bulunur. Bernstein esitsizligini kullandigimizda
”Ellc—l,n,q”l < (k- 1)”Ek—1.n,q”1
esitsizligi i¢in
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|Einq(2)] < |Exo1nq(@)] + {z<k — D)||Ex-1nall,

Z[n]q
2(k = 1)k —2)[k — 1], (k—l)(k—Z)}
+ +
[n]q [Tl]q
yazilabilir.
z z zK=2(1-2) (k- -
Buna @] < [Becsna@] + 2 2= ) [ — e ~ 20008

2(k-1)(k—-2)[k—1]4 (k—l)(k—Z)}
[n]q [n]q

|Ek 1nq( )l +—— IZ”l d {Z(k - 1)||7tk 1,n,q ek—llll

+2(k—=1) ||(ek—2—ek—1)||1(k—1)(k—2)+2(k 1)(k—2)[k— 1]q+(k 1) (k- 2)}
Z[n]q [n]q [n]q

Burada

2(k — 2)[k — 2],

[n]q

||7Tk—1,n,q - ek—llll =

esitsizliginden yararlanalim. Ayrica [z¥2| =1 ve |1 —z| < 1 + |z| = 2 ifadelerini

kullanalim.
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IﬂH—z%uk_D
2[n],

2(k — 2)[k — 2],
[n]q

|Ek,n,q(z)| < |Ek—1,n,q(Z)| +

2(k — 1)%|12%?||1 — z|(k — 2)
2[n],

20— Dk =2k -1y (k= 1)k z)}

[n] q [Tl] q

Zlli=zl( . 20c=2)k—2],
P %“ D=

20k = (=22 20 = D=2k~ 1), (k= Dk~ 2)}
2[n]q [Tl]q [n]q

< |Ek—1,n,q (Z)l +

|z|[1-z| (k- 1)(k 2)
2[n]q

|Exng(@)| < |Ex-1nq(@)] + {4[k — 2], + 2(k — 1) + 2[k — 1], + 1}

Burada [k — 1], < k ve [k — 2], < k — 1 esitsizliklerini kullanarak

IZI|1 z| (k- 1)(k 2)

|Exng (2| < |Ex—ing(z )|+ 4k —1D+2(k—-1)+2k+1}

IZII1 z| (k- 1)(k —2)

|Ek lnq( )|+ (8k 5)

bulunur ve son olarak esitsizlikte 8k — 5 < 9k olarak alinirsa

9)z|I1 — z|k(k — 1) (k — 2)
2[n]4[nlq

|Ek,n,q(z)| < |Ek—1,n,q(Z)| +

elde edilir.

9)z||1 — z|k(k — 1) (k — 2)
2[n]4[nl,

|Ek,n,q(Z)| < |Ek—1,n,q(Z)| +
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El,n,q(z) =Ezng (z)=0

oldugunu biliyoruz. Esitsizligin her iki tarafi icin k =1,2,...

uygulanirsa

92|11 — z|2(2 = 1)(2 - 2)
2[n]3

|E2,n,q(z)| < |E1,n,q(Z)| +

9|z|11 - 2z|3(3—-1)(3—2)

|E3,n,q(z)| < |E2,n,q(z)| + 2["]5

9)z||1 — z|k(k — 1) (k — 2)

|Ek,n,q(z)| < |Ek—1,n»q(z)| + Z[n]é

ifadeleri taraf tarafa toplanildiginda

9(z]11 —
Bing @] < Bung )] + 25027 Z G-1G-2)

|z|11 = 2| 9

2 _ —7)\2
. i, k(k—1)(k —2)

elde edilir. Sonug olarak

( n
[n]

nq(f)

|Ck| |Ek,n,q (Z) |

=2 9
2[n],
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o)

f(4)(z) = z ¢, k(k—1)(k—2)(k — 3)Zk—4

k=4

bulunur. Seri D; de mutlak yakisak oldugundan Y5_s|c,| k(k — 1)(k — 2)? < »
olur.
Ispat :

(i) Her k,neN ve |z|<r,1<7r <R igin

(k= D[k — 1],

[n]q

|nk,n,q(z) - ek(z)l < 2r

oldugunu biliyoruz. Burada ||-||,- , C(D), uzayinda bir norm,
D, ={z€C||z| <1}

tanimli olsun. Bernstein esitsizligini kapali birim diskte her [z| <r, r > 1 i¢in
| P'r(2)| < §||Pk||r olarak yazabiliyorduk. Kompleks analizdeki ortalama deger

teoreminden P, (z) , k. dereden kii¢iik komleks bir polinom olmak tizere her |z| < r

i¢cin

k
|Dq(Pk)(Z)| < [IPklly < ;”Pk”r

yazabiliriz. Buradan da ispatta kullanacagimiz

k—1
- ||7Tk—1,n - ek—lllr

|(tm10(@) =21 | =
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ifadesi yazilabilir. Her k,neN ve |z| < r, k = 2 i¢in Lemma 3.7 deki esitlikte her

iki tarafin normu alindiginda

1—
|Ek,n,q(z)| = Z([n]qZ) Dq [Ek—l,n,q](z) + ZEk—l,n,q (Z)
221 -2) (k= Dk = 2)[k - 2],
2[n], [n]g
_Zk_z(l—z)z (k — D (k —2)[k — 1], o _ >
20, ( . +2(k—-1) - 2[k—-1],
yazilabilir.

1z||1 — z|
|Ek,n,q(z)| < [Tl] |Dq [Ek—l,n,q](z)l + |Z||Ek—1,n,q(z)|
q

|2|*73]2||1 — z| (k — 1) (k — 2)[k — 2],

Z[n]q [Tl]q
2Pzl =2l (ke =Dk =Dl =g >
T ( . +2(k— 1) - 2[k — 1],

esitsizlikte Lemma 2.3.2 kullanildiginda
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|z||1 — z]
[n],

|z|*72]1 — z| (k — 1) (k — 2)[k — 2],
2[n], [n],

|Ek,n,q(z)| < |Dq [Ek—l,n,q](z)l + |Z||Ek—1,n,q(z)|

N |z|*72|z|1 — z| <(k - Dk -2)[k -1], N 2(k = 1) (k - 2))
2[n]q [n]q 2[n]q

elde edilir. |z| <r oldugundan |z| =71, |(1—2z)] <1+ |z| <1+ r yazlabilir ve

bu ifadeler kullanilarak esitsizlik diizenlenildiginde

r(r+1)
[n],

r*=2(1+7) (k — D(k — 2)[k — 2],
2[n], [n],

|Ek,n,q(z)| < |Dq [Ek—l,n,q](z)l + r|Ek—1,n,q(Z)|

+rk—2(1 +7r)r <(k — Dk —2)[k —1], N (k—1)(k — 2))
2[n], [n]g [n]g

r(r+1)
[n]q

rk 21+ 7)) (k= Dk = 2)[k - 2],
2[n], [n]q

|Ek,n,q(z)| < rlEk—l,n,q (Z)l + |Dq [Ek—l,n,q](z)l

r* =21+ r)r (k= 1)k - 2)[k — 1],
2[n], [n]q

r*2@ +r)r(k—1)(k—2)
2[n], [n]q

r(r+1)
[n]q

rk=2(1+1r)(k — 1) (k - 2)
2[n]3

|Ek,n,q(z)| < rlEk—l,n,q(Z)l + |Dq [Ek—l,n,q](z)l

([k - 2]y +rlk—1], + T)
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bulunur. Burada [k — 2], < k — 1 i¢in r[k — 2], < r(k — 1) yazilabilir. Esitsizlikte

yerine yazildiginda

r(r+1)
[n]q

=21+ 1)k — Dk — 2)
2[n]2

|Ek,n,q(z)| < rlEk—l,n,q (Z)l + |Dq [Ek—l,n,q](z)l

(r[k —2]g+rlk—1] + r)

r(r+1)

[n], |Dq [Ek—l,n,q](z)|

|Ek,n,q(z)| < rlEk—l,n,q(Z)l +

rk 21+ r)(k — 1) (k — 2)
2[n]3

(rtk—1)+rk+r)
r(r+1)
[n]q

r 21+ r)r(k — 1) (k — 2)2k
2[n]Z

S rlEk—Ln,q(Z)l + |Dq [Ek—l,n,q](z)l

bulunur ve son olaraka 3k > 2k aldigimizda

r(r+1) 3(147)rk 1k (k-1)(k=2)
[nlq |DQ[Ek—1.Tl.Q](Z)| + 2[n]?

|Ek,n,q(z)| < rlEk—l,n,q(Z)l +

gerceklenir. Lemma 3.9 daki esitsizlik kullanildiginda

r(r+1)3r¥k(k — 1) (k - 2)

[n]q [n]q

r(r+1)

[n]q

|Dq [Ek—l.n,q](z)l =

< 31 +r)k(k — 1) (k —2)r*

B [n]3
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seklinde diizenleme yapabiliriz. Buldugumuz bu esitsizligi yerine koydugumuzda

31 +r)k(k — D (k —2)rk

[n]3

|Ek,n,q(z)| < r|Ek—1,n,q(Z)| +

3(1+r)r¥k(k — 1)(k —2)
2[n]Z

6(1+r)k(k —1)(k —2)rk
2[nl?

|Ek,n,q(Z)| < rlEk—l,n,q(Z)| +

3(1+r)r¥k(k — 1)(k —2)
2[n]Z

9(1 + r)k(k — 1) (k — 2)r*
2[n]Z

< r|Ek_1,n,q (z)| +

elde edilir. Bu esitsizligi basit islemlerle asagidaki sekilde diizenleyebiliriz.

EO,n,q (Z) = El,n,q (Z) = EZ,n,q (Z) =0

9(1+7r)1(1 - 1)(1 = 2)rk
2[n]?

|E1,n,q(Z)| < rlEO,n,q(Z)l +

9(1+1r)2(2-12-2)rk

2[n]3

|E2,n,q(z)| < rlEl,n,q(Z)l +

9(1+1)3(3—-1)(B—-2)rk

2[n]2

|E3,n,q(z)| < rlEZ,n,q(Z)l +

9(1 + r)k(k — 1) (k — 2)rk

2[n]3

|Ek,n,q(z)| < rlEk—l,n,q(Z)l +

Bu esitsizlilkleri taraf tarafa toplarsak
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k

91 +nrk _
|Enq(@)] < 7|Eona(@)| + W;’G ~1)(-2)

9(1 + r)rkk(k — 1) (k — 2)2
|Ek,n,q(z)| < or Z[n]é

elde edilir. Sonug olarak

1 _ [ee]
B (D)~ ) - 52 f”(2)| < Dl [Exna@|
q k=3
91 +71) ,
< W;m k(k — 1)(k — 2)2rk

bulunur. f®(z) = ¥, ¢, k(k — 1) (k — 2)(k — 3)zK™* serisi |z| <r de mutlak

yakinsak oldugundan

o)

Z|ck| k(k — 1)(k — 2)?rk < oo

k=3
olur.

Teorem 3.3:

0<q™<1li¢inlim,,nq, =1,R>1veDy ={z € C;|z| < R} olsun.

f: D —= C, f Dy de analitik bir fonksiyon olamak iizere , her z € Dy i¢in
f(2) = ¥, cxz® yazabiliriz. f fonksiyonu birinci dereceden kiiciik bir polinom

olmak tizere r € [1, R) igin
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r(f)
”Bn,qn(f) - f”r = fn]qn ,neEN

If 1l = max{lf(2)|; |z| <r}ve C.(f) >0
Burada f; r, g, n € N bagli, n den bagimsizdir.

Ispat:

Her z € Dy ve n € N i¢in

z(1-2)
2

Buas ()~ 1@ = i 2@
dn

1 ( ) "
+[n]qn[[n] (nqn(f)(z) A 2[nl,, 20, ())]}

esitligi yazilabilir. Her iki tarafin normunu alirsak

1

1Bun ) - £, = ||

e M ORI, [[ nlz, (Bn,qn(ﬂ(z) IO I RC >>]}

J

f”( )=0 her zeDg\{0,1}

r

er(1-e1) oy
— f

1Bran () = £ @, 2

nqn (f) f 91(1 e1) f

2[nlq

1
r gy [[n] an

91(1_91)fu Z(l —z)

2

” >0 Eger her z € Dy icin
T

f'(2)=0

1

. (g, [[n]Qn

n

e1(1-eq) .y
—— f

B g, (F) — f — 2o

>0

e, (1- el)f ||

Hern >ngve 1 <n <ny— 1icin
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1

e1(1—e)
”Bn,qn(f) o f”r = [n]

4

f”

Adn r

Mr,n (f)

[n] dn

1Bna, () = 11, 2

dir. My (f) = [ng, [|Bng,(F) = f|| > 0 dir. Her n € N igin

¢ (f)

[n]CIn

1Bra, () = 11l 2

dir. Burada C,(f) = min (M1 (), Mr (s My g1 (F), |22 £|| } oldugu

agiktir.

Sonugc:

Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 goz Oniine alindiginda asagidaki ifade gergeklenir. g™ nin
0<q"<1 araligindaki degerleri i¢in lim,,,q,=1, R>1 e
Dr = {z € C; |z| < R} olarak alarak alahm. Ayrica f, Dy de analitik olmak tizere
f:Dr — C ye tanimh bir fonksiyondur. Eger f birinci derecen kiiciik bir polinom
degilse her r € [1,R) ve n € N i¢in denklik sabitleri f ve r ye bagh, (q,),, dizisi ise

n den bagimsiz oldugundan

1

[n] An

1Bnq () = £~

dir.
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