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OZET

UNIVALENT FONKSIYONLAR

CIHANGIROGLU, Mine
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Kerim KOCA
Aralik 2010, 67 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde tezin amaci, kaynaklar ve
univalent fonksiyonlar hakkinda genel bilgiler verilmistir. Ikinci bdliimde kompleks
trigonometrik bagintilar, kompleks tiirevler, kompleks integraller ile ilgili bilgiler
verilmistir. Ugiincii boliimde univalent fonksiyonlar tamimlanmis ve univalent
fonksiyonlarla ilgili teoremler verilmistir. Dordiincii  bolimde univalent
fonksiyonlarla ilgili bazi alan teoremleri verilmistir. Besinci boliimde ise univalent

fonksiyonlarin seri agiliminda mevcut olan bazi katsay1 bagintilar1 ortaya konmustur.

Anahtar Kelimeler: Univalent fonksiyonlar, Koebe fonksiyonu, Minkowski

esitsizligi, Normallestirilmis univalent fonksiyonlar.



ABSTRACT

UNIVALENT FUNCTIONS

CIHANGIROGLU, Mine
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department Of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA
December 2010, 67 pages

This thesis contains five sections. The first section gives general information on the
purpose of the thesis, resources and univalent functions. The second section explains
complex trigonometric relations, complex derivatives and complex integrals. The
third section describes univalent functions and gives theorems regarding univalent
functions. The fourth section deals with some area theorems concerning univalent
functions. The fifth section points out some coefficient relations exist in the series

expansion of univalent functions.

Key words: Univalent functions, the Koebe function, Minkowski inequality,

Normalized univalent functions.
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f fonksiyonunun z noktasindaki tiirevi
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1. GIRIS

Univalent veya Basit Fonksiyonlar ya da yalinkat analitik fonksiyon olarak
isimlendirilen fonksiyonlar sinifi analitik fonksiyonlarin bir alt sinifidir. Bu tezde
univalent fonksiyonlarin bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Bir D < C bolgesinde
tek degerli ve bire-bir olan univalent fonksiyonlar potansiyel teori ve elastisite
teorisinde Onemli uygulamalara sahiptir. Bilindigi gibi kompleks fonksiyonlar
kompleks diizlemde genel olarak bolgeleri bolgelere doniistiiren fonksiyonlardir.
Fonksiyonlarin analitik, tek degerli, univalent v.s. olmasina gore goriintiileri tipik
sekillere sahiptir. Ornegin belli kosullarin saglanmasi durumunda goriintiiler
konveks, yildizil v.s. bolgeler olur. Yine aym sekilde fonksiyonlar kuvvet serisine
acildiginda katsayilarin sagladigi bazi kosullar altinda univalent fonksiyonlarin
doniistiirdiigii bolgeler ilging oOzelliklere sahiptir. Ornegin w = f{z) univalent

fonksiyon i¢in

R{H%}a fi(z)20 , 0<a<l
z

esitsizligi saglaniyorsa f(z) a—basamaktan konveks bir fonksiyon olur. Benzer sekilde

Re{%}>a , 0<a<l
z

esitsizligi saglaniyorsa o—basamaktan f(z) yildizildir.

Benzer sekilde univalent fonksiyonlarin birgok 0Ozelliklerini ortaya koymak

mumkindiir.
1.1. Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci; univalent fonksiyonlarin serisel gosterilimleri, bazi katsayi
bagintilar1 ve donilismiis bolgenin alani ile ¢evre uzunlugunu veren temel bagintilar

incelemektir.



Tezde Once, univalent fonksiyonlarin teorisinde O6nemli rol oynayan kompleks
analizde bazi topolojik kavramlar ile kompleks integral 6zellikleri verilmistir. Daha
sonra univalent fonksiyon kavram &rneklerle agiklanmistir. Onemli uygulamalar

olan ve univalent fonksiyonlara bir 6rnek olusturan

o0

k(z):(]_z)2 :I;n z"

Koebe fonksiyonunun bazi geometrik 6zellikleri bu tezde incelenmistir. Ileri asama

olarak
f(z)=z"+ Zanz"”’
n=1

seklinde p—degerli univalent fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri

incelenebilir.
1.2. Kaynak Ozetleri
Univalent fonksiyonlarin temel 6zellikleri (1) kaynagindan incelenmistir.

Kompleks Analizde egrisel integraller, analitik fonksiyonlarin serisel gdsterilimleri
gibi baz1 kavramlar (2) kaynagindan ortaya konmustur. Inceleme sirasinda gecen

bazi tanim ve kavramlar ise diger kaynaklardan arastirilmistir.



2. BASLANGIC KOSULLARI VE BAZI BAGINTILARIN INCELENMESI
2.1. Baz1 Trigonometrik Bagintilar

Bu kesimde, bazi trigonometrik bagintilart ve bunlarin kompleks analizdeki

karsiliklarini ortaya koyacagiz. Sekilden de goriildiigl gibi

cost9=£:>x=|z|cost9=rcos6’ , sin6’=l:>y=|z|sin6’=rsin<9

g g

X

|z|:\/x2 +y’ =7

olup buradan
z=x+iy=|z|cost9+i|z|sin6’ =|z|(c0s9+isin6’)

=ré’

yazilabilir. Diger taraftan
z=x+iyyadaz= r e’ dersek

] _ Zn+1

-z

=l4+z+Z22+..+2" (z#])

yazilabilir. Bu bagintida z yerine re’ 0 yazarsak

I=(re’ )™ i0 0 \2 0 \n
——————=1+re" +(re" ) +..+(re”)

I-re



1 2 20 i0
=]l+re’ +rie’ +..+r" e

olur. ¢’ = cos @+ i sin @ oldugundan
1—(reé? ) .. 2 .
W:]+r(cos6?+zsm9)+r (cos(20)+isin(20))+...
+r" (cos(nf)+isin(nb))
=1+rcos@+r’ cos(26)+..+r" cos(nb)
+i[rsin@+r’sin(20)+..+r" sin(nd)]
elde edilir.
Buradan,

1—r"" (cos@ +isind )"’ B I—r""(cos(n+1)0+isin(n+1)6)

I1—7r(cos@+isind) I1—r(cos@+isinf)

[]—r"” (Cos(n+])6’+isin(n+1)6’)] [(]—r(cosﬁ—isinﬁ))]
[1—r(cos@+isin6)|[(I1—r(cosO—isinb))]

1—r""cos(n+1)0—ir"! sin(n+1)0(1—rcosf+irsinf)
1+7° —2rcosf

_I—rcos@—r""cos(n+1)0+r" cos(n+1)0cosf+r"" sin(n+1)0sind
1+7° = 2rcos6

LAl sin@ — " sin@ cos(n+1)0 — "' sin(n+1)0 + r"* sin(n+1) 6 cos]
1+7r° —2rcosé

bulunur. Son esitlikte

cos(n+1)8 cos@ =é{cos[(n+])9 + 0]+ cos(n@)}

sin(n+1)6 sinf = —é {cos[(n+1)9 + 0] - cos(n@)}



sinf cos(n+1)0 = {sin[(n +1)0+6]- sin(nH)}

sin(n+1)6 cos8 = — {sin[(n+1)0 + 8] — sin(—nb )}

N~ N~

trigonometrik bagintilar1 kullanirsak,

1—r"" (cos@+isin@)"" 1-rcos@—r"" cos(n+1)0+r"’ cosnd

I—r(cos@+isinf) 1+7r° —2rcosé

N i[rsin@—r""sin(n+1)8+r" sinnd]
1+7r° —2rcosf

elde edilir. Boylece

[1—7r""(cos@ +isind)""]
1 —r(cos@ +isinf)

=]+7rcosf+r’ cos(20)+...+r" cos(nb)
+i[rsind+r’sin(20)+ ...+ r" sin(né)]

olur. Buradan

D " cosk@+i Y r* sink@

k=0 k=0

=]+ Zrk cosk@ + i Zrk sink@
k=1 k=1

yazilabilir. Bu esitlikte reel ve sanal kisimlar birbirlerine esitlenirse

n+2

n _ o+l ]
1+Z’”k cosk@:l rcos@ —r"" cos(n+ )€+r cosnf 2.1)
k=1 1—2rcos@+r
n . _ n+l _: n+2 _:
Z”k sinké?:rsme r sm(n+1)042—r sinnd 2.2)
k=1 1—2rcos@+r



bulunur. n — o igin her iki tarafin limitini alirsak » < / i¢in lim " =0

n— 0

cos@smirli fonksiyon olduklarindan

1 —rcos@

1+ y r* coskd =
kz::, 1-2rcos@+r’

ve

S sinkg = —— S0

Py 1—2rcos@+r’
bulunur.

n’1 sonlu kabul edip, (2.2)’de r = I dersek,

n

Zsink@ _ sin@ —sin(n+1)6 + sinnd
k=1 1—2cosb+ 1

_ sin@ —[sinn@ cos @ + sin@ cosnd] + sinnd

4 sin’ 0

2 cosg sing -2 cosﬁ sin ﬁ] cosf
_ 2 2 2

4 sin’ Q
2

2 cosg sinz cosnf 2 cosﬁ sinﬁ

+
4 sin’ 0 4 sin’ 9
2 2

2 sin— [cosg —Cos 4 cosnf]+[2 cos@ sin ﬁ] [2sin’ Q]
2 2 2 2 2 2

4 sin’ 4
2

[cosg - cosg cosnd]
2 . nd
= + cos— sin—
2sin— 2
2

ve sind,

(2.3)

(2.4)



cos Q [/ — cosnb] 0
= 2 + cos— sin —
2 sin— 2 2
2

0 ) né
cos— 2sin” — 0 i
= 2 2 + cos — sin—
2 2

2sin—
2
0 . ,nd nd . no
cos—sin° — | cos— sin—
- : 2+ 2 2 |sin~
sin — sin— 2
2

. n@ 0 . no ng . 6
sin—-| cos— sin— + oS — Sin —
2 2 2 2

sin —
olup boylece
0 sinﬁ[sin(n%r])g]
Z sink@ = 2 (2.5)
k=1 sin—
2
bulunur. Benzer yollarla
0 COSﬁ[SiH(I’l-F])Q]
1+ cos ko =—2 2 (2.6)
k=1 sin—
2

elde edilir. Buradan bircok kompleks bagintilar tiiretmek miimkiindiir. Ornegin
1+ Z2rk cosk@ =1+ Z2rk l(eike +e—ik6)
k=1 ey 2
:]+Z[(7’ei6’)k +(re—i6’)k]
k=1

=143 (ré"f 4y (re)
k=1 k=1

7



olup burada z = r €'’ dersek,

1+ 2rf cosk@=1+) 25+ z*
k=1 k=1 k=1

olur. k yerine k + [ yazarsak

0 00 0
1+ 2rf cosk@ =1+ 2+ 2700
k=1 k=0 k=0

> 1 . .
=l+zy f+=>z" (Geometrik seriden)
k=0 Z =0
-1
z
=1+ + —
-z I-z
I+tz—z z™! B 1 re
11—z I-z" 1-ré? I1-re
1 r

= — 1+ —
I-ré’ &’ —r

_ei‘g—r+r(l—rei9
(1-ré’)(e’ —r)

ei9 (1—7"2)
i0

e’ —r—re +r’e’

1-7°

I-re? —rel +°

B 1-7 3 1-7
I— o e’ +e" e 1—2rcos@+r’
2
yazilabilir. Boylece
1-7°

1+2 y r* cosk@ =
,; 1-2rcosé +r’

elde edilir. (2.7) bagintisina Poisson ¢ekirdegi denir.

(2.7)



(2.7)’de Oya gore tiirev alirsak

0 .2
>k r* sink0 =r sing r=r
g (1—2rcos@+r)

(2.8)

elde edilir. Diger taraftan

n

zei(Zk—I)H _ ZCOS(Zk—J)H +i ZSin(Zk—I)H
Py Py

k=1

yazilabilir. Ayrica

no n ) )
zez(Zk—I)H — Ze—tg ) eszH

k=1 k=1
2nif
S I-e

I _ e2149

eiH (eZniH _ ])

- 2i0
e’ —1

o em‘ﬁ(emﬂ _e—niﬁ)

elﬁ(elg _ e—l@

ni@ __—ni@
enié‘ (e 26 j
=2 e[H _ e—i@
2

o SIN N6
=e —_—
sind
=(cos nf +isinnd) {Sl? nﬁj
sin &
_cos nd sin nf i sin’né
sin@ sin@
1 . 2n0 (sin’né
=—sin——+1 -
2 sind sin@



olup buradan

Zcos(zk—z)ezisn? no
i1 2 sind

n s 2

S sin(2k—1)0 == no

ey sin &

0zdeslikleri yazilabilir.

Trigonometrik yarimagi formiillerinden

n+l & sin’[(n+1)0/ 2]

+ D (n+1—-k)coskd =
k=1

2sin’(0/2)
(n+1)sin@ —sin(n+1)60

n+1-—k)sink@ =
kz::,( / 4sin’(6/2)

bulunabilir.

Eger k ve m farkli tamsayilarsa,

2r 2r
j sink@ sinmé dé = j cosk® cosm@ d6 =0
0 0

dir. Ayrica tim &, m tamsayilari i¢in

2r
j sink® cosm@ d6 =0
0

dir. Eger k #0 ise,

2r 2r

j sin’k@ do = j cos’k@ = 1
0 0
Ve

10

(2.9)
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(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



ZJ?M o g {0 , k+m#0ise
e’ e =

0 27, k+m=0ise

2zi/n

dir. Simdi n=e

bu durumda

"2’( . 0 , k#0ise(modn)
o = n , k=0ise(modn)

oldugunu gosterelim.
n—1 ) n—1 ) )
z(nj)k:z(ehn/n)jk
j=0 j=0

k= 01se m € N i¢in mod n’e gore k = mn olur.

n—1

> ™" =1+ 1+..+1 olur. Ciinkii " =(-1)" dur.
=0 S
ntane

k #01ise m € N i¢in mod n’e gore k #mn oldugundan,

n—1 2krmij p iﬂ kﬁl_Z(n—I)

T
Se o =l+e o re k=123 ..,
i=0

=1+(=1)+(-1) +..
=0

bulunur.

q herhangi bir reel say1 olmak iizere Binom Teoreminden

1 =1+qz+Zq(q+1)...(q+n—])zn
(1-z)! oy n!

11

(2.16)

olmak tizere n pozitif bir tamsay1 ve k herhangi bir tamsayz ise,

(2.17)

n—1

(2.18)



yazilabilir. Buradan, ¢ < () tamsayisi varsa, (2.18) bir polinomdur. Simdi

F(x):'[e’tt"’]dt . x>0 (2.19)

0
olarak tanimlanan Gamma fonksiyonunu géz 6niine alalim.
n > 0 pozitif tamsay1 ise, /(n + 1) = n! dir.

Eger n yeterince biiylik segilirse
n! ~~2zn (fj (2.20)
e

Stirlings Formiilii yazilabilir.

sinzz bir Taylor Serisi gosterilimine sahip oldugu gibi

© 2
Sinﬂz:ﬂzn(]—z—zj 2.21)
n

seklinde bir sonsuz ¢arpim gosterilimine de sahiptir. (2.21)’de z = é yazarsak, 7igin

Wallis formiila ad1 verilen

H : 2.2.4.4.6.6...(2n)(2n) (2.22)
n—mk -1 n—>°°133557 (2n=1)(2n+1)
bagintisi elde edilir.
2.2. Baz Esitsizlikler
a, a, ..., a, pozitif sayilarinin sonlu dizileri i¢in geometrik, harmonik, aritmetik

esitsizlikler verilebilir. Yani

12



A>G>H (2.23)

dir. Integralleri kullanarak toplamlari yazabiliriz. Eger f(x) pozitif bir alt sinra
sahipse ve [a,b] aralifinda integrallenebiliyorsa, (2.23) esitsizliginin Riemann

integralleri i¢in de dogru oldugu goériilebilir. Yani

1 ¢ 1 4
Azmlf(x)dx, Gzexp[b_a;[lnf(x)de , sz
X

olmak tizere (2.23) esitsizligi yine gecerlidir. Herhangi iki say1 dizisi i¢in

s(gngj(éy@rJ (2.24)

n
Z“k b,
k=1

olarak yazilabilen esitsizlige Cauchy — Bunyakowsky — Schwarz (CBS) esitsizligi

denir.

Eger f(x) ve g(x) [a,b] araliginda integrallenebiliyorsa,

< [ flre) de (ﬂ g(x)| dxj (2.25)

[f(x)g(x)dx

esitsizligi de yazilabilir. Diger taraftan f(x) ve g(x) negatif olmayan ve [a,b]

araliginda integralenebilen fonksiyonlar ve
1
—+—=1 (2.26)

13



olacak sekildeki p, g pozitif tamsayilarin1 g6z 6niine alalim.

Bu durumda,

[r(x)e(x) dxs( [Lrexy de ( [Le(xr dx} (2.27)

esitsizligi gecerlidir (2.27) esitsizligine Holder esitsizligi denir.

Holder esitsizliginde hemen hemen her yerde [f{x)} = C [g(x)]? olursa, bir tek bu

durumda esitsizlik esitlik halini alir.

p = g = 2 oldugu zaman (2.27)’nin 6zel bir versiyonu olarak CBS (Cauchy—
Bunyakowsky—Schwarz) esitsizligi ortaya ¢ikar.
(2.26) daki p ve g sayilarina eslenik iisteller de denir. (2.26)’daki sart (p—1)(g—1) = 1

yadap = L] seklinde de yazilabilir. 0 < g <[ olsun. Bu durumda,
q-

1/q 1/q

< (§(|ak| " |bk|)q] (2.28)

esitsizligi gecerlidir. (2.28) esitsizligine Minkowski esitsizligi denir.

f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 [a,b] araliginda integrallenebilen ve negatif olmayan
fonksiyonlar ve 0 < g < I olsun. Bu durumda Minkowski esitsizliginin integral

formunu

1/q

(I[f(x)]q dx] +(j[g(x)]q de {j f(x)+g(x)) J (2.29)

seklinde verebiliriz.

q > 1 ise esitsizlik (2.28) ve (2.29)’da yon degistirir.
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2.3. Tiirevlenebilme
D < Colmak iizere D bolgesinde w = f{z) fonksiyonu verilsin. zy € D olmak iizere,

po S(2)=f(2)

2>z Z_Z()

limiti mevcut ise bu limite f{z) nin z, noktasindaki tlirevi denir. Bu tiirev

lim f(z)-f(z) - lim f(z, +h})l_f(20)

2z Z_ZO h—0

=f'(z,))

olarak da yazilabilir.

Not 2.1. Bir kompleks fonksiyonun reel ve sanal kisminin kismi tiirevlere sahip
olmas1 kompleks fonksiyonun tiirevlenebilir olmasin1 gerektirmez. Ancak kompleks

fonksiyon tiireve sahipse reel ve sanal kisimlar tiirevlenebilir olmak zorundadir.
Teorem 2.1. D < Colmak tizere D bdlgesinde w = f(z) fonksiyonu verilsin.

z9 € D olmak iizere eger f"(zy) tiirevi varsa, f(z) = u(x,y) + iv(x,y) igin

S1z0) = ux(xo,y0) + ive(x0,y9) = — iuy(X0,y0) + vy(X0.y0)

dir.

Sonug¢ 2.1. Her z € D igin f(z) varsa, D bolgesinde

J12) = ux(xy) + ivi(x,y) =~ (xX,9) + vy(x,)

esitligi saglanir ve bu esitlik Cauchy — Riemann sistemi olarak bilinen

Uy =Vy , Ve = —Uy (2.30)

reel kismi tirevli denklem sistemine denktir.
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Tamm 2.1. D < C bolgesinde w = f(z) fonksiyonu verilsin. zy € D olmak tizere
zg m en az bir D(zpr) = {zeC : |z — zy| < r}! komsulugundaki her z noktasinda f7z)

tiirevi varsa f(z) ye zp noktasinda analitiktir denir.
Eger her z € D i¢in f(z), z noktasinda analitikse f{z) ye D bolgesinde analitiktir denir.

Not 2.2. f(z) fonksiyonu bir zy € D bdlgesinde C—R sistemini sagladigi halde f{z) bu

noktada analitik olmayabilir.

D bélgesindeki z = r € y1 ya da f(D) goriintii kiimesindeki w = R ¢'®yi kullanarak
kutupsal koordinatlara gegis yapilabilir. w = f(z) doniistimii 4 farkli yolla bulunabilir.

1- Kartezyenden — kartezyene
2- Kartezyenden — kutupsala
3- Kutupsaldan — kartezyene

4- Kutupsaldan — kutupsala

Bu siklar Cauchy — Riemann sisteminin 4 farkli durumunu verir. Ornegin (2.30), 1

icin bir doniistimdiir.
Simdi
fix +iy) = R ' oldugu zaman R, = R @, ve R, = R @, (2.31)

oldugunu gosterelim.

fix+iy)=Re®=Rcos @+iRsin® , R=\u’+V’ @ = Arctan 2L
v

u=Rcos® , v=Rsin @
olmak tuzere

Uy =Ry cos ®—Rsin @ D,
u, =R, cos ®—Rsin @ D,
16



vy =R,sin @+ Rcos @ D,
v, =R,sin @+ Rcos @ D,

yazilabilir. Buradan

u,=v, ifadesi R.cos @®—Rsin @ @.,=R,sin @+ Rcos @ P,

ifadesine denk oldugundan,

Ri=R® , R, =-Ra& (2.31)
bulunur. Diger taraftan
fr eig) =u+iv=urE6 +ivr6)

r= m , 0 =arc tan >

X

olmasi nedeniyle

—Y Y X

U =ur+u, 0 =u, —+u,—, u,=ur,+u,0 =u —+u,—,
r r r
—y y

v.=v,. 1. +v,0 —vr7+v6r—2, Vy—Vr”y+V99y—Vr?+Ver_2’

olup buradan u, = v, oldugundan,

x X
p—_ ugz—yvr+—2 v,
ror r r

U, rx—Yu,=ryv, +xv,

17



elde edilir. x yerine x=rcos @ , yyerine y=rsinf yazalim
u r’ cos@—rsinQu,=r"sin@v, +rcosfv,

bulunur. Buradan

u r’=rv, , —ru,=r"v,

elde edilir. O halde

u,r=v, , —U,=rv

”

olup bu da Cauchy — Riemann sisteminin baska bir halidir.

. Boylece

(2.32)

Komplekste alisilmis iki 6nemli tiirev operatorii vardir. Bu tiirev operatorleri

0. _1f0- .0 0. _1f0- ;0
oz 2\ox oy) = oz 2\lex oy

olarak tanimlanir.

f(z) = u(x,y) +iv(x,y) , z=x+iy i¢in
Jo = Uy +ivy ) fy=uy +iv, olur.
_of _1(of .of) 1 .
fz—g—z(a—zaj—z[ux—i-vy—l(uy—vx)]
_of _1{of .of ) 1 :
fz—E—E{aﬂgj—g[%—vy+z(uy+vx)]

(2.33)

(2.34)

yazilabilir. £ ve f. kismi operatorleri D nin tanim bolgesinde olduklar1 zaman daha

kullanigh olurlar. Eger f(z), D’de analitik ise bu durumda,

18



f =0 ve f£=fz) (2.35)

olur. Tersine eger D bdlgesinde f.= 0 ya da f2 = f1z) ise f{z) D bdlgesinde

analitiktir. Ayrica,

2 (uvj u
:] =
X,y v

x y

2 x Z’ly

(f(z) #0 ise) (2.36)

I

I

dir. f(z) nin D nin tanim bolgesinde analitik oldugunu varsayalim ve z = z(?), t ye

gore tiirevlenebilir olsun. Bu takdirde, zincir kuralindan,

df (Z) ~ f(z )— (237)

yazilabilir. Buradan

df AL AL 4z

dt A0 A A0 Az At

olur. Ayrica, ¢ reel degisken oldugundan

diRef(z) Refll Re(f( ) ] (2.38)
esitligini yazabiliriz.

Ornek olarak /n | f(z )| = Reln f(z) denkleminde z yerine z = r €" yazilirsa,

a zf(z)
dt|f(z)| ~|f(z)| Im ) (2.39)

esitligi elde edilir.
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2.4. Kompleks Integraller

Tamim 2.2. [a,b] < R olmak lizere siirekli bir

I [ab] » C

fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir. Burada /{a) ve 7{b) noktalarina sirastyla

egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar1 denir.

Kapal egri: Bir / egrisi verildiginde /{a) = ['{b) ise I ya kapal1 egridir denir.

Basit egri: Bir / egrisi sadece ¢; = ¢, i¢in [{t;) = [{t;) oluyorsa bu egriye basit

egridir denir.

Basit kapah egri: / basit bir egri ve /(a) = I{b) ise bu durumda /" ya basit kapali

egri denir.

Yay: Bir / egrisi verildiginde /7 tiirevi var ve stirekli ise / ya diferensiyellenebilir

egri (yay) denir.

Diizgiin egri: / diferansiyellenebilir bir egri olsun. Eger 7?) # 0 ise, [ ya diizgiin

(regiiler) egri denir.

Parcali Diferansiyellenebilir Egri: [a,b] araliginin sonlu tane noktasi harig, 7 egrisi

diferansiyellenebiliyorsa / parcal1 diferansiyellenebilir egridir denir.

Parcah Diizgiin Egri: / parcali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger her ¢ € [a,b]

icin 77(t) #0ise, I ya parcali diizgiin egridir denir.

Not 2.2. Her basit kapali diizgiin egri parcali diizgiindiir ama pargali diizgiin egri

diizgiin olmayabilir.

[basit kapali parcali diizgiin bir egri, f(z) / lizerinde siirekli ve / ile sinirlandirilmis

bolgeye D diyelim. z, D nin i¢inde bir nokta ve ' € /I~ olsun.
20



Teorem 2.2. Cauchy Teoremi. f(z), [  lizerinde ve g¢evreledigi kapali alanda

analitikse bu takdirde

[re¢rd¢=0 (2.40)
r

dir.

Cauchy kendi ispatinda fz) nin 7~ D de siirekli oldugunu varsaymaktadir. Goursat
bu ilave hipotezi ¢gikardigindan dolay1 (2.40)’a bazen Cauchy — Goursat teoremi de

denir.

f(z), bir I egrisi lizerinde ve ¢evreledigi bolgede analitikse

n=20,1 2, ..1¢in

wey ol _J(E) 5 al
/) = I(g T 46 (2.41)

olur ve bu formiill Cauchy Tiirev Formiilii olarak bilinir. n = 0 i¢in elde edilen

formiile de Cauchy Integral Formiilii ad1 verilir.

|z] <R igin f(z) = Zan z" ise,budurumdan =0, 1, 2, ... ve 0 < r < R igin

n=0

ijﬁ) jﬂw%fww (2.42)

27Z'l n+l

71

olur. Burada C,, r yaricapli cember egrisidir.

Daha genel olarak, f(z) a < |z| < b halkasal tanim bdlgesinde analitikse, bu durumda

f(z) nin
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f(z)= i a,z" (2.43)

seklinde bir Laurent A¢ilimi verilebilir.

(a,b) araligindaki her bir » ve her bir n tamsayisi i¢in (2.42) esitligi a, katsayisini

Verir.

Tanmm 2.3. Au = ux + uyy, = 0 Laplace denkleminin reel ¢oziimlerine harmonik

fonksiyon denir.

Poisson Formiilii: u(7r e’p), r < R kapali diski lizerinde harmonik olsun. (O,R)

araligindaki her bir r i¢in

2 22z i
u(rei‘g):R r J- : u(Re’)dg¢ : (2.44)
2r y R°—=2Rrcos(0—¢)+r

olur. Daha genel olarak eger u(R €'), Cx gemberi iizerinde parcal siirekli reel degerli
bir fonksiyon ise, bu durumda (2.44) r < R acik diskinin i¢inde harmonik bir

fonksiyon tanimlar.

Ayrica R ¢, u(R ") nin bir siirekli oldugu noktalar ise » — R oldugunda u(r ') —

u(R ") olur.

Poisson integral formiiliiniin en belirgin 06zelligi eger u fonksiyonunun sinir

tizerindeki degeri belliyse i¢ noktalardaki degerinin tespit edilebilmesidir.

Simdi u ve v nin, x ve y degiskenlerinin reel degerli fonksiyonlar1 oldugunu ve D

tizerinde siirekli oldugunu varsayalim. Diizlemdeki Green Teoreminden

Iudx+vdy=”(vx—uy)dxdy (2.45)

esitligini yazabiliriz.
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Buradan da (2.45)’in 6zel bir durumu olarak

Alan(D) = é j xdy -y dx) (2.46)

I
olur.

Reeldeki (2.46) Green Teoremi kullanilarak kompleks Analizde ¢ok kullanilan

éj¢dz:”%§dxdy (2.47)
veE
—Ziij(zﬁdz-:ﬂ‘;—fdxdy (2.48)

bagintilar1 elde edilebilir.

(2.47) ve (2.48) de ¢ = pq yazarsak (p, g tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere)

—qudz ”( dedy (2.49)

Ve

_—qucr ﬂ( dedy (2.50)

olur.

Eger f(z) ve g(z) D de regiiler analitik fonksiyonlar olmak iizere, (2.49) dap = f ve
g = g almirsa f. =0 olacagindan (2.49)’dan
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1 _ —
Zlfgdz=gfg dx dy
yazilabilir. Ayrica (2.50)’den

1
—-—— | fgdz=||g fldxd
> lf g ijg fldx dy
olur. Eger (2.51)’de g(z) = z yazarsak

I ¢_

le f(z)dz:_gf(z)dxdy
bulunur. Eger (2.51)’de f(z) = g(z) yazarsak

1 — 2
—|g dz = ' dx d
by ig (z)g(z)dz ijlg (z)f dxdy

elde edilir.
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3. TANIMLAR VE UNiVALENT FONKSiYONLARIN OZELLIiKLERIi

3.1. Baz1 Tamimlar ve Ornekler

Bir f(z) fonksiyonunun kompleks diizlemdeki goriintlisii f(D) olsun. Eger f(z)
fonksiyonu D bolgesini bire—bir olarak f(D) bdlgesine doniistiirliyorsa f(z)

fonksiyonuna D bolgesinde univalent fonksiyon denir.

Tanmm 3.1. D < C bolgesinde w = f{z) fonksiyonu verilsin. Her z;, z, € D igin
f(z1) = f(z2) olmasi1 z; = z; olmasii gerektiriyorsa, tersine her z;, z; € D i¢in z; #z
oldugunda f{z;) #f(z,) oluyorsa f(z)’ye D iizerinde univalent fonksiyon denir.

Bu durumu geometrik olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

f:D—->C
z=>w=fz) =uy) +ivix,y) =u(z) +iv(z)
uv:D >R
(x.y) > u=u(xy)
v =v(x,y)
y
A
A
Ja)
z diizlemi w diizlemi

Sekil 3.1. Univalent fonksiyonlarin geometrik yorumu

Kompleks fonksiyonlar genelde kompleks diizlemde bolgeleri bolgelere doniistiirtir.

Oyle fonksiyonlar vardirki z-diizlemindeki diski, w—diizlemindeki smirsiz bir
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bolgeye, kompleks diizlemin tamamina ya da z—diizlemindeki smirli bolgeyi

w—diizleminden sinirsiz bolgeye doniistiiren fonksiyonlar vardir.

Univalent fonksiyonlar i¢in bir¢ok degisik ifadeler kullanilmaktadir. Univalent
fonksiyonlar basit fonksiyonlar olarak da adlandirilir. Univalent fonksiyonlari

Almanlar Schlicht fonksiyon olarak adlandirmaktadir.

Biz temel olarak, D’de regiiler (analitik, holomorfik) olan univalent fonksiyonlar1
inceleyecegiz. Burada regiilerlik singiilerligi olmayan fonksiyon anlamindadir. Sonug
olarak, univalent ifadesi f(z) nin regiiler oldugunu gosterir. Eger f(z) fonksiyonu D’de
basit kutuplara ya da daha yiiksek basamaktan kutup yerlerine sahipse bu bir

univalent fonksiyon olamaz.

Univalent fonksiyonlarin teorisi ¢cok ¢esitli ve karisiktir. Bu nedenle bazi basitlestirici
varsayimlara ihtiya¢ vardir. Bu basitlestirmede en belirgin olan1 keyfi D bdlgesini

E : |z| < I birim diski olarak se¢mektir.

Basit bir 6rnek olarak, birim disk E’de f{z) = (I + z)° fonksiyonunu goézoniine alalim.
Bu fonksiyonun £ de univalent oldugu kolayca goriilebilir. / + z fonksiyonu birim
diski birim diske doniistiiriir ve donlismiis disk / birim sagdadir. Bu ii¢ bolge

asagidaki sekillerle gosterilmektedir.
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y Im eksen

Re eksen

Im

2i

w=§’2=(1-|rz)2

Sekil 3.2. Birim diskin univalent fonksiyon altindaki goriintiisii

flz) = (I + z)? fonksiyonunun E birim diskinde univalent oldugunu gosterebiliriz.
Gergekten

fz)=(1+z) , fleg=(1+z)" . flzs)=f(z2) olsun.
z; = z; oldugu gosterilmelidir.

(]+z,)2=(1+zz)2
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1+2z, 4z, =1+2z,+z, = 2z, +z, =2z, + z;
=2z, -z,)+(z,—z,)(z,+z,)=0

(z;=2,)(2+z,+2,)=0

Buradan, z; = z, oldugu goriiliir. Benzer sekilde w = (1 + 2)3 E birim diskinde

univalent degildir.

Eger g(z) E’de regiiler ise £’de mutlak yakinsak olan

g(Z) :b() + b]Z +b222 + ... = an Zn (31)

n=0
seklinde bir Maclaurin serisi agilim1 vardir.

g(z) nin gosterimi ile ilgili iki soru aklimiza gelebilir. Bunlardan birincisi {b,}
katsayilarinin dizisi verildiginde bu dizi g(z) nin geometrik 6zelliklerini nasil
etkilemektedir? lIkincisi ise g(z) nin bu ozellikleri (3.1) deki katsayilari nasil

etkilemektedir?

Yani katsayilar degisirse fonksiyon nasil etkilenir, fonksiyon degisirse katsayilar

nasil etkilenir?

Eger g(z) fonksiyonu £’de univalent ise g(z) + C fonksiyonu da E de univalent olur.
Burada C sabittir. Bu ylizden (3.1)’deki by keyfi bir sabittir. Normallestirme
(kanonik, standart hale getirme) yoniinde birinci asamada (3.1)’deki denklemin her
iki tarafindan by’1 ¢ikaralim. Buradan eger g{zy) = 0 ise g(z) nin z,’in herhangibir

komsulugunda univalent olmadigini goriiriiz.

Netice itibariyle g(z) E’de univalent ise b; = g10) = 0 olur. Bundan dolay1 (3.1) nin

her iki tarafi b;’e boliiniirse,

f2) = (g(z) = by) / by
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yazilabilir. f{z) fonksiyonunun b;’e boliinmesiyle sanal bolgeyi dondiiriip,
genisglettiginden dolay1, g(z) nin D’de univalent olmasi f(z) = (g(z) — by) / b; nin de

ayni bolgede univalent olmasii gerektirir. Tersine eger f(z) D de univalent ise g(z)

de univalenttir. (3.1)’de I;—” =a, dersek,
1

f(z) =z+ar ta; 2 +.. = Z+Zan z" (3.2)
n=2

normallestirilmis formunu elde ederiz.

Tamm 3.2. (3.2) formunda yazilabilen bir fonksiyona normallestirilmis fonksiyon
denir. Eger f(z) univalent ise ve (3.2) formundaysa f(z) fonksiyonuna

normallestirilmis univalent fonksiyon denir.

Regiiler ve E de univalent olan biitiin normallestirilmis fonksiyonlar sinifin1 S ile

gosterelim.

Eger g(z) (3.1) formunda ve E’de univalent ise |b,| istenildigi kadar biiyiik olabilir.
(Uygun bir M ile g(z) carpildiginda univalentlik bozulmaz.) Normallestirilmis
univalent fonksiyonlarin S smifinda n > 2 oldugunda S’deki her f(z) fonksiyonu i¢in
la,] < A, olacak sekilde bir 4, siir1 vardir. 4, nin yaklasik degerini bulmak icin

bliyiik katsayilara sahip bir univalent fonksiyon bulmaliyiz.

Simdi
wz) =L glz)=wiz) f(z)=§(g(z)—1) (3.3)

fonksiyonlarini gz 6niine alalim.

w(z) fonksiyonu E bolgesini Re u > (0 yar1 diizlemine doniistiirdiigii goriilebilir.

Gergekten z = x + iy dersek,
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] )
w(x+iy):—]iit;;

olur. Buradan

C(l+x+iy)(1-x+iy) —x"—y’+1 iy 2y
(1-x—iy)(1-x+iy) x +y =2x+1 x +y’ =2x+1

=u(xy) +iv(xy)

olup
2 2
—x =y +1 2y
u(x,y)= V(X Y)=
(x.y) x4y = 2x+1 (x.7) x4y = 2x+1
elde edilir.

|z| < 1 yadax?+)° < I oldugundan
u(x,y) > 0 olmak zorundadir. Bunu asagidaki sekille gosterebiliriz.

1)

<
<

maa
.,
.
0
..

‘e
A
e
Teua

B B ey 2

Sekil 3.3. w(z) fonksiyonunun £ bolgesini u > 0 diizlemine doniistiirmesi

Goriildiigii gibi xy—diizleminde z’ler birim diskte degistikce w—diizleminde u’lar

pozitif olmak zorunda yani Re w > () olmak zorunda.
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f(z) diizenlenirse

f(Z)—(g(Z)I)/4—§(w2(Z)1)—§[(1+ZJ 1]

_i 4z B z
4| (1-z)P | (1-z)

bulunur. Bu fonksiyona Koebe fonksiyonu denir ve k(z) ile gosterilir.
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z

W= —2
(1-z)

Sekil 3.4. Koebe fonksiyonunun goriintiisii
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Teorem 3.1. k(z) =

:z+222+323+...+nz"+...:an” (3.4)
n=1

z
(1-z)
dir.

Koebe fonksiyonu S sinifindaki en genis fonksiyondur. Koebe fonksiyonu birim
diskin i¢ini negatif reel eksen hari¢ kompleks diizlemin tamamina birebir olarak
doniistiiriir. Bu 6zelligi olan tek bolge bu degildir. Sonlu bir wy’den baslayip sonsuza
giden bir /" egrisini secersek bu taktirde £ de regiiler ve univalent bir fonksiyon

bulunabilir ve E yi / egrisinin tlimleyenine doniistiiriir.

Not 3.1. S smifindaki f{z) fonksiyonu (3.2)’deki Maclaurin serisi gibi yazilabiliyorsa,

her n > 2 i¢in
|a,| <n 3.5)

olur. Bu conjectur literatiirde Bieberbach conjecture olarak bilinir ¢iinkii Bieberbach
1916°daki ¢alismasinin dipnotunda bu conjecturu kullanmistir. Koebe fonksiyonunun
ozellikleri nedeniyle, Bieberbach conjectorunun kullanilmasi daha kolaydir. Bu

nedenle matematikgilerin pek ¢ogu 1920’lerde bu conjectoru kullandilar.

Bu conjectoriin bircok 06zel durumlart ispatlanmistir. Buna ragmen yukaridaki

conjektor hala tamamlanamamustir.

n=2 34,5, 6igin |a,| <n esitsizligi ispatlanmistir fakat su an i¢in »’nin 7 ve 7°den

biiylik durumlari i¢in esitsizlik ispatlanamamuistir.

Fitz Gerald metodunu kullanan D. Horowitz tim »’ler i¢in |a,|] < 1.0657n

esitsizligini ispatlamistir.
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3.2. Univalent Fonksiyonlar Kiimesinde Baz1 Islemler

Bir fonksiyon smifinin elemanlarini bir diger fonksiyon sinifinin elemanlarina
doniistiiren operatorleri kullanmak bazi hesaplamalarda biiyiik kolayliklar saglar. S

smifi i¢in bu temel iglemlerden dort tanesini inceleyelim:

Teorem 3.2. f(z) = z + Z a, z" fonksiyonu S sinifindan ise bu takdirde

n=2

e f(e“z)=z+ Zan el g (a reel) (3.6)
n=2
f(z)=z+Y a,z" (3.7)
n=2
%f(tz):z+2ant”12” 0<t<lI (3.8)
n=2

(2ka, —(k—1)a; ) 22" + ... (k pozitif tamsayr) (3.9)

k 1k az k+1 ]
—z4+ -2 4
R T

fonksiyonlar1 da S sinifindandir.

ispat: (3.2)’de z yerine z €'“ yazarsak ve esitligin her iki tarafini e ** ile ¢arparsak
e f(e“z)=z+ Z a, " 7" (a reel) (3.6)
n=2

bulunur.

(3.2)’de z yerine z alinir ve esitligin her iki yaninin eslenegi alinirsa

f(z)=z+)a,z" (3.7)
n=2

elde edilir.
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(3.2)’de z yerine ¢ z yazip ve esitligin her iki tarafin1 //¢ ile ¢arpilirsa,

%f(tz):z+2ant"12" 0<t<l
n=2

elde edilir.
Simdi (3.9) esitligini ispatlayalim.
(3.2) de z yerine Z* yazilirsa

f(zk) =+ ra L va

=z* [1 +a,z" +a,z + . a7+ J

olur. Her iki tarafin k. kokii alinip

(]+z)“=i[an”,aeR

n=0

Binom esitligi kullanilirsa

1/k 1/k
[f(z)k] = z[1+azzk +az* +. +a "t +:|

1

- n
= zz k (azzk +a,z" +...+anz("7“k)

n

= Z+éa22k” +2—22[2ka3 ~(k—1)a; | 2" +..
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elde edilir.

[f(zk)] =z+ C;{—Z M +$(2ka3 —(k=1)a; ) z**" + ... (k pozitif tamsay) (3.9)

Tamm 3.3. D bolgesi 277[ acistyla orjin ¢evresinde dondiiriiliince tekrar D bolgesi

olusuyorsa D bolgesine k—kath simetriktir denir. Yani £°deki her z i¢in

f(eZm‘/k Z) — eZm'/k f(Z) (310)

esitligi saglaniyorsa bu taktirde f(z) fonksiyonuna E’de k—kath simetriktir denir.

Simdi ispatsiz olarak asagidaki teoremi verelim:

Teorem 3.3. (Gronwall, 1916). Eger g(z) regiiler ve E’de k-kath simetrik ise bu
takdirde g(z) fonksiyonu

g(z)=bz+b 2" +b,, 2" +. . =) b, " (3.11)
n=0

seklinde bir kuvvet serisi gdsterimine sahiptir.

Tersine eger g(z) (3.11)’deki gibi kuvvet serisiyle gosteriliyorsa bu durumda g(z)

fonksiyonu serilerin yakinsaklik ¢cemberi i¢inde k-katli simetriktir.

Tanim 3.3 ve Teorem 3.3 i¢in f(z) nin univalent olmasina gerek yoktur. Eger uygun
diizenlemeler yapilirsa Tanim 3.3 Riemann yiizeyindeki bir D bdlgesine
uygulanabilir. Bu tezde kullanilan fonksiyonlar normallestirilmis univalent
fonksiyonlardir. Bu yilizden, S smifinin bir alt simifi olan ve k-kath simetrik
fonksiyonlar siufi ele almacaktir. Bu simufi S¥ ile gosterelim. Eger f{z), S

siifindan ise f(z) tek univalent fonksiyon olarak adlandirilir.
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Teorem 3.4. Eger f(z) € S ve

z+ A

#z) = T 4| <1 (3.12)
ise bu takdirde,
g(z)=C[f(¢(z))—f(/1)]:z+b222+... (3.13)

fonksiyonu da S sinifindandir. Burada

1 1

C=— —— = > (3.14)
F80) fa)(1-|7f)

ve
(1=1AF) e

b, = - -1 (3.15)

2f(4)

dir.

Teorem 3.5.f € Sve herz € E i¢in f(z) # yolsun. Bu takdirde
(2 1),

g(z) ]_M z+(a2+yjz +... (3.16)

4

fonksiyonu da S nin bir elemanidir.

Not 3.2. Bir D bolgesinde f(z) = y denkleminin ¢6ziimii yoksa f{z) fonksiyonu D

bolgesinde y degerine ulasamaz ve her z € D i¢in f(z) = y dir.
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Ispat: < I oldugunu kabul edelim. Bu durumda | f(z )| < | 7/| olup buradan

f(z)
Y

8= f(2) Z[%J

(++%as] ( & J

(z+a +az +. )[ f) LA, J
Ve
+ 2/(z) + Zfzz(z) +..+az +a,z’ J(z) +a,z’ —fz(zz) .
Y Y Ve Y
+a,z’ +a,7 /(z) +a,z’ —fz(zz) +
Y

yazilabilir. f(z) yi yerine yazarsak, bu durumda

(z+a222+...)+Z(z+a222+...)(z+a222+...)
2

/4

g(z) =z+z +otaz +

Z2 2
=z+—+.+az +..
/4

1
=z+(a2+—jzz+...
V4

bulunur. Bu ise g € S oldugunu gosterir.

E  birim diskinin disim1 kullanmak istedigimizde f(z) yerine

yl yazmamiz

gerekir.

Simdi birka¢ sembol verelim:

E*, 1 <|{] < oo (birim diskin dis1) bolgesini gostermek tizere E* de analitik, regiiler

Ve
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¢(§)=§+§c”n=§+c0+2—1+%+... (3.17)

formunda yazilabilen fonksiyonlarin sinifin1 2’ ile gosterelim.

Tanim kiimesi i¢inde sifir degerini almayan fonksiyonlar sinifin1 2y ile gosterelim.

Teorem 3.6: Eger f< S ise bu takdirde

L

()= =§—a2+(a§—a3)i+... (3.18)
13 ‘

1
¢

fonksiyonu 2y sinifindandir. Tersine eger ¢(¢) (3.17) formunda verilmisse ve 2y

sinifindan ise bu durumda

f(z)zL:z—cozz+(c5—c])23+(200 c,—c,—c; )z +... (3.19)

1
)
z
S siifindandir.

Eger (3.18)’deki doniisiim Koebe fonksiyonuna uygulanirsa, ¢(¢ ) basit sekle gelir.

Yani

#:é’_2+i

e

olup bu fonksiyon E* bolgesini tim kompleks diizlemden —4 < w < 0 dogru

)=

parcasinin ¢ikarilmasiyla olusan irtibatli bolgeye doniistiirtir.
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4. BAZI ALAN TEOREMLERI

Bir bolgenin 6l¢iisii daima pozitif olup alanlarla ilgili olarak bazi esitsizliklerle
zaman zaman karsilagiriz. Boyle esitsizlikler univalent fonksiyonlar teorisindeki
temel teoremlerin bazilarinin ispatinda kullanilabilmektedir. Ancak yay uzunluguyla

ilgili benzer yaklasimlar ¢cok kullanigl degildir.
Bu boliimde alanla ilgili bazi teoremler verecegiz.
Teorem 4.1. (Fejer Teoremi)

Serisel olarak verilen

flz) = ianz” 4.1)

n=0

fonksiyonu kapali E:|z|£r diskinde regiiler olsun. Eger A(r , f) = A(r), f (EF)

bolgesinin alaniysa, bu durumda;

2 (4.2)

aVl

A(r) = ﬂil’l

dir.

ispat: w=u+iv,z=x + iy olsun. Bu durumda,

_ _([o(u.v)
A(r) ﬂg )a’u dv g . dx dy (4.3)

dir. Ciinkd, ¢ift katli integral kuralindan bir D bdlgesinin alani,

” dx dy = Alan D seklindedir. Diger taraftan

D
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x=o(uv)| . . u=@(x,y)
bire-bir ve Orten ise
y=y(uyvy) v=y.(xy)
oxy) 1 dx dy = X ) o v
o(u,v) Ou,v) o(u,v)
o(x,y)

olup buradan

Afr) = g % dx dy (4.3)

dir.

Teoremin hipotezleri altinda kismi tlirevler siireklidir ve Cauchy-Riemann

denklemleri saglanmaktadir. Yani

f () = u, + iv, = —iu, + v, olup buradan u, — v, = 0, u, + v, = 0 dir.

Boylece

u, u,| u, -v
) _fhe ) T 2| (af (44)
oxy) Vo V| Vo W,

bulunur. Eger (4.4) esitligini (4.3)’de yerine yazarsak ve kutupsal koordinatlara
gecersek,

z=x+iy=pe’ x=pcos,y=psin 6§

o(x,y) cos@ —sinf p

o(p,0)

X, X,

Yo Vo

sind pcoséd

‘zpcos20+psin20=p
olup buradan
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o(u, N
A(r)= f!ﬁj;)du dv = g 8;:‘;j dx dy = ﬂ f'(z)f dxdy
= | Tlreoe S paodp @5

elde edilir.

(4.5) esitligindeki |fz)| ifadesi (4.4)’den de goriildiigli gibi bliylime ¢arpanidir ve
w = f{z) déniisimii altinda yeni bdlgenin alan eleman1 du dv = |[f{z)|° dx dy sekline

gelir.

Ote yandan f{z) analitik oldugundan

flz) = i a,z"

fz) = ina z’H:ina z"!
n n
n=0 n=1

yazilabilir. Taylor serisi yakinsaklik ¢cemberinin i¢inde mutlak yakinsak, dogal olarak

da yakinsaktir. Bu yiizden tiirev ve toplam yer degistirebilir.

Diger taraftan z = p ¢’ kutupsal koordinatlara gegersek

f’(p eie) :Zn a, (,D eiH)nfl _ Zn a, pn—l eie(nq) ,f’(,D eie) _ Z mapmfz e—(m—])ié‘
n=1 n=1 m=1

olur.

Her iki tarafin @ya gore integralini alirsak

ﬂf’(p e"g)\2 do = ff’(p &) fi(pe?)do

0 0
z © . ki —_— .
— I(Znan pn—l e(n—])zﬂ} (zmam pm—l e—(m—])lﬁ}de (46)
0 \n=1 m=1
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elde edilir. Ayrica

m #n ise,
2r 2
Ie(n—l)lﬁ e—(m—])lt? dez Ie(n—m)zﬁ de
0 0
= 1 i(nmm)e n_
i(n—m) 0
m = nise
2z

2r
j e" il (=il g g — j do=2r
0

0

olur. 2z degerinin (4.6) da yerine yazilmasiyla

2 p2n—2 (47)

an

2“ fipe)| do= 27zi n?
0 n=1

elde edilir. (4.7) nin (4.5) de yerine yazilmasiyla

Ar) = Jr' 2 inz al p™? pdp
p=0 n=1
=2r j inz an2 p"dp

p=0n=1

elde edilir. (4.7)’deki seri kapali ve siirli bir bolge i¢indeki her z i¢in mutlak
yakinsaktir. Mutlak yakinsak bir seri ayn1 zamanda diizgiin yakinsak oldugundan son

esitlikte integral ve toplam yer degistirebilir. Bu durumda

=2r Zw:nz |an|2 :[ p"dp
n=1 p=0

=r

- 2
2
=7 E n|an| r"
0 n=1

2n
of 2
2

© P
2
=27 Zn
n=1 p=

olup boylece teorem ispatlanmis olur.
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Bu teoremde f(z) nin univalent olmadigini unutmayalim. Bu alan f( fr ) Riemann
ylizeyinin alanini kastetmektedir. D bolgesi (z’ler tarafindan) bir defa tarandiginda
goriintli kiimesi olan f'( E ) k defa tarantyorsa, bu taktirde A(r) k defa sayilmalidir.
A(r) formiilii toplamsaldir. Boylece, eger f(z) a,z" seklinde tek terimli bir ifade ile
belirtiliyorsa bu durumda f( Fr ) R = |a,|r" yarigapinin n-kath diskidir ve n-kath

diskin alani nzR’ = n xla,]* ™" dir. (4.2)’deki esitlik bu tarz ifadelerin bir

toplanudir.

Teorem 4.2.

fz)=Y a2 (4.8)

n=-x0

fonksiyonu D = E( r,R) : r <|z| <R kapali halkasal bdlgesinde regiiler olsun. Bu
durumda f(D) nin alan1

A=r i n |an|2 (R —r"") 4.9

n=-o
dir.

Ispat: f{z) nin D halkasal bélgesinde

f(z)= Z a, z”=2an z”—i—Za_n z™"
n=0 n=1

n=-x0

seklinde Laurent serisine agilabildigini varsayalim. Buradan once tiirev alip sonra

z = p €'’ kutupsal koordinatlara gegersek

0 0
fi(z)=>anz""+>a, (-n)z"",
n=0 n=1

o0 o0
f!(p ei&) — Zn a, pn—l ei@(n—l) _ Za_,, n p—n—l ei@(—n—l} ,
n=1 n=1
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JE— 0 . ] o )
f!(p ei&) — Z m am pm—l e—z&(m—]) _ Z a,m m p—m—l e—lﬁ(—m—l)
m=1 =

m=1

elde edilir. Bu durumda

2r

J

0

fpe ) do=[ripe) fi(pe’)do

2 o " o
= J.(Z” a, o ei@(n—])](z ma, o e—i@(m—l)j d0
m=1

0 \n=1

2r
olup m #n igin j e" 1 e ("% 4@ = 0 oldugundan m = n igin
0

0

2 2z o
If!(p ei&)fr(p ei&)dez I(Zn a,, pn—l ei&(n—l) _ za_n n p—n—l e—iﬁ(n-*—l)J )
0 0 =1 n=1

n

0 0
T on—1 _—if(n-1) -n—1 _if(n+1)
[Enanp e —Ea_nnp e Jd@
n=1 n=1

2 o .

- I Y.nta,a, p +(pn(p,9)]d6’
0 \n=1
2

_J. an ana__np—Z eZinH_I_l//n(p’e)Jde
n=1

2r( o . .
+ J. Zafn an’ p’e’+ S”n(p,@)] do
0 \n=1
2 o -
[ Da,a,np?+4(p0 )J do (4.10)
0 \n=1

elde edilir.
0
ZCn , ¢,=ab,+a, b,+..+ba,

Bu serilerin c¢arpimi sonunda integraller alindiginda, farkli indisli terimlerin
integralleri sifir olacagindan sadece ayni indisli terimlerin integrallerinden sifirdan

farkli degerler ortaya cikar.
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Diger taraftan

Te,«kee,-medez 0, k+tm=0 (2.16)
0 27, k+m=0 '

dir. (2.16)’dan farkli n’ler i¢in integrallerin sonuglari sifir olur. integrallerinin sonucu

sifir olan terimleri @, (p,0), v, (p.0), ¥ (p.0), ¢,( p,0) ile gosterirsek
2r 2 2 2

[0.(p.0)d0= [y, (p.0)d0=[4,(p.0)d0=[¥,(p6)do=0

0 0 0 0

olur. Ayrica (4.10)’daki 2. ve 3. integrallerin icinde iistel ifade oldugundan bu

integrallerin sonuglar1 da sifir olur. Sonugta (4.10) integrali

2r - 270 ol o
If'(Pem)f'(Pem)d9= I(an a, ? pzn_zjd@—i- I(Zd_n a, n’ p"z""zjde
0 0 \n=1 )

n=1

2z © 2z ©
= J.(an |an|2 pzn_zjd9+ J.(an |a_n
0 \n=1 0 \n=1
=2r inz
n=1

2 p—2n—2 j de

o0
2 _ 2 Ion—
p2n2+2ﬂzn2|a_n p2n2

n=1

al’l

sekline gelir.

Simdi

R
” f(pe’ )‘2 p d p integralini hesaplayalim:

2 -2
a n p

fpe"f =22 3w’

n=-—x

oldugundan
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”f (Pele)‘ pdp= .[272 _w || pz”‘zpdp=27zf i nlal p" " dp
2n |R
=2 Z J‘ 2n— ]dp o Z p_
Z(Rzn_rzn)

n=-—x

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3. f(z) = Z a, z" fonksiyonunu gozoniine alalim. f{z) fonksiyonu

n=-w

regiiler ve C, : |z| = r ¢emberi iizerinde univalent olsun. C, ¢emberinin f{z) altindaki
goriintlisli pozitif yonde yonlendirilmis (saat yoniiniin tersine) / olsun. € = (’dan

2r7’ye kadar 7 egrisinin sinirladig1 bolgenin alan

I:ﬁina

n=-—00

(4.11)

dir. Eger /"negatif yonde (saat yoniinde) yonlendirilmis olsaydi / < 0 ve 7 nin

sinirladigi bolgenin alani |/| olurdu.

Ispat: w-diizleminde f = u + iv ve I  basit kapali pozitif yonde yonlendirilmis bir
egri olsun. /' nin a <t < b olmak tizere u = u(?), v = v(t) seklinde parametrik olarak
ifade edildigini varsayalim. / egrisi ile sinirlandirilan bolgeye D diyelim. Alan D = A

olsun. Bu durumda diizlemdeki Green Teoreminden

ll (udv— vdu)_Ej[u(r)%—v(t)%Jdr (4.12)

a

)

olur.

Diger taraftan
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~I

f+

f=u+iv, ?zu—iv olmak iizere f ve ? taraf tarafa toplanirsa u = 5 ; taraf
tarafa ¢ikarilirsa v = S Y f bulunur.
i
z = r ¢’ kutupsal koordinatlari kullanirsak
u(@)zi(f(z)ﬁtf(z))—i i (a ¥ e +a e_i"‘g) (4.13)
2 2 =~ n n
V(0 ):i( f(2)=1(z)) -1 i (a,r" " ~a,r" ™) (4.14)
2i 2i /=,

elde edilir.

(4.13) ve (4.14) denklemlerinde #ya gore tiirev alirsak

u'(@)——(z a, r" (m)e”"g+a ¥ (—in)e ™" J

n=-—o0

v(@)——[Za r" (m)e’"‘9+a r"(in)e™ j

n=-w

olur. Bunlari (4.12) denkleminde yerine yazarsak,

—i u(t)v'(t)—v(t)u'(t))dt

0

é i (an e+ Z 7" ei’ﬁ)ziin_z_m(an ¥ (in) e +a_,, " (in) o )} 40

> i (a re —a, ema)é i (a,, " (in)e" +a, " (~in) ei”g)} de

—0 n=-—00

{%{za a, rzn(m)ezzﬂ@_|_¢n(r9)+4— Za a, (m)i”zn+l//n(r6’)
l

n=-0

+ i a, a " (in)+¥, (r.0)+ Z a,a, 1" (in)e?™ + & (r, 9)}}

n=-x n=-x
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J?{ {Za a, r’" (in)e’ +n.(r, 49)+Za a, 1’2"( —in)+@,(r,0)

n=-o0 n=-0

n=-—o0 n=-—w

> a,a,r" (in)+®,(r,0)+ Y. a, a, " (in)e" +§n(r,<9)}} do

bulunur.

Boylece Not 4.1°den

0

an2 " (in)+W¥ (r,0)

TN & 5 o o 1
A=—|{— a r"(in)e" + r,0)+—
2!{4.2,, (in) 0,(r0)+—

n=-—w n=-—o0

0

+i > |an|2 inr’" +wy (7, 0)+— Z (a ) r (in)e?™ + £ (r.0)

4i n=—w n=-w

2
a

n

P —in)+¢,(r,0)

_— z a " (in)e™ +n,(r, 9)_Z >

n=-o n=-mw

2"(1n)+¢(r0)——2a 2"(in)eZ[”g+5n(r,6’)}d0

4i =, ne—

=12” ! al r*" (in)do =12J? i al " ndo
2 0 4l n=-w " 2 0 n=-o0w
17 &
= a
2'! nzz—:oo n=-—o0

bulunur. Eger /" negatif yonde yonlendirilirse, € yerine —@ yazarsak bu durumda

A =—Ive I <0 olur. Alan hi¢bir zaman negatif olamayacagi i¢cin 4 = |I| olur.

Not4.2.f(z) =cz+cy+ Z— , ¢#0 (4.15)

n=17%2

ile verilen f{z) fonksiyonu E’ : r < |z| < o da regiiler ve univalent olsun. Bu

durumda f(E" ) in timleyeninin alani
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© 2
A=x (|c|2 " - Z%] (4.16)

ile verilir.

—_ y —_
E’ i S(EY)
Y ahs
\ | /

Sekil 4.1. f(£") ve Tiimleyenin Alani

Sekil 4.1°e bakarsak E_,X ve onun goriintiisii tarali alandir. (4.17)’deki seriler

w-diizleminde taranmis bolgenin alanin1 vermektedir.

Gergekten eger f(z) univalent ise bu durumda p > r i¢in C, ¢gemberinin f{z) altindaki
goriintisi w = ¢ p €' kapali ¢emberidir. Boylece 7 H(C,) cemberi de pozitif
yonliidiir. f{z) siirekli ve univalent oldugundan bu pozitif yonlendirme biitiin p > r
icin gecerlidir. Bu taktirde 7, pozitif yonde yonlendirilmis bir egridir. a, = ¢,
(n = 1,2,...) ve a; = c secilirse Teorem 4.3 uygulanabilir. O halde (4.11) esitligi
(4.16) esitligini verir. Boylece

I=7x i n|an|2 r’ (4.11)

n=-o

2 6 _ 2 2 2
= ﬂ(...—3|a_3| r —2|a_2|r4—|a_1| r +|a1| r +|a2| r"—i—...)
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© 2
4= 72(|c|2 F—Z%] (4.16)

olur. O halde Teorem 4.3’{in hipotezleri altinda

- 2
o<|ef r =S SL (4.17)

n=1 r

c

yazilabilir ve bu da

esitsizligini verir.

Teorem 4.4. (Gronwall Alan Teoremi)
flz)=z+) 2 (4.18)
n=02%

fonksiyonu E* : {zeC : |z| > ] }’de regiiler ve univalent ise, bu durumda

Sl <1 (4.19)

n=1

dir.

Ispat: » > 1 ve ¢ = I igin (4.17)’den
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yazilabilir. Buradan esitsizliginin her iki tarafimn #° ile boliiniip » — 7 icin limit

aliirsa (4.19) esitsizligi dogrudan goriliir.

Not 4.3. f(E") alam sifir olan kiimeler disinda biitiin kompleks diizlemi ortiiyorsa
(4.19)’daki esitsizlik hali esitlige doniigiir. Bu durumun haricinde (4.19)’daki
denklemde esitlik sozkonusu degildir.

Burada eger f(E") in tiimlemesi higbir agik kiime kapsamiyorsa bu taktirde f{(E™)’e

sifir alanlidir denir.

Bu teorem Alan Teoremi ismiyle verilebilir. Ciinkii univalent fonksiyonlar teorisinin
son derece 6nemli bir teoremidir. Bu teorem Almanca’da Flachensatz Teoremi olarak

bilinir.
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5. KATSAYILAR ICIN SINIRLANDIRMALAR
5.1. SKiimesinde 2. Katsay: I¢cin Simirlandirma

Bu kesimde,

f(z):z+a222+a3z3+...:z+2anz” (5.1
n=2

formundaki fonksiyonlarda a, katsayisi i¢in bir sinirlandirma yapacagiz. Bunu bir

teoremle ifade edelim:

Teorem 5.1. (Bieberbach, 1916) Eger
f(z)=z+Y a,z" (5.1)
n=2

S sinifindansa, bu durumda
laz] <2 (5.2)

dir.
Ispat: g(z)=+/f(z’) olsun. Bu durumda Teorem 3.2’den (f(zz))m =g(z)

k= 21icin

[f(Zz)]W=Z+%23+é(4a3—a§)z5+...

2
:Z—i-%f—i—(%—%jzj—i-... (5.3)
fonksiyonu § siifindandir.

Teorem 3.6’dan
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g(z) :Z+C;—Zz3+[%—%]z5+...éS

olmasi nedeniyle

1 a, 1 1 1

= -2 _ 4. —+Cc.—+..€. 54

W)= = e m e s 0 (5.4)
1 .

dir. cg, ¢z, ¢4 =04dir. ¢, = —5 a, dir.
Teorem 4.4’den,
zncn:‘Tz F3fef 4 Sl + sl (55)
n=1

2

2

olur. Boylece % < I dir. Buradan her iki tarafin karekokiinii alirsak,

|—a2|
2

<I=la,|<2 olur

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Eger a, = 2 ¢'“ alimirsa (5.5)’deki esitsizlikten biitiin n > 2’ler igin ¢, = 0 elde ederiz.
1+3c] +5e,[ +..<1 (5.5)

oldugundan, c3|2 + |c5|2 +...=0 yanin > 2 i¢in ¢, = 0 elde edilir.

Boylece,

! a1 1 1
g(l/é)_§_7§+c3§3+cj + ... (5.4)

)=
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de ¢, = 0 ve a, = 2 €'“ yazarsak,

B 1 B _2ei“i
¢(§)_g(1/§)_§ > §+0+...
_e_ e
=¢ ;

olur. Buradan, & = ! degisken degistirmesi yaparsak
z

1 1 z
g(Z): ] = ] ) _1_ i _2
¢(j 7_610: z
z z

olur. Boylece
f2) =g =

elde edilir. Buradan da,

z

1) = ,

(1 —e“ z)2
oldugu goriiliir.

f(z) sade ve sadece Koebe fonksiyonunun bir déonmesi yani,

f(z)=e™ k(e z)= (5.6)

-z
(]_eia Z)Z

ise (5.2)’deki esitsizlik esitlige doniisiir.
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5.2. Diger Baz1 Katsay1 Sinirlar:

Teorem 5.1’in ispatinda g(z) = +/ f(z’) olmadigim farzedersek ve (5.5) esitliginde

)=

yi yazarsak, Teorem 5.2’yi elde ederiz.

1
f(1/¢)
Teorem 5.2. (Bieberbach, 1916)

f(z) S smifindansa bu durumda

‘aj —a3‘S1 (5.7)
dir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 ¢esitli kompleks analiz kitaplarinda bulunmaktadir.

Eger fz),

z

o T
¢(Z) 1—bz+Z’

,—2<b<2 b=2cos ¢ (5.8)

fonksiyonunun bir rotasyonu (dondiirmesi) ise (5.7)’deki esitsizlik esitlige dontisiir.

S smifindaki herhangi bir f(z) fonksiyonu i¢in |a,| < 2 ile birlikte (5.7) esitsizliginin
|az] <5 smirini verdigi gosterilirse,
2 2
‘az —a3‘ 2|a3| —‘az‘
| |< 2 + 2
a;|<\a; —a;| +|a;
‘aj —a3‘ <l , ‘aj‘ <4 oldugundan

|a3|£5 olur.
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Aciklama 1. f(z), S simifindan bir fonksiyon ve a; = 0 olsun. Bu durumda,

‘(13’ < 1

dir ve bu esitsizlik kesindir. Esitlik durumu sadece

z
z)=—  «areel
f() ]_elaZZ

oldugunda gergeklesir. Diger taraftan
z
f(z2)=—
1—-ée“z
i¢in

z z

f-2)= =~ ==/

(1 —ev 7’

(5.9)

(5.10)

dir. Burada f{z) nin tek bir fonksiyon oldugu goriiliir. f{z) tek bir fonksiyon

oldugundan, bu aciklama S smifindaki tek univalent fonksiyonlarda |as| iin

maksimize edilmesi problemlerinde kullanilir.

Teorem 5.3. k > [ bir tamsay1 ve

1

g(Z):Z+bk+1 Zk+

S® sinifindan olsun. Bu durumda

2

|bk+1| = %

dir.
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ispat: g(z), S™ simifindan olmasi nedeniyle

g(z) = I:f(zk):r/k :[zk +a, el a, JETn ”.]1/1(

[zk(]+ a,z" +a, 2" + ...)]]/k
=z [1 +a,z" +a, 27" + ...]I/k
olacak sekilde S sinifindan bir f{z) fonksiyonu vardir.

Teorem 3.2’den,

g(z) =z+c;€—zz"” +(ia Lk=1)

P IE: aj}z””+...

yazilabilir. Buradan goriildiigii gibi b, = dir. Bdylece S smifindaki f{z)

TS

fonksiyonu i¢in |a;| < 2 oldugundan, |bx+;| < 2/k oldugu ortaya ¢ikar. Teorem
5.1’deki esitlik sadece ve sadece f{z) Koebe fonksiyonunun bir rotasyonuysa ortaya

cikiyordu. Boylece (5.12) deki esitlik hali sadece f(z) Koebe fonksiyonu oldugunda

. v 1k . .
yani g(z) = [ f(z )] oldugunda gecerlidir.

f(z) fonksiyonu
8(z) = ﬁ (5.13)

fonksiyonunun bir déndiirmesi ise yalnizca bu durumda esitlik s6z konusudur.

5.3. Univalent Fonksiyonlarin Sinirlihgi

Sinirlandirilmis univalent fonksiyonlar kiimesinde ikinci katsayilar i¢in kesin sinirlar

elde edebiliriz.
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E c C olmak lizere her z € £ i¢in

2] < M (5.14)

esitsizligini saglayan normallestirilmis univalent fonksiyonlarin sinifim1 SB;(M) ile

gosterelim.

Oncelikle kompleks fonksiyonlar teorisinin son derece énemli bir teoremi olan ve

kullanacagimiz Schwarz Lemmasin1 verelim:

Lemma 5.1. (Schwarz) f': D = {z : |z| < 1} — C analitik, z € D i¢in, |[f{z)| < I ve
£(0) = 0 olsun. Bu durumda z € D noktalar1 i¢in |[f(z)| < |z| ve |[f10)| < I dir. Ayrica

zg € D (zg #0) i¢in |f(zg)| = |zo| 1se ¢, |c| = I Ozelliginde bir sabit olmak {izere,

f(z) = czdrr.

Ispat: Bu Lemmanin ispat igin (2) nolu kaynaga bakilabilir.

Schwarz’s lemmasinda eger M < [ ise SB;(M) kiimesinin bos kiime oldugunu ve

M = 1 ise SB;(M) kiimesinin f{z) = z seklinde tekbir fonksiyon igerdigini gosterelim.

f(z)=z+ z a, z" seklinde verilen fonksiyonun S sinifindan oldugunu biliyoruz.
n=2

z noktalar1 birim diskin i¢ginde olmak iizere

fe)=z+a2 + a3z + ...

fonksiyonu i¢in tliggen esitsizliginden,

@) <lz| + |as| 12)” + |as| |2 + ... <1 +as| . 1+ |as| . 1+ ...

yazilabilir. |f(z)| <M ve f(z) € S oldugundan
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M < [ ise f fonksiyonu S nin elemani olamaz. S nin eleman1 olmayacagi i¢in bos
kiimedir. M = 1 ise |ay| , |as|, |a4 , ... = 0 olmak zorundadir. Buradan da f{z) = z

olur. Yani,

M > 1 ise f(z) S smifindandir. M < [ ise SB;(M) = ¢ olur. M = I ise SB;(M)
kiimesinin f(z) = z seklinde tek bir fonksiyon icerdigini goriiriiz. Sonug olarak,
f(z) € S oldugu siirece M > [ olmak zorundadir. SB;(M) kiimesindeki |a;| i¢in kesin

bir sinir bulmadan 6nce 6rnek bir fonksiyon olusturalim.

z = Kw) k(z) Koebe fonksiyonunun tersini gostersin. Eger 0 < ¢t < [ ise tk(z)

fonksiyonu E kiimesini, negatif reel eksenin —oo dan 7 e kadar olan pargasini

icinde bulunduran ince bir serit hari¢ kompleks diizlemin tamamina doniistiirtir. K(w)
bu bolgede regiiler olsun ve boélgeyi birim diske doniistiirsiin.

K(w) nin goriintlisii negatif reel eksen lizerindeki —/ den K(—#/4)’e kadar olan ince
serit hari¢ £ birim diskini tamamen Orter. #k(z) ile K(w) fonksiyonlarinin bileskelerini

K(th/z)
t

normallestirebilirsek F(z) = olur ve F(z) Sekil 5.1°de goriildigi gibi £ yi

kendi i¢ine doniistiiriir.

w=F(z)

w

Sekil 5.1. Koebe Fonksiyonunun Tersi
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2w+ 1—J1+4
K(w)=2Y o~ ld (5.15)

oldugunu gosterelim.

z n
K(z)—(]_z)z —nZ:;nz

olmak tlizere

z

w=
(1-z)

= z=w(l-2z+2")

=w—2zw + wz’

=zH2zw—w =w
=z(1+2w) =w+wz’

SwZ—(I+2w)z+w=0

olup buradan

K(w)=
(w) 2w
bulunur.
Eger k(z) = 7 z 7 = w ifadesi K(w) da yerine yazilirsa geometrik seri
-z
Ozelliklerinden

Kw) = i(—])"” (2n)!w"

~  (n+1)!n! (5.16)

oldugu elde edilebilir. Diger taraftan
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F(Z)——K(t k(z))—— Z((nljz)/(jf()]/tnzy: (5.17)

yazilabilir. Gergekten

tz

(1-z)

th(z)=

olup buradan

(])n+1(2n)/ " "
K(tk(z))= K( ] Z i Dinl (1=2

(1-

(1)n+1 (Zn),tn—l n
2(n+])’n/(] z)" -17)

(- Z)

bulunur.

K(tk(z)) birim diski birim diske donlistligii siirece her z € E i¢in,

tz 1 1

F(z K(tk(z —<=1=-

|F(z)|= ‘ (1k(z))|= ((]_Z)Z] 1=
. 1 i 1 - .
oldugundan |F (z )|<; olur. Boylece M = " bulunur. Buldugumuz bu degeri

(5.17)’de yerine yazar ve (5.15)’1 kullanirsak

2w+ 1—J1+4
K(w)=2Y o~ ld (5.15)

l’:

~ |~

R
M
ve buradan
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Fz——K k(z))=M K z
(2)="K(tk(z)= ((1_)j

2 (12 g 1yeq (12
I 1=z) (1-z)
t 5 (12)

(1-z)

M(]—Z)2+ZZ—\/M2 (1-z) +4zM
2z

=M

(1-2z)=k(z,M) (5.18)

bulunur. Bu k(z,M) fonksiyonu 6zel bir fonksiyondur. Bazen sinirlandirilmis Koebe
fonksiyonu adiyla da anilir. (5.17) esitligi kullanilir ve geometrik seriden

faydalanilirsa,

(1)n+1(2n)/ tn—]Zn
F(z)= an +z (n+1)In! (1-z)"

zZ
=z+222+3z3+...+(—4)/(¢

3120(1-z)
z "
2 3
61— Mg M
4131(1-z2) 5141(1-2)

olur. Yine geometrik seriden,

(]_12)4 zéin(n—l)(n—Z)z“

i i
(1-z) "(1-z)'

bulunur. Benzer sekilde ’de bulunarak son esitlikte yerine

yazilirsa,
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k(z,M) = Z+(I—L)ZZ +(1—Lj(3—ijz3 +[1—i](4—ﬁ+1—42jz4 +...(5.19)
M M M M M M

elde edilir.

Teorem 5.4. Eger f(z) SB;(M) de ise bu durumda

|a2|sz(1—ij (5.20)
M

dir.

Ispat: Eger |f{z)| < M ise bu durumda k(%) regiilerdir ve E de univalenttir. M

ile carparak normallestirilirse

f@)=z+az +a,2 +..=z+ Zanz" ,
n=2

k(z) = (]_ZZ)Z =z+22°+32 +..+nz’ +...=§;nz" ,
Mk(Mj:M[f(Z) +2f2(f) +3f3(f) +}
M M M M
= () 2 ()
ve

fz(z) =fz) f(z) = [z + axz’ ‘az +..][z+ az’ +az? + o]
= tap vayx + . ta +alzt taazr . Fa Fazar +alzt +
=77+ 2a.2° + ...

f@) =2 fE

=[z+ a2’ +az? + o] [22 + 2a,2 + o]
=2+ 2ax + .. +a’ + 2a§z5 +...+ a325 + 2a2a326 + ...

=7+ 361224 + ...
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olmak tuzere

_ f(z) _ 2 3 2 2 3 3 3 4
g(z)—Mk(T =z+a,z" +a;z +M[z +2a,z +...}+W[z +3a,z +}
2 2 4a2 3 3
=z+|—+a, |2 +| F+a,+— |2" +...
M M M

elde edilir. O halde M k(f 2(42) ) € S dir. Boylece

<2 olur. Esitlik durumu

2
a, +—

M
g(z), k(z) nin bir rotasyonuysa gecerlidir. Bu durumda a, > 0 almaliy1z. Dolayisiyla,

a, + % < 2 yazabiliriz. Bu da bize (5.20)’yi verir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez univalent fonksiyonlar icin bir temel olusturmaktadir. Ileri bir asama olarak
p—univalent fonksiyonlarin benzer kalitatif Ozellikleri ortaya konulabilir. Ayrica

konveks ve yildizil fonksiyonlar bu tezde verilen temel bilgilerle incelenebilir.
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