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OZET

METRIK TAMLIGI KARAKTERIZE EDEN BAZI SABIT NOKTA

TEOREMLERI

ERDURAN, Ali
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Damsman: Yrd. Dog. Dr. Ishak ALTUN

Ocak 2012, 111 sayfa

Bu tez c¢aligmasinda, Banach biiziilme prensibinin metrik uzaym tamligm
karakterize eden bir genellemesi verildi. Ardindan, Kannan, Chatterjea gibi bazi
genellestirmeleri incelendi. Daha sonra, Suziki sabit nokta teoreminin kapali baginti

yardimiyla bir genellemesi verildi.

Anahtar Kkelimeler: Tam Metrik Uzay, Biiziilme doniisiimii, Sabit Nokta



ABSTRACT

SOME FIXED POINT THEOREMS THAT CHARACTERIZES METRIC

COMPLETENESS

ERDURAN, Ali
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ishak ALTUN

January 2012, 111 pages

In this study, a generalized Banach contraction principle that characterizes metric
completeness is given. Then, some generelized versions, such as Kannan and
Chatterjea were analyzed. After then we were given a fixed point theorem for single

valued map in a complete metric space using implicit relation
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1. GIRIS
Sabit nokta teori ¢aligmalar bir doniisiimiin sabit noktasinin varligi, varsa tekligini
ve nasil bulunacagini inceler. X bos olmayan bir kiime ve T, X ten X e tamimli bir
dontisiim olsun. Tx, = x, olacak sekilde X in x, noktalarina T nin sabit noktasi
denir. Ornegin; X =[0,1], T: X - X, Tx = x? seklinde tammli T fonksiyonunun

X9 =0, xo = 1 noktalar1 sabit noktasidir. X = (0,1], T:X = X, Tx =§ seklinde

tanimhi T fonksiyonunun sabit noktasi yoktur. X =[0,1], T:X - X, Tx = 110
seklinde tanimli T fonksiyonunun x, = 0 noktasi1 sabit noktasidir.

Omeklerden de anlasilacag: iizere bir déniisiimiin sabit noktasmin varhigi kiimenin
yapisina baglh oldugu gibi doniigiimiin niteligine de baghdir.

Matematigin ¢esitli dallarinda Sx = 0 veya Tx = x tipindeki denklemlerle sikca
karsilagilir. Bu denklemleri ¢c6zmek basli bagina bir problemdir. Bunun i¢in bazilar
tam sonucu bazilar1 da yaklagik sonucu veren metotlar vardir. Sabit nokta teoride bu
metotlardan biridir.

Omegin; x? —10x + 16 =0 denklemini goz &niine alalm. x =2, x =8 bu

x?+16

2
denklemin kokleridir. Bu denklemi x = %016 seklinde de yazabiliriz. Tx = o

denirse Tx = x denklemi elde edilir. Boylece x = 2, x = 8, T nin sabit noktalaridir.
Bu durumda Sx = 0 gibi bir denklemin ¢6ziim problemi ile Sx = Tx — x seklinde
verilen T doniislimiiniin sabit noktasini bulmak aynidir.

‘T:[a, b] = [a, b] stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Tx, = x, olacak sekilde
en az bir x, € [a,b] vardir.’ Teoremini Brouver 1912 yilinda n-boyutlu Euclid
uzayma genisletmistir. ‘C, R™’de kapali bir yuvar, T:C = C siirekli bir fonksiyon

olsun. Bu durumda T, C de bir sabit noktaya sahiptir.’



Matematikte yukarida bahsedilen problemler genel olarak sonsuz boyutlu uzaylarda
ozellikle fonksiyon uzaylarinda kargimiza ¢ikmaktadir. Brouver’in bu teoremi bazi
ek sartlarla birlikte 1930 yilinda Schauder tarafindan sonsuz boyutlu uzaylara
genigletilmistir. X bir Banach uzayi, C, X in kompakt, konveks altkiimesi ve
T:C - C stirekli bir doniigtim olsun. Bu durumda T, C de bir sabit noktaya sahiptir.”
C tzerindeki kompaktlik kuvvetli bir sarttir. Metrik uzaylarda kompakt kiimeler
kapali ve smirhidir fakat bunun tersi sonlu boyutlu uzaylarda gecerlidir. Sonsuz
boyutlu uzaylarda ise kapalilik ve sinirlilik kompaktliga yetmemektedir. Buna 6rnek
olarak fonksiyon uzaylarinda kapali, sinirlt ve es siirekli kiimeler kompakttir. Bu
nedenle yukaridaki teoremde kiime {iizerindeki kompaktlik sarti Schauder’in
teoreminin ikinci versiyonu ile biraz hafifletilmistir. “X bir Banach uzayi, C, X in
konveks altkiimesi T: C — C siirekli ve kompakt doniisiim olsun. Bu durumda T, C
de bir sabit noktaya sahiptir.”

(X, d) bir metrik uzay T: X = X bir doniigiim olsun. Her x,y € X i¢gin

d(Tx, Ty) < ad(x,y)

olacak sekilde a = 0 sayis1 varsa, T ye Lipschitz doniistimii denir. Bu esitsizligi
saglayan en kiiclik a sayisina T nin Lipschitz sabiti denir. T Lipschitz doniisiim igin,
a <1 ise T doniisiimiine biiziilme doniisiimii, « = 1 ise T Lipschitz doniigiimiine
genislemeyen doniisiim denir. x # y olacak sekilde ki her x,y € X i¢in d(Tx, Ty) <
d(x,y) oluyorsa T ye biiziilebilir doniisiim denir.

Bu tanimlart goz oOniine aldigimizda su sonuglari c¢ikarabiliriz. Her biiziilme
donlisimii  biiziilebilir dontisimdiir. Her biiziilebilir donilisim genislemeyen

dontisiimdiir.



Omegin; X =[0,) ve d alisilmis metrik olsun. T:X — X, Tx =§ denirse her
x,y €X i¢in d(Tx,Ty) =§d(x, y) dir. O halde T bir Lipschitz doniigiimidiir.
Ustelik a = g <1 oldugundan biizilme doniigiimiidiir. Ayrica biiziilebilir

doniisiimdiir. Eger T doniisiimiinii T: X - X, Tx = Vx? + 1 seklinde tanimlarsak.

x # y olacak sekildeki her x,y € X i¢in

d(Tx, Ty) = |\/x2 +1—/y2+ 1|

_ |\m—\/y2+1||\m+\/y2+1|

[VaZ+1+/y2+1]
[x-y?|  _  lx-ylix+y

T [errier] | Vel

<l|lx—yl=d(xy)

oldugundan biiziilebilir doniistimdiir fakat biiziilme degildir.

T:X >X, Tx=x+1 seklinde tammh T doniisimi d(Tx,Ty) = d(x,y)
oldugundan genislemeyen doniisiimdiir.

Banach sabit nokta teoremi c¢ok onemlidir. Ciinkii lineer olmayan analizde ¢ok
kuvvetli bir aractir. Kannan sabit nokta teoremi de ¢ok Onemlidir. Ciinkii
Subrahmanyam 1975°te Kannan teoreminin metrik tamligmi karakterize ettigini
gOstermistir, yani X tamdir ancak ve ancak X iizerinde tanimli her Kannan dontistimii
sabit noktaya sahiptir. Diger yandan, Connell 1959 da X uzay1 tam olmayp X

iizerinde tanimli her biiziilme doniisiimii sabit noktaya sahip olan 6rnek vermistir. Bu



durumda Banach sabit nokta teoremi metrik tamligini karakterize etmez. Bu yiizden
Kannan teoremi bu agidan Banach teoreminden daha kuvvetlidir.

Metrik tamligim karakterize eden doniisiimlerden biri de Suzuki tipi doniisiimlerdir.
Tomanari Suzuki 2008 de Metrik tamligm karakterize eden Banach biiziilme

prensibinin bir genellemesini su sekilde vermistir; “(X, d) bir tam metrik uzay ve
T:X — X bir doniisiim olsun. 8,:[0,1) - G, 1] artmayan fonksiyonunu

() (5-1)

) 0<r<
1- 5—-1 1
91(T‘)= ( ZT) , @STS_
PT 2 V2
[ 1 1< -1
k1+r ’ \/Z_T

seklinde tanimlayalim. Her x,y € X igin
0,(r)d(x,Tx) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < rd(x,y)

olacak sekilde r € [0,1) varsa T bir tek z € X sabit noktasma sahiptir ve her
x €X igin {T"x} dizisi z € X noktasmna yakinsar.” Ayrica bu makalesinde
Suzuki 6, (r) nin biiziilmeyi saglayan en iyi sabit oldugunu gostermistir. Burada
sunu da gorecegiz ki Suzuki tipi biiziilme ile Kannan dontigiimleri birbirinden
bagimsizdir. Yani, T Kannan doniisiimii olmasma ragmen Suzuki biiziilme
kosullarin1 saglamayabilir, aksine T doniligimi biiziilme kosulunu saglarken
Kannan doniisiimii olmayabilir. Bundan sonra Kikkawa ve Suzuki bu teoremin
Kannan versiyonunu vermistir. Daha sonra Ovidiu Popescu Chatterjea
versiyonunu vermistir. 2009 da Yusuke Enjouji, Masoto Nakanishi ve Suzuki

Kannan sabit nokta teoreminin bazi genellemelerini vermistir.



1.1. Kaynak ozetleri :

Metrik uzay, topolojik uzay ve fonksiyonel analiz ile ilgili temel kavramlar igin
Kogak’in Genel Topolojiye Giris ve Coziimli Alistirmalar, Turgut Bagkan, Osman
Bizim, Ismail Naci Cangiil iin “Metrik Uzaylar ve Genel Topolojiye Giris” adl1 kitab1
ile Soykan’in “Fonksiyonel Analiz” adli kitabi kullanilmistir [1,2,3]. Banach sabit
nokta, Kannan sabit nokta ve Chatterjea sabit nokta teoremleri i¢in Agarwal,
O’Regan ve Sahu’nun “Fixed Point Theory for Lipschitzian-type Mappings with
Applications” adli kitabr temel alinmistir [4]. Daha sonra tezin asil amacini olusturan
Suzuki sabit nokta teoremi i¢in Suzuki’nin “A Generalized Banach Contraction
Principle That Characterizes Metric Completeness” adli makalesi temel almmuistir
[5]- Ayrica Suzuki sabit noktanin Kannan versiyonunu Kikkawa ve Suzuki’nin
“Some similarity Between Contractions and Kannan Mappings” adli makalesi
incelenmistir [6]. Son olarak Suzuki sabit nokta teoreminin bazi genellestirmeleri
icin Kikkawa ve Suzuki’nin “Three fixed point theorems for generalized contractions
with constants in complete metric spaces” adli makalesi, Enjouji, Nakanishi,
Suzuki’nin “A Generalization of Kannan’s Fixed Point Theorem” adli makalesi,
Popescu’nun “Two Fixed Point Theorems For Generalized Contractions With
Constans In Complete Metric Space” ve “Fixed Point Theorems In Metric Spaces”
adli makaleleri, Nakanishi, Suzuki’nin “An Observation On Kannan Mappings” adl1
makalesi ve bu makalelerden yola ¢ikarak Ishak ve Ali’nin Suzuki Type Fixed Point

incelenmistir. [7,8,9,10,11,12].



1. 2. Calismanin Amaci
Tomanari Suzuki, 2008 yilinda yayinladigi bir makalesinde asagidaki teoremi

ispatlamistir: (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniigiim olsun. 6,:[0,1) -

(%, 1] artmayan fonksiyonunu

(1 0<r< W5-1)
’ ==
_Ja-n (V5-1) 1
6= . Sy rsrs
[ 1 1
\15+ ‘ Zer<t

seklinde tanimlayalim. Her x,y € X i¢in

0:(M)d(x, Tx) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < rd(x,y)
olacak sekilde v € [0,1) varsa T bir tek z € X sabit noktasina sahiptir ve her x € X
icin {T™x} dizisi z € X noktasina yakimsar. Daha sonra Suzuki’nin bu teoremi pek
¢ok yazar tarafindan genellestirilmis, uygulamalar1 yapilmis, farkli uzaylarda
ispatlar1 yapilmistir. Bu tez caligmasinda, yapilan bu g¢aligmalan irdeleyerek yeni

¢alismalarin yapilmasi amaglanmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde ileride kullanilacak bazi tanim ve kavramlara deginilecektir.

2.1 Bazi Temel Tanimlar ve Kavramlar

2.1.1 Tamm: X bos olmayan bir kiime olmak {izere asagidaki sartlar1 saglayan bir
d:X x X = R fonksiyonuna metrik, bu fonksiyonla birlikte (X, d) ikilisine de bir
metrik uzay denir.

1. Vx,yEXi¢ind(x,y) =0 x =y,

2. Vx,y € Xigind(x,y) =d(y, x),

3. Vx,y,z€ Xigind(x,y) < d(x,z) +d(zy).

Bu aksiyomlardan, 0 = d(x, x) < d(x,y) + d(y,x) = 2d(x, y) oldugundan her

x,y € X igin d(x,y) = 0 dir. O halde d pozitif tanimli bir fonksiyondur.

2.1.2 Tamm: (X, d) bir metrik uzay, x, € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.

B(xo,7) ={x € X:d(x,xy) <7}

kiimesine x, merkezli r yarigaph agik yuvar,

D(xo,7) ={x € X:d(x,xy) <1}



kiimesine x, merkezli r yarigaph kapali yuvar,

S(xe,r) ={x €X:d(x,xy) =71}

kiimesine x, merkezli r yarigaplt yuvar sinir1 denir.

2.1.3 Tamm: (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. Eger x € A i¢in B(x, &) c A

olacak sekilde bir B(x, €) agik yuvar bulunuyor ise x noktasma A kiimesinin bir

i¢ noktasi denir.

2.1.4 Tamm: (X,d) bir metrik uzay U € X olsun. Her x € U i¢in B(x,&) c U
olacak sekilde € > 0 varsa U ya d-acik kiime denir. Bir baska ifadeyle her

noktasi i¢ nokta olan kiimeye agik kiime denir.

2.1.1. Teorem: Her (X, d) metrik uzayinda, B(x, €) agik yuvari bir agik kiimedir.

Ispat: y € B(x, €) olsun. Bu durumda d(x,y) < € dur. Oyleyse r: = ¢ — d(x,y) >
0 olmak tizere B(y,r) € B(x,¢) oldugunu iddia ediyoruz. z € B(y,r) olsun. Bu

durumda d(y,z) < r = € — d(x, y). Buradan

dx,y)+d(y,z) <e



ve boylece

dx,z) < e

oldugundan z € B(x, €) olur.

2.1.5 Tamm: (X, d) bir metrik uzay U € X olsun. X \ U kiimesi a¢iksa U ya kapali

kiime denir.

2.1.2. Teorem: Her (X,d) metrik uzayinda, D(x, &) kapali yuvart bir kapal

kiimedir

Ispat: U ={y € X:d(x,y) > ¢} kiimesi, D(x,&) ={y € X:d(x,y) <&} kapah
yuvarmm tiimleyenidir. y € U olsun. Bu durumda d(x,y) > & oldugundan r =
d(x,y) —e>0 dir. B(y,r)c U oldugunu iddia ediyoruz. z € B(y,r) olsun.

Oyleyse

dly,z) <r=d(xy)—c¢

olur.

d(x,y) <d(x,z) +d(z,v)



<d(x,z)+r

oldugundan

d(x,y) —r <d(x,z)

ve buradan

e<d(x,z)

elde edilir ki bu durumda z € U dur ve dolayisiyla B(y,r) € U dur. Bu durumda U

acik ve tiimleyeni D (x, €) kapalidir.

2.1.6 Tamm: Bir (X, d) metrik uzayindaki tiim agik altkiimelerinin
t={AcX:Ad— aqgk}

ailesi X iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye metrik topoloji ad1 verilir.

2.1.7 Tamm: Bir (X, d) topolojik uzay: verilsin. Eger metrik topolojisi 7 olacak

sekilde X tizerinde bir metrik varsa bu t topolojisine metriklenebilir denir.

2.1.8 Tamm: (X,d) bir metrik uzay, x, € X ve 4, B € X olsun.

10



d(xy,A) = inf{d(xe,x):x € A}

degerine x, noktasinin A kiimesine olan uzaklig,

d(A,B) = inf{d(a,b):a € A,b € B}

degerine A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik ve

d(A) = sup{d(x,y):x,y € A}

degerine de A kiimesinin ¢ap1 denir. Cap1 sonlu olan kiimeye sinirli kiime, ¢ap1

sonlu olmayan kiimeye de sinirsiz kiime denir.

2.1.9 Tamm: (X, d) bir metrik uzay, (x,) terimleri X de olan bir dizi ve x € X
olsun. Eger verilen her € > 0 sayisina karsilik, n > ny 6zelligindeki her bir n
dogal sayisi i¢in d(x,, x) < € olacak bigimde bir ny € N varsa (x,,) dizisi x € X

noktasina yakinsar denir ve limx, = x veya (x,) — x seklinde gosterilir.
n—-oo

2.1.1 Onerme: Metrik uzayda yakinsak bir dizinin limiti tektir.

11



2.1.10 Tamm: (X, d) bir metrik uzay ve (x,) de X de bir dizi olsun. ny < ng,4

olmak tizere (xy, ) dizisine (x,,) dizisinin bir alt dizisi denir.

2.1.2  Onerme: Bir (X, d) metrik uzayimda bir (x,,) dizisi yakinsak ise her (xp,) alt

dizisi de ayn1 noktaya yakinsar.

2.1.11 Tamm: (X, d) bir metrik uzay ve (x,) de X de bir dizi olsun. Eger her € > 0
igin n,m > ng oldugunda d(x,,x,,) < € olacak sekilde bir ny € N varsa (x,)

dizisine bir Cauchy dizisi denir.

2.1.3 Onerme: Bir (X,d) metrik uzayinda yakinsak olan bir (x,,) dizisi Cauchy

dizisidir.

2.1.4 Onerme: (X, d) metrik uzayndaki her bir Cauchy dizisi sirlidir.

2.1.5 Onerme: (X,d) bir metrik uzay (x,), X de bir dizi ve ¥.5_; d(x,,, Xp41) < o0

olsun. Bu durumda (x,,) bir Cauchy dizisidir.

Ispat: m,n € N,m > n i¢in

12



d(xn'xm) < d(xn'xn+1) + d(xn+1; xn+2) +t d(xm—l;xm)

= Xt d (g, X))

< Zfozn d(xi’ xi+1)

olur. %;22, d(x;, x;;4) verilen serinin kalan terimi oldugundan

lim d(xy,xm) =0
n—-oo

elde edilir ki bu (x,,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

2.1.1 Ornek: X = (0,1), x, =% olarak alirsak (x;) dizisi Cauchy dizisi fakat

yakinsak degildir.

2.1.12 Tamm: Bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya

tam metrik uzay denir.

2.1.13 Tamm: (X, d) herhangi bir metrik uzay ve A = {A: A C X} ailesi verilsin.

G c X olmak tizere G ¢ AUeA A oluyor ise A ailesine G kiimesinin bir Ortiisti, A

13



ailesinin her bir 6gesi acik kiime ise A ailesine G kiimesinin bir acik ortiisii denir.

Eger A ailesi sonlu ise A ailesine sonlu drtii denir.

2.1.14 Tamm: (X, d) bir metrik uzay K € X olsun. Eger K altkiimesinin her bir agik
ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii var ise K kiimesine kompakt kiime denir. Ozel

olarak X kompakt ise (X, d) ikilisine de kompakt metrik uzay denir.

2.1.6 Onerme: (X,d) bir metrik uzay olsun. Eger X kompakt ise K ¢ X kapali

kiimesi kompakttir.

2.1.15 Tamm: (X, d) bir metrik uzay, (x,) X de bir dizi olsun. Her n,m € N igin

d(xn, xm) < r olacak sekilde r > 0 sayis1 varsa (x,,) dizisine sinirlidir denir. Bu

tanima denk olarak agagidaki ifade verilebilir.

(x,) sinirh dizidir © A = {x,,: n € N} kiimesi sinirhdir.

2.1.4 Onerme: (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A kapalidir ancak ve ancak

(x,), A dabir dizi ve (x,) = x ise x € A dir.

14



2.1.16 Tamm: (X,d), (Y,e) metrik uzaylar, f:X —» Y bir fonksiyon ve x, € X
olsun. Eger f(x,) noktasinin her B(f(xy), &) agik komsulugu igin
f(B(x0,6)) € B(f(xp),&) olacak sekilde x, noktasinin bir B(x,,8) agik
komsulugu varsa f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir denir. Eger f: X - Y
fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f ye X tizerinde bir siirekli fonksiyon

denir.

2.1.17 Tamm: (X, d) ve (Y, e) iki metrik uzay, f: X — Y herhangi bir fonksiyon ve
x € X olsun. X iginde herhangi bir (x,) dizisi x e yakinsak iken, Y igindeki
(f (x,,)) dizisi f(x) e yakinsak ise f fonksiyonuna x noktasinda dizisel siirekli

denir.

2.1.18 Tamm: (X,d) ve (Y,e) metrik uzaylar olmak iizere bire bir ve orten bir
f:X - Y fonksiyonu verilsin. Eger her x,y € X i¢in d(x,y) = e(f(x), f(y)) ise
f fonksiyonuna bir izometri, (X,d) ve (Y,e) ye de f fonksiyonuna gore

izometrik uzaylar denir.

2.1.19 Tammm: X bos olmayan bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi

olsun. Eger her x,y,z € X ve her a, § € K igin

. x+y€exX,
i. x+@+2)=x+y) +z,
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ii. x4+ 6 =86+ x = x olacak sekilde 8 € X var,
iv. x4+ (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € X var,
v. x+y=y+uzx,
vi. ax €X,
vii.  alx +y) =ax+ ay,
vili.  (a+ B)x = ax + By,
ix. (aB)x=a(fx),

X. 1x =x1 = x. (Burada 1, K nin birim elemanidir.)

sartlar1 saglaniyorsa X e K cismi iizerinde bir Lineer uzay veya Vektor uzayi

denir.

2.1.20 Tammm: X, R cismi {izerinde bir lineer uzay olsun. Her x € X elemanin bir

x|l € R elemanina esleyen ve a € K olmak iizere,

a) llxll=0ex=0,

b) lax|| = lalllx|l,

o) llx+yll < llxll + lIyll. (Uggen esitsizligi)

sartlarim saglayan ||.||: X - R fonksiyonuna bir norm ve (X, ||.]]) ikilisine de bir

normlu uzay denir.
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2.1.21 Tammm: Bir (X, ||.||) normlu uzaymda her x,y € X icin d(x,y) = |[x — y||
seklinde tanimlanan metrige norm metrigi ve bu metrikle iiretilen topolojiye de
norm topolojisi denir. O halde her normlu uzay bir metrik uzay, dolayisiyla bir

topolojik uzaydir.

2.1.22 Tamm: d ve 7, bos olmayan X kiimesi tizerinde farkli iki metrik olsun. Eger
d metrigine gore agik olan bir kiime 7 metrigine gore de acik ve 17 metrigine gore
acik olan bir kiime d metrigine gore agik ise d ve n metriklerine denk metrikler

denir.

2.1.23 Tamm: Bir X vektor uzayi tizerinde ||.||; ve ||. ||, normlari verilsin. Eger bu
normlar tarafindan elde edilen metrikler denk ise bu normlara denk normlar

denir.

2.1.24 Tammm: X normlu lineer uzay olsun. Eger X norm metrigine gore tam ise X

uzayina Banach uzay1 denir.

2.1.25 Tamm: R, negatif olmayan reel sayilar, 1; asagidaki kosullar1 saglayan
F:R.® - R siirekli fonksiyonlarmm smnifi olsun.
i. F(ty,ty,-,tg) fonksiyonu t,, t, ---,ts degiskenlerine gore artmayan,

ii. Flu,v,v,u,u+v,0) <0 veya
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F(u,v,0,u+ v,u,v) <0 veya
F(u,v,v,v,v,v) <0
ise u < rv olacak sekilde r € [0,1) vardur.

iii. u > 01igin F(u, 0,0,u,u,0) > 0 saglanir.

2.1.2 Ornek: F(t;,ty, -, tg) = t; —rty, r € [0,1), seklinde taniml1 F fonksiyonu

stirekli ve tisteki (i) — (iii) kosullarim sagladigindan F € 1 dir.

2.3 Ornek: F(ty,t;,,t) =t; —a(ts + ), @ €[0,2) seklinde tanmli F

fonksiyonu siirekli ve tisteki (i) — (iii) kosullarini sagladigindan F € 1 dir.

2.1.4 Ornek: F(t;, ty, -, ts) = t; — amax {t;,t,}, a € [0,%) seklinde tanimli F

fonksiyonu siirekli ve tisteki (i) — (iii) kosullarini sagladigindan F € 1 dir.

2.1.5 Ornek: F(t;, t;,,tg) =t; —at; — Bty, a,B € [0,%) seklinde tanimh F

fonksiyonu siirekli ve tisteki (i) — (iii) kosullarini sagladigindan F € 1 dir.

2.1.26 Tammm: X bos olmayan bir kiime T, S: X — X iki fonksiyon olsun. Her x € X

icin STx = TSx ise S ve T fonksiyonlarina degisimli denir.
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2.1.27 Tamm: X bos olmayan bir kiime T, S: X — X iki fonksiyon olsun.

Sx = Tx olacak sekilde ki x € X noktalarina ¢akigik nokta denir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Metrik Uzaylarda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

3.1.1 Tamm: (X,d) bir metrik uzay T:X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X

i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak gekilde ¢ = 0 sayis1 varsa, T ye Lipschitz doniisiimii denir. Bu esitsizligi
saglayan en kiiglik @ sayisma T nin Lipschitz sabiti denir. T Lipschitz dontisiim
icin @« <1 ise T doniisiimiine biiziilme doniisimii, ¢ =1 ise T Lipschitz
donilisiimiine T genislemeyen doniisiim denir.

x # vy olacak sekilde ki her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < d(x,y) oluyorsa T ye

biiziilebilir doniisiim denir.

3.1.1. Teorem: (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X, L Lipschitz sabitine sahip
bir biizilme doniisiimii olsun; bu durumda T bir tek z € X sabit noktasina
sahiptir, tistelik herhangi bir xy € X igin {T™x,} dizisi T nin bu sabit noktasina

yakinsar ve d(T"x(,z) < % d(Txg, x,) esitsizligi saglanir.
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Ispat: x, € X keyfi baslangic noktasini secelim.

seklinde tanimli iterasyon dizisini g6z oniine alalim, bu durumda her n € N igin

d(xp, xpeq) = d(Txp_q, Txy,)

< Ld(xp—1,%p)

< L*d(xg, x1)

olur. O halde m > n i¢in

d(xn'xm) < d(xn'xn+1) + d(xn+1’ xn+2) + -t d(Xmo1,Xm)

< Dd(xg, x1) + LM 1d(xg, x1) + -+ L™ d (%0, x1)

= [LM+ LM+ o+ L™ d (%, %)

=M1+ L4124+ L™ d(x0,x,)

= L"d(xo, x) XTL 1L
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1_Lm—n

=" Td(xo,xﬂ

Ln
< Ed(xo,xl)
elde edilir. 0 <L <1 oldugundan n — oo iken limit alinirsa (x,) dizisinin bir
Cauchy dizisi oldugu goriiliir. (X, d) bir tam metrik uzay oldugundan (x,,) dizisi X
icinde bir x € X noktasina yakinsaktir. Simdi x elemaninin T nin bir sabit noktasi
oldugunu gosterelim.
d(x, Tx) < d(x, xp41) + d(xpy1, Tx)

= d(x, xp41) + d(Txp, Tx)

< d(x, xp4q) + Ld(xp, x)
olup n — oo iken limit alinirsa d(x, Tx) = 0 elde edilir ve buradan Tx = x bulunur.
Simdi bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki x # y olmak
iizere Ty = y olacak sekilde bir y € X var olsun. Bu durumda,

0<d(x,y)=d(Tx,Ty) < Ld(x,y) < d(x,y)

olurki 0 < L < 1 olmastyla celisir. Oyleyse T nin sabit noktas1 tektir.
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1968 de R. Kannan asagidaki sabit nokta teoremini ifade ve ispat etmistir.

3.1.2. Teorem: (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniistim olsun. Eger

her x,y € X igin
d(Tx,Ty) < L[d(x,Tx) + d(y, Ty)]
olacak gekilde 0 < L < % sayis1 varsa T bir tek sabit noktaya sahiptir. Ustelik her

Xo € X i¢in {T™x,} dizisi T nin bu sabit noktasina yakinsar.

Ispat: x, € X keyfi bir nokta olmak iizere, x,, = T"x, = Tx,,_; dizisini géz 6niine

alalim. O halden = 1,2,3, ... igin

d(xp, Xng1) = d(Txn_q, Txn)

S L[d(xp_q, Txp_q) + d(xy, Txy)]

= L[d(xp-1,%n) + d(XnXn41)]

ve buradan

d(tn, Xn11) < 7= d(Xnog, )
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elde edilir. —— = 1 denirse, 0 < A < 1 dir. Boylece n = 1,2, igin
d(Xn, Xn41) S Ad (Xp-1,%n)
veya
d(Xn, Xn+1) < A"d (0, X1)
bulunur. Diger taraftan m,n € N ve m > n i¢in
Ay, xm) < d(xp, Xne1) + (i1, Xna2) + -+ d(Xm—1,Xm)
< Md(xg,x1) + A d(xg, x1) + -+ + 2™ 1d(x, x1)

= V(L + A+ 22 4 4 A1) d (g, x,)

1_1"1—11

=" Td(xo,xﬂ

/-{n
<15 d(xo,x1)

oldugundan (x,) bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan x, — z olacak sekilde

z € X vardir. Boylece, n = 1,2, -+ igin

d(x,,Tz) = d(Txp_1,T2)
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< L[d(xp_1,Txy_1) +d(z,T2)]

= L[d(xp_1, %) + d(2,T2)]

olur ki n = oo i¢in limit alinirsa z, T nin sabit noktas1 oldugu goriilir. Simdi z ve y,

T nin sabit noktalari ise,
d(z,y) =d(Tz,Ty) <L[d(z,Tz) +d(y,Ty)] =0
elde edilir ki buradan z =y dir. O halde T nin sabit noktasi tektir. Teoremin

ispatindan da anlasilacagi tizere her xy € X igin (T™x,) dizisi T nin sabit noktasina

yakinsar.

3.1.3. Teorem: (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger

her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < L[d(x,Ty) + d(y, Tx)]

olacak sekilde 0 < L < % sayisi varsa T bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: x, € X keyfi bir nokta olsun. x, = T"xy = Tx,_;, n =1,2,--- seklinde

tanimli (x,,) dizisini goz 6niine alalim.
d(xn, Xn41) = d(Txp-1,TXy)
= L[d(xp—1,Txy) + d(xp, Txp_1)]
= L[d(xn-1, Xn+1) + d(xn, x5)]

S L[d(xn—lﬁ xn) + d(xn'xn+1)]

olup buradan,
L
d(xn'xn+1) =< md(xn—l'xn)
bulunur. Yani A = 1LTL < 1 olmak lizere n = 1,2, - igin

d(xn' xn+1) < Ad (xn—l’ xn)

< 2d(xp—2, Xn-1)

< d(xg,%41)
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elde edilir. Bu ise,

lim d(xp,Xpe1) =0

n—oo

oldugunu gosterir. (x,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu Banach ya da Kannan

teoreminde oldugu gibi gosterilebilir. X tam oldugundan

limx, =z

n—-oo

olacak sekilde z € X vardir. Yine

d(x,,Tz) = d(Txy_1,TZ)

< L[d(xp_1,TZ) + d(z,Txp_1)]

= L[d(x,_1,Tz) +d(z,x,)]

olup n — oo igin limit alinirsa,

d(z,Tz) < L[d(z,Tz) + d(z,2z)] = Ld(z,Tz)

olur ki bu ise d(z, Tz) = 0 olmasiyla miimkiindiir. Yani z, T nin bir sabit noktasidir.

Sabit noktanin tekligini gérmek kolaydir.
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Asagidaki teoremlerde Suziki Banach biiziilme prensibinin bir genellemesini vermis

ve metrik tamligim karakterize etmistir.

3.14. Teorem: (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir doniislim olsun.

6::10,1) - (%, 1] artmayan fonksiyonunu

(1 0<r< W5-1)
’ ==
_Ja-n (V5-1) 1
6= . Sy rsrs
[ 1 1
\T+r ‘ N

seklinde tanimlayalim. Her x,y € X i¢in

0,(r)d(x,Tx) <d(x,y) = d(Tx,Ty) < rd(x,y)

olacak sekilde r € [0,1) varsa T bir tek z € X sabit noktasina sahiptir ve her

x € X igin {T"x} dizisi z € X noktasina yakinsar. [5]

Ispat: 6,(r) <1 oldugundan her x € X icin 8;(r)d(x,Tx) < d(x,Tx) olup

hipotezimizden her x € X i¢in

d(Tx, T?x) < rd(x,Tx) (D
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elde edilir. Sabit bir u € X noktasint goz oniine alalim ve X iizerinde u, = T"u

seklinde bir (u,,) dizisi tanimlayalim. Bu durumda (1) den

d(up, Upyq) = d(T™u, T u) < rd (T 1w, T™w)

< rlrd(T"2u, T u)]

=7r2d(T™ 2%y, T" 1u)

< r*d(u,Tu)

elde edilir. Béylece Ypeq d (Up, Upy1) < % oldugundan (u,) bir Cauchy dizisidir. X

tam oldugundan (u,,) dizisi bir z € X noktasina yakinsar. Simdi her x € X \ {z} igin

d(Tx,z) <rd(x,z) 2)

oldugunu gosterelim. x € X \ {z} i¢in d(x, z) > 0 ve u, — z oldugundan n > v igin

d(u,,z) < @ olacak sekilde bir v € N vardir. Bu durumda

0, (r)d(uy, Tu,) < d(u,, Tu,) = d(Uy,, Uner)

< d(up,z) +d(uns1,2)
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<2d(x,2) = d(x,2) - €2

<d(x,z) —d(uy,z)
< d(up, x)
elde edilir ki hipotezimizden n = v igin
d(unyq, Tx) < 7d(up, x) (3)
bulunur. n — oo i¢in limit aldigimizda
d(Tx,z) < rd(x,z)

elde edilir. Yani, (2) yi géstermis oluruz. Simdi sabit noktanin varligini gosterelim.

Her j € Nigin T/z # z oldugunu kabul edelim. Bu durumda (2) den j € N igin

d(T/*'z,z) = d(TT/z,z)

<rd(Tzz)
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<rid(Tzz)

elde edilir. Simdi ti¢ durum incelemeliyiz.

0<r< % olsun. Bu durumda r2+7r—1<0, 2r2<1 dir. Bdylece

d(T?z,z) < d(T?z, T3z) oldugunu kabul edersek,

d(Tz,z) < d(Tz T?z) + d(T?zz)

<d(T?z,T3z) +d(Tz, T?z2)

<1%d(Tz,z) + rd(Tzz2)

< (r? +1)d(Tz,2)

<d(Tz z)

bulunur ki bu bir celiskidir. Oyleyse d(T?z,z) = d(T?z,T3z) = d(T?z,TT?z) dir.

Hipotezimiz ve (2) den

d(Tz,z) < d(Tz T3z) + d(T3z,z2)

<1d(T?z,2) + r*d(Tz, z)
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ii.

iil.

<1%d(Tz,z) + r*d(Tz,z)

< 2r2d(Tz z)

< d(Tz, z).

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir.

Bl

~ 5 olsun. Bu durumda 2r? < 1 dir. d(T?z,z) < 6,(r)d(T?z,T3z)

oldugunu kabul edersek

d(Tz,z) < d(z,T?z) + d(T?z,Tz)

< 0,(r)d(T?z,T3z) + rd(Tz, z)

< 0,(Nr*d(Tz,z) + rd(Tz,z) = d(Tz, z)

elde edilir ki bu bir geliskidir. Oyleyse d(T?z,z) > 6,(r)d(T?z, T3z) dir. Bir énceki

durum gibi d(Tz,z) < 2r2d(Tz,z) < d(Tz, z) dir. Bu da bir geliskidir.

< r < 1olsun. Simdi her x,y € X i¢in

Sl

0,(Md(Tx, x) < d(x,y)
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veya

0,:(r)d(Tx, T?*x) < d(Tx,y)

saglandigim iddia edelim. Kabul edelim ki 6;(r)d(Tx,x) >d(x,y) ve

0,()d(Tx,T?x) > d(Tx,y) olsun. Bu durumda

d(Tx,x) <d(x,y) +d(y,Tx)

< 0,("d(Tx,x) + 0;(r)d(Tx, T?x)

< 0,(r)(d(Tx, x) + rd(Tx, x))

< d(Tx,x)

olur ki bu bir ¢eliskidir. Her n € N i¢in

01 (M d(Uzn Uzns1) < d(Uzp, 2) veya 01 (1)d (Uzns1, Uzns2) < A(Uzns1,2)

oldugundan

d(Uznt1,T2) < 1d(Uzp, 2) veya d(Uzniz, TZ) < 1d(Uzptr,2)

vardir. (u,) dizisi z € X noktasma yakinsak oldugundan isteki esitsizlikten (u,)

dizisinin Tz ye yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu Tz = z olmasim gerektirir. Bu bir
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ii.

celiskidir dolayisiyla en az bir j € N igin T/z = z dir. (T™u) dizisi Cauchy dizisi

oldugundan Tz = z dir. Sabit noktanin tekligini gormek (2) den kolaydir.

Asagidaki teorem her r € [0,1) i¢in 8, () nin en iyi sabit oldugunu gosterir.

3.1.5. Teorem: Teorem 3.1.4 deki 8, fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda her

r € [0,1) igin bir (X, d) tam metrik uzayi ile her x,y € X i¢in

0,(r)d(Tx,x) <d(x,y) = d(Tx,Ty) <rd(x,y)

0zelligini saglayan ve higbir sabit noktaya sahip olmayan bir T: X — X doniistimii

vardir. [5]

ispat:
0<r< % olsun. R oklid uzaymm X = {—1,1} alt uzaymin tam oldugu
aciktir. X tizerinde T fonksiyonunu her x € X i¢in Tx = —x seklinde

tanimlayalim. Bu durumda T sabit noktaya sahip degildir ve her x,y € X i¢in

0,(r)d(Tx,x) = 2 = d(x,y) dir.

V5-1 1

S ST = olsun ve x9=0, x;=1, x,=1—7r, n=3 igin x, =

<l

(1—7r—=7%)(-r)"3 olmak iizere R Oklid uzaymin X = {x,:n € NU{0}}
seklindeki bir tam alt uzayni goz Oniine alalim. Ayrica her n € N U {0} i¢in

Tx, = x,41 seklinde tanimhi T fonksiyonu iisteki tiim kosullar1 saglar.
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iil.

1

ST < 1 olsun. Her n € NU {0} i¢in x, = (1 —r)(—r)"olacak sekilde R

Oklid uzayinin X = {0,1} U {x,;:n € N U {0}} tam alt uzaym géz éniine alalim.

TO =1, T1 = x,, her n € NU {0} i¢in Tx,, = x,,4, seklinde T fonksiyonunu

tanimlayalim.

x =0, y =1 olarak alirsak

d(To, T1) =(xo—1)=1-(r—-1)=r=rd(0,1)

elde edilir.

Hern € NU {0} i¢in x = 0, y = x,, olarak alirsak

0,(r)d(0,T0) = 6,(r)d(x,, Tx,) = d(0,x,,)

elde edilir.

Her m,n € NU {0} i¢in x = x,;,, y = x,, olarak alirsak

d(Tx,, Txy) = 1rd (X, %)

Ayricahern € NU {0} i¢in x = 1, y = x,, olarak alirsak
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d(T1,Tx,) —d(1,x,) =1 —2r — 2(=7r)"*t = 2(—r)"*?
<1—2r+42r" —2(r)"?
=1-2r+2r"t(1—7r)
<1-2r+2r*(1-7)
=1-2r?2<0.

Bu durumda ispat tamamlanir.
Suziki tip biizilme doniligimleri aligilmis biiziilmeyi saglar, fakat Suziki tip

biiziilmeler ve Kanan doniistimleri bagimsizdir. Asagidaki buna 6rektir.

3.1.1. Ornek: X = {(0,0),(4,0),(0,4), (4,5), (5,4)} iizerinde d metrigini

d((xpxz),(ybyz)) = |x; —y1| + |2 — ¥l

seklinde tanimlayalim. (X, d) metrik uzaymin tam oldugu agiktir. X tizerinde

T fonksiyonunu

(x,0) ,x;,<x,
(O,xz) rxl > xZ

T, = {
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seklinde tanimlayalim. Bu durumda T Teorem 3.1.4 deki kosullarn saglar

fakat T Kannan doniigiimii degildir. [5]

ispat: Eger (x,y) # ((45),(54)) ve (y,x) = ((45),(54)) ise d(Tx,Ty) <
2d(x, y) dir. Her r € [0,1) igin 6, (r)d((4,5), T(4,5)) > > 2 = d((4,5), (54)) ve

0, (r)d((5,4),T(5,4)) > d((5,4), (4,5)) oldugundan T Teorem 2 de ki kosulu saglar
fakat,

d(T(54),T(45))=8>5= %(d((4,5),T(4,5)) +d((5,4),T(54)))

oldugundan T Kannan doniistimii degildir.

3.1.2. Ornek: X = {—=1,0,1, 2} tlzerinde alisilmis metrik ile birlikte tam metrik

uzay olmak tlizere X {lizerinde T fonksiyonunu

seklinde tammlayalim. Bu durumda T Kannan doniisiimiidiir fakat, Teorem 3.1.4

deki kosullar1 saglamaz. [5]
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Ispat: Her x € X icin

1 1
d(Tx,T2) < 1= gd(TZ,Z) < 3 [d(Tx,x) +d(T2,2)]
oldugundan T Kannan doniisiimiidiir. Fakat her r € [0,1) i¢in

0,(rd(T1,1) <1 =d(2,1)

veE

d(T1,T2) =1 =d(1,2)

oldugundan T Teorem 3.1.4 deki kosullar saglamaz.

3.1.1. Lemma: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir fonksiyon olsun. x € X, bir
r €10,1) icin d(Tx,T?x) <rd(Tx,x) saglansm. Bu durumda y € X icin

1—;d(Tx,x) < d(x,y) veya 1—;d(Tx, T2x) < d(Tx,y) vardur.

ispat: ﬁd(Tx,x)>d(x,y) ve ﬁd(Tx,sz)>d(Tx,y) saglandigin1  iddia

edelim. Bu durumda

d(Tx,x) <d(Tx,y) +d(y,x)

38



1 1 2
< 1erd(Tx, x) + P d(Tx,T?x)
< ﬁ (d (Tx,x) + rd(Tx, x)) = d(Tx,x)

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir.

3.1.6 Teorem: (X, d) tam metrik uzay ve T, X {izerinde taniml1 bir doniisiim olsun.

6,:10,1) - (%, 1] artmayan fonksiyonunu

1

1 , 0<r<—

2

92(7‘)={ 1 1 \/_
—<

k1+r ’ \/E_T<1

seklinde tamimlayalim ve a € [0,%) icin r :=ﬁ € [0,1) olarak alalim. Her

x,y € X igin
0,(N)d(Tx,x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < a[d(Tx,x) + d(Ty, y)]

ise T bir tek z € X sabit noktasina sahiptir ve her x € X i¢in limT"x =z

n—oo

saglanir. [6]

Ispat: 6,(r) <1 oldugundan 6,(r)d(Tx,x) < d(Tx,x) saglanir. Bu durumda

kabulimiizden
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d(Tx,T?x) < a[d(Tx,x) + d(Tx, T?x)]

< ﬁd(Tx, x) =rd(Tx,x)

elde edilir ki buradan her x € X i¢in

d(Tx,T?x) < rd(Tx,x) 4)

elde edilir. u € X noktasint géz Oniine alalim. uy = u, her n € N i¢in u,, = T"u

seklinde (u,) dizisini tanimlayalim. (4) ten

d(Uy, Upyq) = d(T™u, T ) < rd (T 1y, T W)

< r2d(T" 2u, T 'u)

< r*d(Tu,u) = r*d(u,, u,)
elde edilir. Yy ; d(Up, Uns1) < 2oy Td (U, u1) < 0 oldugundan (u,) dizisi
Cauchy dizisidir. X tam oldugundan u, — z olacak sekilde z € X vardir. Simdi
x € X\ {z} icin

d(Tx,z) < ad(Tx,x) 5)
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oldugunu gosterecegiz. d(x,z) > 0 ve u, - z oldugundan her n € N,n = n, i¢in

d(u,,z) < @ olacak sekilde bir ny € N vardir.

0,(r)d(uy,, Tu,) < d(u,, Tu,) = d(Upy, Ups1)

< d(up, 2) + d(up41,2)

d(x,z)

sgd(x,z) =d(x,2) - ¢

<d(x,z) —d(u,,z) < d(uy,x)

ve dolayisiyla her n € N, n = n, i¢in

d(Tu,, Tx) < ald(u,, Tu,) +d(Tx, x)]

elde edilir. Bu durumda x € X \ {z} i¢in

d(Tx,z) = 1511210 d(upyq,Tx) = ilr& d(Tu,, Tx)
< limald(uy,, Tuy,) + d(Tx, x)]

n—oo

= ad(Tx, x)
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dir. Simdi Tz = z oldugunu gdsterelim.

. 0<r< % olsun. Kabul edelim ki Tz # z. Bu durumda (5) ten

d(T?z,z) < ad(Tz,T?z) < ard(Tz, z)
ve dolayistyla
d(Tz,z) <d(Tz,T?z) + d(T?z,z)
<rd(Tz,z) + ard(Tz, z)

r+2r?

= ?d(TZ,Z)

< %d(Tz, z) =d(Tz, z)

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Bundan dolay1 Tz = z dir.
il.

% <r < 1olsun. Lemma 3.1.1 den her n € N i¢in

02 (T)d(uZn, u2n+1) < d(uZn, Z)

veya
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0, (r)d (Uzn+1, Uzn+2) < d(Uzn+1,2)
saglanir. Bu durumda (n) nin (n;) alt dizisi vardir ve her j € N igin
02(1)d () < ity 7)
saglanir. Kabuliimiizden

d(Tz,z) = Jll_zlo d(unj+1'TZ)

< limad (unj, unj+1) +ad(Tz,z)

jooo
=ad(Tz,z)

a < 1 oldugundan Tz = z elde edilir. Boylece her iki durum i¢inde z, T nin sabit

noktasi olur. Sabit noktanin tekligi (5) ten agiktir.
Asagidaki teorem her r i¢in 8, () nin en iyi sabit oldugunu gosterir.

3.1.7 Teorem: Teorem 3.1.6 deki gibi 8, fonksiyonunu tanimlayalim. Her
a € [0,%) icin r = :—a olarak alalim. Her r € [0,1) i¢in bir (X,d) tam metrik

uzayi ile

0,(r)d(Tx,x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < ad(Tx,x) + ad(Ty, y).
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ozelligini saglayan ve hicbir sabit noktast olmayan bir T:X — X donistimi

vardir. [6]

ispat:

1.

ii.

0<r< iz olsun. R 6klid uzaymm X = {—1,1} alt uzaymin tam oldugu agiktir.

X tizerinde T fonksiyonunu her x € X i¢in Tx = —x seklinde tanimlayalim. Bu

durumda T sabit noktaya sahip degildir ve her x,y € X i¢in

HZ(T)d(Txrx) =2 = d(xry)

saglanir.

% <7 <1 olsun. Her n € NU {0} igin x, = (1 —r)(—r)" seklinde R Oklid

uzaymin X = {0,1} U {x,:n € N U {0}} tam alt kiimesini tammlayalim. 70 = 1,
T1=xy, her neNU{0} i¢in Tx,=x,,; scklinde T fonksiyonunu

tanimlayalim. Bu durumda asagidaki ifadeler vardir.

x = 0,y = 1 olarak alirsak

d(T0,T1) = r = ad(T0,0) + ad(T1,1)

saglanir.
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Hern € N U {0} i¢cin x = 0,y = x,, olarak alirsak,

0,(r)d(0,T0) = 6,(r)d(x,,, Tx,) = d(0,x,)

saglanir.

Her m,n € N U {0} igin x = x,,, ¥ = x,,, olarak alirsak,

d(Tx,, Txy) <d(0,Tx,,) +d(0,Tx,)

=ad (xm,Txm,) + ad(x,, Txy)

elde edilir. Ayrica hern € NU {0} icin x = 1,y = x,, olarak alirsak,

d(T1,Tx,) < d(0,T1) +d(0,Tx,)

oldugundan esitsizligin her iki yanindan [ad(T1,1) + ad(x,, Tx,)] ¢ikarilirsa

d(T1,Tx,) — [ad(T1,1) + ad(x,, Tx,)] < d(0,T1) — ad(T1,1)

elde edilir.
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Simdi Teorem 3.1.6 nin daha genel bir halini verecegiz.

3.1.8 Teorem: Teorem 3.1.4 deki gibi 8, fonksiyonunu tanimlayalim. (X, d) tam

metrik uzay ve T, X lizerinde taniml1 bir fonksiyon olsun. Her x,y € X icin

0,(r)d(Tx,x) <d(x,y) = d(Tx,Ty) < rmax{d(Tx, x),d(Ty,y)}

olacak sekilde r € [0,1) varsa T bir tek z € X sabit noktaya sahiptir ve her x € X

icin limT"x = z dir. [6]
n—oo

Ispat: 6, (r)d(Tx,x) < d(Tx,x) oldugundan hipotezimiz geregi

d(Tx,T?*x) < rmax {d(Tx,x),d(Tx, T?x)}

ve dolayisiyla her x € X i¢in

d(Tx, T?x) < rd(Tx, x) (6)

elde edilir. Bir uy = u noktasin1 géz 6niine alalim. Her n € N igin u,, = T™u olacak

sekilde bir (u,) dizisi tanimlayalim. Teorem 3.1.6 nin ispatindaki gibi (u,,) dizisinin

bir z € X noktasina yakinsadig ispatlanabilir. Her x € X \ {z} i¢in
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d(Tx,z) < rd(Tx, x) (7)

oldugunu gosterelim. u,, = z oldugundan yeterince biiyiik n ler i¢in

0, (r)d(uy,, Tuy,) < d(u,, x)

saglanir. Dolayisiyla kabuliimiizden x € X \ {z} i¢in

d(Tx,z) = lim d(up4q1,Tx) = lim d(Tu,, Tx)
n—oo n—oo

< limrmax{d(uy, Tu,),d(Tx,x)}
n—-oo

=rd(Tx, x).

Simdi z nin T nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim.

. 1
. 0<r<

NG olsun. Bu durumda 8,(r) < 1ri saglanir. n > 2 olacak sekilde ki

n € Nigin

d(T"z,Tz) <rd(Tz,z) (8)

oldugunu tiime varim yoluyla gosterelim. n = 2 igin
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d(T?z,Tz) <rd(Tz, z) 9

oldugundan (6) geregi (9) vardir. n = 2 olacak sekildeki bazi n € N igin
d(T"z,Tz) <rd(Tz z)
oldugunu kabul edelim.
d(Tz,z) <d(Tz,T"z) + d(T"z,z)

<rd(Tz,z) + d(T"z,z)

oldugundan
d(Tz,z) < ; d(T"z,z)
1-r
elde edilir. Dolayisiyla
0:(r)d(T"z,T"*z) < % d(T"z, T""1z)

=T

<A -1r)d(Tzz) <d(z,T"z)
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ii.

oldugundan hipotezimiz geregi

d(T"z,Tz) < rmax{d(T"z, T"*'2),d(Tz z)} = rd(Tz, z).

Boylece tiime varim yontemiyle (8) in var oldugunu gostermis olduk. Tz # z

oldugunu kabul edelim. Oyleyse her n € N igin (8) den T"z # z dir. Bu

durumda (7) den

d(T™"*1z,2) < rd(T"z, T""1z) < v*1d(Tz, z)

elde edilir. Bu T"z — z olmasin1 gerektirir ki bu durum (8) ile gelisir. Oyleyse

kabuliimiiz yanligtir. Yani Tz = z dir.

< r < 1 olsun. Teorem 3.1.7 ispatinda oldugu gibi j € N i¢in

-

91 (T)d(un]" un]-+1) < d(un]-' Z)

olacak sekilde (n) nin bir (n;) alt dizinin var oldugu gosterilebilir.

Kabuliimiizden

d(Tz,z) = lim d(n;+1,T2)
jooo

< limrmax {d (un].,un].+1) ,d(Tz, z)}

j—0©
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=rd(Tz,z)

elde edilir. r <1 oldugundan iisteki esitsizlik Tz = z olmasin1 gerektirir.
Boylece her iki durum iginde sabit noktanin varligmi gostermis olduk. Sabit

noktanin tekligini (7) den gérmek kolaydir.
Asagidaki teorem 6; () nin en iyi sabit oldugunu gosterir.

3.1.9 Teorem: Teorem 3.1.4 deki 8, fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda her

r € [0,1) igin bir (X, d) tam metrik uzayi ile
6:(r)d(Tx,x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < rmax{d(Tx,x),d(Ty,y)}

0zelligini saglayan ve higbir sabit noktaya sahip olmayan bir T: X — X doniistimi

vardir. [6]

V5-1 1

Ispat: 0 <r < ST_ veya =<7 < 1 durumunda 6, (r) = 6,(r) oldugundan tiim

sonuclar gosterilmistir. Bu yiizden % <r< % durumunu kabul edelim. R Oklid

uzaymmn x,=0, x; =1, x,=1—7, n>3 icin x, =1 —r—72)(-r)"3,
X = {x,:n € N} geklinde taniml1 altkiimesinin tam oldugu aciktir. X tizerinde n € N
icin Tx, = x,41 seklinde T fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda asagidaki

ifadeler vardir.
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* X =Xy ¥y =xqaldigmizda
d(Txe, Tx1) = x1— x| =11 =1 —=1)| =71
= rd(xg, Txo) = rmax{d(xg, Txy),d(x1, Tx1)}

* X =1Xx, Y =x,aldigimzda
1-r
6, (r)d(Tx0,%0) = 0,(d(Txp %) = ——[1 =7 = (1 =7 = 17)]

= (1 - T) = d(xo,xz)
* x =1xp y=x,aldigimzdan > 3i¢in

1

@ =7 =) (=3 + 1)

0, (r)d(Txg,x0) = 0, (r)d(Txy, x,) = "

= A - 2r2 =) (=) )]

_3 1412
=1 -r—r)(=rn 3r—2r

1472

=~z d (X0, Xp)

r2

dir.
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* x =1x,, Yy =Xx,aldigimzda

d(Tx;,Txy) =|x, —x3|=[1—r— A —7—=73)| =712 =rd(x,, Tx;)

oldugundan asagidaki ifadeler vardir.

e X =1xq, Yy =x,aldigimizdan > 3icin

d(Txy, Txy) = |x; — Xpye| <d(xz,x3) =[1—7r— (1 —7r—1?)]

=1? = rd(xy, Txy).

* x =1x, y=x,adigimzdan > 3icin

d(Txy, Tx,) —1d (x5, Tx,) < d(x3,%x,) — 13 =2r2 -1 <0.

o X=X, ¥ =Xx,adigimzda 3 <m <nigin

d(Txy, Txy) < d(Txy, Txpme1) = 7d O, TXpp).

Boylece ispat tamamlanir.
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3.1.2 Lemma: a < A, b < B olacak sekilde dort reel sayr olsun. Bu durumda

aB + Ab < ab + AB dir. [7]

Ispat: b<B =0<B—b dir. a<A esitsizliginin her iki yamim B —b ile
carpalim bu durumda
a(B — b) < A(B — b)

= aB—ab < AB — Ab

= aB + Ab < ab + AB.

A={(a,8):a=0,8=>0,a+ B < 1} liggensel bdlgesini

sm={(a,p) Er:a<B,a+B+a’< 1}

r={(a,B) Era=Ba+ B+ B2 <1}

As={(a,B) €Eria =B, a+p+p2=1}

A={(a,B) Erca < B,a+ f+a? =1}
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bolgelere bolebiliriz. Bu durumda yukarida verdigimiz Teoremi asagidaki gibi ifade

edebiliriz.

3.1.10 Teorem: Y:A— (%, 1] artmayan fonksiyonunu agagidaki gibi tanimlayalim.

( 1 ) ((X,ﬁ) EAl
| 1, (@B ea,

l/)(a,[)’)=4| 1-8 ., (a,p) €A, (10)
5L . @pes

T, (X, d) metrik uzay lizerinde tanimh bir fonksiyon olsun. Her x,y € X icin
Y(a, B)d(Tx,x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < ad(Tx,x) + Bd(Ty,y)

saglayan (a,B) €A varsa T doniisiimii z € X sabit noktasina sahiptir. Ustelik her

x € X i¢in limT"x = z dir. [7]
n—-oo

Ispat: g == % €[0,1), r:= “B €[0,1) (11)

1—

seklinde alalim. ¥(a, B) < 1 oldugundan her x € X igin
Y(a, B)d(Tx,x) < d(Tx,x)

olup hipotezimizden
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d(Tx,T?x) < ad(Tx,x) + Bd(Tx,T?x)

a
< Ed(Tx, X)

saglanir ve dolayisiyla her x € X i¢in

d(Tx,T?x) < rd(Tx,x) (12)

elde edilir. Y (a, B)d(Tx, T?x) < d(Tx,T?x) < rd(Tx,x) < d(Tx,x) oldugundan

d(T?x,Tx) < ad(Tx,T?x) + Bd(Tx, x)

<Ld(Tx,x)

elde edilir buradan her x € X i¢in

d(Tx,T?x) < qd(Tx, x) (13)

dir. Bir u € X noktasini goz 6niine alalim ve her n € N i¢in u,, = T"u seklinde bir

(uy) dizisi tanimlayalim. Bu durumda (12) den

d(un+1’un) = d(TZun—l'Tun—l) < rd(Up, Up-1)
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< 72d (Un-1, Un-2)

< r*d(Tu,u)

elde edilir. Buradan da

[ee]

Z d(Upyq,Up) < Z r*d(Tu,u) < o
n=1

n=1

oldugundan (u,) Cauchy dizisidir. X tam oldugundan u, — z olacak sekilde z € X

vardir. Simdi her x € X \ {z} i¢in
d(Tx,z) < Bd(Tx, x) (14)
oldugunu gosterecegiz. (u,) yaknsak oldugundan yeterince biiyiik n ler igin
Y(a, B)d(un, Tup) < d(Un, Un+1) < d(uy, x)

ve dolayisiyla x = u,, y = x alarak d(Tu,,Tx) < ad(u,, Tu,) + fd(x, Tx) olur

ki bu yiizden her x € X \ {z} i¢in

d(Tx,z) = ilr& d(up4q,Tx) =1£irg d(Tu,, Tx)
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< iir&ad(un, Tu,) + Bd(x,Tx) = Bd(x,Tx)

(14) ile

d(Tx,x) <d(x,z) +d(z,Tx) < d(x,z) + Bd(Tx, x)

ve buradan her x € X \ {z} icin

(1-pB)d(Tx,x) < d(x,z)

elde edilir. Simdi z € X noktasinin T nin sabit noktas1 oldugunu gdsterelim

i. (a,f) €Ay ve Tz # z olsun. Bu durumda

d(Tz,T?z) <rd(z,Tz) < d(z,Tz) = lim d(Tz,u,)
n—oo

elde edilir. Oyleyse yeterince biiyiik n € N igin

Y(a, B)d(Tz,T?z) = d(Tz,T?*z) < d(Tz,uy)

saglanir ve dolayisiyla

d(T?z,z) = limd(T?z,Tu,)
n-oo
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< lim[ad(Tz, T%2) + Bd(up, Tuy)]

n—-oo

= ad(Tz,T?z)

elde edilir. Bu durumda

d(z,Tz) < d(z,T?*z) +d(Tz T?z)

<1+ a)d(TzT?z)

<A+ a)rd(z,Tz)

_ a+a?

=1z

d(z,Tz)

<d(z,Tz)

bu bir geliskidir. Buradan Tz = z dir.

ii. (a,pB) €A, veTz # z olsun. Oyleyse

d(z,Tz) < d(z,T?z) + d(T?z,Tz)

<1+ B)d(T?z,Tz)
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< (1 +p)qd(z,T2)
_ BtB?
= d(z,Tz)
<d(z,Tz)
bu bir ¢eliskidir. Bu ylizden Tz = z dir.
iii. (a, ) €A; durumunda asagidaki iki durumu kabul edelim.
1. u, = z olacak sekilde en kii¢iik iki tane n dogal sayis1 vardir.
2. Yeterince biiyiik n ler igin u,, # z dir.
1. Durumu: Tz # z oldugunu kabul edelim. Oyleyse (u,) Cauchy degildir. Bu
durumda Tz = z olur.
2. Durumu: (15) ile yeterince biiyiik n € N ler i¢in Y(a, B)d(u,, Tu,) < d(u,, 2)

dir. Kabuliimiizden

d(z,Tz) = lim d(Tu,, Tz)
n—oo

< lim,_,q ad(uy,, Tu,) + Bd(z,Tz)
=fd(z,Tz).

B < 1 oldugundan Tz = z dir.
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iv. (a,B) €A, ve bu bolgede Y(r) = ﬁ olsun. Lemma 3.1.1 ile her n € N i¢in

Y(a, B)d(uy, Tuy,) < d(uy, 2) veya P(a, ﬁ)d(Tun'Tzun) < d(Tuy, 2)

Bu durumda (n) nin (n;) alt dizisi vardir 8yle ki j € N icin
l/)(a’ﬁ)d(unjﬁ Tu‘l’l]) S d(unjﬁz)
elde edilir. Kabuliimiizden

d(Tz,z) = lim d(Tunj, Tz)
]—)00

< lim ad (unj,Tunj) + Bd(Tz,z)

jooo
=Ld(Tz, z)

B <1 oldugundan Tz = z dir. Bu durumda tiim durumlar i¢in z nin T nin sabit

noktasi oldugunu gostermis olduk. (14) ten sabit noktanin tekligi kolayca goriiliir.

Bu kisimda her (a, B) €4 igin ¥ (e, f)nin en iyi sabit oldugunu ispatlayacagiz.

3.1.11 Teorem: Teorem 3.1.10 deki gibi i fonksiyonu tamimlayalim. Her («, ) €A

icin bir (X, d) tam metrik uzayi ile her x, y € X igin

Y(a, B)d(Tx.x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < ad(Tx,x) + Bd(Ty,y)
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ozelligini saglayan ve higbir sabit noktaya sahip olmayan bir T: X — X donistimi

vardir. [7]

Ispat: q ve r yi (11) deki gibi alalim.

1.

ii.

(a, B) EAUA, olsun. R Oklid uzaymm X ={-1,1} seklinde tamml
altkiimesinin tam oldugu aciktir. X iizerinde T fonksiyonunu her x € X i¢in

Tx = —x seklinde tanimlayalim. T sabit noktaya sahip degildir ve x,y € X icin

Y(a, f)d(Tx,x) =2 = d(x,y)

saglanir.

(a,B) €Er; ve p = 1% € (0,1) olarak alalm. Bu durumda ¢ (a, B)(1+p) =1
dir. R Oklid uzaymin X = {x,;n € NU{0}}, n € NU{0} i¢in x,=(1—
q)(—p)™ seklinde tamimli altkiimesinin tam oldugu agiktir. X kiimesi tizerinde
TO =1, T1 = xy, her n € NU {0} i¢cin Tx, = x,4, seklinde T fonksiyonunu

tammlayalim. Oyleyse

e x =0, y =1 olarak alirsak
Y(a, p)d(0,T0) < d(0,1)
oldugundan

d(T1,T0) = q = ad(T1,1) + Bd(T0,0) < ad(T0,0) + Bd(T1,1)
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elde edilir.
Hern € NU {0} i¢inx = 0, y = x,, alirsak
Y(a, p)d(0,T0) > (a, B)d (x,, Txy)
=1 - q@p™ =d(0,x,)
elde edilir

d(Tx,, T1) — lad(Tx,, x,) + Bd(T1,1)]

=(1— C(_yn+l _ % ni1_ _ B?
== (1= (P -5pm - )

(- (1-725)+a-apr(1-9)

1-a-p

bu durumda n € N U {0} i¢in

d(Tx,,T1) < ad(Tx,,x,) + Bd(T1,1) < ad(T1,1) + Bd(Tx,, x,)

elde edilir. m,n € NU {0} m < n i¢in
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d(Tx,, Txy) — [ad(Txn, x,) + BA(TXm, Xm)]
= 1= U=p)"*" = (=p)™ = Zp™ = p™h)

<(1-q)™+pmtt — %pn+1 —p™t1) <0

oldugundan
d(Tx,, Txy) < ad(Tx,, x,) + fd(Txp, Xm)
< ad(Txpy, xm) + Bd(Txy, x,)

elde edilir.

1
iii. (a,B) €A, olsun. Bu durumda Y(a, B)(1+r)=1ver=2"z >% dir. £%; N

den R ye tamml1 tiim fonksiyonlarm smifi olsun. [|f]] := sup|f(n)| < o normu
n

ile birlikte (£%,].|]) Banach uzayidir. £* un kanonik tabam {e,} olsun. £*
uzayinin her n € NU {0} i¢in x, = (1 —7)r*[eps1 — €ny2], X =1{0,e,3U
{xn: neNU {0}} seklinde taniml1 altkiimesinin tam oldugu agiktir. Bu durumda

her m,n € NU {0}, m < n igin

(1—=7r>)rm, m+l=n

d(xn;xm) = {(1 _ T')Tm ) m+1<n
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saglanir. Ayrica TO = e;, Te; = x,, her n € N U {0} igin Tx,, = x4, seklinde X

iizerinde T fonksiyonunu tanimlayalim. Oyleyse

d(T0,Te;) =r = ad(T0,0) + Bd(Tey, e;)

< ad(Tey,e) + Bd(T0,0)

elde edilir. n € N U {0} i¢in

Y(a, )d(T0,0) > p(a, BYd(Txy, xn) = (1 —1)r™ = d(0, xy,).

d(Te;, Txy) — [ad(Tey, e,) + Bd(Txg,x0)] = (1= B)(1 - 27”2) <0

oldugundan

d(Te;, Txy) < ad(Tey, e;) + Bd(Txy,xo) < ad(Txy,x,) + Bd(Tey, e1)

dir. « + B + a? > 1 oldugundan n € N i¢in

d(Te,Tx,) =1—r < ar =ad(Te,, e;)

< ad(Tey, e,) + Bd(Txy, xy,)

< ad(Txy, x,) + fd(Teq, e1)
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elde edilir. Her n € N U {0} i¢in
d(Txy, Txpe) = (1= 12)r™? = ad(Tx,, x,,) + BA(T X001, Xns1)
< @d(Txn41, Xn41) + BA(Txn, xp)
dir. m,ne NU {0}, m+ 1 < nigin
W(a, B)A(Txpm, xm) = (1 =)™ = d(Xpm, Xn),
d(Txp, Txy) — [@d(Txy, x,) + BA(Txy, %)] < d(Txy, Tx) — BA(Tx, X1m)
=711 —r) - Brm(1 —r?)

=11 -r)(a—p) <0.

olur ki bu ispat1 tamamlar.
A= [0,1)2 alalim. A mn bir gok alt kiimesini tanmimlayabiliriz.
A={(a,B) eEr:a+ a? < lveya B+ p? <1}

rr=((@p) era=p < p<

}

Sl

65



3.1.12

Ag—{(dﬁ)EAa>ﬁ,\F ﬁ<1}

A4={(a,ﬁ)€A:aSﬁf <a <—[>’<a —a+1}

\F

As={(a,p) EA:—< « S?a—a+1<ﬁ<1_m}
Aa—{(aﬁ)EA‘F Sas<1- %gﬁ}

A6**—{(a[>’)EAa<[>’ <a<1}

A6=A6*UA6**

Teorem: P:A— (%, 1] artmayan fonksiyonunu agagidaki gibi tanimlayalim.

1, (@p)en
% , (a,p) €a,
1
1+5 (a,p) €83
Y(a,p) = (1a—2a) (@) €a,
(1;3[))) , (@, B) €as
T Jlr - (@B e
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T, (X,d) tam metrik uzay1 tizerinde tamimli bir fonksiyon olsun. Her x,y € X

i¢in

Y(a, B)d(Tx,x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < max {ad(Tx,x),Bd(Ty,y)}

olacak sekilde (@, 8) €A varsa T bir tek z € X sabit noktaya sahiptir ve her

x € X icin limT"x = z dur.

n—oo

Ispat: 7 :=min{a,f} €[0,1) olarak alalim. Y(a,f) <1 oldugundan

Y(a, B)d(Tx,x) < d(Tx, x) saglanir. Hipotezimizden

d(Tx,T?x) < max {ad(Tx,x), Bd(Tx,T?x)}

elde edilir. Buradan her x € X i¢in

d(Tx,T?x) < ad(Tx, x) (16)

olur.

Y(a,p)d(Tx, T?x) < d(Tx,T?x) < ad(Tx,x) < d(Tx,x)

oldugundan

67



d(Tx,T?*x) < max {ad(Tx,T?x), Bd(Tx, x)}
olur ve buradan her x € X i¢in
d(Tx,T?x) < Bd(Tx, x) 17)
elde edilir. (16), (17) den her x € X i¢in
d(Tx, Tx?) < rd(Tx, x) (18)

elde edilir. Simdi u € X noktasin1 gbz Oniine alalim, n € N i¢in u, = T"u olarak

alirsak (18) den

[ee]

Z d(Uy, Upyq) < Z r*d(Tu,u) < o
n=1

n=1

elde ederiz ki ve buradan (u,), X lizerinde bir Cauchy dizisi oldugunun goriiriiz. X

tam oldugundan u,, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Simdi x € X \ {z} i¢in
d(Tx, z) < Bd(Tx, x) (19)
oldugunu gosterelim. u,, = z oldugundan yeterince biiyiik n € N i¢in

Y(a, ﬁ)d(Tun'un) < d(UpyUnyr) < d(Uy, X)
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saglanir ve buradan

d(Tuy, Tx) < max {ad(Tu,,u,), Bd(Tx,x)}

elde edilir. Bu durumda her x € X \ {z} i¢in

d(Tx,z) = lim d(upyq,Tz) = lim d(Tu,, Tx)
n—oo n—-oo

< ilr& max{ad(Tu,,u,), fd(Tx, x)}

= Ld(Tx, x).

Boylece her x € X \ {z} i¢in (19) un oldugunu gostermis olduk. Simdi z € X in T

nin sabit noktas1 oldugunu gosterelim.

i. (a,B) €A, veTz # z olsun. Bu durumda % + r < 1 dir. Oyleyse

d(Tz,T?z) <rd(Tz,z) <d(Tz,z) = lim d(Tz,u,)
n—oo

saglanir. Yeterince biiyiikk n € N i¢in

Y(a, p)d(Tz,T?z) < d(Tz,u,)

dir ve buradan
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d(T?z,z) = lim d(T?z,Tu,)
n-oo

< lim max{ad(Tz, T?z), Bd(Tu,, u,)}
n—oco

=ad(Tz,T?z)

(19) u ve bu esitsizligi kullanarak,

d(T?z,z) <rd(Tz T?z)

elde ederiz. Buradan

d(Tz,z) < d(Tz,T?z) + d(T?z,z) < (1 +r)d(Tz T?z)

< (r+13)d(Tz,2z) <d(Tzz)

olur ki bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden Tz = z olur.

ii. (a,B) €EA,olsun. n € N,n > 2 igin

d(T"z,Tz) < Bd(Tz, z)
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oldugunu timevarim metoduyla gosterelim. n = 2 oldugunda, (17) den (20)

vardir. n = 2 olacak sekildeki bazi n ler i¢in (20) in var oldugunu kabul edelim.

1
d(Tz,z) < d(Tz,T"z) + d(T"z,z) < Bd(Tz,z) + d(T"z,z) < md(T”z, z)

oldugundan

1-— 1-—

Y(a,)d(T"z, T z) = ﬁ—zﬁd(Tnz, T"1z) < ﬁ—nﬁd(Tnz, T"*172)
<(1-B)d(Tz,z) <d(T"z2)

elde edilir. Kabuliimiizden

d(T™z,Tz) < max{ad(T"z, T"*'z),Bd(Tz, z)} = fd(Tz, z)

elde ederiz. Bu durumda k =n + 1 oldugunda (20) vardir. Béylece n = 2 i¢in

(20) in var oldugunu timevarim yoluyla géstermis olduk. Tz # z oldugunu

kabul edelim. Oyleyse (20) den T™z # z dir. (19) u kullanarak,

d(T™"1z,2z) < pd(T"z,T"* 1z) < B*1d(Tz, 2)

elde ederiz ki bu lim T"z = z olmasim gerektirir. Bu da (20) ile gelisir. Oyleyse
n—-oo

Tz = z dir.
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iii. (a, B) €A,UA; olsun. Bu durumda ¢(a,B) = min{t—f,%ﬁ} saglanir. n € N

n =3 igin (20) in var oldugunu tiimevarim yoluyla gosterelim. (16) i

kullanirsak
d(Tz,z) <d(TzT?z) +d(T?z,2) < ad(Tz,z) + d(T?z,z) < ﬁd(Tzz,z)
saglanir. Buradan
Y(a, B)d(T?z,T3z) < 1a,_—zad(Tzz,T3z) <(1-a)d(Tzz) <d(T?z,z2)
elde ederiz. Kabuliimiizden

d(T3z,Tz) < max{ad(T?z,T3z),Bd(Tz,z)} = Bd(Tz,z)

dir. Bu durumda n = 3 i¢in (20) vardir. n = 3 olacak sekildeki bazi n ler igin

(20) nin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda
d(Tz,z) <d(Tz,T"z) + d(T"z,z) < Bd(Tz,z) + d(T"z, z)

1 n
< - d(T"z,z),

(@ B)d(T"z, T+17) < 10(;3ﬁd(T”z, i)
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1v.

<1 —-p)a™3d(Tzz)
<1 -p)d(Tzz) <d(Tzz)
elde edilir. Kabuliimiizden
d(T™12,Tz) < max{ad(T"z T"*'z),Bd(Tz z)} = Bd(Tz,z)

dir. Bu durumda k =n+ 1 icinde (20) in var oldugunu gosterdik. Oyleyse

(a, B) €A, durumunda oldugu gibi Tz = z oldugunu gosterebiliriz.

(a, ) EAzUA, olsun. Bu durumda y(a, B) = ﬁ dir. Lemma 3.1.1 den her
neN igin Y(a L)d(Tuyu,) < d(u,z) veya Y(a,B)d(Tu, T?u,) <
d(Tu,,z) vardir. Buradan her j € N igin zp(a,[)’)d(Tun].,un].)Sd(un].,z)

olacak sekilde (n) nin (n;) altdizisi vardir. Kabuliimiizden

d(Tz,z) = Jll_)TZlo d (Tun]., TZ)

< lim max {ad (Tun].,un].) ,Bd(Tz, z)}

j—0©

= Bd(Tz, z).
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elde edilir ki 8 <1 oldugundan Tz = z dir. (19) dan z nin bir tek oldugu

kolayca goriiliir.

Bu kisimda her (@, ) €A i¢in (e, ) nmin en iyi sabit oldugunu gdsterecegiz.

3.1.13 Teorem: Teorem 3.1.12 deki gibi 1 fonksiyonu tanimlayalim. Her («, ) €A

icin (X, d) tam metrik uzayi ile
Y(a, Pd(Tx,x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < max{ad(Tx,x),d(Ty,y)}.

ozelligini saglayan ve higbir sabit noktaya sahip olmayan bir T:X — X

fonksiyonu vardir.

Ispat: Teorem 3.1.4 kullamlarak, (a,f) €A\AsUA* durumundaki sonuglar

ispatlanabilir. Bu yilizden (a, ) EAsUAg" oldugunu kabul edelim. Bu durumdal <
2 2 3 5 1-g 1
a+ a’vea?+ a® < 1saglanir. Ayrica Y(a, ) = max {— —} dir.

a3 ' 1+a

al+p-1
p={ 1-5 (@, B) €EAs

a ,((X,ﬁ) EAG*

olarak alalim. p < a ve Y(a, B)(1 + p)=1 dir.

0 =(0,0,0),e; = (1,0,0),w = (1 — a,0,a?) ve
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n

_ {((1 —Bp™, (1 - B)p™,0) ,ngift
0,(1 - p)p™, 0) ,n tek

olacak sekilde R3 iin X = {0, e;, w} U {x,:n € N U {0}} alt kiimesi X iizerinde
d((apaz,ag), (by, by, bg)) = max {|aj - bj|:j =1,2,3}

seklinde tanimli d metrigi ile birlikte tam oldugu agiktir. X {izerinde T fonksiyonunu

TO=e;, Te;=w, Tw=x, her neNU{0} i¢cin Tx, =x,,, seklinde

tanimlayalim. Bu durumda

d(Te;,T0) = a = max{ad(T0,0),8d(Tey, e;)} < max {ad(Tey, e,), d(T0,0)}

d(Tw,T0) = B = ma x{ad(Tw,w), 5d(T0,0)},

Y(a, f)d(T0,0) = Y(a,B) = 1%{ > a? =d(0,,w)
ve her n € N U {0} igin
¥(a, f)d(T0,0) > y(a, f)d(Txp, xn) = P(a, B(1 + p)(1 — Bp™ = d(0,xy)
dir. Ayrica
d(Tey, Tw) = a? = max{ad(Te,, e;), Bd(Tw, w)}
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< max {ad(Tw,w), Bd(Te;, e;)}

ve her n € N U {0} i¢in

d(Te;, Tx,) = a? = max{ad(Te;, e,), fd(Txy, xn)}

< max {ad(Tx,,x,),fd(Tey, e1)}

dir.n € NU {0} i¢in (1 — B)(1 + p) < 3 oldugundan

d(Tw, Txy) < d(xg,x1) = (1 = B)(1 +p)

= max{ad(Tw,w), Bd(Tx,, x,,)}

< max{ad(Tx,, x,,), d(Tw,w)}

elde edilir. Son olarak m,n € NU {0}, m < n i¢in

d(Txpm, Txp) < d(Xmy1, Xne1) = (1= BIp™ (1 +p)

<a(l-pBp™(1+p)

= max{ad(Tx,, Xm), BAd(Tx,, %)}
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< max{ad (Txn’ xn)’ ﬁd (Txm' xm)}

Bu durumda ispat tamamlanir.

3.1.3 Ornek: z=(0,0), u; = (2,0), u, = (—18,0),u; = (=6,0), v, = (2,18),
v, = (0,3), X = {z,uy,u,, U3, v, V,} olacak sekilde R? nin tam alt kiimesini
tanimlayalim. X tizerinde ki d metrigini d((al,az), (bl,bz)) =la; — by| +
la, — b,| seklinde tanimlayalim. X iizerindeki T fonksiyonunu da Tz = z,
Tu, = uy, Tu, =uz, Tuz =z, Tv; = v,, Tv, = z seklinde tanimlayalim. Bu
durumda agagidaki ifadeler vardir.

i. a=0.6, f=0.9ilebirlikte (1) saglanir.

ii. Hera €[0,1)igin (x,y) € X? vardir dyle ki (2) saglanmaz.

ispat: Dikkat edelim ki 1(0.6,0.9) = 1 dir. a = 0.6, § = 0.9 ile birlikte (a) nin
saglandig1 kolayca goriliir. Kabul edelim ki bazi a € [0,1) igin (2) saglansin.

0(a)d(Tz,z) = 0 < d(z,u,) oldugundan

18 =d(Tz Tu,) < amax{d(Tz,z),d(Tu;,u,)} = 20

ve dolayisiyla a = 0.9. Bu durumda 6(a) < %9 < 0.6.0(a)d(Tvy,v,) < 0.6 X

19 < 18 = d(v4, u, )oldugundan
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21 =d(Tv,, Tuy) < ama x{d(Tv,,v,),d(Tuy,uq.)} = 20a < 20.

Bu bir ¢eliskidir.

3.1.14 Teorem Teorem3.1.4 deki gibi 6; fonksiyonu tanimlayalim. (X,d) tam metrik
uzay SveT, X flzerinde tanimhi asagidaki oOzellikleri saglayan fonksiyonlar
olsun.

1. S, streklidir;
ii. T(X) € SX);
iii. S ve T degisimlidir.

Kabul edelim ki her x, y € X i¢in

6,(r)d(Sx,Tx) < d(Sx,Sy) = d(Tx, Ty) < rd(Sx,Sy)

olacak sekilde r € [0,1) varsa S ve T bir tek cakisik noktaya sahiptir.

Zamfirescu; Biizliilme, Kannan, Chatterjea nin birlesmis tanimini1 vermistir.

3.1.15 Teorem: (X, d) tam metrik uzay T, her x, y € X i¢in asagidaki kosullar1 saglayan
a) d(Tx,Ty) <ad(x,y),
b) d(Tx,Ty) < b[d(Tx,x) +d(Ty,y)],

¢) d(Tx,Ty) < cl[d(Ty,x) +d(Tx,y)].
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bir fonksiyon olsun. Oyleyse T bir tek p sabit noktaya sahip ve her x € X i¢in

T"x - p dir.

Ispat: (a) — (¢) biizilme kosullarini saglayan bir T operatdriine Z operatorii

denir ve buna denk olan asagidaki ifade verilebilir. Her x, y € X i¢in

mo(x,y) = {d (x’y)’d(Tx,x) +d(Ty,y) d(Ty,x)+ d(Tx,y)}

2 ’ 2

d(Tx,Ty) < hmy(x,y) olacak sekilde 0 < h < 1 vardir. Boylece her x,y € X

i¢in

d(Ty,x) +d(Tx,y)
T

My (x,y) = max {dCe, ), d(Tx, 0, d(Ty, ),
olmak tizere d(Tx,Ty) < hMr(x,y) olacak sekilde 0 < h < 1 vardir kosulunu
saglayan fonksiyonlarin bir alt smifi Z operatdrlerinin simfidir. Usteki kosulu
saglayan fonksiyonlarin sinifim1 Ciric 1972 de tammlamistir. Yaygin olarak Ciric
genellestirilmis  biiziilme olarak isimlendirilir. Asagidaki teorem Ciric
genellestirilmis biiziilme sinifi ve Z operatorleri sinifi i¢in teorem3.1.14-3.1.15 in

sonuglarinin bir genellemesini vermistir.
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3.1.16

Teorem: Teorem 3.1.4 deki gibi 8; fonksiyonunu tanimlayalim. (X,d) tam
metrik uzay S ve T, X iizerinde tanimli agagidaki 6zellikleri saglayan fonksiyon
olsun.

1. S, streklidir;

ii. T(X) € SX);

iii. S ve T degisimlidir.

Kabul edelim ki her x, y € X i¢in

d(Sx, Ty) + d(Sy, Tx)}

Mg+ (x,y) = max{d(Sx, Sy), d(Sx,Tx),d(Sy, Ty), 5

0:(r)d(Sx,Tx) < d(Sx,Sy) = d(Tx, Ty) < rMsr(x,y)

olacak sekilde r € [0,1) varsa S ve T bir tek cakisik sabit noktaya sahiptir.

Ispat: (ii) yardimiyla her x € X igin SIx = Tx olacak sekilde X iizerinde bir I
fonksiyonu tanimlanabilir. 8, (r) < 1, oldugundan
0,(r)d(Sx,Tx) = 6,(r)d(Sx,SIx) < d(Sx, SIx)

saglanir. Kabuliimiizden

d(SIx, Slix) = d(Tx, TIx) < rMsr(x, Ix)
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< rmax {d(Sx, SIx), d(SIx, S11x), )

2

21

d(Sx,S1x),d (SIx,SIIx)}
2

< rmax{d(Sx, SIx), d(SIx, SIIx),
= rmax{d(Sx,SIx),d(SIx, SIIx)}.
elde edilir. Buradan her x € X icin
d(SIx,S1IX) < rd(Sx, SIx) (22)
elde edilir. uy = u, her n €N igin u,, = ["u olacak sckilde u € X alalim.
Oyleyse dikkat edelim ki her n € N igin u,1 = Iu, ve Supyq = Tu, dir. (22)
yardimiyla
d(Suy, Suyq) = d(STup_1,SHuy_1) < 1d(Stp_q, STty_1)
= rd(Su,_q,Su,) < - < r'*d(Suy, Suq) (23)
ve buradan Y7, d(Suy,, Suysq) < oo dir. Bu durumda {Su,} dizisi Cauchy
dizisidir. X tam metrik uzay oldugundan Su,, — z olacak sekilde bir z € X vardir.

Ayrica Tu,, = Su,,, — z dir. Simdi her x € X, Sx # zi¢in

d(Tx,z) < rmax{d(Sx, z),d(Sx,Tx)} (24)
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oldugunu gosterelim. Su,, = z, Tu, = z ve Sx # z oldugundan v, € N var oyle
kin = v, igin 0, (r)d(Su,, Tu,) < d(Su,, Sx) dir ve dolayisiyla kabuliimiizden

hern € N,n = v, i¢in d(Tu,, Tx) < rMgr(x,y) bu durumda
d(Tx,z) = lim d(Tuy, Tx) < lim rMs(up, x)
n—oo n—-oo

= rmax{d(Sx, ), d(z, z), d(Sx, Tx), X2+ %2

elde ederiz. Oyleyse her x € X, Sx # z igin (24) saglanir. Simdi z € X in S nin
bir sabit noktas1 oldugunu gdsterecegiz.

A {n:d(Su,, Tu,) > S(u,, SSu,,)} = o olsun. Bu durumda j € N igin

d (Sun].,Tunj) > d(Sunj,SSunj)

olacak sekilde (u,,) nin (unj) alt dizisi vardir. Oyleyse

d(Sz z) = lim d(SSup , 2)
jooo

=lim [d (SSunj,Sunj) + d(Sunj,Z)] =0.

jooo

A {n:d(Su,, Tu,) > S(u,, SSu, )} < o olsun. Bu durumda v, € N vardir dyle
ki her n = v, d(Su,, Tu,) < d(Suy,, SSu,) dir. Bu durumda kabuliimiizden her

n = v, igin
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d(Tuy, TSuy,) < rMgr(uy, Suy)
elde ederiz. TSu,, = STu, — Sz oldugundan

d(Sz,z) = ilr& d(Tuy,,STu,) = ilr& d(Tu,, TSu,)
< limrMs r(Sup, u,) (25)
n—oo
= rmax {d(Sz, z),d(z,z),d(Sz, Sz2), —d(sz’z);d(sz’z)}

=rd(Sz, z),

dolayisiyla d(Sz,z) = 0 elde edilir. Bu Sz = z olmasim gerektirir. Bu durumda

her iki durumda da z, S nin sabit noktasi olur. Simdin € N, Tz = z i¢in

d(T"z, T"*'z) < rd(T" 1z,T"z2) (26)
oldugunu gosterecegiz.

0,(r)d(ST" 12, T"z) < d(ST" 12,T"z)

=d(ST" 1z, T"Sz)
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=d(ST" 12,8T"z)

oldugundan

d(T"z, T"*'z) < rMs(T" 12, T"z)

d(T"'lz,T""'lz)

=rmax{d(T" 1z, T"z),d(T"z, T"*z), - 1

T 1z, T7z)+d(T"z, T 12)]

< rmax{d(T" 1z,T"z),d(T"z, T"*z), [a( .

=rmax{d(T" 'z, T"z),d(T"z, T"*'z)}.

Bu her n € N i¢in (26) nin saglandigini gosterir. (26) y1 kullanarak timevarim

metoduyla her n € N i¢in

d(T"z, T"'z) < r"d(Tz,z) (27)

oldugunu gosterebiliriz. Simdi her n € N i¢gin

d(T"z,z) <d(Tz,z) (28)

oldugunu gosterelim. n = 1 igin (28) iin var oldugu agiktir. Kabul edelim ki bazi

n €N igin d(T"z,z) <d(Tzz) olsun. Eger T"z=1z ise T"" 1z =Tz ve
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d(T"*1z,z) = d(Tz,z) < d(Tz,z). Eger T"z #+ z ise ST"z = T"Sz = T"z # z,

oldugundan (24) yardimiyla
d(TT"z,z) < rmax{d(z,ST"z),d(ST"z,, TT"z)}.
elde edilir. Buradan
d(T™*1z 2) < rmax{d(T"z, z),d(T"z, T"*1z)}
elde edilir ve (27) yardimiyla
d(T"1z,2) < rmax{d(T"z,z),7"d(Tz,z)}
< rmax{d(Tz, z),v"d(Tz, z)}
=1rd(Tz,z) < d(Tz,z).

Bu durumda her n € N i¢in (28) iin var oldugunu gostermis olduk. Simdi z nin T

nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim. iki durumda inceleyecegiz.

(1_;) dir. Tlk olarak her n € N igin
T

i) 0<r< % olsun. Bu durumda 9, () <

d(T"z,Tz) < rd(Tz,z) 29)
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oldugunu ispat edelim. n = 1 igin (29) un var oldugu agiktir. n = 2 igin (29) un
var oldugu (27) den aciktir. Kabul edelim ki bazs n€N,n>2 i¢in
d(T"z,Tz) < rd(Tz,z) olsun.

d(Tz,z) <d(Tz,T"z) + d(T"z,z) <rd(Tz,z) + d(T"z,z)

oldugundan d(Tz,z) < 1—;d(T”Z, z) ve dolayisiyla
1—r
0,(r)d(ST"z,TT"z) = 6,(r)d(T"z, T"*"'z) < —z d(T"z, T"*z)

< =Ld(T"z, T"2) < (1 - 1)d(Tz,2) (30)

<d(T"z,z) = d(Sz,ST"z).
elde edilir. Kabulimiizden

d(T™*'z,Tz) < rMg(T"z,z)

= rmax {d(T”Z, 2),d(Tz,z),d(T"z, T"*1z), [d(Tn+lz'Z)+d(TZ'Tnz)]}

2

=rd(Tz z)
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elde edilir. Boylece tiimevarim metoduyla her n € N i¢in (29) un saglandigini
gostermis olduk. Kabul edelim ki Tz # z. Bu durumda (29) tan her n € N i¢in
T"z # z dir. Oyleyse ST"z = T"Sz = T"z # z. Buradan (24) yardimiyla
d(T™"*1z,2) < rmax{d(ST"z, z),d(ST"z, T"*1z)}

= rmax{d(T"z,z),d(T"z, T"*1z)}

< rmax{d(T"z,z),rd(Tz z)} 3D
elde edilir. d(T"z,z) =2 d(Tz,z) —d(T"z,Tz) = d(Tz z) — rd(Tz, z)
oldugundan d(T™z,z) = (1 — r)d(Tz, z) dir, buradan v; € N var 6yle ki n = v
i¢in d(T"z,z) = r"d(Tz, z) dir. Oyleyse (31) yardimiyla n > v; igin

d(T™z,2z) <rd(T"z,z) < - < T V3t1d(TV 2, 2)

elde edilir. Bu T"z — z olmasii gerektirir ama (29) ile ¢elisir. Bu durumda

Tz = z dir.

1 . .. .
FST< 1 olsun. j €N 1g1n0(r)d(5unj,5unj+1) < d(Sup, z) olacak sekilde

(n) nin (n;) alt dizisi var oldugunu gosterebiliriz. Gergekten (23) yardimuyla

d(Suy, Stunyq) = d(STup_q1, SHTuy_ 1) < 7d(Stp_q, STuy_1 = 7d(Sup_q, Suy))
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elde ederiz. Kabul edelim ki

1

T d(Su,_q,Suy) > d(Su,_q,2)

veE

1

T d(Suy,, Supyq) > d(Su,, z)

olsun. Oyleyse

d(Su,_q, Suy) < d(up_q,2) + d(Suy, 2)

< 1—; [d(Sup_1,Sup) + d(Stiy, Stiy1)]

= 1_; [d ('Su‘l’l—lr'sun) + Td(Sun_l,Sun)]

=d(Suy_q1,Suy).

Bu bir ¢eligkidir. Bu yiizden

1

" 7"d(Sun_l,Sun) < d(Su,_4,2)

veya
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1
md(Sun,SunH) < d(Sun,z)

dir. Bu n € N i¢in
0,1 (r)d(Suzpn_1,Susn) < d(Suzp_1,2)
veya
01 (r)d(Suzn, Stsnit) < d(Suzy, 2)

saglanmasii gerektirir. Boylece j € N igin Hl(r)d(Sun].,Sunj ) S d(Sup;,z)
olacak sekilde (n) nin (m;) alt dizisi vardir. Oyleyse j€N igin

0,(r)d(S Un, Tun ;) < d(Sun;, Sz)ve kabuliimiizden

d(Tz,z) = lim d(Tun;, Tz) < lim rMsy (un;, 2)
n—oo n—-oo

rmax{d(Sz,z),d(z,z),d(Sz,Tz), w}

=rd(Tz,z)
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elde edilir. » < 1 oldugundan iisteki esitsizlik Tz = z olmasin1 gerektirir. Bu
durumda her iki durum i¢in de Tz = z oldugunu gostermis olduk. Sabit noktanin

tekligi (24) ten kolayca goriiliir.

Teorem 3.1.16 de S =1 alinirsa (burada I, X lizerinde tanimli birim doniigiim.)

asagidaki sonug verilebilir.

3.1.1 Sonug: Teorem 3.1.4 deki gibi §; fonksiyonunu tammmlayahm. (X,d) tam
metrik uzay ve T bu uzay iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki

her x,y € X i¢in

Mg 7(x,y) = {d(x,y),d(Tx,x),d(Ty,y), d(Tx,y) er d(Ty, x)}

6:(Md(Tx,x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < rMsr(x,y)

olacak sekilde r € [0,1) var olsun. Oyleyse T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Simdi Suzuki sabit nokta teoreminin Chatterjea versiyonunu vercegiz.

3.1.17 Teorem: Teorem 3.1.4 deki gibi artmayan 6; fonksiyonu tanimlayalim.

(X, d) tam metrik uzay ve T, X tizerinde taniml bir fonksiyon olsun. a € [0,%),

T = :—a € [0,1) olarak alalim. Kabul edelim ki her x, y € X i¢gin
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0,(r)d(Tx,x) < d(x,y) = d(Tx,Ty) < ad(Tx,y) + ad(Ty, x) (32)

olsun. Bu durumda T bir tek z € X sabit noktaya sahiptir ve her x € X igin

limT"x = z dir.

n—-oo

Ispat: 6,(r) < 1 oldugundan 6, (r)d(Tx,x) < d(Tx, x) saglanir. Kabuliimiizden
d(Tx,T?*x) < ad(x,T?x) + ad(Tx,Tx) < ad(x,Tx) + ad(Tx, T?x) (33)

elde edilir. Bu durumda her x € X i¢in
a
d(Tx,T?x) < md(Tx,x) = rd(Tx,x) (34)

olur.uy = u ve her n € N igin u,, = T"u olacak sekilde u € X alalim. (34) den

[ee]

Z d(Uuy, Upyq) < Z r*d(ug, uy) < oo.
n=1

n=1

Bu durumda, {u,} dizisi X iizerinde Cauchy dizisidir. X tam oldugundan u, — z

olacak sekilde bir z € X vardir. Bu x # z ve yeterince biiyiilk n € N i¢in

0, (T)d(Tun’ un) < d(un' x)
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olmasm gerektirir. Oyleyse kabuliimiizden x € X, x # z igin

d(Tx,z) = lim d(Tx,u,,,) = lim d(Tu,, Tx)
n—oo n—oo

< lim,_ o, ad(Tx,u,) + ad(Tu,, x)
=ad(Tx,z) + ad(z,x)

dir. Bu durumda her € X, x # z i¢in
a
d(Tx,z) < md(z, x) = rd(x,z)

elde edilir. Simdi z, T nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim.

1

i. 0<r< 7 olsun. Dikkat edelim ki 8, (r) = 1r;2r dir. Her n € N igin

N

d(T"z,z) <d(Tz,z)

(35)

(36)

oldugunu tiimevarim yoluyla gosterelim. n = 1 i¢in (36) oldugu agiktir. Bazi n € N

igin d(T"z,z) < d(Tzz) olsun. Eger T"z =z ise T"*1z =Tz dir ve bdylece

d(T™z,z) =d(Tz,z) < d(Tzz). Eger T"z # z ise x = T"z olarak alirsak (35)

den

d(T™"1z,2) <rd(T"z,z) <rd(Tz,z) < d(Tz, z)
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elde edilir. Bu durumda her n € N i¢in (36) nin saglandigmi gosterdik. Simdi her

n € Nigin
d(T"z,Tz) < rd(Tz,z) (37)
oldugunu gosterelim. n = 1 oldugunda (37) oldugu agiktir. n = 2 oldugunda (34)

ten (37) saglanir. Kabul edelim ki bazi ne€N,n>2 i¢in d(T"zTz) <

rd(Tz,z)d(Tz,z) < d(Tz, T"z) + d(T"z,z) < rd(Tz z) + d(T"z, z) oldugundan
d(T < ! a(rm
(12,7) < 7= d(T"2,2)
elde edilir ve dolayisiyla
1—r 1—r
0,(r)d(T"z,T"*z) < — d(T"z, T""z) < — d(T"z, T""1z)

<1 -7r)d(Tz,z) <d(Tz, z).
Kabuliimiizden
d(T™1z,T"z) < ad(T""'z,z) + ad(T"z,Tz)
< ad(Tz,z) + ard(Tz, z)

=a(l+7r)d(Tz,z) =rd(Tz z)
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elde edilir. Bu durumda her n € N i¢in (37) saglanir. Kabul edelim ki Tz # z olsun.
Oyleyse (37) dan her n € N i¢in T"z # z saglanir. Oyleyse (35) yardimiyla
d(T™z,z) <rd(T"z,z) < - <1"d(Tzz) elde edilir. Bu T"z - z olmasmi
gerektirir ama (35) ile gelisir. Oyleyse Tz = z dir

ii. % <r <1 olsun Teorem 2 nin ispati gibi j € N i¢in Hl(r)d(unj,unjH) <
d(un;,z) olacak sekilde (n) nin (n;) alt dizisi var oldugunu gosterelim.

Gergekten, (34) ve lemma 3.1.1 yardimiyla n € N igin 8, (r)d (Uzn, Uzns1) <

d(Uyp, 2) veya 0, (1) d(Usp i) Usniz) < d(Uppeq, Z) saglanir. Kabuliimiizden

d(Tz,z) = limd (unj+1,Tz) <lim ad (unj,Tz) + ad (unj+1,z) = ad(Tz, z)

jooo jooo

a< % oldugundan tsteki esitsizlik Tz = z olmasin1 gerektirir. Bu durumda her iki

durum iginde Tz = z oldugunu goéstermis olduk. (37) den sabit noktanin tekligi

kolayca goriiliir.

3.1.18 Teorem: (X,d) tam metrik uzay, T: X — X bir fonksiyon olsun. Teorem 3.1.4
deki gibi artmayan 6; fonksiyonunu tamimlayalim. Kabul edelim ki her x,y € X

icin 8; (r)d(x,Tx) < d(x,y) ise

F(d(Tx, Ty),d(x,v),d(x,Tx),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)) < 0
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olacak sekilde F € vy varsa T bir tek sabit noktaya sahiptir tistelik her x € X i¢in

limT"x = z dir.

n—-oo

Ispat: 6, (r) < 1 oldugundan her x € X igin

0,(r)d(x,Tx) < d(x,y)

saglanir. Hipotezimizden

F(d(Tx,T?x),d(x,Tx),d(x, Tx),d(Tx, T?x),d(x,T?x),0) < 0

besinci degiskenine gore artmayan oldugundan

F(d(Tx,T?x),d(x,Tx),d(x,Tx),d(Tx, T?x),d(x,Tx) + d(Tx,T?x),0) < 0

(ii) 6zelliginden her x € X icin

d(Tx, T?x) < rd(x,Tx) (39)

elde ederiz.
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u € X noktasim1 gdz Oniine alalim. u, = T"™u seklinde X iizerinde {u,} dizisi

tanimlayalim. d(Tx, T?x) < rd(x, Tx) esitsizliginden
d Uy, Uns1) = d(Tup_1, T*up_y) S 7d(Uny, TUp ) < - < 77 (0, T)

elde ederiz. n — oo igin limit alirsak lim d(u,, Uup4,) = 0 elde edilir. Bu durumda
n—oo

D ) < o0
n=1

elde edilir ki bu (u,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gdsterir. X tam oldugundan

u, — z olacak sekilde bir z € X vardir. Simdi her x € X \ {z} i¢in
d(Tx,z) <rd(x,z) (39)

oldugunu gosterelim. u,, = z oldugundan x € X — {z} i¢in ny € N var dyle ki her

n > ngigin d(u,,z) < @ dir. Oyleyse
el(r)d(un’ Tun) < d(un’Tun) = d(un’un+1)
S d(un’ Z) + d(Z’ un+1)

sgd(x,z) = d(x,z)—@
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<d(x,z) — d(uy, z) < d(uy,x)

Elde edilir. Bu durumda hipotezimizden

F(d(Tuy, Tx), d(uy, x),d (uy, Tuy), d(x, Tx), d(u,, Tx), d(x, Tu,)) < 0

elde edilir. Buradan

F(d(upyq, Tx),d(up, x), d(Uy, Upyq), d(x, Tx), d(uy, Tx), d(x, Upe1)) < 0

n — oo i¢in limit almirsa

F(d(z,Tx),d(zx),0,d(x,Tx),d(z Tx),d(x,2)) <0

elde ederiz. Dordiincii degiskene gore artmayan oldugundan

F(d(z,Tx),d(z,x),0,d(x,z) + d(z,Tx),d(z,Tx),d(x,z)) < 0

elde ederiz. Buradan (ii) 6zelliginden d(z,Tx) < rd(x,z) elde ederiz. Simdi her

m € Nigin T™z # z olsun. Bu durumda (39) dan her m € N i¢in

d(T™z,z) <r™d(Tz, z)

saglanir.
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V5-1
2

i 0<sr< olsun. Bu durumda, 6;(r) = 1 dir. Timevarim yontemiyle n > 2

i¢in
d(T"z,Tz) < rd(z,Tz) (40)
oldugunu gosterelim. n = 2 i¢in (39) den (40) saglanir. n > 2 igin (40) saglansin.
d(z,Tz) <d(z,T"z) + d(T"z,Tz)
<d(z,T"z) + rd(z,Tz)
oldugundan
d(z,Tz) < L d(z,T"z)
1—r
elde ederiz. Bu durumda
0,(M)d(T"z, T z) = d(T"z,T"*'2) < r"d(z,Tz)
< 2 d(zT"2) < = d(2,T"2)
<d(z,T"z)
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Elde ederiz ki hipotezimizden

F(d(T"z,Tz),d(T"z,2z),d(T"z, T""'2),d(z,Tz),d(T"z,Tz),d(z, T"*'2)) < 0

elde ederiz ve buradan

F(d(T"z,Tz),r™ 'd(Tz,z),md(z,Tz),d(z,Tz),vd(z,Tz),v"d(z,Tz)) < 0

saglanir. Oyleyse

F(d(T"z,Tz),d(Tz,2),d(z,Tz),d(z,Tz),d(z,Tz),d(z,Tz)) < 0

elde edilir. (ii) 6zelliginden

d(T"z,Tz) <rd(Tz,z)

elde ederiz. Bu durumda (39) saglanir. (40) dan

d(T"1z,2) <rd(T"z,2) < r"d(Tz z)

saglanir. n = oo i¢in limit alinirsa T™z — z olur ki bu bir ¢eliskidir.

ii. % <r< g olsun. Bu durumda 6,(r) = % dir. m =2 igin (38) den (39)

saglanir. n > 2 i¢in (39) saglansin.

99



d(z,Tz) <d(z,T"z) + d(T"z,Tz)
<d(z,T"z) + rd(z,Tz)

oldugundan

1
d(z,Tz) < ——d(z,T"z)
1-r

elde ederiz. Bu durumda

1-r

0,(r)d(T"z, T 1z) =

AT, T2 < =L a2 T2)
2 ’ B ’

<(1-7r)d(z,Tz) <d(z,<T"z2)

elde edilir. Bir 6nceki durumda oldugu gibi n > 2 i¢in (40) ispatlanabilir. Tekrardan

(39) dan
d(T"1z,2) <rd(T"z,2) < r"d(Tz z)
elde edilebilir. n = oo i¢in limit alinirsa T"z — z olur ki bu (40) ile celisir.
P2
2

iii. = < r < 1 olsun. Bu durumda 6,(r) = ﬁ dir. x,y € X i¢in
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0,(r)d(x,Tx) < d(x,y)

veya

0,(r)d(Tx, T?x) < d(Tx,y)

saglanir. Gergekten, kabul edelim ki

0,(r)d(x,Tx) > d(x,y)

veE

0,(r)d(Tx, T?x) > d(Tx,y)

olsun. Bu durumda

d(x,Tx) < d(x,y) + d(Tx,y) < 0,(r)[d(x,Tx) + d(Tx,T*x)]

<0,(r)d(x,Tx) + rd(x,Tx)] = d(x,Tx)

olur ki bu bir geliskidir. Oyleyse her n € N igin

6,(r)d(x, Tx) < d(x,y)
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veya

0,()d(Tx, T?x) < d(Tx,y)

saglanir.

0, (T)d(uZn' Tuzp) < d(uzn, 2)

saglanirsa hipotezimizden

F(d(Tuyn, Tz), d(Uzy, z), d(uyy, TUyy), d(2,Tz), d(uyy, TZz),d(z, Tiyy,)) < 0

elde edilir. Buradan

F(d(uypy1,T2), d(Uzp, 2), d(Ugp, Usn 1), d(2,TZ), d(Usp, T2), d(2, Ugpe1)) < 0

elde edilir. n = oo i¢in limit alinirsa

F(d(z,Tz),0,0,d(z Tz),d(z,Tz),0) <0

elde edilir ki (iii) ile gelisir.

01(r)d(uzn+1, Tuzns1) < d(Uznir, 2)

Saglanirsa hipotezimizden
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F(d(Tu2n+1, Tz), d(u2n+1’ z), d(u2n+1’u2n+2)’ d(z,Tz), d(u2n+1’ Tz), d(z, u2n+2))

<0

elde edilir. n = oo i¢gin limit alinirsa

F(d(z,Tz),0,0,d(z Tz),d(z,T2),0) <0

elde edilir ki bu (iii) ile ¢elisir. Bu durumda tim durumlar i¢in T™z = z olacak

sekilde m € N vardir. {T™z} Cauchy dizisi oldugundan Tz = z dir. Sabit noktanin

tekligini (38) den gérmek kolaydir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda, matematigin ¢esitli alanlarinda pek ¢ok uygulamasi bulunan
Suzuki sabit nokta teoreminin ispati yani sira, Kannan tarafindan verilen Kannan
biiziilme kullanilarak Kikkawa ve Suzuki tarafindan verilen bu teoremin Kannan
versiyonunu incelenmistir. Ayrica, 2009 da Yusuke Enjouji, Masoto Nakanishi ve
Suzuki tarafindan verilen Kannan sabit noktanin bazi genellemeleri detayli bir
sekilde incelenmisir. Daha sonra Ovidiu Popescu tarafindan verilen Chatterjea

versiyonu ele alinmustir.
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