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                                                                ÖZET 

 

 

DURRMEYER TİPLİ OPERATÖRLERİN YAKINSAKLIK ÖZELLİKLERİ 

 

ULUSOY, Gülsüm 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Doç. Dr. Ali ARAL 

Şubat 2012, 84 sayfa 

 

 

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş için ayrılmıştır. 

İkinci bölümde bazı temel tanımlar ve kavramlar verilmiştir. 

Üçüncü     bölümde     genelleştirilmiş     Baskakov     Durrmeyer      operatörlerinin 

integrallenebilir fonksiyonlar için yakınsaklık hızı incelenmiştir. 

Dördüncü  bölümde  Bernstein Durrmeyer  operatörleri verilmiş ve  bu operatörlerin 

düzgün yakınsaklığı incelenmiştir. 

 

 

Anahtar kelimeler: Lineer pozitif operatör, Süreklilik modülü, Baskakov operatör, 

Bernstein operatör 
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ABSTRACT 

 

 

THE CONVERGENCE PROPERTİES OF DURRMEYER OPERATORS 

 

 

 

ULUSOY, Gülsüm 

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematic, M. Sc. Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali ARAL 

February 2012, 84 pages 

 

 

This thesis consist of four chapters. The first chapter is reserved for introduction. 

In the second chapter, some fundamental definitions and consepts are given. 

In the third chapter, rate of convergence for generalized Baskakov Durrmeyer 

operators of integrable functions is studied. 

In the fourth chapter, Bernstein Durrmeyer operators are given and uniform 

convergence of these operators are also studied. 

 

 

Keywords: Linear positive operators, Modulus of Continuity, Baskakov Operators, 

Bernstein Operators 
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1. GİRİŞ 

 

1.1. Kaynak Özetleri 

 

Yaklaşımlar teorisindeki asıl amaç keyfi bir fonksiyonun daha basit daha kullanışlı 

diğer fonksiyonlar cinsinden bir gösterimini elde etmektir. 

 

],[ ba  sonlu aralığında sürekli her f  fonksiyonu için )(xf  e  ],[ ba  aralığında 

düzgün yakınsayan bir )}({ xPn  polinomlar dizisinin varlığı Weierstrass tarafından 

ispatlanmıştır. 

 

Bu teoremi ispat için 1912 de Bernstein sürekli fonksiyonlara yaklaşım için 

):( xfBn  operatörünü tanımlayarak bu operatörler dizisinin ]1,0[   aralığında düzgün 

olarak )(xf  e yaklaştığını ispatlamıştır. 

 

Daha sonra Korovkin sınırlı aralıklarda lineer pozitif operatörler dizisinin yaklaşım 

problemini ele alarak Korovkin teoremini ispatlamıştır. 

Korovkin teoremine göre eğer fLn  fonksiyonlar dizisi f  fonksiyonuna 

2 ,1 ,0  , )(  ixxe i
i  fonksiyonları için yakınsaksa ],[ ba  aralığında tanımlı tüm 

sürekli f  fonksiyonları için de fLn , f  fonksiyonuna düzgün olarak yakınsar. 

 

Dzjadyk, Korovkin’in çözdüğü problemi ],[ baL p  uzayına taşımıştır. Bu teoreme 

göre ],[ baLf p  için 

 

                                          0 lim
],[


 baLnn p
ffL  

 

eşitliğinin sağlanması için gerek ve yeter şart yukarıdaki eşitliğin yalnızca 

2 ,1 ,0  , )(  ixxe i
i  fonksiyonları için sağlanmasıdır. 
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)(xf  fonksiyonunun sınırsız aralıklarda olması durumunda da yaklaşım problemleri 

incelenmiştir. 

1950 yılında Szasz, f  fonksiyonunun ),0[   aralığında sürekli ve bu aralığın her 

kapalı alt aralığında sınırlı olması durumunda Szasz operatörler dizisini oluşturmuş 

ve yakınsaklık özelliklerini incelemiştir. 

 

1960 yılında Durrmeyer, ]1,0[  aralığında sürekli fonksiyonlar kümesini genişletmek 

için [0,1] aralığında sürekli fonksiyonlar yerine [0,1] aralığında Lebesque 

integrallenebilir fonksiyonları alarak Bernstein operatörünün integral modifikasyonu 

olan ve Bernstein Durrmeyer operatörleri olarak adlandırılan operatör dizisini 

tanımlamış ve yakınsaklık özelliklerini incelemiştir. 

 

Biz de bu tezde, pL  yakınsaklığı ),0[   aralığında Durrmeyer tipli operatörlerle 

düzgün yakınsaklığın nasıl elde edildiğini göstereceğiz. Bunun için de 

genelleştirilmiş Baskakov Durrmeyer tipli operatörleri kullanacağız. 

 

Yaklaşımlar teorisinin bir diğer problemi de operatörlerle birim operatörlere hangi 

hızla yaklaşıldığının bulunması problemidir. Bu hızı bulmak için de genellikle 

süreklilik modülü kullanılır. Biz bu tezde yaklaşım hızını bulmak için K  

fonksiyonellerini kullanacağız. Daha sonra da K  fonksiyonellerinin pL  süreklilik 

modülüne denkliğini kullanarak yaklaşım hızını hesaplayacağız. 

 

 

1.2. Çalışmanın Amacı 

 

Genelleştirilmiş Baskakov Durrmeyer tipli operatörlerle birim operatörlere yaklaşım 

hızı hesaplanacak ve yine aynı operatörlerle düzgün yaklaşım problemi çözülecektir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

 

Tanım 2.1: (Operatör) 

 

X  ve Y  lineer normlu iki fonksiyon uzayı olsun. Eğer X  den alınan herhangi bir f

fonksiyonuna Y  de bir g  fonksiyonu karşılık getiren bir L  kuralı varsa bu durumda 

X  uzayında bir operatör tanımlanmış olur ve ),()( xfLxg   biçiminde gösterilir. 

X  uzayı L operatörünün tanım bölgesidir ve )(LDX   ile gösterilir. Bu durumda, 

                                     

                                            ),()( xfLxg     

 

Y  uzayının bir elamanı olur ve bu şekildeki g fonksiyonları kümesine L 

operatörünün değer kümesi denir. Bu küme de ℝ(ܮ)  ile gösterilir.  

 

Tanım 2.2: (Lineer Operatör)  

 

YXL :  bir operatör olsun. Her Xff 21  ,  ve 21  ,  ℝ  olmak üzere, 

 

                 );();();( 22112211 xfLxfLxffL              

 

eşitliği sağlanıyor ise L ye lineer operatör denir. 

 

Tanım 2.3: (Normlu Uzay)  

 

X , bir lineer uzay olsun.  X:  ℝ fonksiyonunun Xx  deki değerini x  

şeklinde gösterelim. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa   fonksiyonuna X  üzerinde 

bir norm, X e de bir normlu uzay denir: 

       

     1)  xx 0 Ө 

     2) λ ℝ  olmak üzere xλλx   
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     3) Xyx ,  olmak üzere yxyx   

      

     Tanım 2.4: (Sınırlı Operatör)  

 

YXL :  bir operatör olsun. XLD )( , L nin tanım kümesi olmak üzere 

)(LDf   için, 

 

                                          
XY

fMf;xL )(  

 

eşitsizliğini sağlayan ܯ ∈ ℝା varsa L ye )(LD  de sınırlı operatör denir. 
                             
 
                                   

XYYX
fMf;xLML 


)(:inf  

 

sayısına L operatörünün normu denir. 

 

Lemma 2.1:  

 

YX   sınırlı lineer operatörü için,  

 

                                
X

Y

f
 Y X f

f;xL
L

X

)(
sup

0



  

 

eşitliği sağlanır [2]. 

 

Tanım 2.5: (Pozitif Operatör)  

 

 0)(  tX:ffX ,  0)(  tY:ggY  fonksiyon sınıflarını göz önüne alalım. 

Eğer X  uzayında tanımlanmış L lineer operatörü X  kümesindeki her bir f  

fonksiyonunu Y  kümesindeki bir fonksiyona dönüştürüyor ise L operatörüne lineer 

pozitif operatör denir. L lineer pozitif operatör ise   YXL )(  sağlanır. Yani 

0)( tf  olduğunda 0);( xfL  olur. 
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Teorem 2.1: (Korovkin Teoremi) 

 

),()( .lineer pozitif operatörler dizisi olsun  {௡ܮ} xx nn   ve )(xn , ],[ ba  de düzgün 

olarak sıfıra yakınsayan diziler olmak üzere ],[ bax   için, 

                             

                           )(1);1( xxL nn                                                            (2.1) 

                                       )();( xxxtL nn                                                            (2.2) 

                                       )();( 22 xxxtL nn                                                        (2.3) 

 

koşulları sağlanıyorsa bu durumda );( xfLn , ],[ ba  aralığı üzerinde )(xf  e düzgün 

olarak yakınsar. Burada f ,  ],[ ba  de sürekli, a  da sağdan, b  de soldan sürekli ve  ℝ 

de sınırlı bir fonksiyondur. 

 

İspat: 

f  fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğundan tüm x  ler için  

 

                                               Mxf )(                                                                 (2.4) 

 

olacak şekilde  M  pozitif sayısı vardır.  b ,aCf   olduğu için 0  sayısına 

karşılık öyle bir 0  sayısı vardır ki t ℝ  ve    için   b,  xtax  olduğunda  

 

                                              )()( xftf                                                          (2.5)     

 

sağlanır. 

 

 b,  , atx   olduğunda (2.5) eşitsizliği f  fonksiyonunun  b,a  aralığında düzgün 

sürekli olmasından dolayı gerçeklenir.    b ,  , b , atax   olduğunda ise (2.5) 

eşitsizliği f  fonksiyonuna a  noktasında soldan ve b  noktasında sağdan sürekli bir 

fonksiyon olduğu için gerçeklenir. (2.4) ve (2.5) eşitsizliklerinden dolayı her t  ℝ  

ve  b ,ax  için  
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                                  2
2 )()()( xtMxftf 


                                                (2.6) 

 

eşitsizliği gerçeklenir. Çünkü  xt  olduğunda  )()( xftf  ayrıca 

2
2 )( xtM




 sağlanır. 

 xt  olduğunda ise 1)(
2

2





xt  olacağından MxtM 2)(2 2
2 


 sağlanır. Bu 

durumda 0  için (2.4) eşitsizliğinden  

                                   

                                    )()()()( xftfxftf   

                                                        M2  

                                                        





 22 )(
2

xt
M                                               (2.7) 

 

eşitsizliği gerçeklenir. Lineer pozitif operatörlerin özelliklerinden 

 

              baCnnbaCn xfxLxfxxftfLxfxfL ,, )();1()());()(()();(   

                                                   baCnbaCbaCn xLfxxftfL ,,, 1);1());()((   

                                                   baCnbaCbaCn xLfxxftfL
,,,

1);1();)()((   

 

eşitsizliği mevcuttur. Bu eşitsizlikteki ikinci terim (2.1) den dolayı sıfıra yakınsar. 

Yani, 0 ,  nn   için 

 

                                               nbaCnbaC xLf  ,, 1);1(  

 

eşitsizliğini sağlayan n  dizisi vardır. O halde 

 

                          nbaCnbaCn xxftfLxxftfL 
,,

;)()(();()((                     (2.8) 
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eşitsizliği sağlanır. Şimdi birinci terimi hesaplayalım. (2.7) eşitsizliğinden ve lineer 

pozitif operatörün özelliklerinden dolayı 

 

  





  xxtMLxxftfL nbaCn ;)(2);)()(( 2

2, 
  

                                        
);)((2);1( 2

2 xxtLMxL nn 


  

                                         );1();(2);(2);1( 22
2 xLxxtxLxtLMxL nnnn 


  

                                         =     22
2 );( 21);1( xxtLMxL nn 


  

                                            1);1();(2 2  xLxxxtLx nn  

                                         1);1(2 2
2 






  xLxM

n
  

                                           xxtLxMxxtLM
nn  );(4);(2

2
22

2 
 

 

elde edilir.  bax ,  olduğundan 

 

                             





 






  bxbMxM

22
2

2
2

2

4M4M    ,  22





  

 

dir. O halde 

 

                                 2
1312

2
21  , 2 ,2 bCCbCCbMC  


 

 

eşitliklerini kabul edersek, 

 

xxftfLn ;)()((   

1);1();();( 32
22

1  xLCxxtLCxxtLC nnn  
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yazılabilir ve burada 0  istenildiği kadar küçük seçilebilen bir sayıdır. (2.1), (2.2) 

ve (2.3) eşitsizliklerinden dolayı n  için 

 

                                       0;)()((  xxftfLn  

 

olur. Bu sonuç ve (2.6) eşitsizliğinden yararlanarak 

 

                                       0)();(  xfxfLn  

 

olduğu görülür. 

 

Tanım 2.6: (Operatörün Sürekliliği)  

 

YX   ve  normlu uzaylar YXL :  lineer operatör olsun. Her 0  sayısına karşılık 

öyle bir pozitif ),( 0f  sayısı bulunabilir ki 
X

ff 0  olduğunda 


YofLfL )()(  eşitsizliği sağlanırsa L operatörü Xf 0  için süreklidir denir. 

 

Tanım 2.7: (Süreklilik Modülü) 

 

],[, bayx   olmak üzere  yx  şartını sağlayan 0  için )()( yfxf   nin en 

küçük üst sınırına f  nin süreklilik modülü denir. 

 

                                   )()(sup);( yfxffw
yx


 

  

 

veya 

 

                                  )()(sup);( xfhxffw
h




  

 

sembolleri ile gösterilir. 
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Süreklilik Modülünün bazı özellikleri; 

 

1) w  fonksiyonu monoton artandır. Yani; 

 

                                  ):():( 2121  fwfw   
 

dir. 

 

2) m  ise 

 

                                           ):():(  fmwmfw   
 

dir. Gerçekten, 

 

                                  )()(sup):( xfhxfmfw
mh


 

  

                                                   )()(sup xfmhxf
mmh


 

 

                                                    



m

kh
hkxfkhxf

1
))1(()(sup


 

                                                    
 


m

k h
hkxfkhxf

1
)1(()(sup


 

                                                    ):( fmw  

 

bulunur. 

 

3) 0  için, 

 

                                        ):()1():(  fwfw   

 

 dir. Gerçekten, 
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                                            1:):(  fwfw  

                                                              :1 fw  

                                                         ):()1(  fw  

 

yazılabilir. 

 

4) f , ],[ ba  de sürekli ise, 

 

                                        xtfwxftf  :)()(  

 

olup, 

                                   )()(sup: xftfxtfw
xtxt


  

                                                    
)()(sup

],[,
xftf

baxt



 

                                                    )()( xftf   

 

sağlanır. 

 

5)  Süreklilik modülünün tanımından, 

                                        

                                        yxfwyfxf  :)()(  

                                                            






 



 yx

fw :  

                                                             


:1 fw
yx







 
    

 

yazılabilir. 
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Tanım 2.8: (Newton İnterpolasyon Polinomu)  

 

Verilen f  fonksiyonu ve )( ),,(),...,,( 11 nnnn xfyyxyx   şeklindeki n  tane nokta 

için, 

 

                                
kj

k
n

kj
k

jj xx
xxYP Π 





1

  

olmak üzere, 

 

                                 )()(
1

xPxP j

n

j



  

 

şeklinde tanımlanan polinoma Newton İnterpolasyon Polinomu denir. 

 

Tanım 2.9 : (Lineer Fonksiyonel)  

 

ܨ = ℝ  veya F=ℂ olmak üzere X , F  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 

FXT :  operatörüne fonksiyonel denir. Eğer T  lineer ise T  ye lineer 

fonksiyonel adı verilir. 

 

Tanım 2.10 :  

 

Her pozitif   için, 

 

                       
/p

p

tpL dxxftxff:W
σ

1

)()(sup)( 







 






 

 

ifadesine f  nin PL  uzayındaki süreklilik modülü denir. 
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Tanım 2.11: (Taylor Serileri)  

 

Bir noktada aldığı değer ve türevleri f  fonksiyonununkilerle aynı olan p  

polinomuna f  ile uyumlu polinom adı verilir. Eğer, 

 

                                    n
n xaxaxaaxp  ...)( 2

210  

 

polinomu 0x  noktasında n  inci mertebeden türevlenebilen f  fonksiyonu ile 

uyumlu ise, 

 

                          )0()0()0( 0 fafp   

                        )0(')0(')0(' 1 fafp   

                     )0(''2)0('')0('' 2 fafp   

                  )0('''32)0(''')0(''' 3 fafp   

              )0(432)0()0( )4(
4

)4()4( fafp   

 

olup bu şekilde devam edilirse, 

 

             )0(32)0()0( )()()( k
k

kk fak...fp   

 

olur. Yani nk ,...,2,1,0  için, 

 

                                   
!

)0()(

k
fa

k

k    

 

bulunur. Böylece ax   noktasında f  fonksiyonu tarafından üretilen Taylor 

polinomunun, 

 

                           k
kn

k
ax

k
afxp )(

!
)()(

)(

0



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olduğu elde edilir. 

 

                       )()(
!

)()(
)(

0
xKax

k
afxf n

k
kn

k




 

 

denirse,  

 

                       )()(
!

)()(
)(

0
xKax

k
afxf n

k
kn

k




 

 

kalan terimli Taylor formülü elde edilir. 

 

Lemma 2.2: (Cauchy Schwartz Eşitsizliği) 

 

 ,...,  ve,..., 11 nn bbaa herhangi n2  reel sayıysa, 

             

                 22
1

22
1

2
11 nnnn b...ba...aba...ba    

 

dir [3]. 

 

İspat : 

                                  22
11)( nn bxa....bxaxP    

 

olsun. Eğer, 

 

                                 2
1

2
1 a...aA   

                                 2
1

2
1 b...bB   

                                 nnba...baC  11  

 

ise, 
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                             BCxAxxp  2)( 2  

 

elde ederiz. Her x  ℝ  için, )(xp  karelerinin toplamı olduğundan 0)( xp  çıkar. 

Yani her x  ℝ  için, 

 

                           0)(22  xpBCxAx  

 

bulunur. Her reel sayı için geçerli olan böyle bir eşitsizlik ancak                          

02  ABC  ise mümkündür. Bu durumda 

 

                             22
1

22
1

2
11 nnnn b...b...aaba...ba    

 

olur. 

 

Teorem 2.2: (Fubini Teoremi)  

 

݂: ℝ = [ܽ, ܾ] × [ܿ, ݀] → ℝ  sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, 
 
 

a)                                           dyx,yfxg
d

c

)()(    

 

fonksiyonu ],[ ba  üzerinde integrallenebilir ve  

 

                         dydxx,yfdxxgdydxx,yf
d

c

b

a

b

aR

)()()(    

 

dir.  

 

b)  

                                             dxx,yfyg
b

a

)()(   
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fonksiyonu ],[ dc  üzerinde integrallenebilir ve  

 

               dydxx,yfdyygdxdyx,yf
b

a

d

c

d

cR

)()()(    

 

dir [1]. 

 

Teorem 2.3 : 

 

݂, ℝ = [ܽ, ܾ] × [ܿ, ݀]  kümesi üzerinde integrallenebilen bir fonksyion olsun. 
 
 

(a) Her ],[ bax  için ),()( yxfyh   şeklinde tanımlı, ],[: dch  ℝ  fonksiyonu 

],[ dc  üzerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda, 

 

                         dyx,yfdyyhxg
d

c

d

c

)()()(    

 

şeklinde tanımlı ],[: bag  ℝ  fonksiyonu ],[ ba  üzerinde integrallenebilir ise 

                                

                                 dxdyx,yfdxdyx,yf
d

c

b

aR








  )()(  

 

dir. 

 

(b) Her ],[ dcy   için ),()( yxfxh   şeklinde tanımlı ],[: bah  ℝ  fonksiyonu 

],[ ba  üzerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda,  

 

                                  dxx,yfyg
b

a

)()(   

 

şeklinde tanımlı ],[: dcg  ℝ  fonksiyonu ],[ dc  üzerinde integrallenebilir ise, 
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                     dydxx,yfdydxx,yf
b

a

d

cR








  )()(  

 

dir [1]. 

 

Tanım 2.12: (Tam Uzay) 

 

),( dX  bir metrik uzay ve )( nx  bu uzayda bir dizi olsun. 0,için  0 nnm   

olduğunda ),( nm xxd  olacak şekilde 0n  sayısı varsa )( nx  dizisine Cauchy dizisi 

denir. Eğer X  deki her Cauchy dizisi yakınsaksa yani Xxxn   ise X  uzayına 

tam uzay denir. 

 

Tanım 2.13: (Banach Uzay)  

 

  X,  bir normlu uzay olsun. Eğer X  norm metriğine göre tam ise X e bir Banach 

uzayı denir. 

 

Teorem 2.4: (Banach – Steinhaus Teoremi)  

 

)( nA , bir X  Banach uzayından bir Y  normlu uzayı içine olan sınırlı lineer 

operatörlerin bir dizisi ve X  üzerinde, 

 

                                      )(suplim xAn
n

 

 

olsun. Bu taktirde, 

 

                                                   )(sup xAn
n

 

 

 dir. Yani,  nA  normlar dizisi sınırlıdır. 
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Tanım 2.14: (Limit)  

 

 ns  reel terimli bir dizi olsun.  ns   dizisinin sonlu adetteki terimleri hariç diğer tüm 

terimleri bir s  sayısının keyfi 0  komşuluğunda kalıyorsa  ns   dizisinin limiti s  

dir denir ve   ssn   ile veya ssnn



lim  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.15:  

 

Af : ℝ  bir fonksiyon olsun. Aa  ,  kümesinin bir yığılma noktası olsun. Eğer 

terimleri A \ a  kümesinden seçilen ve a  noktasına yakınsayan her  nx  dizisi için 

  nxf  görüntü dizisi aynı L  sayısına yakınsıyorsa x  değişkeni a  noktasına 

yaklaşırken )(xf  fonksiyonunun limiti L  dir denir ve 

  

                                            Lxf
ax




)(lim   

 

şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 2.16: ( Baskakov Operatörü) 

 

),0[ Cf  ve Nn  olmak üzere, 

                    

                             
   k

k

k
nn x

xkn
n
kf

x
xfB

k 





 








 



 1
1

1
1;

0

 

                                          











0
, )(

k
kn n

kfxP  

 

ifadesine Baskakov operatörü denir. 

 

Tanım 2.17: (Szasz Operatörü) 

 

 ),0[    ve),0[  xCf  olmak üzere, 
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                                             




 







0 !
;

k

k
nx

n k
nx

n
kfexfS  

 

ifadesine Szasz operatörü denir. 

 

Tanım 2.18: (Mutlak Süreklilik) 

 

f  fonksiyonu ],[ ba  üzerinde mutlak süreklidir gerek ve yeter şart 0  için bir 

0  vardır öyleki 

 

                                                   



n

k
kk ab

1

)(   

 
 
şartını sağlayan her sonlu ve ikişerli ayrık 
 
                                  
                                      },...,2,1:],[),{( nkbaba kk   
 
 
aralık ailesi için  
 
                       

                                               



n

k
kk afbf

1

)()(   

 

 

sağlanır. Bu tanıma göre mutlak sürekli her fonksiyon süreklidir fakat bunun karşıtı 

doğru değildir. 

 
Tanım 2.19: 

 

),,( UX  bir ölçü uzayı olsun.  p0  olmak üzere, 

 
 
                                ),,(:),( UXLfUXMfL p

p   
 
 
kümesine .p kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sınıfı denir. 
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Tanım 2.20: ( pL  Yakınsaklık) 

 

nf  ve f  fonksiyonları pL  uzayının elemanları olsun. )( nf  dizisi f  fonksiyonuna 

p -inci mertebeden ortalama yakınsaktır için  öyleki için  0 00 nnNn    

 
                                                 . pn ff  

 
 
Bu yakınsaklık çeşidine pL  de yakınsaklık da denir. Burada 1p  olup 
 

                                    
p

X

p
npn dffff

1









    

 
dir. 
 
Buna göre ff n  dizisi )(  fonksiyonuna pL  de yakınsaktır .0lim 

 pnn
ff  
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3. DURRMEYER TİPLİ OPERATÖRLERİN 
YAKINSAKLIK ÖZELLİKLERİ 

 
 

  Nnn  , 0b  olmak üzere,  b,0  aralığında tanımlı her Nn , 0Nk   için, 

  0,bCn
  ve   10 n  olsun.                                                                           (3.1)           

 

n   tam monoton, yani     01  k
n

k  ve ,n   c,n  0max  olmak üzere, Zc  

için, 

 
                                                  )(1 k

cn
k

n n 
                                                       (3.2) 

  
 
eşitliği sağlansın. 
 
 
Yukarıdaki şartları sağlayan  n  dizileri için aşağıdaki örnekleri verebiliriz:  
 
 
     1 n

n xx        ,   1,0x  aralığında     ,    1c  
 
   nx

n ex             ,   0,x  aralığında    ,    0c  
 
     1 cn

n cxx   ,   0,x  aralığında    ,    0c  . 
 
 
Tanım 3.1:  

 

Nn , 0Nc ,   ,0pLf ,   ,0x , cn   ve  

 

                                         x
k
xxP k

n

k
k

n,k 
!

1  

 
 
olmak üzere,  
 

                          





00

)()())(())(( dttftPcnxPxfM n,k
k

n,kn                                  (3.3) 
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şeklinde tanımlanan operatöre  Baskakov Durrmeyer operatörü denir. 
 
Tanım 3.2: (Süreklilik Modülü ve K-fonksiyoneli) 

 

Yaklaşım hızı verilirken  ,0pL  uzayında tanımlı süreklilik modülünü, 
 
 

 
p

r
h

rh
p

r fΔf,tW 



0
sup  ,   ,Lf p 0 ,  p1 ,    cxxx  1 , 

 



r

k

kr
H Hkrxff(x)Δ r

k
0

))
2

(()1( ,  



  ,HrxHrx 0

2
,

2
 

 
 
şeklinde tanımlayacağız. Diğer durumlarda ise, 0)( xfΔr

H  alacağız. 
 
Burada süreklilik modülü 
 
 

)},0[);,0(:),0[{)),0[,( )()1(  
p

rr
loc

r
p

r
p LgACgLgW   

 
)},0[);,0(:),0[{)),0[,( )()1(  

p
rr

loc
r

p
r
p LgACgLgW   

 
 
olmak üzere, 
 
 

}{inf),( )(

)),0[,( p

rrr
pp

rr gtgftfK rpwg


 


 

 
}{inf),( )()(

)),0[,(
p

rr

p

rrr
pp

rr
gtgtgftfK r

pwg
 





 

 
 
şeklinde tanımlı  ܭ- fonksiyoneli p

r tfW ),(  ile verilen süreklilik modülüne denktir 
[8]. 
 
 

Şimdi knP ,  ağırlık fonksiyonunun sağladığı bazı özellikleri verelim.  n  

fonksiyonlar dizisinin sağladığı özellikler dikkate alınırsa aşağıdaki eşitlikler kolayca 

elde edilir. 

 
Lemma 3.1: Her )0[0  , , xNc , kN , nn  için, 
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1) 





0

1)(
k

n,k  xP ,                                                                  (3.4)                                    

 
 
2) 0)(lim...)(lim)(lim )2(1)1( 










xxxxx nn

k
n

k

n

k
n

k

n
   için, 

 

                                      





0

1)(
cn

dtt Pn,k    ,                                                         (3.5) 

 
 

3) )()( 1,, xxPxP
n
k

kcnkn   ,                                                            (3.6)            

 

4) )()()()( 2 xPnxkxP
dx
dx n,kn,k   ,                                                (3.7) 

 

5)   )()()(1 xP
dx
dxPxPn n,kc,knc,kn   ,                                                (3.8) 

 
dir. Eğer 0k  ise 0)(, xP kn  dır. 
 

İspat: 

 
1)  n  türevlenebilir fonksiyonlar dizisi olduğundan, 
 
 

                                      





0

)(

)(
!

)(
)(

k

k
k

n
n tx

k
t

x


  

 
 

ile tx   noktasında, )(xn  fonksiyonu tarafından üretilen Taylor polinomunu 

gösterelim. Fonksiyonda 0x  alınırsa, )(xn in tanımında 1(0) n  olduğundan, 

 
 

                          









00

)(

)()1(
!

)(
1)0(

k
n,k

k

kk
k

n
n tPt

k
t

  

 
 
elde edilir. 
 
Özel olarak , nx

n ex )(  seçilirse , 



23 
 

                                       )()( xk
n = nxkk en  )1(   

 
 
olur. Bu durumda, 
 

                                       x
k
xxP k

n

k
k

kn 
!

1,   

                                                nxkk
k

k en
k
x  1

!
1  

                                            nxk
k

en
k
x 

!
 

                                                    
 
bulunur. )(xn  in tx   noktasındaki Taylor polinomundan faydalanarak, 
 
 

                                  k

k

k
n

n tx
k

t
x )(

!
)(

)(
0

)(







  

                                            =   k

k

ntkk

tx
k

en )(
!

1
0










 

 
 
olduğu görülür. 0x  alınırsa, 
 
 

                               










0

)1(
!

11)0(
k

kk
ntkk

n t
k

en
  

                                              = 








 
00

)(
! k

n,k
k

ntk
k

tPen
k
t

 

 
 

elde edilir. Bu da 1)( 
n
kf   için Szasz operatörüdür. 

 
Şimdi     n

n xx  1  seçilirse , 
 
 
                                     knkk

n xknnnx  11...11   
 
 
olup, 
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                                 x
k
xxP k

n

k
k

kn 
!

1,   

                                      




  

k
knxx knk 1)1( )(  

  
 
bulunur. Bu durumda, 
 
 

                           k

k

k
n

n tx
k

t
x )(

!
)(

)(
0

)(







  

                                    




 




 

0

)( 1)()1()1(
k

kknk

k
kntxx  

 
   
ve 
 

                              




 




 

0

1)1(111)0(
k

kkknk
n k

kntx  

                                        =    




 




 

0k

11
k
knxt knk  

                                        =


0

)(
k

n,k tP  

 
 

elde edilir. Bu da 1)( 
n
kf  için klasik Baskakov operatörüdür. 

 
 
2)  Şimdi 
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Özel olarak   nx
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bulunur. Böylece, 
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elde edilir. 
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bulunur. Böylece, 
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elde edilir. 
 
Özel olarak   nx

n ex   seçilirse ,   nxkkk
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bulunur. Burada (3.2) kullanılırsa,
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elde edilir. 
 
 

    n
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olduğu görülebilir. 
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elde edilir. 
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nx
n ex )(  olarak alınırsa, xxenx nxkkk
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bulunur. Böylece, 
 

             

            nxk
k

nxk
k

n,k enx
k
nekx

k
n

x
xxP

dx
d  

!!
)( 1  

                             nxk
k

nxk
k

enx
k
nex

x
k

k
n  

!!
 

                             )()( xnPxP
x
k

n,kn,k   

                             





  n

x
kxPn,k )(  

                                         = )(xP
x
nxk

n,k
  

 
 
elde edilir. 
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(3.2) den 
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eşitliklerini tanımlayalım. Bu taktirde 
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İspat: 
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bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
 
 
Lemma 3.3: 
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                   xncnnx
cncn
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 )(
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olduğu görülebilir. 
 
 
Lemma 3.5: 
 

)1()( ,2 , ,0 cxxxcmnNnNm    ve ),0[ x  için  
 
 
                                    )]()([)(, xtxMxW m

nmn   
 
 
olmak üzere, 
 
 

1) 
cn

cxxWxW nn 2
21)( , 1)( 1,0, 


                                                                               

 
 
2) 

)()21)(1()]()'()(2[)()())2(( ,,1,
2

1, xWcxmxWxmWxxWmcn mnmnmnmn     
                                                                                                                        
                                                                                                                               (3.16) 

3) 
















m

i

i
im

mimn n
n
xqxW

0

2
2

2,2,
)()(   

    

12
2

1
12,12,

)()21()( 




 








  i

imm

i
mimn n

n
xqcxxW                                                 (3.17) 
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eşitlikleri geçerlidir. 
 
 
İspat: 
 
1) )(0, xWn  ve )(1, xWn  eşitlikleri tanımdan kolayca görülebilir. 
 
2) Şimdi )(, xW mn  in türevini alalım. 
 

                      
 







0 0

,,, ))(()()'()()()'(
k

m
knknmn dttxtPxPcnxW  

                                      








0

1
,

0
, ))(()()( dttxtPmxPcn m

kn
k

kn   

                                       







0 0

1,,, )())(()()'(
k

mn
m

knkn xmWdttxtPxP  

 
olur.  
 

   






 
0 0

,,
2

1,,
2 ))(()()'()()()()()'()(

k

m
knknmnmn dttxtPxPxcnxmWxWx 

 
 
olup (3.7) uygulanırsa,

                                           
 

 

   






 
0 0

,,1,,
2 ))(()()()()()()'()(

k

m
knknmnmn dttxtPxPnxkcnxmWxWx

 
 
bulunur. Burada 
 
                         
                            )()( txnntkntntnxknxk    
 
 
yazılıp (3.7) uygulanırsa,

      
 )()()'()( 1,,

2 xmWxWx mnmn 
       

  














0 0

1
,,

0 0
,, ))(()()())(()()()(

k

m
knkn

k

m
knkn dttxtPxPcnndttxtPntkxPcn

)())(()()()( 1,
0 0

,, xnWdttxtPntkxPcn mn
k

m
knkn 







    
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)]()()'[()( 1,,
2 xmWxWx mnmn   

 )())(()'()()()( 1,
0 0

,
2

, xnWdttxxPxxPcn mn
k

m
knkn 







                                                                

 

elde edilir. Şimdi dvdttP kn )()'( ,  ve utxt  )()( 2  alınarak kısmi integrasyon 

uygulanırsa, 

 
)]()()'[()( 1,,

2 xmWxWx mnmn   

  






 

0
1,

0

12
,, )()()())(21()()()(

k
mn

mm
knkn xnWdttxtmtxcttPxPcn   

 
olur. Burada, 
 
 

      
222 ))(2())(21)(1()()())(21( txmctxcxmxmtmtxct    

 
 
olduğundan, 
 
 

 )()()'()( 1,,
2 xmWxWx mnmn   

)()()2()()21)(1()()( 1,1,,1,
2 xnWxWmcxWcxmxWxm mnmnmnmn     

 
 
elde edilir. Böylece (3.16) ifadesi ispatlanmış olur. 
 
 
3) İspat için [4] de verilen indirgeme ile denklem, 
 
 

)()21)(1()]()'()(2[)()())2(( ,,1,
2

1, xWcxmxWxmWxxWmcn mnmnmnmn     
 
olarak bulunur. Bu da (3.16) nın ispatıdır. 
 
 
Sonuç 3.1: 
 

)1()( cxxx   olsun. Her 0Nm  ve her ),0[ x  için, 
 
 
                                mm

mn nxCnxW ))(()( 12
2,

    
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dir. nC,  den bağımsız sabittir. 
 

İspat: 





n
x 1,0  için, 2

2)(
n

cnx 
  yazılabilir. Burada (3.17) kullanılırsa, 

 
 

                           










 


m

i

mi
im

mimn Cnn
n

cnqxW
0

22
32,2, )(  

 
 

bulunur. 




  ,1

n
x  için,   1)( 12 






cn
nxn  eşitsizliği ve (3.17) kullanılırsa, 

 
 

                     
 



 
m

i

mmi
mi

mm
mn xCnxnqxnxW

0

22
2,

2
2, )()()()(   

 
 
elde edilir. 
 
 
Tanım 3.2: 

  

),0[ , ,,  ucnNmn  olmak üzere, 

 

                


















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u
mn dtdxxPtPtucnmuH  

 
şeklinde tanımlanır. 
 
 
Lemma 3.6: 
 
 

)1()( , ,, cuuumcnNmn    için aşağıdaki eşitlikler doğrudur: 
 

1)  






 
0 0

0,,1,, )())(()()(
k

cn
mm

kcnkcnmn uPudttutPuPnuH                               (3.18) 

 

2) 2
2,1, )(

2
2)( ,0)( u

cn
uHuH nn 


  , 2m  için 

)()21()]()'()(2[)()()1(( ,,1,
2

1, uHcumuHumHuuHmcn mnmnmnmn      (3.19) 
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eşitliği sağlanır. 

 
3) Nm  için,

  



















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i
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                                                                        (3.20) 


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



 
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
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
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i
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n
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doğrudur. mi 2,  ve 12, mi , u  dan bağımsızdır [4]. 
 
 
İspat: 
 
1) Öncelikle (3.18) i gösterelim. )(, uH mn  ın tanımından 
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k
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0 0 0

,
1  

 



  

 
 
olup, (3.4) ve (3.5) kullanılırsa 
              
 

 








u

kn
m

kn
k

m
mn dtdxtPtuxPcnmuuH

0 0
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1
,

0
, )()()()()(                                  (3.21) 

 
 
elde edilir. mcn   için kısmi integrasyon uygulanırsa 
 
 

                   
 








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
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bulunur. Ayrıca 1)0(0, cnP  olup (3.8) kullanılırsa 
 
                                

                              
u u

cn
mm

n dxxPudxuxPcn
0 0

0,0, )()'()()(                               (3.23) 

 
 
bulunur. Şimdi (3.22) ve (3.23), (3.21) de yerine yazılırsa 
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
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olur. Burada toplamın ilk kısmında 1 yerine kk  yazılırsa 
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elde edilir. Son denklemde (3.8) kullanılırsa 
 
 

 







 
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1,,

0
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k

cn
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mn dxdtxPtutPnuPuuH  

 
 


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
 

0 0
,1,

0
0,, ))(()()()( dttutPuPnuPuuH m
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mn  

 
bulunur. 
 
 
2) )(  ve)( 2,1, uHuH nn , (3.18) den direkt olarak hesaplanabilir. Ayrıca (3.18) i 

kullanarak, 

 

 






 
0 0

,1,1,0,, ))(()()'()()()'()()'(
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m
kcnkcnmncn

m
mn dttutPuPnumHuPuuH   

                                                                                                                               (3.24) 
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elde edilebilir . Şimdi (3.18) ve (3.24) kullanılıp (3.7) uygulanırsa 
 
 

)]()()'[()( 1,,
2 umHuHu mnmn   

  






 
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,1,0,
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m
kcnkcncn

m dttutPucnkuPnuPuu       (3.25) 

 
 
bulunur. Ayrıca  
 
 
                    )21())(())(()()1( cutucntcnkucnk   
 
 
olup bu ifade (3.25) de yerine yazılırsa 
 
 

)()21()()()]()()'[()( ,1,1,,
2 uHcuuHcnumHuHu mnmnmnmn     

 
)(])21()[()()'()( 0,

1
0,

2 uPucuucnuPuu cn
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cn
m




   

 






 
0 0

,
2

1, ))(()'()()(
k

m
kcnkcn dttutPtuPn 

 
 
 
elde edilir. Şimdi kısmi integrasyon uygulanıp benzer işlemler yapılırsa, 
 
 

))(21()( 2 tuctum  22 ))(2())(21)(1()( tumctucumum    
 
 
olup, 
 
 

)()21()()()]()()'[()( ,1,1,,
2 uHcuuHcnumHuHu mnmnmnmn    

)(])21()[()()'()( 0,
1
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2 uPucuucnuPuu cn
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m



 

 







 
0 0

1
,

2
1, ))(()])(21()([)(

k

m
kcnkcn dttutPtucttmuPn   

)()()21)(1()()2( 1,
2

,1, uHumHcumuHmc mnmnmn     

)()()()'()( 0,
1

0,
2 uPucnuPuu cn

m
cn

m



   

 
 
bulunur. (3.7) uygulanırsa 
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)()()()'()( 0,
1

0,
2 uPucnuPuu cn

m
cn

m



   

0)()()())(0( 0,
1

0,  


 uPucnuPucnu cn
m

cn
m  

 
 
olup yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa, 
 
 
           )()21()]()'()(2[)()()1(( ,,1,

2
1, uHcumuHumHuuHmcn mnmnmnmn     

 
 
elde edilir. 
 
 
Sonuç 3.2: 

 

Her ),0[,2,,  ucmnNmn  için, 

 
                                      mm

mn nuCnuH ])([)( 12
2,

    
 
 
sağlanır. aun ,  ve  dan bağımsız sabitlerdir. 
 
 

Lemma 3.7: 

 

Her Nrntcttf r   ,),,0[,)1()( , rcn   ve ),0[ x  için, 

 
                                           r

n cxCxfM  )1())((  
 
 
dir. Burada nC,  den bağımsız sabittir [5]. 
 
 
Teorem 3.2: 

 

cnN,n,cx)x(x 2  1)(   ve   , ,0  pLf   p1  için, 

                              
                                  }{ 1212

pp
/

pn fnf,nwCffM     

 
dir. 
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İspat: 
 

İspat için  p
/f,nW 212 

  süreklilik modülü ile  pf,nK 12 
  fonksiyonelinin denkliğini 

kullanacağız. Yani, 

 
 
                                      ppn nfKCffM 12

,    

 
 
olduğunu göstereceğiz. Her ))[0,,(g 2

p  W  için, 
 
 

pn ggfggfM )()(  pnn ggMgfgfM  )()(  

                                                   
pnppn ggMgfgfM  )()(  

                                                 
olup, 1pnM  olduğundan, 

                    
                                                

pnpppnpn ggMgfgfMggfggfM  )()(  

                                                   
pnp ggMgf  2                                   (3.26) 

                                                 
yazılabilir. 

pn ggM   yi hesaplamak için, 

                           duugutxg'xtxgtg
t

x

)('')()()()()(    

 
ve 
 

                                        
cn

cxxxtM n 2
21)(



   

 
 

eşitliklerini kullanacağız. İlk olarak (3.26) daki ifadenin sağ tarafındaki ikinci terimi 

hesaplayalım. Yani 

 
 
                               

ppn )gn(nCggM ''121                                         (3.27) 

 
 
olduğunu göstereceğiz.                                                                                           
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Taylor açılımından kalan terim, 
 
 

                                 duugutg,t,xR
t

x

)('')(2    

 
 
şeklinde ifade edilebilir. 1):1( xM n   ve    0,  xxtM n olduğundan, 
 
 

                                   )()()( 2 xg,t,xRMxgxgM nn                                       (3.28) 
 
 
ifadesi doğrudur. Bu durumda (3.27) deki ifadenin ispatı için, 
 
 

                           
    

p

121
2 ''gnnCg,t,xRM

pn
  

                                  
(3.29)   

 
 
göstermek yeterlidir. 
                        
İspat için 1p  ve p durumlarını gösterip  p1  için Riesz Thorin 

Teoreminden faydalanacağız. 

 
p  için kalan terim, 
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yazılabilir. tx   için, 
 
 
                                               uxtxut    
 
sağlanır. Ayrıca   
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sağlanır. Şimdi (3.31) den 
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yazılabilir. (3.32) kullanılıp (3.30) da integral alınırsa, 
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 bulunur. Ayrıca, 
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yazılabilir. Şimdi (3.30) da (3.34) ve xtut    olduğu kullanılarak integral 

alınırsa, 
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elde edilir. 
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n

,x  için 1
12 ])([ Cnxn    dir. 1C , n  den bağımsızdır. Sonuç (3.1)  

kullanılarak, (3.35) den, 

 
 

                  
  nxxtMgnxg,t,xRM nn )()('')()))((( 212

2 


         

                                         )()('' 2
112

1
12 xWnxCgn n,





        

                                                 


  ''1121 gnCn              (3.36) 

 
 
ifade gösterilmiş olur. Şimdi  
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n

 için Sonuç (3.1) kullanılarak (3.33) ve  
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 ifadesinden, 
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yazılabilir. Buradan (3.37) de tekrar Sonuç (3.1) kullanılarak,  
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elde edilir. Böylece (3.36) ve (3.38) den p  için teorem ispatlanmış olur. 
 
 

1p  için Sonuç(3.2), mnH ,  nin tanımı ve iki kez Fubini Teoremi uygulanıp, 

aşağıdaki integraller göz önüne alındığında, 

 
 



57 
 

  
dudtdxuhtgxf

t

x

)()()(
00




 

  = dudtdxuhtgxf
t

)()()(
000




                                                                                   

 
dudtdxuhtgxf

x

)()()(
000




                                                                                     

 
 BA   
 
 
olsun. 
 

dudtdxuhtgxfA
t

)()()(
000




  

    dtdudxtguhxf
u

)()()(
00




  

    dtdxdutgxfuh
u

)()()(
00




  

    dtdxdutgxfuh
uu

)()()(
0




  

    dtdxdutgxfuh
u

u

)()()(
00




  

 
 
ve 
 
 

   dtdudxtguhxfB
x

)()()(
000




  

dtdudxtguhxf
x

)()()(
000



  

dtdxdutgxfuh
u

)()()(
00



    

      dtdxdutgxfuh
u

)()()(
00



  

      dtdxdutgxfuh
u

u

)()()(
00




  

 
 



58 
 

dir. Buradan  
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olup Sonuç (3.2) den 
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eşitliği elde edilir. Böylece (3.29) ispatlanmış oldu. Her ))[0,,(g 2

p  W için 

pn ggM   
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şeklinde yazılabilir [8] . Bu son eşitsizlik (3.26) da yerine yazılırsa 
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bulunur. Her ))[0,,(g 2

p  W için tüm denklemin inf i alındığında, 
 
 

                          
  }{ 112

pppn fnf,nKCffM     

 
 
bulunur ve böylece teorem ispatlanmış olur. 

 
 
Aşağıdaki teoremde nM  genelleştirilmiş Baskakov Durrmeyer operatörünün pL  

anlamında sınırlılığını ve pL  normuna göre yakınsaklığını göreceğiz. 

 

Teorem 3.2:  

 

  ,0pLf  , Nn  , cn   için,  p1  olmak üzere, 

 
 
1) 

ppn ffM   ,                                                                                             (3.39) 

 
2)   00  fMf n  ,                                                                                        (3.40)                 
 
3) 0lim 

 pnn
ffM  ,                                                                                        (3.41)                

 
 
dir. 
 
 

İspat: 

 

1) İspatı 1p  ve p  için gösterip,  p1  aralığı için Riesz Thorin 

Teoreminden faydalanacağız. 
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1p  için (3.4) ve (3.5)  özellikleri kullanırsa, 
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olduğu görülebilir. 
 
 

p  için tekrar (3.4) ve (3.5) özellikleri uygulanırsa, 
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bulunur. Yani operatör pL  den pL  ye dönüşüm yapan sınırlı bir operatördür. 
 
 
2) n  in tam monoton özelliğinden ispat açıktır. 
 
 
3) İspat için Teorem 3.2 deki 
 
 
 
                                ]),([ 112

pppn fnnfKcffM                                  (3.42)
 

 

 

eşitsizliğini kullanacağız. (3.42) de her ))0[(2  ,Wf p   için ܭ fonksiyonelinin 

tanımı uygulanırsa, 
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bulunur. Bu durumda, 
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olduğu görülebilir. 
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4. BERNSTEİN DURRMEYER OPERATÖRÜ 
VE TÜREVLERİ 

 
 
Tanım 4.1: 
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olmak üzere, 
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olarak tanımlanan operatöre Bernstein Durrmeyer tipli integral operatörü denir. 
 
 

Tanım 4.2: 

 

Yaklaşım hızını verilirken ]1,0[pL  uzayında tanımlı süreklilik modülünü, 
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şeklinde tanımlayacağız. Diğer durumlarda 0)(  xfr

h  alacağız. Burada 
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r ACg  )1(  olmak üzere, 
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şeklinde tanımlı K-fonksiyoneli p
r tfW ),(  ile verilen süreklilik modülüne denktir 

[8] . 

 

Şimdi knP ,  ağırlık fonksiyonunun sağladığı bazı özellikleri verelim. )( n , 

fonksiyonlar dizisinin sağladığı özellikler dikkate alınırsa aşağıdaki eşitlikler kolayca 

elde edilir: 

 

Lemma 4.1: 

 

Her )0[ve)1()(0  , x xxx , Nc , kN , nn   için, 
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k
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




0 1
1)(

n
dtt Pn,k  ,                                                                                (4.6) 

 

3) )()( 11 xxPx P
n
k

,knn,k   ,                                                                        (4.7) 

 

4) )()()()( 2 xPnxkxP
dx
dx n,kn,k    ,                                                (4.8) 

 

5)   )()()( 111 xP
dx
dxPxPn n,k,kn,kn                                                      (4.9) 

 
 
yazabiliriz. Eğer 0k  ise 0)(, xP kn  olarak alınır. 
 
 
İspat: 
 
1) 

                                                  
  1

0




xPn,k

n

k
  

 
 
olduğunu gösterelim. 
 
Binom formülü göz önüne alınırsa 
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bulunur. 
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eşitsizliği geçerlidir. 
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eşitsizliği sağlanır. 
 
 
İspat : 1  ve0  xx  için ispat açıktır. 
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eşitsizlikleri sağlanır. Şimdi, 
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elde edilir. Bu da )(uh  fonksiyonunun azalan bir fonksiyon olduğunu gösterir. Yani 

xu   olduğunda, 
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elde edilir. Şimdi aynı sonucu 10  xut  için elde edelim. 
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olur. Bu da )(uh  fonksiyonunun artan bir fonksiyon olduğunu gösterir. Yani xu   
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                       2

2

1

1
)('







 







 



u
u

uug




0
1

1
2

2








 




u
u

u




 

 



77 
 

elde edilir. Bu da )(ug  fonksiyonunun artan bir fonksiyon olduğunu gösterir. Yani 

xu   için, 
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eşitsizliği sağlanır. 
 
Bu ifadeler kullanılarak  (4.19) daki sonuç elde edilebilir. 
 
 
Teorem 4.1 :  p1  ve 1  için, 
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İspat : 
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olduğunu gösterelim. 
 
Taylor açılımından, 
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olup  kalan terim, 
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olduğunu göstermek yeterlidir. İspat için 1p  ve p  daki durumları incelemek 

yeterlidir.  p1  için Riesz-Thorin teoreminden faydalanacağız.  

 
Maximal fonksiyonu, 
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şeklinde, diğer durumlarda ise 0ψ(u)  olarak tanımlayalım. 
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olmak üzere, Lemma (4.6) da 
n
1

  alınırsa, 
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olur ve böylece, 
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yazılabilir. 
 
 

 p1  için Lemma (4.5) kullanılırsa, 
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elde edilir. Maximal fonksiyonun sonucundan, 
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bulunur. Böylece  (4.23) ve (4.24), (4.22) de yerine yazılırsa (4.20) deki ifade 

gösterilmiş olur. 

 
 
Şimdi 1p  için (4.20) in ispatını yapalım. İspat için öncelikle aşağıdaki integralleri 

göz önüne alalım. 
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olur. Buradan, 
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eşitliği hesaplanmış olur. 
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elde edilir. Böylece,  1,0'' pLf   olmak üzere, 
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yazılabilir.  p1  için, 
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elde edilir. p   için [7] den direkt sonuç bulunabilir. 
                                              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



83 
 

TARTIŞMA VE SONUÇ 
 

PL  uzayında integrallenebilen fonksiyonlar için Baskakov Durrmeyer ve Bernstein 

Durrmeyer tipli operatörlerin düzgün yaklaşım problemi ve bu operatörlerin  K  

fonksiyoneli kullanılarak yaklaşım hızları bulunmuştur. 
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