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OZET

DURRMEYER TiPLI OPERATORLERIN YAKINSAKLIK OZELLIKLER]

ULUSOY, Giilsim
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog. Dr. Ali ARAL

Subat 2012, 84 sayfa

Bu ¢alisma dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmustir.
Ikinci bdliimde bazi temel tanimlar ve kavramlar verilmistir.

Ugiincii  boliimde  genellestirilmis  Baskakov ~ Durrmeyer  operatdrlerinin

integrallenebilir fonksiyonlar i¢in yakinsaklik hizi incelenmistir.

Doérdiincli boliimde Bernstein Durrmeyer operatdrleri verilmis ve bu operatdrlerin

diizglin yakinsaklig1 incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Lineer pozitif operator, Siireklilik modiilii, Baskakov operator,

Bernstein operator



ABSTRACT

THE CONVERGENCE PROPERTIES OF DURRMEYER OPERATORS

ULUSOY, Giilsim
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali ARAL

February 2012, 84 pages

This thesis consist of four chapters. The first chapter is reserved for introduction.
In the second chapter, some fundamental definitions and consepts are given.

In the third chapter, rate of convergence for generalized Baskakov Durrmeyer

operators of integrable functions is studied.

In the fourth chapter, Bernstein Durrmeyer operators are given and uniform

convergence of these operators are also studied.

Keywords: Linear positive operators, Modulus of Continuity, Baskakov Operators,

Bernstein Operators
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1. GIRIS

1.1. Kaynak Ozetleri

Yaklasimlar teorisindeki asil amac¢ keyfi bir fonksiyonun daha basit daha kullanigl

diger fonksiyonlar cinsinden bir gésterimini elde etmektir.

[a,b] sonlu araliginda siirekli her f fonksiyonu i¢in f(x) e [a,b] araliginda
diizgiin yakimnsayan bir {P (x)} polinomlar dizisinin varligi Weierstrass tarafindan

ispatlanmistir.

Bu teoremi ispat i¢in 1912 de Bernstein siirekli fonksiyonlara yaklagim igin

B, (f :x) operatoriinii tanimlayarak bu operatorler dizisinin [0,1] araliginda diizgiin

olarak f(x) e yaklastigmi ispatlamistir.

Daha sonra Korovkin sinirl araliklarda lineer pozitif operatdrler dizisinin yaklagim
problemini ele alarak Korovkin teoremini ispatlamstir.

Korovkin teoremine gore eger L f fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna
e,(x)=x",i=0,1,2 fonksiyonlar1 i¢in yakinsaksa [a,b] aralifinda tamimli tiim

surekli f* fonksiyonlarii¢inde L f, f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

Dzjadyk, Korovkin’in ¢6zdiigii problemi L [a,b] uzayma tagmmustir. Bu teoreme

gore f €L [a,b] igin

lim
n—»0

Lnf_f”Lp[a,b] =0

esitliginin saglanmast i¢in gerek ve yeter sart yukaridaki esitligin yalnizca

e,(x)=x", i=0,1,2 fonksiyonlari i¢in saglanmasidir.



f(x) fonksiyonunun smirsiz araliklarda olmasi durumunda da yaklasim problemleri
incelenmistir.

1950 yilinda Szasz, f fonksiyonunun [0,00) araliginda siirekli ve bu araligin her
kapali alt araliginda smirli olmast durumunda Szasz operatorler dizisini olusturmus

ve yakinsaklik 6zelliklerini incelemistir.

1960 yilinda Durrmeyer, [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlar kiimesini genisletmek

icin [0,1] arahginda siirekli fonksiyonlar yerine [0,1] araliginda Lebesque
integrallenebilir fonksiyonlar1 alarak Bernstein operatoriiniin integral modifikasyonu
olan ve Bernstein Durrmeyer operatorleri olarak adlandirilan operator dizisini

tanimlamis ve yakinsaklik 6zelliklerini incelemistir.

Biz de bu tezde, L, yakinsakhigi [0,c0) araliginda Durrmeyer tipli operatérlerle

diizglin yakinsakligin nasil elde edildigini gosterecegiz. Bunun i¢in de

genellestirilmis Baskakov Durrmeyer tipli operatorleri kullanacagiz.

Yaklagimlar teorisinin bir diger problemi de operatdrlerle birim operatorlere hangi
hizla yaklasildiginin bulunmasi problemidir. Bu hizi bulmak i¢in de genellikle
siireklilik modiilii kullanilir. Biz bu tezde yaklasim hizin1 bulmak i¢cin K

fonksiyonellerini kullanacagiz. Daha sonra da K fonksiyonellerinin L, stireklilik

modiiliine denkligini kullanarak yaklagim hizin1 hesaplayacagiz.

1.2. Calismanin Amaci

Genellestirilmis Baskakov Durrmeyer tipli operatorlerle birim operatorlere yaklagim

hiz1 hesaplanacak ve yine ayn1 operatdrlerle diizgiin yaklasim problemi ¢oziilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
Tanmim 2.1: (Operator)

X ve Y lineer normlu iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger X den alinan herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu durumda
X uzayinda bir operator tanimlanmig olur ve g(x) = L(f,x) biciminde gosterilir.

X uzay: L operatdriiniin tanim bolgesidir ve X = D(L) ile gosterilir. Bu durumda,

g(x) = L(f,x)

Y uzaymm bir elaman1 olur ve bu sekildeki g fonksiyonlar1 kiimesine L

operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime de R(L) ile gosterilir.
Tanim 2.2: (Lineer Operator)

L:X —Y bir operator olsun. Her f,, f, € X ve a,,, € R olmak iizere,

L(a, f, +a, f,3x) = o, L(f\;x) + a, L(f,;%)
esitligi saglaniyor ise L ye lineer operator denir.
Tamim 2.3: (Normlu Uzay)

X, bir lineer uzay olsun. ||||X — R fonksiyonunun x € X deki degerini ||x||

seklinde gosterelim. Eger asagidaki sartlar saglanirsa |||| fonksiyonuna X {izerinde

bir norm, X e de bir normlu uzay denir:

1) ||x||:0<:>x:6

2) A € R olmak tizere ||ix|| = |/1|||x||



3) x,y € X olmak tizere ||x + y|| < ||x|| + ||y||

Tanim 2.4: (Sinirh Operator)

L:X —Y bir operatér olsun. D(L)c X, L nin tanim kiimesi olmak {izere

Vf € D(L) i¢in,

L0, < ],

esitsizligini saglayan M € R* varsa L ye D(L) de smirli operator denir.

Il ., =inf 1 <L), <pal]

sayisina L operatOriiniin normu denir.
Lemma 2.1:

X — Y smirh lineer operatorii i¢in,

L0,

L = sup
” ”xﬁy HleXl;tO ”f”x

esitligi saglanir [2].
Tanim 2.5: (Pozitif Operator)

X" ={feXf(t)>0}, Y*"{geY:g(t)>0} fonksiyon smiflarmi goz Oniine alalim.
Eger X wuzaymda tanimlanmig L lineer operatorii X kimesindeki her bir f

fonksiyonunu Y kiimesindeki bir fonksiyona doniistiiriiyor ise L operatoriine lineer
pozitif operatér denir. L lineer pozitif operatér ise L(X )< Y™ saglanir. Yani

f(¢) 20 oldugunda L(f;x) >0 olur.



Teorem 2.1: (Korovkin Teoremi)

{L,} lineer pozitif operatorler dizisi olsun. «,(x),f,(x) ve y,(x), [a,b] de diizgiin

olarak sifira yakinsayan diziler olmak tizere Vx €[a,b] icin,

L,(;x) =1+a,(x)

2.1
L (tx)=x+p, (x) (2.2)
L,(t*x)=x" +7,(x) (2.3)

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L (f;x), [a,b] arahg: lizerinde f(x) e diizgiin
olarak yakinsar. Burada f', [a,b] de siirekli, a da sagdan, b de soldan siirekli ve R

de sinirh bir fonksiyondur.

Ispat:

f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugundan tiim x ler i¢in

f(x)| <M (2.4)

olacak sekilde M pozitif sayis1 vardir. f € C[a,b] oldugu i¢in Ve >0 sayisina

karsilik Gyle bir § > 0 sayis1 vardirki € R ve x € [a,b] igin |t - x| <0 oldugunda

- f(x)<e (2.5)
saglanir.

x,te[a,b] oldugunda (2.5) esitsizligi f fonksiyonunun [a,b] araliginda diizgiin
sirekli olmasindan dolayr gergeklenir. xe[a,b], tg[a,b] oldugunda ise (2.5)
esitsizligi f fonksiyonuna a noktasinda soldan ve b noktasinda sagdan siirekli bir
fonksiyon oldugu icin gergeklenir. (2.4) ve (2.5) esitsizliklerinden dolayr her 1 € R

Ve X € [a,b] icin



(- f(x)|<e+ %(f —x)? (2.6)

esitsizligi gerceklenir. Ciinki |t —x| <0 oldugunda | fo-f (x)| <& ayrica

%(r —x)* saglanir.

|t - x| >0 oldugunda ise

(t-x)°
52

M
>1 olacagindan 26—2(t —~x)> >2M saglanmir. Bu

durumda ¢ > 0 i¢in (2.4) esitsizliginden

@)= [ f@f+] /()

<2M
P 0
0 (t—x)
esitsizligi gergeklenir. Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden
L, (f33) = F Oy =10 (O = £+ FOOL, 1) = £ ()] g
< Ln (f(t) - f(x);x) C[a,b] + ||f C[a,b] Ln (l;x) _1 C[a,b]
S A CAQEVACY B/ A ol en G =1 g,

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim (2.1) den dolay1 sifira yakinsar.

Yani, n > o,&, — 0 i¢in

”f laplln GX) =, <€,
esitsizligini saglayan ¢, dizisi vardir. O halde
L, (SO = F 5 g,y < JE U O= £,y + 6 2.8)




esitsizligi saglanir. Simdi birinci terimi hesaplayalim. (2.7) esitsizliginden ve lineer

pozitif operatoriin 6zelliklerinden dolay1

DAt

x)z;x]

x)*;x)

°L, (15%)]
=¢[L, ]\2/[ {[Ln(tz;x)—xz]
—2x[L, (t;x) = x]+ x*[L, (1;x) - 1] }

=g+( xZJ[Ln(l;x)—l]

L L(tx)— x]

elde edilir. x € [a,b] oldugundan

(oo 2o s 2y (M, o)

dir. O halde

,C, =2bC,,C, =& +C,b>

esitliklerini kabul edersek,

<e+C




yazilabilir ve burada ¢ > 0 istenildigi kadar kii¢iik se¢ilebilen bir sayidir. (2.1), (2.2)

ve (2.3) esitsizliklerinden dolay1 n — o i¢in

-0

L,(

VAQRNACY)

3 X

olur. Bu sonug ve (2.6) esitsizliginden yararlanarak

L,(f3x)=f(x)] =0
oldugu goriiliir.
Tanim 2.6: (Operatoriin Siirekliligi)

X veY normlu uzaylar L: X — Y lineer operatdr olsun. Her ¢ > 0 sayisina karsilik

yle bir pozitif &(g,f,) sayist bulunabilir ki |f -/, <6 oldugunda

lLCH-L(r)

, <& esitsizligi saglanirsa L operatérii f, € X igin stireklidir denir.
Tamm 2.7: (Siireklilik Modiilii)

X,y €la,b] olmak lizere |x —y| <6 sartini saglayan 6 >0 igin |f(x) —f(y)| nin en

kiigtik tist sinirina  f* nin stireklilik modiilii denir.

w(f;6) = SUP5|f (x) = ()

EIE
veya

w(f;6) = ‘S;}‘i}jf(x +h) = f(x)|

sembolleri ile gosterilir.



Siireklilik Modiiliiniin baz1 6zellikleri;
1) w fonksiyonu monoton artandir. Yani;
0,0, =>w(f:0)<w(f:0,)
dir.
2) meN ise
w(f :md)<mw(f :0)
dir. Gergekten,

w(f :m8) = sup |f(x+h)— f(x)|

‘h‘Sm&

= sup |f(x+mh)— f(x)

‘mh‘Smﬁ

= sup f“ [f(x+kh)— f(x+(k-1)h)

|hl<6 k=1

< isup| f(x+kh)= f(x+(k—1)h|

k=1 ‘h <6

=mw(f :96)
bulunur,
3) 2> 0 igin,
w(f :A6) <A+ A)w(f :6)

dir. Gergekten,



w(f :28) <wlf - (2] 1)s)
<1+ Aty :5)

<A+)w(f :0)
yazilabilir.

4) f, [a,b] de siirekli ise,

F@) - ) < wlf 2]t - )

olup,
wlfile=)= swp -7 )
= sup (@)~ f(x)
2|1 ()~ /(%)
saglanir.

5) Siireklilik modiiliiniin tanimindan,

F) = f < wlf:]x =)

_{ N, ;ﬂ (f:5)

yazilabilir.
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Tamim 2.8: (Newton Interpolasyon Polinomu)

Verilen f fonksiyonu ve (x,,y,),....(x,,¥,),», = f(x,) seklindeki n tane nokta

i¢in,

X=X,

n
P =Y [T
k=1 X; — X,
J
Jj#k

olmak tizere,
P(x)=) P,(x)
J=1

seklinde tanimlanan polinoma Newton Interpolasyon Polinomu denir.

Tanmim 2.9 : (Lineer Fonksiyonel)

F =R veya F=C olmak iizere X, F cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
T:X — F operatorine fonksiyonel denir. Eger 7 lineer ise 7 ye lineer
fonksiyonel ad1 verilir.

Tanim 2.10 :

Her pozitif o i¢in,

W, (f:0)= sup( [ fa+n-r@)f dx]

<o\ =,

ifadesine f nin L, uzaymdaki siireklilik modiilii denir.

11



Tanmim 2.11: (Taylor Serileri)

Bir noktada aldigi deger ve tiirevleri f fonksiyonununkilerle ayni olan p

polinomuna f ile uyumlu polinom adi verilir. Eger,
p(x)=a, +ax+a,x> +..+a,x"

polinomu x =0 noktasinda » inci mertebeden tiirevlenebilen f fonksiyonu ile

uyumlu ise,

p(0)=f(0) = a, = f(0)
p'(0)=1'(0) = a =1'(0)
p"(0)=1"(0) = 2a, = /(0
p"0)=7"0) = 2-3-a; = /(0)

p(4)(0) = f(4)(0) <2-3-4-a,= f(4)(0)
olup bu sekilde devam edilirse,
P(k)(()) = f(k)(O) <23 k-a, = f(k)(o)

olur. Yani £ =0,1,2,...,n icin,

A

R

bulunur. Boylece x=a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor

polinomunun,

n (k)
p@=3Y LD ay

k=0 k!

12



oldugu elde edilir.

n

(k)
-3 %(x—a)k K, ()

k=0

denirse,

n (k)
fo=% L Do k@

kalan terimli Taylor formiilii elde edilir.
Lemma 2.2: (Cauchy Schwartz Esitsizligi)

a,,....,a, veb,,...b, herhangi 2n reel say1ysa,
(ab,+..+ab, ) <(a? +..+a> \b} +..+b?)

dir [3].

ispat :
P(x)=(a,x—b,) +...+(a,x=b, )

olsun. Eger,

A=a} +..+a]
B=b+..+b]

C=ab +..+ab

n

ise,

13



p(x) = Ax* —2Cx + B

elde ederiz. Her x € R i¢in, p(x) karelerinin toplami oldugundan p(x)=>0 cikar.

Yani her x € R i¢in,
Ax* =2Cx+ B = p(x)>0

bulunur. Her reel sayr i¢in gecgerli olan boyle bir esitsizlik ancak

C? — AB <0 ise miimkiindiir. Bu durumda
(ab,+..+ab, ) <(a? +..a2 \b? +...+b})
olur.

Teorem 2.2: (Fubini Teoremi)

f:R =[a,b] X [c,d] > R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

a) g(x) = fxy)dy

fonksiyonu [a,b] lizerinde integrallenebilir ve

b

JJ fpdvde=| gde=] [ fxy)dydx

dir.
b)

g = flxy)dx

14



fonksiyonu [c,d] lizerinde integrallenebilir ve

[[ fGyydxdy =] gdy=[ [ f(xy)dyex

R c
dir [1].
Teorem 2.3 :

f,R =[a,b] X [c,d] kiimesi lizerinde integrallenebilen bir fonksyion olsun.

(a) Her x€[a,b] i¢in A(y)= f(x,y) seklinde tanimli, % :[c,d]— R fonksiyonu

[c,d] tlizerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda,

gx) = hdy=[ fxy)dy

seklinde tanimhi g :[a,b] > R fonksiyonu [a,b] iizerinde integrallenebilir ise

Hfmwwwzjﬁfmw@%x

dir.

(b) Her y €[c,d] i¢in h(x)= f(x,y) seklinde tanimhi %:[a,b]—> R fonksiyonu

[a,b] lizerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda,

g =] fxy)dx

seklinde tanimhi g :[c,d] — R fonksiyonu [c,d] lizerinde integrallenebilir ise,

15



d

|| fydyde=| (j f(w)dx]dy

R c
dir [1].
Tanmim 2.12: (Tam Uzay)

(X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Ve >0igin m,n > n,
oldugunda d(x,,x, ) <& olacak sekilde n, sayis1 varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi
denir. Eger X deki her Cauchy dizisi yakinsaksa yani x, - x € X ise X uzayma

tam uzay denir.

Tamim 2.13: (Banach Uzay)

(X, ||||) bir normlu uzay olsun. Eger X norm metrigine gore tam ise X e bir Banach

uzay1 denir.
Teorem 2.4: (Banach — Steinhaus Teoremi)

(4,), bir X Banach uzaymndan bir Y normlu uzay: i¢ine olan sinirli lineer

operatorlerin bir dizisi ve X iizerinde,

lim sup”An (x)|| <

olsun. Bu taktirde,

sup| A, (x)|| < oo

dir. Yani, (“An ||) normlar dizisi siirhdir.

16



Tamm 2.14: (Limit)

(sn) reel terimli bir dizi olsun. (sn) dizisinin sonlu adetteki terimleri hari¢ diger tiim
terimleri bir s sayisinin keyfi € > 0 komsulugunda kaliyorsa (sn) dizisinin limiti s

dir denir ve (s,) — s ile veya lim s, = s ile gosterilir.
n—®0

Tanim 2.15:

f:A—> R bir fonksiyon olsun. a, 4 kiimesinin bir yigilma noktas: olsun. Eger
terimleri 4 \{a} kiimesinden segilen ve a noktasina yakinsayan her (xn) dizisi i¢in
( f (xn )) goriintli dizisi ayn1 L sayisina yakinsiyorsa x degiskeni a noktasina

yaklagirken f(x) fonksiyonunun limiti L dir denir ve
lim f(x)=L
seklinde gosterilir.

Tamim 2.16: ( Baskakov Operatorii)

f €(C[0,0) ve ne N olmak iizere,

ifadesine Baskakov operatorii denir.

Tanmim 2.17: (Szasz Operatorii)

f €(C[0,0) ve x €[0,0) olmak iizere,

17



ifadesine Szasz operatorii denir.
Tanmim 2.18: (Mutlak Siireklilik)

f fonksiyonu [a,b] ilizerinde mutlak siireklidir gerek ve yeter sart Ve >0 icin bir

0 > 0 vardrr 6yleki

n

Z(bk -a,)<6

k=1
sartin1 saglayan her sonlu ve ikiserli ayrik
{(a,,b,) cla,b]:k=12,...n}

aralik ailesi i¢in

n

DB~ fla))<e

k=1

saglanir. Bu tanima gore mutlak siirekli her fonksiyon siireklidir fakat bunun karsit1

dogru degildir.

Tanim 2.19:

(X,U, p) bir 6l¢ii uzay1 olsun. 0 < p < o olmak {izere,

L, {f e MX,U):|f]" e L(X,U,u)}

kiimesine p.kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir.

18



Tanm 2.20: (L, Yakinsaklik)

S, ve [ fonksiyonlar1 L, uzaymin elemanlari olsun. (f,) dizisi f fonksiyonuna

p -inci mertebeden ortalama yakimsaktir < Ve > Oi¢in dn, € N Oyleki Vn > n, igin

=1, <e

Bu yakinsaklik ¢esidine L, de yakimsaklik da denir. Burada p >1 olup

p
fi-1, { (11, —f|‘”du]

dir.

Buna gore (f,)dizisi / fonksiyonuna L, de yakinsaktir < 1im|| f,—f ||p =0.
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3. DURRMEYER TiPLi OPERATORLERIN
YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

(¢n )ne v» b >0 olmak iizere, [O,b] araliginda tanimhi her ne N, k€ N igin,

¢, € C”[0,b] ve ¢,(0)=1 olsun. (3.1)

¢ tam monoton, yani (—1)" ¢n(k) >0 ve ¢,, n> max{O,—c} olmak iizere, Ic € Z

i¢in,
8" ==ng,." (3.2)
esitligi saglansin.

Yukaridaki sartlar1 saglayan (¢n) dizileri i¢in asagidaki 6rnekleri verebiliriz:

$,(x)=(1-x) s X€E [0,1] araliginda , c=1
g, (x)=e , xe[0,00) arahginda , ¢=0

¢,(x)=(1+cx)" , xe[0,00) arahgmda , ¢>0 .
Tamm 3.1:

neN,ceN,, feLp[O,oo), xe[O,oo), n>c ve
. X" (k)
Pu6)= (1) 0,

olmak iizere,

(M, )= 3B, (D=0 P (0 (e (3.3)
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seklinde tanimlanan operatére Baskakov Durrmeyer operatorii denir.

Tanim 3.2: (Siireklilik Modiilii ve K-fonksiyoneli)

Yaklagim hizi verilirken L, [O,oo) uzaymda taniml siireklilik modiiliini,

(ft) —081;13 hCDfH feL ),1£p£oo,go(x):1/x(l+cxi,

Al fx) = Z(k =1 f(x+ (g —KH), [x —gH,x +§H} <[0,:0)

seklinde tanimlayacagiz. Diger durumlarda ise, 4;, f(x) =0 alacagiz.

Burada sireklilik modiila

W (¢,[0,0))={g € L,[0,0): g(’ Ve AC (0,0);0"g ") e L,[0,0)}

loc

W (9,10,00)) = {g € L,[0,00): g e AC

loc

(0,0);0"g" € L, [0,00)}

olmak iizere,

K, =, it F el viclo's”

B

r (r) (r)

Ko(fot),= _inf  {|f-g,

gewp(9,[0,0))

+tT’

}

p

seklinde tanimhi K- fonksiyoneli W, (f,?), ile verilen siireklilik modiiliine denktir
[8].

imdi P,, agwhk fonksiyonunun sagladigi baz1 ozellikleri verelim.
n,k g y n

fonksiyonlar dizisinin sagladig1 6zellikler dikkate alinirsa asagidaki esitlikler kolayca
elde edilir.

Lemma3.1: Her ne N, n>c, ke N,, xe[0,0) icin,
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1y Z wi (X) = (3.4

2) limx“g" " (x) = limx*'¢*? (x) = .. = lim¢, (x) = 0 _igin,
j ()t = : (3.5)
—C
3)— k(x) xP +Lk,(x) , (3.6)
%) go(x)zdiPn,k ) = (k- )P, (x), (3.7)
X
5) n[P,,.,,(x)~ ﬂk(x)] n,k<x>, (3.8)

dir. Eger k <0 ise P, ,(x)=0 dur.

Ispat:

1) (¢n) tiirevlenebilir fonksiyonlar dizisi oldugundan,
9, “‘)( )
9,(x) = z (x—0)"
k=0

ile x=¢ noktasinda, ¢ (x) fonksiyonu tarafindan tretilen Taylor polinomunu

gosterelim. Fonksiyonda x =0 alinirsa, ¢, (x) in tanimmda ¢,(0) =1 oldugundan,

© (k)
b, 0)=1=3 50

k=0

SR WD

elde edilir.

Ozel olarak , ¢, (x) =e™ segilirse ,
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8, (x)=(-D*n*e

olur. Bu durumda,

4, (1)
$,(x)=2, (x—0)"
i k!
© (—1 k_k _-nt
:Z( ) n-e (X—t)k
Py k!
oldugu goriiliir. x =0 alinirsa,
k k _—nt

. =1=3 EUIE ey

0

ki% k —nt _z (t)

elde edilir. Buda f (5) =1 i¢in Szasz operatoriidiir.
n

Simdi ¢, (x)=(1+x)" segilirse ,

¢n(k)(x) = (1) n(n 1) (n+ (k=11 +x)—(n+k)

olup,
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P)= (1 2 ()
=x"(1+ x)"("”‘)(n +ll{c - 1]

bulunur. Bu durumda,

(k)
b (x) = 2¢ Dy

=;¥4YU+XYW“@—O%ﬁ+§—O

\(

8

4, (0) = =Z; Wﬂ+xyw“euw(ﬁ+£—q

0

k —(n+k) _
Zt (1+x) (n+ll{c 1)

k=0

:z i ()

elde edilir. Buda f (5) =1 i¢in klasik Baskakov operatoriidiir.
n

2) Simdi

[ P()dt =
0 -

oldugunu gosterelim. x* =u, ¢ (x)dx = dv olmak iizere,

J. X ¢n( '(x)dx integraline k kez kismi integrasyon uygularsak,
0
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J.xk¢n(k) (x)dx — xk¢n(k—l)(x)‘g: _ kj¢n(k_])(x)xk_]dx
0

0

=x*19, 42 (0|5 +hk (e =D)[ 9,7 (r)x* Pdx
0

= x*2g (x)\;; —k(k=1)(k - 2)T ¢ P (x)x"dx

= k(k =1k =2)...(k - (k= 2)[ ¢, (x)dx

= (-1 k!Tqﬁn (x)dx

—EDRE (od
—

0

SCUR, )

_ (DR
- n—c

bulunur. Buradan,

TPn,k(x)dx—( ') j xF ¢ (x)dox

0

_ (DDA
k!(n—c)

elde edilir.

Ozel olarak ¢, (x) =e ™ secilip k£ kez kismi integrasyon uygulanirsa,

o0
J.xe""dx xe”’“"+
0

IS |

o0

-1 -
J.xk e dx
0
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_1) J.xk_ze_”xdx
0

_ ke =1)k =2)..(k - (k - 2)) Te_"xdx

k

n 0
k! —YlX
= n—k , € dx= -
= k! o _ k! —x(n—c)|
nk(l’l—c)¢n_C(xXO nk(n—c)e 0
K
- n" (n - c)
bulunur. Boylece,
* nk —nx
.[o Pnk(t)dt :FJ.O xe "dx
_ n* k!
k! n* (n - c)
_ 1
n—c

elde edilir. ¢, (x) = (l + x)_" secilip £ kez kismi integrasyon uygularsak,

]?xk (1+X)_(n+k)dx = —xk M_(Hk_]) © __ k Txk—l (1+x)—(n+k—l)dx
0 (n+k—1) C(nt+k-1)7
T n+k 2 k—2
= d
(n+k 1 n+k 2! g
ke(k —1)(k —2)..(k - (k - )Tl+x »
(n+k Nn+k=2).(n+1)ny
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T k) k!
!x (L) e = (n+k=1)n+k-2)(n+1)nn- cJ. 4,0

k! 1 ®
B _(n+k—1)(n+k—2)...(n+l)n n—c ¢H(XXO

k! 1 ~(n=c)| w0
:_(n+k—1)(n+k—2)...(n+1)n n—c (1+x) " ‘

k!
(n +k —1)(n +k —2)...n(n —c)

olup buradan

J:O P, (t)dt = wak (1+ x)_('”k)[n +ll{c - ljdx

k! (n+k-1)
(n+k=1)n+k-2).n(n-c) (n=1)k
1

n—c¢

elde edilir.

3) Simdi de

EPk(x) XP,, 1 (X)
n

oldugunu gosterelim.

X X
Zp hid k-1 (k-1)
k n+c,k—](x) ( ) (k 1)' n+c

olup, (3.2) kullanilirsa,
)= () g L
k n+c,k—1 k/ n n
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bulunur. Boylece,

XPn+ck 1 (X) nk(x)
elde edilir.

Ozel olarak ¢ (x)=e™ segilirse , ¢ (x)= (=) n*e™ olup,

*p ():-( ) L— x (=D (n+c) e
k n+c,k—1 (k 1)'

_( 1)k -1 (l’l+C)k le—x n+c) ( 1)k -1

bulunur. Burada (3.2) kullanilirsa,

x 1 , 1 ! .
S R ) ) e )
1
:_Pn,k (x)
n
elde edilir.

¢, (x)=(1+x)" segilirse , ¢, (x)= (=1 n(n+1).(n+ &k =1))1+x)"* olup,

X

ZP,HC,/C (x )_ _( H*! (1: l)'( D' (n+cln+ce+1).(n+c+(k-1)) 1+ x)—(n+c+k-1)
S )

k!

bulunur. Burada (3.2) kullanilirsa
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“Pi (x)=%(— O 51 1)+ (= 1))+ x)

k n+c,k—1 k/
- n,k (X)
oldugu goriilebilir.
, d
4) o(x) Epnk (x)= (k- nx)Pn,k (x)

oldugunu gosterelim.

¢ =1 olarak alinirsa ¢, (x) = (1+x)™" ve ¢(x) = /x(1+x) olur. Bu durumda,

¢ (x) = (=) n(n+1)...(n+ (k=1)(1+x)""

olup,

P, (x)= x A+x)"* [n +ll{c —1)

bulunur. P, , (x) in tirevi alinip denklem diizenlenirse,

ipn,k(x){ikL_(n+k)L}(n+k_1)

(l + x)n+k+l

(n+k)

nk( )_( )

nk( )

_k(+x)-(n+k)x
- x(1+ x)

Pn,k (X)

k_
(%)

Pnk( )

elde edilir.
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¢, (x) =e ™ olarak alnirsa, ¢ (x) = (=1)"n"e™ ve ¢(x)=x olup,

k
P, (x)= %nke_"x

bulunur. Boylece,

d x n* n*
k-1 - k-
—P , (x)=——hkx"" e ——nx"e™
dx x k! k!
k k
— rllc' E k _—nx n nxke—nx
' x
k

=—P (x)—nP,, (%)
X

= uk (x)(k - l’l}
X

k—nx
= P, (x)
X

elde edilir.

5) n[P,,. ()~ ﬂk(x)] P ()

oldugunu gosterelim.

P (x)=(=D' ¢“‘)(X)
olup,

L p =0 [kx" B0+ g ()

d
dx
j )= (<) g+ E ) X4 ()

(k D!
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(3.2) den

PL)= (- (- w&%>+()

(k+1)
= x (mglt (x)

_nPn+ck ](X) n +ck(x)

= n[Pn+ck ](X) +ck(x)]
elde edilir.

Ozel olarak ¢, (x)=e™™ alinirsa,

k

¢(k)(x) ( l)k k —nx ve Pn,k(x):%nke—nx

olup, (3.2) kullanilirsa,

d k _—nx
d nk()_d_|:7ne }

k

— %[kxk—]e—nx _ nxke—nx]

— nk -nx k-1 _ nk+] —nxxk

(k=1 k!

=D G 9=
-V o Dx )ﬁﬁ%@—x_( D (o ()
=M4>%1ﬁﬂw»ew%xm>

= n[Pn+ck ](X) +ck(x)]
elde edilir.

Ozel olarak, ¢, (x) = (1+x) " alinirsa,
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P, (x)=x" (1+x)"" (n +ll{c — 1)

Ve
¢f(x) =D n(n+1)..(n+k-1))1+x)""

bulunur. Boylece,

%Pn,k (x) = %[xk (1 + x)_"_k(n +I€c - lﬂ

kxk_] xk
_[n+ll{€—1)|:m—(n+k)m:|

k

Xk X
:(n+k—ljk——(n+k—1)(n+k)—kl
k k (1+x)n+ +

(1+x)"*
_(nrk-1), 2 _(n+k—1)!(n+k) x*
(=D 1+x)""  (n=D!k! (14 x)"*
n(n +k— 1)! Xk n(n + k)! xF

Ca=DIk=D A+ Ak (140"

(g (B

= n[Pn+],k—] (x)=P,, (x)]

oldugu gosterilmis olur.

Lemma 3.2:

a (k)= (- c)T P, () f()dt, A™a,(k)=A(A"a,(k)),

da, (k)= A'a,(k) = a,(k+1)~a,(k),

32



esitliklerini tanimlayalim. Bu taktirde
feLp[O,oo) ,1<p<co ve timn, reNigin, n>cr,xe[0,oo)

olmak iizere ,

r—l1

)7 = (n+cl>2 P ()47 a, (k)

2)

(M) )= 1y (- c>H RO WA )J P (O f 0
saglanir.

Ispat:

1) Ispat1 tiimevarim metodu ile yapalim.

(M, )x) = 3Py (=) P (0 f 01t

olmak tizere, » =1 i¢in (3.9) un dogru oldugunu gosterelim. (M, f) in tiirevi,

(M, f)(x)=(n- c>2( k>(x>J P (O f (1)t

olup, esitlikte (3.8) kullanilirsa,

(M) (x) = Z(n [P, ()~ P+ck(x>]j (O f ()t

bulunur. P, (x) = 0 oldugundan,
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(M, fY(6) = Y 1= P, ., (O] B 0 f )

=Y (n=nP,. (D[ P, (1) f ()t
k=0 0
yazilabilir. Denklemin ilk kisminda k& — k +1 yazilirsa,

(M, f(6) = 3 1= P, (] By 0 f )

S =P, (D[ P (0 (0

elde edilir. Buradan,

(M, f)Y(x) =Y nP,, (x){(n o) | AMGE S (t)]f(t)dt}

nP,..,(da,(k+1)-a, (k)]

s I

nPn+c,k (X)Aan (k)

=~
Il

0

bulunur. Yani » =1 i¢in ifade dogrudur.

Simdi (3.9) un » i¢in dogru oldugunu kabul edip »+1 i¢in dogru oldugunu

gosterelim.

”

M, 1)@ =] @+c)Y Py ()47, (k)

-1
1=0 =
denkleminin tiirevi alinirsa,

M, 1) @) =[[ 1+ DY (B ) @A a, (k)

34



olur. Burada (3.8) kullanilip 7, .., (x) =0 oldugu gézoniine alinirsa,

M, 1)) =TT+ DS 1+ P Prsy s (6= P W a, ()
Tt e 1+ )Py (N a, ()

r—1 0
~[T+eDY (n+er)P,ans ()N a, (k)
=0 k=0
bulunur. Simdi ilk toplamda k& — k +1 yazilirsa,

M, 1)) =TT+ DS (0 +er)Pg s N @, (k4 1)

r—1 0
~[T+eh (n+cer)P,. i (DN a, (k)
=0 k=0

elde dilir. Boylece,

M, 1)) =TT+ DS (14 )Py s DN a, k1)~ Nty ()
Tt e (0 )Py DN, ()

=[] (n+eDD. Py (04 a, (k)
=0 k=0

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

2) Ispat igin 7 € N olmak iizere,

[T a, () = (-1 (1= P . (0 f 01 G.11)

I=1

oldugunu gdstermek yeterlidir. Bu ifadeyi géstermek icin de tiimevarim metodunu

uygulayalim. » =1 i¢in (3.11) in dogru oldugunu gosterelim.
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(n—c)Aa, (k) = (n—c)a, (k+1)~(n—c)a, (k)

= {(n ~O[ P, (O f 0t - (n-0)[ P, (f)f(t)dt}

=(n- c>{ [e-op,.0-P, (t))f(t)dt} (3.12)
0
yazilabilir. (3.8) de n yerine n —c ve k yerine k +1 yazilirsa

(-0l (0P O]

bulunur. Bu ifade (3.12) de yerine yazilirsa
(n=c)Na, (k) = (=) (~1)(P, . 4,) [ ()t
0

elde edilir. Buda » =1 i¢in (3.11) in dogru oldugunu gosterir. Simdi (3.11) in r

icin dogru oldugunu kabul edip » +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

r+l1 r+1

[T -caa, () =T -eh|N a,k+1) - Na, )]

r+1

[T-en- c)ﬁ B0~ [ B (r)}/(r)dr

olur. Burada n yerine n — cr, k yerine k + r yazilip (3.8) kullanilirsa,

r+l1

[T0r-enaa, o) =n-c+ 0= [P 1@~ P2, 0) 0

= (_1)r+1 (l’l - C)J. [% Pn(—rg(r+]),k+r+] (t)}f(t)dt

= ()= P (O Ot
0
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.3:

neN n>c @o(x)=+x(1+cx) ve xe[O,oo) ,seN,, T,,(x)=1T,(x)=0 olmak

lzere,

T, ()= P (x)k—m)’

olsun. Bu durumda,

T, (¥) = 0(x)*[(T, ) (x) + 51T, (¥)]

saglanir.

Ispat:

(7,,)() = Z{(P YCOk =) =3 nsP, (k- nx)*‘}

olup, (3.7) kullanilirsa,

P (T,,)(x) = Z{P (=m0 =15y 9P, ()~ nx)“}

= Tn,s+l (x) - sngo(x)2 Tn,s—l (X)
bulunur. Yani,
T,,.(x) = (x)’[(T,,) (x) +snT,, (x)]

oldugu goriiliir.
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Lemma 3.4:

Sfu= (t —x)” olmak iizere, n,u,(v+1)e N ve n> (u+1)c igin,

DM e ) = X.C, v Y0, [[0r-1e)” (3.13)
(M, /)0 = (k0 Y€, Y Dy, [[(n-te)” (3.14)

k#v

esitlikleri dogrudur. Burada,

C. :l!(v') ve Dy, =™ (V+{;!_k)!(£)

dir.

ispat :

1) (3.6) 6zelligi v kez uygulanirsa,
(M,e,)x) =(—c)y. P (0| P, (0)"dt
k=0 0

(1= 03 P [ [+ D[ [ 01— 10 [ Py (00

elde edilir.

(3.5) 6zelligi kullanilirsa,

v+1

(M) =3 PL@I] D[] (n-t)”

= H (n—lC)_licj,vi P, (x)ﬁ (k—=1)

elde edilir. Son esitlik,
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v j-1

H(k+l) Y Il k-0

Jj=0 =0
denkleminden goriilebilir [9].

Tekrar (3.6) 6zelliginin v kez uygulanmasiyla,

v+1 v 0 ) Jj-1
M e, (x = n lc B Cj,vz x’ij,k_j(x)H (n+lc)
1=2 j=0 k=) 1=0
v+1 v v
= (n—1Ic)” C,x’ (n+lc)
=2 =0 =0

elde edilir. ¢ =0 i¢in bu ifade gosterilmis oldu. ¢ > 0 i¢in

J-1 k-1 j v+l

=0 k=0 1=0 k=0 I1=v—k+2
yazilirsa ispat tamamlanir.

2)

(3.13) ve (3.15) diisiiniildiigiinde Binom formiiliinden,

I SO IR 3 () SR

v=0 v=0
esitligi ile (3.14) deki ifade bulunur.

Ozel olarak asagidaki ifadeler gosterilebilir.

(M, £)(x) = Y P, ()(n=0)[ P, ()f (t)dt
k=0 0
olmak iizere, f(z) =1 alip (3.4) ve (3.5) ozellikleri kullanilirsa,

39

[T (e = 2 D, I] m--1+1e)=> D,,, [] (n-1lc)

(3.15)



) M, () = (1 - Y P, ()| B, (et

=1
oldugu goriilebilir.

2) f(t)=t alndiginda, ¢, (#) nin ¢=x noktasindaki Taylor polinomundan

yararlanarak,

b,0=3 (t )40 ()

k=0

yazilabilir. Bu ifadenin tiirevi alindiginda,

b,'(1) = Zk ’“)“qzs“‘)(x)

elde edilir. Son ifadede # = 0 alinip denklemin her iki tarafi Y ile carpilirsa,
n

—X(b (0) i: nljc' (_l)kxk(brgk)(x)

_x¢ (0) i kPn,k(x)
n

k=1

bulunur. ¢ =-n¢") ve ¢ (0)=1oldugundan,

n+c

¢,'(0) =-n¢,. . (0)

=-n

yazilabilir. (3.5) ve (3.6) 6zellikleri kullanilarak bu ifadeler yerine yazilirsa,

k+1J-

J. Pn,k (t)tdt - Pn ¢,k+1 (t)tdt
0
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k+1 1

n—cn-2c

[ P (oydt =
0

bulunabilir. Boylece,

M, (0= (=3 P,y () [0 0

—(n- c>2 (x >L

—c)(n—2c)
= k+1
:Z Pn,k()
P n—2c
n - k 1 &
= P (x)—+ P (x
_2 ; n,k( )I’l _2 ; n,k( )
1

oldugu goriilebilir.

3) f()=t> alndiginda, ¢, () nin ¢=x noktasindaki Taylor polinomundan

faydalanarak,

b,0=3 (t )40 ()

k=0

yazilabilir. Bu ifadenin iki kez tiirevi alinirsa,

b=y K= ’“) KEZ207 o0

k=0

5,103 ‘”,f,‘") —4()

olup t = 0 alinirsa,

¢, (x)

5,0 = 3 K= 1)“ -

k=0
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bulunur. Buradan

x’¢,"(0) X¢ (0) ik(k—l)(—l)kxk 6 (x i k(= 1) ¢(k)()

2 2
n k=0 k' k=

- 1)"x"¢“‘>(x>[(k_l)+l]

= =M|>~*

P (=Dx"g," ()
k!

R
SRS )

Il
M: 1M I

Pn,k (%)
o

>~
Il

elde edilir. ¢ =-n¢*) ve ¢ (0)=1 oldugundan,

" (x) =-n(9,.)'(x)
olup, denklemde x =0 yazilirsa,
¢,"(0) =-n(¢,..)'(0) =n(n+c)
elde edilir. (3.5) ve (3.6) ozellikleri kullanilarak,

0 1CXJ
J. Pnk(t)tzdt :k;J. Pn—ck+] (t)tdt
0 , n=cy ,

(a2 |
(n—c)(n— 20).’. n=2ck+2 (¢)dt

(k+1)(k +2)
~ (n—c)(n-2c)(n-3c)

bulunabilir. Boylece

M6 = (=03 P @] P

(k+1)(k+2)
=(n- C)z k( x) (n—c)(n—-2c)(n-3c)
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M, (t*)(x) =

+
(n—2c)(n—-3c)

+
(n—2c)(n—3c)

% k* +3k +2)
,; Fux )( —2¢)(n—3c)

SR S R0

T (n-20)(n-30) & (n—20)(n - 3¢) =

n* d k
= 20)(n—30) kz:; P07

2 3n

= + X
(n—2¢c)(n—3c) (n—2c)(n—3c)

2 2
n n

2 3n

n’ [xz n(n+c) _x(—n)}

= + X
(n—2c)(n—-3c) (n—2c)(n—-3c)

! [xzn(n+c)+xn]

oldugu goriilebilir.

Lemma 3.5:

meNy,,ne N,n>2cm,p(x)=+x(1+cx) ve x €[0,0) i¢in

olmak tizere,

nw, (x)=1, w,, (x)=-

2)

W, (x) =M, (x=1)"](x)

1+ 2¢x
n—2c

(n=c(m+2)W, ., (x) = p(x)*[2mW,,, ,(x) = (W, ) ()] = (m + DA+ 2cx)W,,,, (x)

Wn,2m (X) = z

Wn,2m+] (X) = (1 + 2CX)Z qi2m+1

m o Tm—i
qi’z{(pm} i
i=0 n
: p@* " i
i n
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esitlikleri gecerlidir.

Ispat:
) W, (x) ve W, (x) esitlikleri tammdan kolayca goriilebilir.

2) Simdi W, (x) in tirevini alalim.

07,0 () = (1= (P, V([ P,y (0x -0 de
=3 P (o[ P (-0
=S (P YW By O 0" de +mIY,,,(3)

olur,
p(x)° [(W,,,m ) (xX)=mW, ., (X)] =(n- C):Z:(; P(x)*(B,,) (X)I B, (t)(x—1)"dt
olup (3.7) uygulanirsa,
p(x)° [(W,,,m ) (xX)=mW, (X)] =(n- C):Z:(; (k —nx)P, (X)I B, (t)(x—1)"dt
bulunur. Burada

k—nx =k —nx—nt +nt = (k —nt)— n(x—1)

yazilip (3.7) uygulanirsa,

()|, )0 = mW,, (%)

=(n- c)i P, (x)T (k—n)P, , (t)(x—1)" dt —n(n— c)i P, (x)T P, (O)(x— 0" dt

= (1= )Y B () (k= m)P, (O —0)" e~ ()
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o)’ [(7,,) () =mW, . (x)]

—(n- c)i P, ([ 000 (B, ) (D)~ 0)"di ~nTV, ()

elde edilir. Simdi (P, ) (t)dt =dv ve ()’ (x—t) =u almarak kismi integrasyon

uygulanirsa,

P’ [W,,) (x)=mW,,, ()]

=(n- c)i P, (x)T P, (t)[— (1+2ct)(x =" +mo(t)* (x —t)"" ]dt —nW, .. (x)
olur. Burada,
—(1+2ct)(x =)+ m(t)* =me(x)* — (m+1)(A+2ex)(x —1) + c(m+2)(x — t)*

oldugundan,

0|, )0 = mW,, (%)
= mp(x)* W, (X) = (m+ 1)1+ 2ex)W, , (x) +c(m+2W, . (x) = nW, ., (x)

elde edilir. Boylece (3.16) ifadesi ispatlanmis olur.
3) Ispat igin [4] de verilen indirgeme ile denklem,

(n=c(m+2)W, ., (x) = ()’ [2mW,,,_,(x) = (W, ) ()] = (m + DA+ 2cx)W,,, (x)

m

olarak bulunur. Bu da (3.16) nin ispatidir.

Sonug 3.1:

@(x) =4/x(1+cx) olsun. Her m € N, ve her x €[0,) i¢in,

W, 0 ()| < Cn " ((x)> +127")"
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dir. C,n den bagimsiz sabittir.

n

+2c yazilabilir. Burada (3.17) kullanilirsa,

Ispat: x e [0,1} icin, ¢@(x)* <
n n

N n+c " -2i —2m
Wn,2m (X)‘ < z‘qi,Zm ‘[ n3 n < Cn
i=0

n

bulunur. x € [l,oo] icin, [ngo(x)2 ]_] < <1 esitsizligi ve (3.17) kullanilirsa,
n

n+c

W, 001" g, [0 ] < ()
i=0

elde edilir.
Tanim 3.2:

n,me N,n>c,u €[0,0) olmak {izere,

H,, ) =m(n- c){

Rl ¥

[-|

Rl X

}(u —0)"Y P, (1)P, , (x)dtdx
k=0
seklinde tanimlanir.

Lemma 3.6:

n,me N,n>mc,p(u) = u(l+cu) i¢in asagidaki esitlikler dogrudur:

0 H,,@)=nY P, )P (O0u—-0)"dt+u"P,_ () (3.18)
k=0 0

2) Hn](u):0,H,12(u)zi(p(u)2 , m>2 i¢in
’ : n-2c

(n—c(m+DH,,..u) =)’ [2mH,, ()~ (H,,) @)]-m( +2c)H, () (3.19)

n,m
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esitligi saglanir.

3) me N igin,

- 2 m—i
Hn,2m (u) = 291,2m|:¢(z) j| n_Zi
i=0

m—2 2 m—i
H"’Z’”“ (u) = (1 + 2cu)29i,2m—‘ {(p(u) } n"
i=0 n

dogrudur. 6, ,, ve 0,,, ,, u dan bagimsizdir [4].

Ispat:

1) Oncelikle (3.18) i gdsterelim. H ».m () m tanimindan

H,,,m(u>=m(n—c>{ [ -] }(u—r>M"iﬂ,k(t>a,k(x>dtdx

AT om0 Sraon. e

Ot 8 = 8

=m(n— c){

=m(n— c)]l. (u—0)"" 3 P, (I)T P, , (x)dxdt

—m(n=c)[ [@=1)"" 3P, (t)P, (x)dtdx
00 k=0
olup, (3.4) ve (3.5) kullanilirsa
H,,@)=u"=mn-c)y. [P, (0)[=-0""P,, (t)didx
k=0 o 0

elde edilir. n > mc i¢in kismi integrasyon uygulanirsa

ij (O —-1)""dr = I(u =0)"(P,;) (0 +{8m,’f§ 20
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bulunur. Ayrica P,_,(0) =1 olup (3.8) kullanilirsa

—(n=0)[ Py (xpu"dx =u" [(P, ) (x)dx (3.23)
0 0
bulunur. Simdi (3.22) ve (3.23), (3.21) de yerine yazilirsa

Ho @) =Py 0) = (-0 [P O] G0l (0= P (0

0

olur. Burada toplamin ilk kisminda & yerine £ +1 yazilirsa
H,, w)=u"P, ,(u)—n(n- c){z J‘Pm’k Owu—-1)" an,k+1 (x)dxdt
0 0

k=0
0

k=0

O —y 8

B 0| P, (x)dxdt}

"B @4 1Y [P =0 [ (1= P, ()= Py () i

0

elde edilir. Son denklemde (3.8) kullanilirsa

H,,@)=u"P, @) +nY, [P O=1)"[(P ) (x)dxdt
k=0 o 0

Hn,m (u) =u " n—c,0 (1/!) + nz J.Pn—c,k+] (M)J. Pn+c,k (t)(u - t)m dt
k=0 ¢ 0

bulunur.

2) H,,(u)yveH,,(u), (3.18) den direkt olarak hesaplanabilir. Ayrica (3.18) i

kullanarak,

(H,, ) @) =" (B @)+ mH, (0)+ 03 (P (0 B (000 =0 dd

(3.24)
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elde edilebilir . Simdi (3.18) ve (3.24) kullanilip (3.7) uygulanirsa

¢(u)2 [(Hn,m )'(I/l) - mHn,m—I (1/!)]
= p)u" (P, Y W)+ 1Y P, ) [+ 1)~ (1= P, () ~1)"ds
bulunur. Ayrica

k+D)-(m—-cu=(k-((m+c)t)—(n+c)u—1t)+1+2cu)
olup bu ifade (3.25) de yerine yazilirsa

o)’ [(H,,)w)=mH,, )]+ n+c)H,,, @)~ (1+2cu)H,, (u)

=) u" (P,_.o) @)+ [(n+c)u"" =1+ 2cuyu” 1P, o (u)

FnY Py @[ 90 (P, ) () —1)" dt

k=0

elde edilir. Simdi kismi integrasyon uygulanip benzer iglemler yapilirsa,

meu)® — (1 +2ct)(u—1t) =mou)* —(m+1)(1+ 2cu)u—1t)+c(m+2)u—1)*

olup,

o)’ [(H,,)w)=mH,, @]+ n+)H, ., @)~ 1+2cu)H,, (u)

=) u" (P,_.o) )+ [(n+c)u"" =1+ 2cuyu” 1P, o (u)

$12 P g @] () = (4 2e) (@ = 0B, (O~ 0" de

k=0 0

=c(m+2)H, .. )~ (m+DA+2c)H, , +mpw)*H, ., (1)
+ @)’ u" (P, ) W)+ (n—cu""P,_ o ()

bulunur. (3.7) uygulanirsa
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@)’ u" (B, o) () +(n=c)u""P,_ ,(u)
=u" (0= (n=cu)P,_.o(u)+(n—cu""P,_ (u)=0

olup yukaridaki denklemde yerine yazilirsa,

(n—c(m+DH,,.) =)’ [2mH,, () (H,,) @)]-m(l +2cu)H,, (u)

elde edilir.
Sonug 3.2:
Her n,me N,n > 2cm,u €[0,2) i¢in,

|, () < Cn " [p(u)* +n7']”

saglanir. n ve u,a dan bagimsiz sabitlerdir.

Lemma 3.7:

Her f(t)=(+ct)",t€[0,0),n,r € N, n>rc ve x€[0,0) igin,
(M, f)x) < C(1+ex)”

dir. Burada C,n den bagimsiz sabittir [5].

Teorem 3.2:

o(x)=+/x(1+cx),ne N,n>2c VefeLp[O,oo), 1< p <o igin,

|, 1= 1], <cow2(fn?), +n7'|£] 3

dir.
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Ispat:

ispat igin W2 (f,n™"?), siireklilik modili ile K>(fn™"), fonksiyonelinin denkligini

kullanacagiz. Yani,

.1 =11, <C-Kolr.n™),
oldugunu gdsterecegiz. Her g € W’ (¢,[0,)) igin,

M, (f-g+e)-(f-g+e), <M, (/- +(f-2)+ M, g~ g,
<|m,(f -2, +If -2, +IM,g~¢l,

olup,

M n”,, <1 oldugundan,

M, (f-g+e)-(f~g+e), <|M.| |/ -2l +|f~gl, +|M.e~g],
<2||f- g”p +|M,g - g”p (3.26)

yazilabilir. ||M g - g”p yi hesaplamak i¢in,

g(t) =g+ -x)g'(x) + I (t —u)g" (u)du

\(

1+ 2c¢x

(M, (e = x)kx) = -

n-—2c

esitliklerini kullanacagiz. 1k olarak (3.26) daki ifadenin sag tarafindaki ikinci terimi

hesaplayalim. Yani
|M,8~gl, <C-n@* +n7)g'| (3.27)
oldugunu gosterecegiz.
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Taylor agilimindan kalan terim,
R,(gtx)= J. g"(u)du

seklinde ifade edilebilir. M, (1:x) =1 ve M, ((t—x),x)= 0 oldugundan,

(M, g)x) - g(x) =[M,(R, (g tx)))x) (3.28)

ifadesi dogrudur. Bu durumda (3.27) deki ifadenin ispat1 i¢in,
||M g tx)m <C- n"]H(qo2 +n )g””p (3.29)

gostermek yeterlidir.

Ispat i¢cin p=1 ve p=ocodurumlarini gosterip 1< p <o igin Riesz Thorin

Teoreminden faydalanacagiz.

p = i¢in kalan terim,

R, (g.00)| < [t ~w)g" (w)du

(p)* +n"), _
j | oty +n) |g" (W)|(t —u)du

olup,
sup((u)® +n”' )|g"(u)| = H(§02 +n” )g”Hw

oldugundan,
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|R2 (g t,x)| < H(q02 +n” )g””w j|t - u|(qo(u)2 +n” )_] du

X
dir. x<¢ i¢in,

= _J-u
2 -1 S 2
[pw)" +n" ] o@u)

yazilabilir. Simdi

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyonun tiirevi alinirsa

2

cu” —t—2ctu
gl =
u+cu

bulunur. Burada x <u <t oldugundan u yerine ¢ yazilirsa

2 2
o) < ct” —t 22ct <0
t+ct

bulunur. Yani g(u) fonksiyonu monoton azalan olup

|t—u| < |t—x|
[(p(u)2 + n"]J [(p(x)2 +n']J

yazilabilir. x > i¢in,

|t —u|x < |t —x|u

saglanir. Ayrica
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(3.31)



u|t—u| < u|t—u|

h(u) = <
= o on = gy
olup,
=AM wtwmn
o) +n o) +n

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyonun tiirevi alinirsa,

 Cu-1t)(u +eu’)—(1+2cu)(u’ —ut)
- (u+cu’)

h'(u)

B (u® +ctu®)

>0
(u+cu)’

bulunur. Yani bu fonksiyon monoton artan bir fonksiyon olup x > ¢ i¢cin

u|t—u| x|t—x|

o)’ +n"' @(x) +n"

1

saglanir. Simdi (3.31) den

lt <|t—x|{ x Lt }
[pw)* +n'1" x |o@)+n" @) +n (3.32)

yazilabilir. (3.32) kullanilip (3.30) da integral alinirsa,

Ru(g0) SH(CDZ ! )g"Hw ><(t—x)z { x t

2 1 + 2
X o(x)"+n" @) +n

] } (3.33)

bulunur. Ayrica,
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lp@)? +n7t | n (3.34)

yazilabilir. $imdi (3.30) da (3.34) ve |r—u|<|(—x| oldugu kullanilarak integral

alinirsa,

|R2 (g,t,x)| < H(go2 +n_1)g"Hw(t—x)2n (3.35)

elde edilir.

xe[O,l] icin nlp(x)’ +n'1<C, dir.C,, n den bagimsizdir. Sonug (3.1)
n

kullanilarak, (3.35) den,

M, (R, (g.0)@)| <@ +n)g"] (0, (1~ ) kaom
< H(‘/’2 +n )g"Hw Clo)? +n'w,, (x)

<Cn” H((p2 ) g (3.36)

0

ifade gosterilmis olur. Simdi
X € [l,oo) icin Sonug (3.1) kullanilarak (3.33) ve
n

t < 1
o) +n”

1+t

ifadesinden,
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M, (R, (.6, )(x)| < (> +n™)g"| (W W,,(x)

-0 — e
X o) +n

SH(¢72+n’l)g”H {Cn +— [ (Z—)

BN

olur. Lemma (3.7) ve Cauchy Schwarz esitsizligi kullanilirsa,

0, (R, (g 1)) <[(0® + 7 g
{Cn +§[[M,, (t—x>4’](x>]‘/2[[M,,(1+ct>'2](x>]‘/2}
<Jlo? +n k'],

{Cn +1[ W, (x )]]/2-C2(1+cx)_]} (3.37)
X

bulunur. x e [l,oo) icin,
n

x
l+ex)'<2———
( ) o(x)* +n”

yazilabilir. Buradan (3.37) de tekrar Sonug (3.1) kullanilarak,

2 -1 " 2C 1/2
|Mn(Rz(g,f:x))(x)|5H(€0 +n)g Hw{cln [q)()—+][ (0] }

<cn”lp+n)e. (3.38)

elde edilir. Boylece (3.36) ve (3.38) den p = oo i¢in teorem ispatlanmis olur.

p=1 igin Sonug¢(3.2),H,, nin tanimi ve iki kez Fubini Teoremi uygulanip,

asagidaki integraller goz oniine alindiginda,
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I / (X)I g(t)z h(u)dudtdx
:I / (X)I g(t)l h(u)dudtdx
—I / (X)I g(t)I h(u)dudtdx
- A-B

olsun.

() j 2(t) j h(u)dudtdx

() j h(u) j 2 (t)dtdudx

h u)T f (x)T g(t)dtdxdu

Il
O'—.S Sl 8 O} Ot 8 O =8

h(u)T f (x)T g(t)dtdxdu

h(u) j () j 2 (¢)dtdxdu

\(

() j h(u) j g(¢)dtdudx

f(x)j h(u)j 2 (t)dtdudx
h(u)T f (x)T g(t)dtdxdu

h(u)T f (x)T g(t)dtdxdu

Il
o'—.S =8 Ot 8 o8 o3

h(u) j () j 2 (¢)dtdxdu
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dir. Buradan

[ r[ g®] hawydudtdx = [ aw) 1/ (x)g(t)dtdxdu

R ey 8
O ey
o'—.:
R ey 8

oldugu goriilebilir. Boylece p =1 i¢in,

P, P, j (t —u)g" (u)duldtdx

IA
~
S
|
)
~

() ,,k(r>j (u = 1)|g" (w)|dudrdx

M I I
)
=~
o'—.x O'—~.8

+
—~
3
Q

—0) P, (x) j NG, |g" (u)|duddx

J

ot—,s St 8 S8 O =8

g”(u)l{ﬁ ﬁ }(u—t)i P, (x)P,, (t)dtdxdu

= j " Qo5 ()|

olup Sonug (3.2) den

||Mn (R2 (g,t,x)m] < CJ. |g"(u)|n_] [qo(u)2 +n” ]du

M, (R, (gx))|, = Cn” g + ™ )]

esitligi elde edilir. Boylece (3.29) ispatlanmis oldu. Her gesz(go,[O,oo)) icin

[0.1]

, S Con el

<Con e, +loe], +lo® +n)er]

+ || 1+ 2cx g'”[]’oo) + H (p2 +n! )g"”p}

seklinde yazilabilir [8] . Bu son esitsizlik (3.26) da yerine yazilirsa
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M= A, <2 =gl + Con U =, +1A1, +o*g ], + 2l
<CoAlf =gl +n I, + 00|+ e]

bulunur. Her g e sz (¢,[0,90)) i¢in tiim denklemin inf 1 alindiginda,

M,f =11, <K (n), +07 11,3
bulunur ve bdylece teorem ispatlanmis olur.

Asagidaki teoremde M, genellestirilmis Baskakov Durrmeyer operatoriinin L,

anlaminda smirliligmi ve L, normuna gore yakinsakligini gorecegiz.

Teorem 3.2:

feLp[O,oo) ,neN , n>c i¢in, 1 < p <o olmak iizere,

DM, 7|, <], (3.39)
2) f20=(M,f)=0, (3.40)
3) lim|M, /- /], =0, (3.41)
dir.

Ispat:

1) Ispati p=1 ve p=oc igin gosterip,] < p<oo arahf i¢in Riesz Thorin

Teoreminden faydalanacagiz.
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p =1 1icin (3.4) ve (3.5) 6zellikleri kullanirsa,

|p, 1

(<=0 | Puax| P )|f ©)ar

o0
=

(=]

8

<[ lf oY Puod=|7],

oldugu goriilebilir.

p = icin tekrar (3.4) ve (3.5) 6zellikleri uygulanirsa,

|p,

2= pu @ 2] A,

bulunur. Yani operator L, den L, ye doniisiim yapan sinirl bir operatordiir.

2) ¢, in tam monoton 6zelliginden ispat agiktir.

3) Ispat igin Teorem 3.2 deki

[M,f =11, <dKZ(Fn™, +n7'|1],] (3.42)

esitsizligini kullanacagiz. (3.42) de her f esz (¢[0,0)) i¢in K fonksiyonelinin

tanimi1 uygulanirsa,

7,1 =11, <cdn”fo? 1] +n7A1,]

bulunur. Bu durumda,
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lim|M, /- f] =0

n—x0

oldugu goriilebilir.
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4. BERNSTEIN DURRMEYER OPERATORU
VE TUREVLERI

Tanim 4.1:

P) = (e (1)

olmak iizere,

n 1

M, (fx)=(n+1)3 Py () Py(0)f () (4.1)

k=0 0
olarak tanimlanan operatdre Bernstein Durrmeyer tipli integral operatorii denir.

Tanim 4.2:

Yaklagim hizini verilirken L [0,1] uzaymnda taniml siireklilik modiiliinti,

w0, = w4, ], o o) =l-),
A, f(x) = Zi:(]:)(—l)"f(x+(g—kjh] : [x—%,x+%} o]

seklinde tanimlayacagiz. Diger durumlarda A’ f(x)=0 alacagiz. Burada

(r=1) .
g’ € AC,,. olmak iizere,

K.g.t'), = gaaj‘l(qulo,l])ﬂf_g”xt7 il e ‘} (4.2)
Keit),= inf (7=l +fo'e”], )+ e, 43)
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seklinde tanimh K-fonksiyoneli W, (f,?), ile verilen siireklilik modiiliine denktir

8] .

imdi P, agwhk fonksiyonunun sagladigi bazi oOzellikleri verelim. ,
n,k g y g n

fonksiyonlar dizisinin sagladig1 6zellikler dikkate alinirsa asagidaki esitlikler kolayca

elde edilir:

Lemma 4.1:

Her ne N,n>c,keN,, ¢(x)=+/x(1-x) ve x €[0,00) i¢in,

1) ipn,,( (x)=1, (4.5)
R |

2) ! P, (t)dt = — (4.6)
k

3) =P, (x)=xP_, (x), (4.7)
n

9 9 P (0= (k=P () 4.8)

X
5) nlP,,, ,(x)= P, (¥)]= dipn,k (x) (4.9)
X

yazabiliriz. Eger k <0 ise P, ,(x) =0 olarak alinir.

Ispat:

)

oldugunu gosterelim.

Binom formiilii g6z 6niine alinirsa
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elde edilir.

2)

oldugunu gosterelim. Burada x* =u ve (1-x)"*dx = dv olmak iizere,

1
J. x* (l—x)"_k dx integraline k kez kismi integrasyon uygalarsak,
0

S S

k 1
k n—k _ X n—k+1 k n—k+1 _
xF(1-x)"™" dx __n—k+l(1_x) :)+n—k+1£ (1—x)"™" x*dx

1
k { k-1 J‘(l—x)"_“zxk_zdx}

Cn—k+1| n—k+29

~ k! |
C(n—k+D(n—-k+2)..n

j. (1-x)"dx

- k! {(l—x)"”‘]}
n—k+D)(n—k+2)..n| n+1 !°
~ k! 1
(n—k+D)(n—-k+2)..nn+l

elde edilir. Buradan,

1

j P, @dv =[ (-2 dx

0

:(n\ k! 1
K n—k+)(n—k+2)..nn+1
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I PR k! 1

1

bulunur.

3)

Ep ) =xp
n

oldugunu gosterelim.

XPnfl,kfl (X) = x(z:{ k-1 (1 . x)”*lf(kfl)

(-
:—(n — 1)! x* (1 - x)"_k

(k=D)!(n—k)!

kn! k n—k
Ry (.
ak(n—k) (1-2)

gty

n

k
=—P, ()
n

elde edilir.

4)

d

9 (x)— P () = (k=m0)P,, (x)

oldugunu gosterelim.

=k (n—k+1)mn+1

n+1

P, (x) in tirevi almip denklem o(x)* = x(1-x) ile carpilirsa,

4 p o=t
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%P””‘ (x) = (Z T (1= )" = (n =k (1= x)' ™7

o 2=l (-

— (") =t (1= )™ (1 = x)
= k1=t (1= 2

(") = e (1= )

= k(1= x)P, ,(x) = (n = k)xP, ,(x)
= P, (x)(k — kx — nx + kx)

= P, (x)(k - nx)
elde edilir.

5)
| n—1,k-1 ( ) n—-1,k (x)| P (x)
B B ’ nk

oldugunu gosterelim.

L, 0= [ -2

dx
= k(= = G A =) ()

olup,

n n! B n!
k(k) kk!(n—k)! - (k—D!(n-k)!

{7
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\(

! 1
n! _ (n—1)!

(1=k)3)= =) -k k(n—k—1)!

=)

oldugundan,
( )xk—l ok Nk (1 k]
—Pnk(x) k (1-x) (n—k)x"(1-x)
— n(k I)Xk ](1 x)(n 1)—(k-1)
n(l’lkl)x (1 x)n 1-k
n[Pn 1,k-1 _pn—],k]
elde edilir.

Lemma 4.2:

M, ()= + DY P P (0f 0

olmak tizere asagidaki ozellikler gegerlidir:
1) f(¢) =1 olarak almip, (4.5) ve (4.6) 6zellikleri kullanilirsa,
. 1
(M, 1)) =(n+1)Y" P (0] P, ()dt
k=0 0
=1
elde edilir.

2) f(t) =t olmak ilizere,
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MO0 = (113 P Py toy

1
ifadesinin esitini bulalim. J. P, (t)tdt ifadesine (4.7) 6zelligi uygulanirsa,
0

j P,, ()t —j Py (D)t
_k+

1
n+1n+2

elde edilir. Ayrica,

elde edilir. Bu ifadeler operatorde yerine yazilirsa,

M, ()= (n+ 1)2 P, (x)j P, (tyidr

k+1 1
—("+1)Z i (X )Tn+2
Z P, (x)k+1)

n+2
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olup, ilk toplam diizenlenirse,

MO0 =23 B+ — =S R

n+2i n n+2:3

bulunur. Burada yukarida bulunan ifadeler ve (4.5) 6zelligi kullanilirsa,

< k 1
M, (0@ =3 Pulx) +—
k=0

n 1

x
n+2 n+2
gosterilmis olur.
f(t) =t* olarak alindiginda,
n 1
M, ()x) = (n+1)Y. Py (0] P, (0 dr
k=0 0

ifadesinin esitini bulalim.

P, (¢t)*dt ifadesinde (4.6) ve (4.7) dzellikleri kullanilirsa,

S —

1 1
2., k+1
| Bardi=] S PO
_k

el k2
n+ly n+2
Ck+1k+2 1
Cn+ln+2n+3

Pn+2,k+2 (t)dt

elde dilir. Ayrica,

k* =k(k—1)+k igin,
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* k(k-1)  n!
= n’ k!(n—k)

B n—1 (n—2)! k(1 yk X
_kz_;' n (k=2)n—k)" (=)™

ol fy A

n =

x* (1 — x)"_k + 1
! n

olup, k — k +2 yazilirsa,

2y T Ol

3n N k
Tt PO e A,

2 3n n’ [ ) x(l—x)}
= + X+ x’+
(n+2)(n+3) (m+2)(n+3) (n+2)(n+3) n

bulunur.
Lemma 4.3: m >0 ve ¢(x)* = x(1-x) i¢in,

Hn,m(u)z(nﬂ)m{j [ =17 }(u_t)m-'i P ()P, (x)drds 4.10)
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Ozdesligi ve

\Hm (x)| <C-n* ((p(x)z + l)s 4.11)

n

esitsizligi saglanir.

Lemma 4.4:

H,,(u), (4.10) daki gibi olmak iizere,
n 1

DH,,@)=nY P, @)|@=-0"F @Odt+u™ @=1)" +1-u)"u"  (4.12)
k=1 0

2)(n+m+DH, @) =u(l—w2mH,,,, ()~ (H,,) @) |- 1= 2w)mH,, , () (4.13)

s—1 _ s—i )

3) H,,,zs<u>=213,s,,,<x>(x“ ")] n s> 0 (4.14)
i=0 n
-1 _ s—i—1 '

%) H,,,zs_](m:Zei,s,,,(x)(M] n >0 (4.15)
i=0 n

esitlikleri gecerlidir.

Ispat:
1) (4.10) dan,

H,, w)=n+ l)m{j - j | }(u —)"! Zn:Pn’k (X)P,, ()dtdx

0 u =

X ot

H,, W)= m]l. (u-0)" ) P, (@)dt—(n+ l)m][. ]L(u —)"! Zn:Pn’k (P, (x)dtdx

=0

—(n+ l)m]l. J].(u —)"! Zn: P, (P, (x)dtdx

+(n+ l)m]‘ ]L(u —p"! Z":Pn,k ()P, , (x)dtdx
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u 1 n
H,,@)=u"—@+Om| [=0""Y P, ()P, (x)didx
o 0 k=0

(4.16)
yazilabilir.
H, (u)=0veH, ,(u)= u(l—u) (4.17)
’ ’ n+2
oldugu kolayca goriilebilir.
Simdi (4.9) kullanilip kismi integrasyon uygulanirsa,
1
m[@—t)"" P, (t)dt
0
1
=—-1D"P,, () +u"P,, ) +n[-0"[P,, ,()-P,, (Ot (4.18)
0

bulunur. Burada, P,,(1)=6,, ve P,,(0)=46,, dir. (4.18) de bulunan ifade (4.16) da

yerine yazilirsa,

H, () =u 4 (=1 (4 1) e (D (1= x) de—n(n + )] [wry”

X Zn:Pn,k (x)[Pn—],k—] @& —-P_, (t)]dtdx

1
:(u_l)munH +um(1_u)n+l —n(n+1)J.(1/l—t)m
0

u
<
0

1 n—1

= (I/l _1)mun+l + um (1 _u)n+l + nJ.(u _t)mZPnH’kH (M)Pn_]’k (I)dt

0 k=0

n—l

[f)n,k+] (X) - f)n,k (X)]Pn_] N (t)dth

k=0

elde edilir.

2)
L @) =0 =+ (-
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olmak tizere, H,, (u) nunyerine L, (u) yu yazalim. Yani,

u(l- u)[2mu"” w-D""+2m(1-u)"" u™" —di{u"” w-D"+0-u)""u" }}
u

—(A=2w)mu"" (w-1)" +(A-u)""u"]
=m[-u""u-1)"+1-u)"u"]

+(r+ D™ @ -0)"" +A—u)" u"]

m[u™ = 1" w2 1" — 1 —u)"2u"™ + (1 )™ u"]

=(m+m+Du"" w-1D)""+A-u)""u""]
olur. Simdi,

H,,w)-L,,@w)=A4,,u)
ifadesini elde edelim.

u(l=u)(F, ;) () = (k —nu)P, , (u)

formiiliini kullanirsak,

ne u)[% A, (W) =mA,,_ (u)}

= nu(1 - u)Z(Pn+,,k Y@ G0 By (0

= ”ann,k (u)JL (u—-0)"(k—(n+Du)P,_, ,_ ()dt

= nZP (u)j(u —0)"[((k=D)=(n=Dt) = (n =D =1)+ (1= 20)]P, ,, (1)t
= nZP’H’]’k (u)JL u—-0)"t(1—- t)Pn'_,,k_] ®)dt—(n-04,,,.,(u)+(A-2u)4,, (u)

W P @) =0y (1= 1)~ (1= 20 -0 -, (0

—(n=D4,,.,@)+1-2u)4,, u)
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u(l—u)[% 4, u)-mA, (u)}

- nz Py @) [ 1 (m+2)(u = 1) = (m+ 1)(1 = 2u) (e ~ 1) + mu(l - )}

X (I/l - Z‘)m_] Pn—l,k—] (t)dt - (n - l)An,mH (1/!) + (1 - 2“)An,m (1/!)
=(n+m+D4,,. ) -m(1-2u)A,, @) +mu(l-u)4,, (u)

elde edilir. Buradan 4, ,. (), 4,, ), 4,,_(u) ifadeleri yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.

Lemma 4.5 : ¢(x)” = x(1-x) igin,

T =M, (x=1)" )

olmak iizere,

Tn,zs(x)‘ <C-n"* ((p(x)2 + 1)3

n
esitsizligi gegerlidir.

Lemma 4.6: gL, 0<¢<1,0<x<1, a>0 ve o(x)" = x(1-x) icin,

(r—x)"" j‘ (q)(u)z +a)r

(oef +a) s

E(rwa¢@w4s

esitsizligi saglanir.

Ispat : x=0vex =1 igin ispat agiktur.

O<x<u<t<ligin u>x alindiginda,

a a

l-u 1-x
ve
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<
a a
u+ 1+
I-u I-x
esitsizlikleri saglanir. Simdi,
h(u) = t—u
l-u

fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyonun tiirevi alindiginda,

-(l-u)+(t-u)
(1-u)’
B —1l+u+t—u
o (-wy’
-1
(1-u)’

B (u) =

<0

elde edilir. Bu da A(u) fonksiyonunun azalan bir fonksiyon oldugunu gosterir. Yani

u > x oldugunda,

t—u t—x

l-u 1-x
ve

t—u<t—x

esitsizlikleri dogrudur. Buradan,

r—l1

a a
+— x+——
l—xj l-x
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RN 7S (t_x)zr_] 2 - 4.19
0 = val (@) +a) (4.19)

elde edilir. Simdi ayni sonucu 0 <7 <u < x <1 i¢in elde edelim.

u-—t

h(u) =

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyonun tiirevi alinirsa,

u—(u—t
hV(u): (2 )
u
t
=—>0
u2

olur. Bu da /(u) fonksiyonunun artan bir fonksiyon oldugunu gosterir. Yani u < x

i¢in,

(w=) =1

u X

esitsizligi saglanir. Ayni sekilde,

1

Q) =————
1—u+(a]
u

fonksiyonunu tanimlayalim. g(u) fonksiyonunun tiirevi alinirsa,
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elde edilir. Bu da g(u) fonksiyonunun artan bir fonksiyon oldugunu gosterir. Yani

u < Xx igin,

1 1
<

i) ()

esitsizligi saglanir.

Bu ifadeler kullanilarak (4.19) daki sonug elde edilebilir.

Teorem4.1: 1< p< o ve a <1 i¢in,
1 _
pr.s-, =) i
dir.
ispat :

Ko (fn), ve w2 (fn"?) ifadelerinin denk oldugunu biliyoruz [8] . Burada

gedC ve ge L, igin,

||Mng —g”p < L]n_]

2 1 "
¢ +— 18
n
14

<L, (n']quzg”Hp + n'2||g”||p) (4.20)

oldugunu gosterelim.

Taylor agilimindan,

g)=g(x)+({-x)g'(x)+R,(g1x)
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olup kalan terim,
t
R,(gtx) = [(t—u)g" (u)du
seklindedir. Ayrica, M, (1:x)=1 ve M, ((t—x),x)=0 oldugundan,

(M,g)x) - g(x) =M, (R,(g.tx)))(x)

yazilabilir. Bu durumda,

2 1 "
¢ +—18
n

oldugunu gostermek yeterlidir. Ispat igin p =1 ve p = oo daki durumlar1 incelemek

M, (R, (g.2,x).x)| | <L [n_] ] (4.21)

yeterlidir. 1 < p <o i¢in Riesz-Thorin teoreminden faydalanacagiz.

Maximal fonksiyonu,

plyx) = sup

ij o)

olarak tanimlayalim. w (1) fonksiyonunu ise, u € [0,1] icin,
2 1 ’ (2r)
y(u)=| ¢(u) )8 (u)
seklinde, diger durumlarda ise y(u) = 0 olarak tanimlayalim.

u(y,x) = G(x)

olmak tizere, Lemma (4.6) da o = 1 alinirsa,
n
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M, (R,(g,6x)| <M, &G(x),x

(co(X)2 + ,11]

olur ve boylece,

|M, (R, (g.1x).0)], <|G],

(o= oo + 1]

yazilabilir.

1 < p <o i¢in Lemma (4.5) kullanilirsa,

elde edilir. Maximal fonksiyonun sonucundan,

2 1 "
¢ +— |8
n

6], <<,

p

(4.23)

(4.24)

bulunur. Boylece (4.23) ve (4.24), (4.22) de yerine yazilirsa (4.20) deki ifade

gosterilmis olur.

Simdi p =1 igin (4.20) in ispatin1 yapalim. Ispat i¢in 6ncelikle asagidaki integralleri

g0z Oniine alalim.
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i / (X)I g(t)z h(u)dudtdx
:i / (X)I g(t)l h(u)dudtdx
—I / (X)l g(t)I h(u)dudtdx
- A-B

dersek,

A :J]. f(x)j. g(t)j. h(u)dudtdx

j. f(x)j. h(u)j. g(t)dtdudx

J]. h(u)J]. f (x)J]. g(t)dtdxdu

Il
S S

h(u)j. f (x)J]. g(t)dtdxdu

+

S — —

h(u)]ﬂ f (x)JL g(t)dtdxdu
ve

B :J]. f (x)JL g(t)ji h(u)dudtdx

j. f(x)ji h(u)j. g(t)dtdudx

Il
S —

h(u)j. f (x)J]. g(t)dtdxdu

:J]. h(u)j. f (x)J]. g(t)dtdxdu +J]. h(u)J]. f (x)]l. g(t)dtdxdu

olur. Buradan,
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j f (x)j g(t)j h(u)dudtdx:jh(u){j j _

O C—y
S C— —

}g(t)h(u)dtdxdu

esitligi hesaplanmis olur.
Bu integraller , Fubini teoremi ve Lemma (4.3) kullanilarak,

1

[ M, (Ry(gt0) e < (0 3 P 2,000

“oonf lewll[ | -1 |

x (u— t)z": P, ()P, (x)dtdxdu

dtdx

J (t - u]g”(u)|du

— | g @l sl

elde edilir. Boylece, f''e L, [0,1] olmak iizere,

Wr = 11= 4 2, + 2], -,
yazilabilir. 1< p < o0 i¢in,
71, < 8171, o>,

oldugu gériilebilir [8] .

|, =11, <271,

olup,

M1 -1, <K, +n7'|1])
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M1~ 1], <&, (f.0), +n7'|1])

elde edilir. p =o i¢in [7] den direkt sonug bulunabilir.
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TARTISMA VE SONUC

L, uzayinda integrallenebilen fonksiyonlar icin Baskakov Durrmeyer ve Bernstein

Durrmeyer tipli operatorlerin diizgiin yaklasim problemi ve bu operatorlerin K

fonksiyoneli kullanilarak yaklasim hizlar1 bulunmustur.
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