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OZET

BES BOYUTLU ISING MODEL INDE DUZEN PARAMETRESI
IHTIMAL IYET DAGILIMI ICIN SONLU ORGU OLCEKLEME BA GINTISI

KIRAN Hilal
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Fizik Anabilim Dali, Yiksek Lisans tezi
Dangman: Prof. Dr. Ziya MERDAN
Agustos 2012, 90 sayfa

En yakin korgu etkilesmeli bes boyutlu Ising modelin dgrusal boyutu L= 4, 6, 8, 10
ve 12 olan periyodik singartli 6rgulerde ve sonsuz 6rgu kritik sicgklyakininda ¢
“bit’li demonlar kullanilarak Creutz *“cellular autwaton”inda simulasyonlari
yapilmstir. Sonsuz orgu kritik sicaklik @eri sonlu 6rgu dlcekleme patisi
kullanilarak similasyon sonuclarindan elde edilimi Diger taraftan bg boyutlu
Ising modelin diizen parametresi olasililgdianlari kritik sicaklikta hesaplangtir.
Duzen parametresi olasilikghmi igin sonlu drgu Olcekleme gkisi Creutz Cellular
Automaton simulasyonlari ile test edifnie nimerik olarak dgulanmstir. Analitik
olasilik fonksiyonlarinin sabitleri kritik noktadsayisal olarak okiurulan olasilik
fonksiyonuna fit edilerek elde edilgtir. Buyik 6rgu dgerlerinde analitik olasilik

fonksiyonu evrensel bir bigcime sahiptir.

Anahtar kelimeler: Ising Model, Cellular Automaton, Sonlu 6rgi 6liggke, Dizen

Parametresi Olasilik @dimi



ABSTRACT

THE FINITE-SIZE SCALING RELATION FOR THE ORDER-PARA METER
PROBABILITY DISTRIBUTION OF THE FIVE-DIMENSIONAL IS  ING
MODEL

KIRAN Hilal
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ziya MERDAN
August 2012, 90 pages

The five dimensional Ising model with nearest-nemhpair interactions is simulated
on the Creutz cellular automaton by using threedbinons near the infinite-lattice
critical temperature with the linear dimensions 4~6, 8, 10, and 12. The critical
temperature value of infinitive lattice is obtainiedm the results of simulations by
using finite-size scaling relation. On the othendhdhe order parameter probability
distribution for five dimensional Ising Model arealculated at the critical
temperature. The finite size scaling relation fbe torder parameter probability
distiribution is tested and verified numerically bye Creutz Cellular Automaton
simulation. The constants of the analytical functiare estimated by fitting it to
probability function obtained numerically at thaife size critical point. For the large
finite size, the analytical function is describ&e universal shape of order parameter

probability distiribution function.
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1.GIRIS

Faz gegi, belirli bir sicaklikta maddenin yapisinda goaandeisikli ge denir. Faz
gecki parcaciklar arasinda meydana gelen gigldige ve maddenin
miknatislanmasindaki @esmeye dayanmaktadir. Faz gikgmleri yogun madde
fiziginin ugraslarindan biridir. Faz d@simine en iyi 6rnek suyun faz gatirmesidir.
Bunun yani sira sividan gaza, normal iletkend@esigétkene veya paramanyetikten

ferromanyetikige gecgler, faz gegileri icin en yaygin érneklerdendir[1].

Manyetik faz gegi maddenin miknatislanmasindaki gdgneye dayanmaktadir.
Demir (Fe), Kobalt (Co), Nikel (Ni) gibi maddelermanyetik faz gesi bilinen en
yaygin drneklerdendir. Herhangi bir maddenin olgiheanyetik dipol momentinin,
maddenin  hacmine orani maddenin miknatislanmasi ralola tanimlanir.
Miknatislanmanin kayrga tamamlanmangi yoringelerdeki ciftlenmemi elektron
spinidir. Manyetik 6zelliklerine h#i olarak maddeler paramanyetik, diyamanyetik ve
ferromanyetik olmak Uzere deca Uc¢ sinifa ayrilabilir. Paramanyetik maddeler
surekli(daimi) manyetik dipol momente sahip atomiéar olgyur. Bu momentler
birbirleri ile ¢cok zayif etkilgimde bulunurlar ve bir gimanyetik alan icerisinde
bulunmadiklari zaman geilguzel yonelmglerdir. Surekli manyetik dipol momente
sahip atomlarin vagiindan dolaylr paramanyetik maddeler pozitif fakatik bir
manyetik alinganfia sahiptir. Diyamanyetik maddeler sirekli manyeatiomente
sahip olmayan atomlardan glu. Diyamanyetik bir maddeye birsdmanyetik alan
uygulandginda, uygulanan gimanyetik alana zit yonde zayif bir manyetik moment
olusur. Bu diyamanyetik maddelerin bir miknatis tardén zayifca itiimesine neden
olur. Diyamanyetik maddeler cok kicik ve negatit lhanyetik alinganga
sahiptirler. Ferromanyetik maddeler ise zayif big dlanda dahi birbirine paralel
olarak yonelmeye ¢aln manyetik momentlere sahiptir. Manyetik momertiekere
paralel hale getirildikten sonra sdialan ortamdan kaldirilsa bile madde
miknatislanmy olarak kalir[2]. Manyetik faz gegi miknatislanma tamamlanmami
atom tabakalarindaki elektronlarin spininden kajevakaktadir. Elektron spinleri
ayni yonde iken, diik etkilessme enerjisine sahip olurlar. Sicaklik mutlak sifir
ulastiginda (OK) sistemin enerjisi minimumdur ve spinlerin hepgini yondedir. Bu

sistem ferromanyetiktir. T sicaill yikselmeye bgarsa spinler rastgele yonelmeye
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baslar. Nihayetinde T sicaldi, T, kritik sicakligina ulgtiginda tim spinler rastgele
yonelmg olur. Boylece sistem paramanyetik hale gecer..tkifumunda dizenli faz
ferromanyetik haldir. T>J durumunda ise dizensiz fazdir ve paramanyetik hal
olarak bilinir[3]. Ferromanyetik maddelerin termioamik davrarglarinin
anlagilmasi icin en basit model Ising modelidir. Isimgodeli spinler arasi basit
etkilesmeleri igerir. Ising modelinin en basit hali iki @umlu, bir tane dizen
parametreli bir sistem olan spit Ising modelidir. Bu en basit Ising modelinin bir
boyutlu hali, E.Ising tarafindan 1925'deki tezingigztlmitur. Sistem herhangi bir
pozitif T sicaklginda faz gesi yapmamaktadir. Ancak T=WK'de kritik nokta olarak
distnulen bir noktada, faz geme sahip oldgu anlgiimistir[1, 3-6].

Ising modeli faz gesi yapabilen sistemleri temsil eden, ferromanyeti&dahelerin
gosterdgi davranglarin anlgaiimasini ve termodinamik niceliklerinin incelenmasi
saglayan, spinler arasi basit etkifeeleri iceren bir modeldir. Faz ggler ve kritik
olaylarin anlaslmasindaki ¢abmalarin buyuk bolimu bilgisayar similasyonlarina
dayanmaktadir. Bilgisayar simulasyon galalari deneysel ve teorik cahalar
arasinda bir kopra ofturur. Ising modelin ferromanyetik faz ggigi temsil eden en
basit hali spin‘z Ising modelidir[4]. iki durumlu ve tek diizen parametreli bir
modeldir. Analitik ¢6zimu 1925 yilinda E. Ising aandan bir boyutlu uzayda
yapiimstir[7]. Dis manyetik alan yoklgunda iki boyutlu uzayda ise 1944 yilinda
Onsager tarafindan analitik ¢c6zim yapsimj8]. Bundan bgka t¢ durumlu ve iki
dizen parametreli bir sistem olan Spin-1 Ising nliode argtiricilar tarafindan
incelenmektedir[9-18]. Spin-1 modeli Blume, Emerg Griffiths tarafindan 1971
yilinda tanimlanngtir[9]. Bu tez cakmasinda spirtz Ising model kullanilnytir.
Sadece bir ve iki boyutlu uzayda ve dnanyetik alan yoklgunda analitik ¢6zimu
bulunan spin %2 Ising modelin Ust boyutlarda hentaiak ¢6zUmu yapilamargtr.
Bu nedenle istatistiksel sistemlerin sayisal sisyoa calgmalari oldukgca 6nem
kazanmaktadir. Simulasyon gercek bir sistemin moidielsarlama sireci ve sistemin
islemesi icin sistemin davragni anlamak veya dgsik gorisleri dezerlendirmek
amacliyla bu model uUzerinde denemeler yapmakstatistik mekanikte bazi
problemlerin ¢ozimi tam yapilamazken yalacozim bulmak mumkin olabilir. Bu
yaklasik ¢ozimlerin dg@rulugunu denemek ve desteklemek acisindan simuilasyon

calismalarnt oldukca ©nemlidir[19,20]. Yine deneysel gaklar esnasinda

15



karsilasilabilecek bir cok problemi ortadan kaldirmasi aglan simuilasyon
calismalart 6nem kazanmaktadir. Yani bilgisayar simidasgalsmalari teorik ve
deneysel cagmalar arasinda bir kdpru gorevi gormektedir. Sirayiba calgmalar ile
fiziksel olaylarin incelenmesinde, model kurulmasipdel gekiminin sglanmasi,
sonuclarin elde edilmesi ve bu sonuclarigetendiriimesi teorik cagmalarin alt
yapisini olgturur. Teorik model sisteme uygulanir ve sistemiik$el 6zellikleri
hesaplanir. Fiziksel sistemlerin incelenmesi igingdk model tanimlanmtir. En
yaygin olanlar Ising model, Potts modeli, Kiresabdel, Orgii gazi modeli,

Percolation modeli ve X-Y ve Heisenberg modelidir.

Monte Carlo(MC) ve Molekul Dinamgi[20,21] istatistik sistemlerin sayisal
simulasyonu, dolayisi ile faz geicve kritik olay calgmalarinda kullanilan en temel
araclardandir. Monte Carlo yontergans karakterli oldgundan bu isimle anilir.
Monte Carlo yaklgminda rast gele sayi Ureteci kullanilir.sBagicta genel olarak
spinlerin hepsi ayni yonlu alinir. Bu tur algoritarala sicaklik dnceden bilinmekte ve
giris parametresi olarak kullaniimakta ve sabit sica&likitiin spinler teker teker
durumlarini dgistirme teebbisinde bulunmaktadir. Tium 6rgludeki spinleriruniur
degistirme girisiminde bulunmasi bir Monte Carlo adimini glurur. Desisikli ge
ugrayacak spin, 6rgu uzerinde gelguizel secilebilir. Herhangi bir konfiglirasyonla

karsilasma ihtimali Boltzman d&alimina uyacalgekildedir.

Molekul Dinamgi yontemi Monte Carlo yonteminin bir alternatififi?]. Molekail
Dinamigi metodu, cok parcacikli sistemlerin dinamik OZédlirini incelemede
kullanilir. Simulasyon, sistemi aituran parcaciklarin sabit toplam enerjide klasik
hareket denklemlerini niumerik olarak ¢ozmektenebar Zamana bz olarak atom
veya molekullerin konum, hiz veya yonelimlerininsalesistigi bulunur. Klasik bir
dinamik sistem, Hamilton hareket denklemlerinin Isaly integrasyonunu
icermektedir. Molekll dinangi 6zellikle kati ve sivilarin molekil yapilari, efieve
hareketleri ile “bulk” (parcacik sayisinin sonsiddugu durum) ozelliklerinin ayrintili
bir sekilde aratirilmasina imkan sgamaktadir. Bu yontemde rasgele sayi Ureteci

kullanilmamaktadir.
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Cok o6nemli ve cok kullanilan algoritmalardan biriddarkov yontemidir ve ilk
olarak 1953 yilinda Metropolis ve arkatiai tarafindan turetilngtir[23]. Metropolis
ve arkadglarinin algoritmasi ile Molekul Dinarg@i arasinda yer alan ger bir
similasyon yontemide 1983'de M. Creutz tarafindelisiyilmistir[24]. Bu yontem
gezgin demon modeli olarak bilinmektir. 1986’da Greutz iki boyutlu uzayda Ising
modelinin deterministik (belirli bir kurala &) bir “Cellular Automaton(CA)” kurali
ile simulasyonunu gercekltirmistir[25]. “Cellular Automaton” ilk olarak Neuman ve
Ulam tarafindan biyolojik sistemlerin simulasyongini kullaniimstir[26-28].
“Cellular Automaton” O veya 1 @erleri alabilen bir hiicre veya 6rgl noktalarindan
olusur. Bu deerler sabit bir kurala gore kesikli zaman adimidanyenilenir.
“Cellular automaton” hucreleri herhangi bir boyutthizenli bir 6rgl Utzerinde
siralanabilir. Bu model icin ilk temel teoriler 1®8yilinda Wolfrom tarafindan
verilmistir[28]. Fizik, Kimya ve Biyoloji'deki dinamik sisimler icin pek c¢ok

uygulamalar vardir.

Ising modelinin ve ggtli fizik problemlerin bir CA olarak similasyonu ithniac
tarafindan onerilmtir[29]. Ising modelin simulasyonu igin iki farkCA algoritmasi
vardir. Bunlardan ilki Vichniac, Pomeau ve Herrm#rafindan sunulan Q2R
algoritmasi[30-32], ikincisi ise Creutz tarafindamtaya atilan Creutz “cellular
automaton” olarak bilinmektedir[33]. Q2R algoritmada similasyon slresince ic
enerjinin korundgu konfiglrasyonlar Uretilmekte dolayisiyla  6zisI
hesaplanamamaktadir. Bu sorun i¢ enerji dalgaleemmah dikkate alingga Creutz
“Cellular Automaton” ile ortadan kalkmaktadiiki boyutlu Ising modelinin tam
¢6zUmU uzay boyutunun kritik Gsleri belirlemede rhieoldugunu gostermektedir.
Bu sebeple U¢ veya daha yiksek boyutlu Ising modgzilmesi olduk¢ca énemlidir.
Ancak U¢ veya daha yuksek boyutlu Ising modelinliakac6zimi mumkan
olmamstir. Bu guine kadar boyut etkisi ve teorik sonuglatgzrulugunu aratirmak
icin d=2[34-39], 3[17,34,40], 4[41-48], 5[49,50][18,51], 7[52,53] ve 8[54,55]
boyutlu Ising modelleri icin simulasyonlar yapiktr. Ayrica sonsuz orguler igin
Ising modeli teorik olarak c¢ozulebilmekte fakat kororguler icin tam olarak
cozilememektedir. Ising model icin termodinamik efilderin sonlu drgulerdeki

davranglari Monte Carlo ve Cellular Automaton simulasyonlde incelenmg ve
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sonsuz 6rgu davragtari, sonlu orgu o6lcekleme teorisi yardimiyla Hemlmistir
[23,42,56-73].

Bu tez camasinda be boyutlu Ising model icin, dgusal boyutu L=4,6,8,10,12
olan periyodik sinirsartli orgulerde ve sonsuz oOrgu kritik sicgklyakininda g
“bit’li demonlar kullanilarak Creutz cellular aut@ton ile simulasyonlar yapilgtir.
Duzen parametresi ihtimaliyet gilaminin (R), indirgenms sicaklgin t =0 dgerinde

ve dagrusal boyutlar L=4, 6, 8, 10 ve 12 olan orgilen,gizen parametresine (M)
karsl ve T[()=8.7776(1) durumu icin grafi cizilmistir. Dizen parametresi
ihtimaliyet dailiminin,(R), dizen parametresinin M= 0 gginde ve dgrusal
boyutlari L =4, 6, 8, 10 ve 12 olan orguler icioaddiga,(T), kas! grafigi cizilmistir.
Dlizen parametresi ihtimaliyet gilaminin, (B, ) indirgenms sicaklgin t=0 degerinde
ve dagrusal boyutlarL = 4, 6, 8, 10 vel2 olan orguldy{ (o =)8.7776(1)) icin diizen
parametresine NI ) karl sonlu 06rglu oOlcekleme grafi cizilmistir( T (o) =
8.7776(1)). Duzen parametresi ihtimaliyetgdieninin,(P, ), dizen parametresinin
M=0 deserinde ve dgrusal boyutlariL = 4, 6, 8, 10 ve 12 olan orguler igin,
indirgenmi sicaklga (t) kasi sonlu 6rgu oOlgekleme grafi cizilmistir( T, (c0) =
8.7776(1)). Duzen parametresi ihtimaliyetgdeni icin sonlu 6rgl olcekleme
bagintisinin d=5te  gegerli oldiw gosterilmgtir. Termodinamik limitte P(M)

fonsiyonun analitik ifadesindeki a ve ¢ sabitleallnmutur. Bulunan bu sabitlerin
degerleri literattr dgerleri ile uyum halindedir.
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2.TEORI

2.1. Faz Gegileri

Ehrenfest’e gore faz geteri n. dereceden faz gelgri seklinde siniflandirilir. Tabii
ki o zamanlar orn@n 6z IsI gibi bir cok termodinamik nicgin ikinci derece
gecklerde Ehrenfest’in iddia efii gibi sureksizlik dgil, aslinda iraksama gostegdi
bilinmiyordu. Ustelik 2. derecenin tizerinde faz igksgi olduguna dair deneysel bir
kanit da yoktu. Gunumuzde faz ggerinin siniflandiriimasinda Fisher'in teklif eiti
yontem daha guvenilirdir. Buna gore faz gecserbest enerjinin birinci turevleri
surekli ise surekli faz gegj en az bir tanesi suireksiz ise birinci derecel@engecsi
olarak nitelendirilir. Normalsartlar altinda suyun faz gslgri ya da eritilmg bir
metalin katilamasi birinci dereceden faz ggeridir.

Gizli 1s1 iceren faz gegleri birinci derecedendir. Bir madde yuksek sidaklki bir

fazdan dguk sicakliktaki bir faza birinci dereceden faz geisu sekilde yapar:
Geck sicaklgl denilen bir T sicak@n civarinda sicak@in kucuk araliklarindan
gecerek sgurken sifirdan farkl bir i1si g&ari verilir. Bu gizli 1sidir. Gegteki bu isi

yayimi maddenin yapisinda T sicgkhda kokllu bir yeniden dizenlenme ofduu

gosterir. Orngin L =~ 334J@" su-buz gesi gizli 1sisi O molekiilleri kendini yiizey
merkezli kiibik 6rgu yapisina dagiirtartrken dgari verilir.

Surekli faz geginin 6rnesi ise, T.=1043°K Curie sicaklginda demirin paramanyetik
sekilden ferromanyetilsekle gecmesidir. T > cIsicakliklarinda demir de bakir ya da
cinko gibi paramanyetiktir. Yani g manyetik alan yoklgunda madde
miknatislanmaz. Ferromanyetik durumda (Y<Tadde alan uygulanmasa dabhi
miknatislanir. Buna goregdmanyetik alan yoklgunda demir érngni i1sitirsaniz sifir
manyetik alandaki kendfinden manyetizasyonun @Y azaldg gorular. Eer
sicaklk kritik sicakiga (Tc) yukselirseSekil 2.1'de goruldgu gibi My sifira gider ve

M(H), H=0'da sonsuz@mli surekli bir fonksiyon haline gelir.
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M
M

My

H *H
-M /
1 =1

\

(a) (b)
M
A
1_
-1
(€)

Sekil 2.1. M(H) grafikleri; a)T<Tc, b)T~ Tc, c)T>Tc.

Eger sicaklik daha da artarsa M(H) surekli bir fogksi olarak kalir ve H=0'da
analitiktir (Sekil 2.1.c). Bu tespitlerSekil 2.2'deki (T,H) duzleminde kolayca

Ozetlenebilir.

Hy

3

Sekil 2.2.(T,H) yar duzlemi.
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Hat boyunca M slreksiz ghr yerlerde H ve T’'nin analitik bir fonksiyonudur.
Sicaklik ekseni boyunca 0O'danc/ye bir hat vardir. Manyetizasyon (M) hattin
sazindaki tim noktalarda, H'nin ve T'nin analitik donksiyonudur. Hat tUzerinde ise
sureksizdir. Bu hatta “faz gectizgisi” denir. (T;,0) son noktasi “kritik nokta” olarak
bilinir[74].

2.2. Evrensel Davrang

Farkli sistemlerin ayni kritik Ustlere sahip olmresievrensellik denir. Kritik Gsleri
ayni olan sistemler ayni evrensellik sinifinda gerlar. Orngin Ksenon( Xe ) ve
Kakdart Flortr( Sk ) farkh kritik sicaklga sahip olduklari halde kritik Gstleri
aynidir[1,3,4].

2.3. DUzen Parametresi

Faz gegilerinde dger bir kavram diizen parametred’dir. Dlizen parametresi tek
bilesenli akgkanlar icin y@unluk, akskan kargimlari icin mol kesirleri arasindaki
fark, super akkanlar icin ise kompleks dizlemde ve iki kéali bir vektordur.

Ferromanyetizma durumunda ise dizen parametresi yetiaasyondur.

parametresi djiindlen sistemin siniflanmasina gha bir buyukluktir. Duzen

parametresinin biken sayisi nggidaki sistemler igigoyledir[5].

Basit akgkanlar, ikili akgkanlar, tek eksenli miknatislar ve ikili alenlar icin n=1,

siiper alkgkan Hé ve HE + Hé& karsimi, XY miknatisi icin n=2, izotropik
miknatislar icin n=3’dur. Kritik tsler arasinda &ilateori n’ye bgmliligl aciklamasa
da n’nin fakli dgerleri icin kicuk farkliliklar ortaya ¢ikmaktadiBuna gore dizen

parametresinin simetrisi ve tensorel karakteri digim

2.4 Kritik Usler

Batln spin sisteminin mikroskopik durumu

{o}={ 01,02, ...} (2.1)
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BolUstim fonksiyonu

z, =y expl- ZE(o})) (2.2)

(©)
Serbest enerji

A=-KTInZ, (2.3)

Ortalama manyetizasyon

1 0A(H,T)
M(H,T)=(0)=—— 2.4
(HT)=(0) =5 (2.4)
Alinganlik
_OM(H,T) :_iazA(H,T) 2.5)
oH N oH? '
Enerji
U= A_Tmz_ﬁw (2.6)
0 oT
Oz 1si
oT

Faz geginin tanimini yaparken kritik noktada niceliklerisingtler (tekil)
davranglarini da belirtmek gerekir. Kritik olayin moderearilerinin bir baarisi da
Olcekleme teorisidir ki, d@sik kritik Gsler arasinda @antilar bulur. Kritik Gsler

ailesinin ilk bireyleri a, B, y ve &'dir. Bunlar 6z isinin, dizen parametresinin,
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alinganlgin ve durum denkleminin tekilliklerini tarif edeindirgenm§ sicaklik

=T ~T) cinsinden onlarsu sekilde tarif edebiliriz.

TC
Oz sl A
Manyetizasyon : M |tf (Duizen parametresi)
Alinganlik oo U
Durum denklemi :  MJ [H| (Tde).

Kritik Usler, 6zellikle kritik sicaklik civarindaib ¢ok fiziksel buyuklgin nasil
davrandgini gosterdiinden dolayr 6nem gamaktadir. S6z konusu kritik sabitlgn
sekildedir:

B = 1sisal magnetizasyon sabiti
& = magnetizasyon sabiti
a = 0z IsI sabiti

v = duygunluk sabiti.

Kritik UGslerin elde edilmesindeki matematiksel mhntsu sekilde tarif
edilmektedir[75]: Kritik nokta civarinda genel bift) fonksiyonunun davraginda

rolt olan kritik Gssu tanimlamak igin;

-1 (2.8)

indirgenmi sicaklik tanimi kullanilacak. Bu f(t) fonksiyonunyeterince kicuk ve

pozitif t dezerleri icin tanimli oldgu ve

A= ItlznM (2.9)

0 Int
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limitinin var oldusu varsayilacak. Buradakikritik tstr. f(t) ~ t seklinde davrang
distnulebilir ama termodinamik fonksiyonlar bu kadasib bir sekle sahip dgldir,

genellikle duzeltme terimleri igerirler.
F(t)=At “(1+BtY+...) (y>0) (2.10)

Kritik sicakligin ¢ok yakinlarinda fonksiyonun tamgekli belirlenemese bile ilk
terimler yeterince baskin olggadan dolayl kritik Gssin bilinmesi fonksiyonun
davrangl hakkinda oldukca tatmin edici bilgi verir. Bu gédeki deneysel verilerin
log-log grafgi cizildiginde (genelde bu bir gou olacaktir) @imi kritik Gssu verir
yani fonksiyonun tamgekli belirlenemese bile kritik Gssin belirlenmegimkinddr.
<0 icin f(t) fonksiyonu kritik sicaklikta sonsuza iraksarket»0 icin sifira
yaklasmaktadir.A=0 olmasi durumunda ise logaritmik iraksama, siviuugkillik

veya analitik bir fonksiyonun sigrama surekgztiurumlarindan biri olabilir.

2.5. Termodinamik Nicelikler

Termodinamik nicelikler genel olarak spinsb@a serbest enerjiden elde edilmektedir

ve serbest enerjsagidaki gibi tanimlanabilir;

f(H,T)=-kTN"logZ(H,T). (2.11)

Serbest enerjiye g4 olarak termodinamik nicelikler sagidaki ifadelerle

tanimlanmaktadir.

H,(H,T) =—kT2%[%j (2.12)
C(H.T) =L H,(H.T) (2.13)
M(H,T)= —%(%) (2.14)
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)
X(H,T) —mM(H,T)- (2.15)

Burada H i¢ enerji, C 6zisi, M miknatislanma veise manyetik alinganliktir.
Manyetizasyon cinsinden ifade edilebilen bir nikedlan Binder kiimulanti(g ise
asagidaki ifade ile tanimlanir[57].

g =1-<M*>/B<M?>?) (2.16)

farkli uzunlukta orguler icin Binder kimulantinircaklikla deggisimine bakildginda
farkl orgulere ait verilerin bir sicaklikta kesgi gorulur. Bu kesim noktasina kark
gelen sicaklik, ), sonsuz 6rgu kritik sicalgdir.

ikinci derece faz geglerinde miknatislanma diizen parametresi ismini. dding
model faz gegi yapabilen sistemleri temsil eden bir modeldiriziksel sistemlerin
disinda bircok alandaki problemler de Ising modelleigébilir. Bu nedenle Ising

modelin ¢6zimu olduk¢ca 6nem kazanmaktadir.

2.5.1. Termodinamik Niceliklerin Sicaklikla De&gisimi

Kritik sicaklik yakininda termodinamik niceliklerindirgenmsg sicaklga &(T-T)/T.
bagli olarak degisimi t—O0 limitinde sonlu olan dizenli bir kisim ile iraksa
(singuler) bir kisma ayirabilmektedir. Dmanyetik alanin olmagh durumda singuler

kisimlar t'nin bir kuvvetiyle orantili olarak ggmektedir[1,3-6].

Mo~ |t|? (@t—0) (2.17)
C(m~|t|™* @0 (2.18)
vad R (t—0") (2.19)

d>4 icin a=0, p=1/2, y=1, d<4 icin ise bu dgerler d=2 icina L 0(log), p=0.125,
y=1.75, d=3 igime [ 0.11,$=0.33,y=1.24[57].
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Kritik davransl aciklayacak en basit fiziksel teori olceklemedidligekleme
termodinamik terimlerle desteklenmeye ihtiya¢c dulgtadir. Simetrisi birtakim
basitlgtirmelere uygun oldgundan Olgeklemenin miknatis Uzerinde agiklanmasi

daha uygundur. Helmholtz serbest enerjisi(T,H), su temel diferansiyel

termodinamik bgintiyr s&lamaktadir.
dF =-SdT-MdH (2.20)

bu ifade de S toplam entropidir. Legendre d@mil yardimiyla bu ifadeden

alternatif serbest enerji

AT,M)=F +MH (2.22)
uretilir ve gagidaki basit diferansiyel tganti elde edilir.

dA=-SdT+ HdM (2.22)

manyetik alan ve manyetik alinganli&(T,M) fonksiyonundan gagidaki gibi elde

edilir.

0A - 9°A
H :[_j ve X 1 :( j (223)
oM J; oM? ).

T—T, oldugunda manyetik alinganlik iraksamaktadir. Ancak sapibariyle negatif

degildir. Gercekte negatif alinganlk termodinamik rall uygun dgildir. Bu M'nin
bir fonksiyonu olarak serbest enefjinin dis bikey bir fonksiyon oldgu anlamina

gelir. Anin M ile desisim grafiginde esrilik kesinlikle pozitif olmalidir.

2.5.2. Serbest Enerjiic Enerji ve Ozisi

Termodinamik limitte spin ana serbest enerji
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f(H,T)= KT lim N*InZ,(H,T) (2.24)

seklinde ifade edilir. BuradaN —oo termodinamik limitte glem yapildgini
gostermektedir. Klasik bir sistem buyuk hacim(V)enginde cok sayida(N)
molekiliin kompozisyonu olarak glindlebilir. N ve V’nin buyukligl genel olarak N
~ 107 ve V=~ 107 oldusu disundliir. N ve V cok bilyiik sayilar olgundan bir limit
durumu g6z o©nune almak gerekir. Bu Ilimit “termodimia limit” olarak
bilinmektedir. v=V/N 6zgul hacmi sonlu bir sayi oék sekilde termodinamik limitte
parcacik sayisi ve hacim sonsuza gidefNo ,V —o0). Orgliniin eni, boyu ve
yuksekliginin ayni anda ya da sirasiyla sonsuza gitmesindunda termodinamik
limit ayni sonucu verir. Termodinamik niceliklerispbaina serbest enerjiden elde
edilmektedir. Termodinamik limitte(N—w) manyetizasyon ve i¢c enerji serbest
enerjinin dg alan ve sicakya gore birinci tirevinden elde edilmektedir. ¥(S
sistemin $ durumuna kaulik gelen toplam enerji, i¢c enerji (EKE>) veya

miknatislanma gibi gézlenebilir bir nicelik olmakere

(X)= z*g X (s)exd- E(s)/KT] (2.25)
seklinde tanimlanir[76]. Burada,

H, =<E >= z-lg E(s)exy~ E(s)/KkT] (2.26)

ifadesi yazilabilir. Denklem 2.25 ve denklem 2.26kullanarak ic enerji ifadesi

denklem 2.2%eklinde tanimlanir.

0

Hy =kT? 2 InZ 2.27)
H, = —kTZ%(k—ij. (2.28)
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Diger taraftan spin kana 6zisi ise,

OH,

C(H,T)= T

(2.29)

ifadesi ile verilir. Voronel 1963 yilinda argonug yiakininda sabit hacimde 6zisisini
olcmistur. Klasik teori 6zisisinin sadece kritik noktasigreksiz sicramaya sahip

oldugunu tahmin eder.

C,(TC) £C,(TCY) (2.30)

0zis1 duz olarak, kritik sicak¥in her iki yaninda ani bir hizla artar. Kritik sktdta

C, 'nin bir pike sahip olup olmagh veya sonsuzda iraksayip iraksamgadidukca
onemlidir. Onsager 0zisiyC, (T) = Aln(t) + sonlu belirsizlik terimleriseklinde
tanimlar.a= 0 (log) olmasi 6zisinin singller olmayan bir kassahip olmasindandir.
OzisI T< T icin o’ ve T>T.icin a seklinde iki Us ile tanimlanir. Teorik ve deneysel

olaraka = a’ oldugu ispatlanmytir.

2.6.1kinci Derece Faz Gegil

ikinci derece faz gegeri, serbest enerjinin birinci tirevinin sirekdili ikinci
tirevinin sireksizfii ile tanimlanir.ikinci derece faz gegini Fe, Co ve Ni gibi
manyetik malzemelerde goritlen ferromanyetizmmadamarpanyetizmaya, ikili
alssimlarda gorulen dizenden duzengelive super akkanlarda goérilen siper
akiskandan algkana faz geglerinde gormek mumkundidr. Bu tur sistemlerde,
paramanyetik ve ferromanyetik fazi karakterize edelizen parametresi
manyetizasyondur. Herhangi bir manyetik sistem fgn geg sicaklgl civarinda
manyetizasyon ve i¢ enerjide gorilen surekhli yani sira alinganlik ve 6zisida
gorulen raksama ikinci derece faz gatgn karakteristik 6zelfiidir. Sistemdeki bu
tir iraksamalar kritik Uslerle karakterize ediliikinci derece faz gegerinin
karakteristik bir dier Ozellgi ise, korelasyon uzungunun faz gegi noktasinda
sonsuza gitmesidir. Simulasyon seadalarinin sonlu sistemlerde yapilabilmesi

zorunlulygu, ikinci derece faz gegerinde beklenen sonsuz korelasyon uzgahun
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orgu boyu ile sinirlanmasini beraberinde getirmgikt@®unun sonucu olarak, sonsuz
hacim limitinde, gegi noktasinda, termodinamik niceliklerde ortaya cilsomsuz
degerler 6rgu buyuklgine bg&h olarak sonlu dgerlere sahip olur.

ikinci derece faz gegini tanimlamanin bir bga yolu ise diizen parametresi olasilik
dagihmi P(M) ve i¢ enerji olasilik dalimi P(E)yi incelemektir[77-79]Sekil 2.4'de
goruldigu gibi P(M), faz geai kritik sicakliginin altinda dtzeni ifade eden bir pike,
kritik sicaklikta ise iki git yukseklikte pike sahiptir. Sicaklik arttikca yalesan

T=T¢

/\

Sekil 2.3.1kinci derece faz geglerinde, diizen parametresi olasilikgdeni P(M)’nin
farkl sicaklik boélgelerinde ggsimi [80].

Olasilik da&ilimindan yola cikilarak sistemin entropisi ve =tb enerjisini
tanimlamak muamkundur[78]. Duzen parametresi olagl&zilimi ile serbest enerji
arasindaki fonksiyonel gki F(M)= - kg TIn P(M) ifadesi ile verilir[80].

2.7. DUzen parametresi olasilik dglim fonksiyonu

Duzen parametresi olasilik glhm fonksiyonu sadece manyetik sistemlerirgitje
ayni zamanda sivi-gaz kritik noktasinin ve elekboyetik etkilgimlerin kritik

noktasinin ¢agtimasi agisindan onaylangnen gugcli aractir. Sonlu sistemlerde M
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manyetizasyonu dalgali bir niceliktir ve P(M) oldsidagilimi ile ifade edilir. Ising
model gibi sistemlerde ikinci derece faz gebblgesinde Sekil 2.3) ve T kritik
sicaklgin altinda P(M) dalimi +M ve —M bdlgelerinde kenddinden olgmus olan
cift pikli bir yapiya sahiptir. T kritik sicaklginin tstinde ise, P(M) gdd&imi “0”
manyetizasyonunda tek pikli durum gosterir ve brududiizensiz yapiyi temsil eder,

kritik sicaklikta ise birbirine @t iki pik gozlenir[81].

Ising modelin diizen parametresinin olasiliigitlent P(M) icin sonlu 6rgl 6lcekleme
fonksiyonunun bilinmesi diizen parametresinin butiiament ve kimulantlarinin

hesaplanmasini mimkun kilar. Dizen parametresii@lasgilimi;

Ny

R(M)= (2.31)

CCAS

ile hesaplanmgtir. Burada Ny, M’deki manyetizasyonun ortaya ¢ikma sayisscN

ise Creutz cellular automaton adim sayisidir.
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3. ISING MODEL

Ising model faz gegi yapan sistemleri temsil eden , spinler arasiegkieleri iceren,
ferromanyetik maddelerin termodinamik niceliklerinincelenmesini ggayan bir
modeldir. Bu modelde incelenen sistem 6rgl konurddi verilen N tane sabit
noktadan olgan, d boyutlu periyodik bir 6rgudir. Ising modeknspinler bir boyutlu
olup 6rgunun kendisi bir, iki, ¢ veya daha faztgitlu olabilir. Genel Ising modelin
dizenli bir 6rginin kgelerinde bulunmaya zorlangnspinlerden olgtugu distinulur.
Orgunun geometrik yapisi iki boyutta kare veya iggéc boyutta kibik veya
hekzogonal, dort boyutta hiper kibik'dir.

o——O
1-boyutlu
2-boyutlu

3-boyutlu

4-boyutlu

Sekil 3.1. d=1,2,3 ve 4 boyutlu drgulerin geometrik yapilar

&

e
A g

e

Sekil 3.2. d=1,2,3 ve 4 boyutlu drgulerin geometrik yapramizdgumleri.

Sistemde tek digsken spindir ve Ssimgesi ile gdsterilir. ger i. 6rgl konumunda
spin yukari yonelmse $=+1, eier spin aagl dogru yonelmgse $=-1 olarak ifade
edilir. Verilen bir {S} kiimesi biitiin sistemin konfigurasyonunu belirl@rgiideki

spinler arasinda etkyem enerjisi aagidaki gibi verilir.
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E =->3$S —HZN:S. (3.1)
{ij) i=1

Burada E Ising enerjiyi <ij> yakin korsu ciftleri Gzerinden toplami goéstermektedir.
H dis manyetik alan vejJen yakin korgu etkilesme sabiti olarak verilmektedir. J>0
ferromanyetizma, J<O ise antiferromanyetizma dumenkiagilik gelmektedir. Ising
modelde batin termodinamik fonksiyonlar, Enerjili miamkin konfiglrasyon

Uzerinden hesaplanmaktadir.

3.1. Ising Modelin Simiilasyonuicin Algoritmalar

Bircok fiziksel problem Ising modeli ile incelené&bektedir. Ferromanyetik
maddeler bu model ile modellenmekte ve termodinabziéllikleri incelenmektedir.
Faz gegii gosteren sistemler icin ortaya konulan modellenalitik ¢ézimleri zor
oldugundan bu sistemleri incelerken bilgisayar simulasyo kullanilmasi oldukca
dogaldir. Faz geegi ve kritik olay calsmalarinda ilerlemenin biyuk bir kismi

bilgisayar simulasyon sonuglari sayesindedir.

Monte Carlo ve Molekll Dinangi ilk simtlasyon ¢calkmalari olarak bilinir. Molekdl
Dinamiginde ilk simulasyon teknikleri, tanimlanan bir sist icinde hareket boyunca
enerjinin sabit kalmasi dinulerek ortaya c¢ikngtir. Mikrokanonik kiimede pargacik
sayisi(N), hacim(V) ve toplam enerji(E) sabit olaraalinir. Etkileme
potansiyellerinin bilinmesi parcaciklar Gzerine iggh kuvvetlerin hesaplanmasini
saglar. Sonra mikrokanonik topluluk icin bkt zaman adiminda Newton hareket
denklemleri ¢ozulir. Kisa bir zaman sonrasindaar¢cacgin X; koordinatlari veV,

hizlari gagidaki ifadelere gore bulunabilir.

X (tF At) = X (t) + Vi (1) 4t (3.2)
Vi (tF At) = Vi (1) + %m . 3.3)
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Molekul dinamgi icin parcacik sayisi ve hicre hacmi korunan biicrb

tanimlanmalidir. Béyle bir sistem icin toplam Kitketneriji

= =—Z¢ (3.4)

ve sistemin potansiyel enerjisi

u@r)=>U(). (3.5)
i<j
Buradar; , i. ve j. parcaciklar arasindaki mesafeyi gostétetr. BOyle bir sistemin
Hamiltonyeni
1< P?
H=2)-"1+)U(r) (3.6)
ZZ m ZJ !

dir. Sistemin hareket denklemi ise

dr dP
m—=P — = E F(r. 3.7
dt ve dt (%) (3.7)

i<j

dir. Molekul Dinamgi arasinda yer alan simulasyon gadalarinin temeli, ilk olarak
1953 yilinda Metropolis ve arkadar tarafindan ortaya konulan algoritmaya
dayanmaktadir[23]. Bu simulasyon gatalari zamanla gsalirilmis ve bir ¢cok yeni

similasyon metodu ve algoritma ortaya cigim.i

3.1.1. Metropolis Algoritmasi

Metropolis algoritmasi, Metropolis ve arkatal tarafindan 1953 vyilinda
gelistirilmistir[23]. Bu algoritma markov yontemi ile sistemin arv olan
konfigirasyonundan yeni konfigirasyonlar uretirst&min spin konumlarinin

durumundana’ durumuna dgsimi ile sistemin enerjisindeki ggeim hesaplanir.
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Enerji desisimi pozitif ise yeni konfigiirasyon e#® 5 olasilgi ile kabul eder.

Yani ;

A E. <E,

A—le_ﬂ(Ea'_Ea) Ea’ > Ea ’ (3'8)

P(a - &) :{

Burada A normalizasayon sabitidir vé)" P(a — a) =1 denklemini sglamak igin

secilir. Metropolis algoritmasinin karisinin temel sebebi pratik uygulamasinin
oldukca acik olmasidir. Simulasyonda ilk olarak $pkn ters cevrilmeyeguasilir. Bu
spin rasgele secilir ya da 6rnek spinlerden hertdxis cevrilebilir. Daha sonra eski ve
yeni enerjiler kagilastirilir. Bir spinin ters ¢evrilmesi tGizerine ened@gisimi sadece
komsu spin dgerlerine bglhdir. Bilgisayar yoluyla yeni konfigirasyon vemie

olasilga gore kabul ya da ret edilir.

3.1.2 Spin Kumesi (cluster) Algoritmalari
3.1.2.1. Swendsen-Wang Algoritmasi

Swendsen-Wang algoritmasi 1987 yilinda Swendsen Wang tarafindan
sunulmytur[22,76]. Spinlerin kendiginden ters cevrilmesi ve spin kimelerinin
“cluster” seklinin belirlenmesine sistemin kendisinin kararmaesi fikrine dayanan
ilk basarli ¢calsmadir. Ising modele de uygulanabilen bir algoritmadygun kiime
konfigurasyonlari olgturup kiime ya da kiumelerin bir kerede ters cevsiyle
dinamik kritik Us azaltilir. Oncelikle en yakin keml ve m hiicresi segilir. BU ve
m hicreleri arasindaki katkilarin c¢ikargdieskisine gt yeni bir hamiltonyen

tanimlanir. Daha sonr§ ve S, spinlerinin ayni ya da zit yonde olmalarina géue b

hamiltonyene uyan (gen (partition) fonksiyonu hesaplanir. Swendsen-Wap
temsilinden bg temsiline gecen ve tekrar geri donen bir algoritodaya

koymuslardir.

Bu algoritmasoyledir:
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1- Balangic spinleri rastgele yonlendirilir. Kasn spinler arasinda Biar olusturulur

ve bu bglar tek tek incelenir.

2- Komsu iki spin zit yonlii ise silinir. Ayni yonli ise bogslar 1-€? ihtimali ile
korunur veya " ihtimali ile silinir. Bu basamak buyiik spin kiimeferiki ya da

daha fazla kiiguk spin kiimesine bdler.

3- Temel birimler olarak yeni daha kicuk spin kiemnglin yonelimleri ele alinir ve

esit olasilikla rasgele olarakasi veya yukari yonlendirilir.

4- Son olarak, yeniden yonlendirilgnspin kimelerinden BRngictaki spin érgusu

yeniden olgturulur.

Batin bu glemler, sistem icgin bir Monte Carlo yineleme (tekaana) basana
olarak kabul edilir. Benzer iki spin arasindakgimasilinmesinin mimkin olmasi ve
herhangi bir durum tek basamaktashkea birinden elde edildinden, bu glemin

girilebilirlik kriterini destekledgi anlagiimaktadir.

3.1.2.2. Wolff Algoritmasi

Spin kiimesi algoritmalarindan birgeri olan Wolff algoritmasi 1989 yilinda Wolff
tarafindan tanimlangtir[82]. Bu algoritma Ising sistemi icin tanimlangt.
Swendsen-Wang algoritmasinin  mgmia benzer bir algoritmadir ve kritik
yavglama problemini tamamen ortadan kaldirmaktadir. fiV@lgoritmasinin
yineleme basanga bir spin kiimesinde bulunan spinlerin yongdermesi slemini

igerir.
Bu algoritmastyledir.

1- Orgui Uizerinde rasgele bir i hiicresi segcilir.
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emin( 0,4,8iS Si )

2- Butun kongu j hiicreleri ziyaret edilir ve R{SS)=1- ihtimaliyle |
Orgusu 1'yi iceren spin kiimesine eklenir. Ferrometiky (j<0) bir model icin ger

spinler zit yonde iselersR. sifir ve spinler ayni yonde iseler Z2elir.

3- 1'li spin kiimesi ile birlgen yeni hicrelerin her biri j indisingitalinarak ikinci

basamak tekrarlanir.

4- Daha fazla yeni hicre ekleninceye kadar Uclrsatmak tekrarlanir.

5- Spin kimesindeki buttin hiicrelere ait spinler gié@stirir ve islem tamamlanir.

Wolff algoritmasi ve Swendsen-Wang algoritmasi &tgubenzerdir. Spin kiimesine
yeni bir spin bglanma ihtimali Swendsen-Wang algoritmasinda b bakalama
ihtimali ile aymidir. 1ki algoritmada da spin kimesinin artiayni ortalama
Uzerindedir. Fakat Swendsen-Wang algoritmasindainb@pin kimelerinde her
basamakta bir spin yon gistirir. Wolff yonteminde ise o sadeceg@ma spini iceren
spin kimesidir. Bu daha buydk spin kiimelerinin bemde daha sik bdyle yon
degistirdiklerini gostermektedir. Bu biyuk spin kimelate algoritmayl daha etkin

yapar.

3.1.3. Creutz’ un Gezgin “ Demon” Algoritmasi

Molekuler dinamik olarak bilinen yontem Monte Cagtonteminin bir alternatifidir.
Yontem klasik bir dinamik sistem i¢cin Hamilton hke¢ denkleminin integrasyonunu
icerir. Balangic sarti olarak p genelfiriimis momentum ve g geneffgrilmis
koordinatlar belirlidir. Toplam enerji sabittir. Ntepolis ve arkadgarinin
algoritmasi ile molekul dinargi arasina giren bir similasyon yontemi 1983 yilinda
M. Creutz tarafindan gatiriimistir[24]. Oncelikle “demon” (spine genik
momentum) denilen bir serbestlik derecesi tanimkltadir. Bu yeni désken

molekil dinamgindeki eslenik momentumun benzeridir.

Molekul dinamgindeki elenik momentum kinetik enerjinin hesaplanmasinda
kullaniimasina benzeekilde “demon”da kinetik enerji §&. Sistemin toplam enerjisi

korunacaksekilde gezgin “demon” rasgele olarak spinleri zgtaeder. Demon bir
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hiicreye ulgtigi zaman uygun bir spini ters cevirmek icin gimide bulunur. Eer
spinin enerjisi dgilkse “demon” spine enerji aktarir ve spinin tersrig@esine
yetecek kadar enerji aktarilgsa spin ters cevrilir. Aksi takdirde k@ uygun bir
hiicredeki spini ters cevirmek icin hareket edemmbDe, enerjisini Ustel olarak aktarir.
Blyuk sistemlerde demonun enerjisi toplam enerjisadece kucuk bir kismini
gosterir. Demon’un spinleri rasgele ziyaret etm@sm dolayr bu algoritmaya
Creutz’'un gezgin “demon” algoritmasi denir. Bu algnada tek bir gezgin “demon”

kullanilabilecgi gibi birden fazla gezgin “demon” da kullanilabili

3.1.4. “Cellular Automaton”lar

1983 yilinda ilk temel teorisi Wolfram tarafindaerien “Cellular automaton” lar ilk
olarak Neuman ve Ulam tarafindan “cellular spacdi #e biyolojik sistemlerin
simulasyonu icin Onerilngtir[26-28]. Fizik, Kimya ve Biyolojide kaglasilan bir ¢cok

dinamik sistem icin uygulama alanlari vardir.

Kinetik enerji terimi iceren dinamik Ising modelewdiger 6rgu spin sistemleri basit
bir “cellular automaton” problemi olarak ele alinktedir. Daha genel olarak
makroskobik seviyede her hiicre bircok molekll iatigden bir bolgeyi temsil
edebilir ve onun deeri birka¢ farkli mimkin fazlardan birini temsil eddlir. “CA”

bu sekliyle dagrusal olmayan kimyasal sistemler icin kesikli madelelolarak
kullaniimstir. “CA” larda uzay ve zaman kesikli gerlere sahiptir. Sonsuza kadar
geniletilebilen dizenli hicreler érgusinden @lu Orglnin her bir hiicresinde
kesikli deserler alabilen dg@skenler yer almaktadir. Bir “CA” bu hicre
degiskenlerinin dgerleri ile belirlenmektedir.

Genel olarak basit bir “cellular automaton” 0 velyaleserli hiicre veya sitelerin bir
satirindan olgur. Bu deerler kesikli her zaman adimi sirasinda yeniléi@ellular
automaton’un kesikli zaman adimlarindaki geti sirasinda bir hiicre @skeni
bdlgesel bir kurala uyarak bir énceki zaman adimaikdndisi ve kendisine kam
hiicrelerdeki dgskenlerin dgerlerine b&lh olarak yeni dgerini alir. Bir hicrenin
komsusu ifadesi ile kendisi ve kendisine en yakin korhlcreler kastedilmektedir.
Hucrenin herhangi bir zaman adimindakgidkenlerinin dgerleri 6zdg bir kural
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yardimiyla @ zamanh olarak elde edilmektedir. Bir boyutlu “Chdrda bir hicrenin
bir sonraki zaman adiminda algcaleseri belirleyen bdlgesel kural, en yakin ¢
hiicre dgerinin fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir. i. kordaki bir hicrenin

degeri a ile verilirse bu hticrenin yeni derini veren kural

6\' =¢¥a_,8,8,,) (3.9)

seklinde ifade edilebilir. Bu ifadedeg kurali aciklayan bir fonksiyondur. “Celluar

automton’lar bir cok temel 6zege sahip olup, bu 6zelliklesagida siralannstir.

Uzayda kesiklik: “CA”In tanimland uzay hicre veya goOzlegeklinde kesikli
bolgelerden olgur.

Zamanda kesiklik: her bir hiicreye aitgtden kesikli zaman basamaklarinda yeni

deger alir.
Durumlarda kesiklik: Her bir hiicre gigkeninin alabilecgi degerler sonlu sayidadir.
Homojenlik: Batlin hicreler benzerdirler ve dizdmtiorgtde siralanirlar.

Es zamanli yinelenme: Butln hicreleringgeeri ayni zamanda yenilenir. Her birinin

degeri kormsu hiicrelerin bir 6nceki adimda sahip gidudesere bglidir.
Deterministik kural: Her bir hiicrenin geri sabit belirleyici kurala gére yenilenir.

Uzay ile ilgili yerel kural: Her bir gozdeki kuraladece bu goziin etrafinda bulunan

komsularin degerlerine bglidir.

Zaman ile ilgili yerel kural: Bir gézun yeni geri, kural daha onceki belli sayida

basamakta okan degerlere uygulanarak elde edilir.

Herhangi bir fiziksel sistem icin cellular automatiée bir model olgturulurken ;
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I. Sistemin yapisina uygun duzenli bir 6rgu ( @neiki boyutta kare, Uggen, ¢

boyutta kiip, daha yiuksek boyutlarda soyut kip)liseci

ii. Orguiyt olyturan hucrelerin sahip olabilegiehallere kagilik gelen dgisken veya

desiskenler belirlenir.

lii. Hucrelerin birbiriyle etkilgme seklini ve gelsimini saslayan bir bolgesel kural

tanimlanir.

Ising modeli icin iki farkli “CA” vardir. Bunlarda ilki Vichniac tarafindan Q2R
“CA" adi altinda sunulmgtur[29] ve Pomeau ve Heermann tarafindan
gelistirilmi stir[31,32,49,83].ikincisi Creutz tarafindan ortaya atigrolup “cellular

automaton”1 adiyla bilinmektedir[25].

Fiziksel sistemlerin yani sira biyoloji, kimya vesyal bilimlerdeki bir cok problem
bir “cellular automaton” olarak incelenebilmektediyolojide DNA'nin kopyasini
yapan fonksiyonun bulunmasi, kalbin hizli ya daagagarpmasi, “filamentous”
organizmalarinin bayutilmesi “CA” ile modellerytii. Kimyada ise uzaysal
diffizyon ile cifttenmi reaksiyonlarin bir @ni iceren lineer olmayan kimyasal
sistemler “CA” olarak modellentir[28].

3.2 Ising Modeli Simiilasyonlaricin “Cellular Automaton”lar
3.2.1. Q2R “Cellular Automaton”

Q2R algoritmasinda rasgele bir konfigirasyonla badaglanir. Spin-spin etkilgne
enerjisi (Ising enerji veya i¢ enerji ) sistemirplmm enerjisine karlik gelmektedir.
Orgliniin her bir hiicresi, +1 ve -1ggeini alabilen bir spin ilesgal edilir. Her zaman
basamainda, ger deisecek spin ayni sayida paralel ve paralel olmayamsicspine
sahipse garetini deistirir. Boylece ters donen spin sistemin enerjisiegistirmez.
Similasyonun bu tipi sabit enerjili mikrokanonik rkélye uyar. Sabit sicaklikli

kanonik kiimeye uymaz. Bir kerede bitiin spinler igemhez. Orgi iki alt orglye
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bolunir. Once bir yarisi daha sonr&ati yarisi yenilenir. Bunun sebebi "Feedback
Catastrophe" denilen durumu 6nlemek igindir[28]edigack Catastrophe olayinda
belli bir adimdan sonra hep ayni konfigurasyonifetiimekte ve bunun sonucu
olarakta istenilen adim sayisi kadar gidilememekte€g2R automaton’inda hicbir
manyetik alan dikkate alinmaiz; enerji blttin similasyon siiresince sabit Katdian

0zisi enerji dalgalanmalari kullanilarak hesapleaaraaktadir[30,31].

3.2.2. Creutz “Cellular Automaton”i

1986 yilinda M. Creutz tarafindan gglilen similasyon yontemi Metropolis ve
arkadalarinin algoritmasi ile molekil dinagiiarasina girmtir[25]. Creutz Ising
modelde i¢c enerji ile spineslék eden momentuma kghk gelen kinetik enerjinin
toplami  korunur.  Boylece  Creutz  algoritmasi  kullarak  Uretilen
konfigurasyonlardan i¢ enerjiye glatermodinamik nicelikleri hesaplamak mimkin
olmaktadir. Ustelik bu algoritma yaygin MC metodta@ian on kat daha hizli

calismakta ve yuksek kalitede rastgele sayi Uretecinekgasmim duymamaktadir.

Creutz cellular automaton (CCA) algoritmasi kullarak dg manyetik alan
yoklugunda iki ve U¢ boyutlu Ising modelde yapilan hesagallar algoritmanin 2 d
< 8 boyutlu uzaylardaki Ising modellerinin simulasigrinda oldukca karili
oldugunu gosternstir[17,19,34-50,74]. Bu algoritmanin ayrintilari|3&rilmektedir.
Bu algoritmadan turetilen g#li algoritmalar dg alan[26], ikinci derece en yakin
komsu etkilsme ve dort spin etkikgm terimleri iceren Ising model problemlerine

uygulanmg ve literatiirle uyumlu sonuclar elde edigtini36,37].

Bu tez camasinda Creutz “cellular automaton”indas deoyutlu Ising modelin
similasyonu yapilmaktadir. Her bir hicreye 5 iKiit” karsilik gelmektedir ve bir
hiicredeki dgiskenlerin alacg deser bir 6nceki zaman adimindaki kendigdg ile
ona en yakin kogularindaki dgiskenlerin dgerlerinden gagida verilen kurallara
gore tayin edilmektedir. Bakili “bit"ten ilki B ; Ising spinidir. “0” veya “1” dgerini
alabilir. S=2B;-1 olmak Uzere sistemin Ising spin enerjisi Bsagidaki gibi

tanimlanir.

40



H, = 'jz SS, (3.10)

kalan 4 “bit"ten 3’U “demon” veya spinsali eden momentuma kghk gelmektedir.
Bu Gc¢ “bit” (0,7) arasinda @erler alabilen bir tam say! aftwrmaktadir. Yerlgk
“demon”a ait kinetik enerji bu tam sayi @elerinin 4 katini almaktadir. Toplam

enerji ise
H=H +H (3.11)

olmak Uzere tim zaman adimlarinda korunur. Veliiertoplam enerji igin sistemin

sicaklgl T, kinetik enerjinin ortalama g@erinden elde edilir.
7 7

(Ep) =D .ne*™ [y e, (3.12)
n=0 n=0

Spinler ve spine sienik eden momentum @skenleri icin yineleme kurallari
asagidaki gibidir; bir hicrenin yenilenmesi icin spitars cevrilir. Sistemin i¢ enerji
degisimi hesaplanir. Toplam enerji H korunmak Uzergeresistemin i¢ enerjisindeki
degisim bu hicreye ait momentum gigkenine verilebilecek veya ondan alinabilecek
miktarda ise, o0 zaman bu spinin yonundgigklik yapilir ve buna uygun olarak da

momentum dgistirilir. Aksi halde spinin yoéni ve momentumstiriimez.

Baslangicta en dguik i¢ enerjili (Ising enerji) durum taban durumwa@k tanimlanir
ve balangi¢c konfiglrasyonu olarak alinir. §angic durumunda sistemdeki butin
spinler gagl veya yukari yonde yoneliflk kinetik enerji hiicrelerdeki momentum
degiskenlerinin “bit” leri vasitasiyla orglye rastgeleerilir. Toplam enerjideki
sinirlama devam edegieden rastgele hareket, konfigirasyon uzay! bogudevam
eder. Demon (spineskenik eden momentum) denen yeni bir serbestlik cksie
tanimlanir. Bu yeni d8sken , molekil dinangindeki, slenik momentumla tanan
kinetik enerjiye benzer. “Demon” enerjisinin hesalapilirken “bit” sayisi goz
onunde bulundurulur. Cunkl “demon”un algcanerji dgerleri “bit” sayisina gore
desismektedir[49].
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3.3 Demon Enerjisinin Hesaplanmasi

iki bitten olian demon (0’'dan 3’e kadar) dort enerji seviyesiing,bitten olgan
demon (0’dan 7’'ye kadar) sekiz enerji seviyesina} ditten olgan demon (0’dan
15’e kadar) onaltl enerji seviyesine skstten olgan demon (0’'dan 31’e kadar) otuz
iki enerji seviyesine sahiptir. Demon’un bit say2sise Ep “demon” enerjisi (3.13)

denkleminden hesaplanir.

E, =4x(D,x 2 + D, x2°) (3.13)

Bilgisayarda ikili sayr sistemi kullanil@i icin D1, D,, 1 ve O dgerlerini alabilir. 2
bitli demon’un olabilecg enerji duzeyleri Cizelge 3.1'de verilgtir. Burada

goruldig gibi 0, 1, 2, 3 olmak Uzere doért enerji seviyesidir.

Cizelge 3.1.1ki “bit “li “demon”larin alabilecesi tam sayi dgerleri.

D, D; Ep
0 0 0
0 1 1
1 0 2
1 1 3

Eger “demon”un “bit” sayisi U¢ ise =demon enerjisi @tlik 3.14 deki gibi ifade

edilir.

E, =4%x(D,x2*+D,x2"+ D, x2°% (3.14)
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Cizelge 3.2.Uc¢ “bit”li “demon’larin alabilecgi tam say! dgerleri.

O
w
"
N
O
w
m
w)

Rl R R | O O] O ©
Rl R o of r| r| o o
Rl o r| o R O] Rl O
Nl o o B w| N k| O

“‘Demon” “bit” sayisi uU¢ oldgunda “demon” (0,7) arasinda tam sayigeheri
almaktadir. “Demon” enerjisi bu tam sayinin dortita. Bir boyutlu uzayda bir
spinin en yakin kogu sayisi iki, iki boyutlu uzayda dort, G¢ boyutlzayda alti, dort
boyutlu uzayda sekiz ve pboyutlu uzayda on oluiki ve (i¢ boyutlu uzayda bir spin
ters cevrildginde Ising enerjisinde @eim meydana gelirAH, Ising enerji dgisimi

iki boyutlu uzayda 8, 4, 0, -4, -8 gerlerini, G¢ boyutlu uzayda 12, 8, 4, 0, -4, -& -1
degerlerini, dort boyutlu uzayda 16,12, 8, 4, 0, &l,-12, -16 dgerlerini alir. Benzer
sekilde digunulerek bg boyutlu uzayda\H,"in 20, 16,12, 8, 4, 0, -4, -8, -12, -16, -20
degerlerini alacg bu miktar enerjinin ise iki bitli demonlarla @anamayaca
anlggilmaktadir. Cunkid iki bitli demonlarla g@nan enerjinin en buyuk miktari
Ep=4(2XD; + 2'xD2)=4(1 + 2)=4(3)=12 dir. Sonug olarak diyebiliriz &drt boyut ve
Uzerindeki calkmalarda demon sayisi ihtiyacl kdayacak sekilde artiriimalidir.
Ornek olarak bg boyut icin U¢  biti  demonlar  kullanilirsa
Ep=4(2XD1+2'XD,+2°xD3)=4(1+2+4)=4(7)=28 dir.

iki ve t¢ boyutlu uzayda bir spinin ters cevriimésiyneydana gelen enerji acik

olarakSekil 3.2 veSekil 3.3'te verilmektedir. Her durum iciH, Ising enerjisi (3.10)
dan hesaplanmaktadir.
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O Yukart yinde spin (+1) @ Asad yonde spin (-1)

i1k durum Son durum
0 0
Hi=4
OBy S
"'_‘I.HI=_S
0
@]
]
s o 00
Hy=d Hi=-2
D "ﬁHI:_ii D
¢ e
Byt @ 0O 0 Hi=0
¢ 0 ) AH, =0 FE
0 0

ﬂHfzq- D
0
L]
®
Hy =4 ¢ o o ¢
L
]
®

Sekil 3.3. Kare 6rgude bir spin ters cevrigthide, AH, Ising enerjisindeki dgsimler.
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O Yukan yénde spin (+1) @® Asag yénde spin (-1)

ilk durum Son durnm
o :
o. T - Hi=6 g, ¥ .2
- y - 0 .
i AH,=-12 o H; =-6
o o (s} o
[ ] i o L
& o Hj=4 o . —
g AH, =-8 2 =
o o)
< o o o
L ] L ] )
o H;=2 ® °
- o B 5
o - )t o
= L - _ 2 ® -
. o i o H; =0
o AH, =0 o
o o < o
- L4 [ ] [ ]
L Hi=—2 L :
. ? o Hi=—2
: O ﬂHI——'I o
. o . o
a ™ [ o ™ ®
Hi=-4
L ] (5] 5
L y ' ™ gt
pe & AH; =8 & 4
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Sekil 3.4. Basit kibik orgude bir spin ters cevrgighde, AH, Ising enerjisindeki
desisimler.
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O Yukar: yonde spin (+1) @ Asad yonde spin (-1)

i1k durum Son durum
o o ; a o
' S o H.i’:S [s] s} S —_8
& .
o %o AH, =-16 ol !
o o o o
o e g e
8] . [e] H}:Iﬁ G. i 6] H;_ 6
o o AH, =—12 0o A
a o - e o o
o e +
o e H, =4 o e
. o . H; =-4
o o AH, =-8 a]
o 0 o o
o o
60 -. : H, =2 Gﬂ_i‘ H* —_3
; 5 2
o f e p=—4 a0y
a0 o o
t}\. . HF={} i o N | ,
o .-' ._. I .'U 3 » HE=—'D
o . AH, =-0 o ]
ol ] ; o ®

Sekil 3.5. Soyut kip 6rgtde bir spin ters cevrdoide, AH, , Ising enerjisindeki
desisimler.
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O Yukart yonde spin (+1) ® Asag yonde spin (-1)

ik durum Son durum

o e oy . o w
o P=_2 o i
Ry : i e : Hy =
e s AH; =4 . e

o e o e

E__ O [ ]

RO g o< HI=4
. e AH, =8 e e

co» ' o »
» > Hr=—él -.._ L ] i
. ] o 7 e H,=6
e AH, =112 .

b, & . _ .0
* e - H,=-8 s H—38
CHe e 9 i
. » AH, =16 . e

.o

Sekil 3.5. (Devam) Soyut kup orgude bir spin ters cevgidde, AH, , Ising
enerjisindeki d&@simler.
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3.4. Creutz "Cellular Automaton"inda Termodinamik N iceliklerin Hesabi

Standart istatistiksel mekanik tarhalar ve similasyon sonuclari “demon
enerjisinin P(Ey) U expLE,) dailimina sahip oldgunu yani  Boltzmann
dagihmina uyd@gunu gostermektedir. Bu 0Ozellikten yararlanarfiin deseri,

dolayisiyla sistemin sicakh T=1/ demon enerjisinin beklenen ginden elde
edilebilir. Orgii sayisi biyik olan sistemlerde damno enerjisi toplam enerjinin
sadece kucuk bir kismini gosterir. CA modelinddawpenerji korundgundan dolayi
mikrokanoniktir. Similasyon suresince kinetik energ Ising enerji (i¢ enerji)
dalgalanmaktadir. Bir spin ters cevrjtide Ising enerjisindeki ggsme demon’un
alacal veya verecg enerji miktari kadardir. Boltzmann giamina uygun olarak 5

bit icin demon enerjisinin beklenend@®i asagida verilmektedir.

31
D 4ne*”

(Ep) ="5— (3.15)

e—4nﬁ

Burada her bir zaman adimi icin érganin butin goreki kinetik enerji (K)’ler
icin toplanip toplam spin sayisina boélugdizaman o zaman adimi icin s&
beklenen dgeri bulunur. Her bir zaman adimi i¢in elde edildfy3< toplanip toplam
adim sayisina bolinmesiyle sE beklenen dgeri bulunur. Bulunan <g> degeri
yukaridaki denklemde yerine yazilir. Buradfndeseri bulunur. Elde edilen bu
sicakhk dgerine kasgilik gelen kendilginden manyetizasyon M, i¢ enerji (Ising
enerji) H, manyetik alinganlk ve 6z 1s1 C, olgturulan konfiglrasyonlardarsagida

verilen formuller yardimiyla hesaplanir.

1 N
ﬁ;s (3.16)
_ 13
H, = N > 8S, (3.17)
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_oM _ 4 (M?)=(m)’
X= H =L T (3.18)
C _oH, :Ld<H'>_<':'> _ (3.19)
kK oT (KT)

Esitliklerde N=L° o&rgideki hiicre sayisidir ve < > zaman ve orgUritiden
ortalamaya kailik gelmektedir. M ve IH hiicre baina ve adim bana ortalama
desere, H’'da dizenli bir & manyetik alana kanik gelmektedir. Ising
Hamiltonyeninde duzenli bir gl alanin varlginda, spin-alan etkinesinin

olusturdusu bir ek enerji mevcuttur.

9 =ﬂ—3- (3.20)

Esitlik 3.20 ile verilen (burada s spin paa manyetizasyonu ifade etmektedir) Binder
parametresinin sicaklikla gigim grafigi cizilebilir. Bu grafikteki egrilerin kessim

noktasi, l—« iken T; sicaklgina kaslilik gelir[59].
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4. SONLU ORGU OLGCEKLEME

4.1 d<4icin Sonlu Orgii Olgekleme

Fiziksel sistemlerin kritik davragiarini taklit etmek amaciyla yapilan hesaplamalar
sonlu orguler Uzerinde gercefigilebilmektedir. Bu nedenle sonlu o6rgulerdeki
hesaplamalardan sonsuz orgu dawiani tahmin edebilmek icin sonlu 6rgl
Olcekleme teorisi gedtirilmi stir. Sonlu 6rgu 6lgekleme teorisi, tanecik sayissdwlu
oldugu surece, ¢ok buylk olsa bile bir sistem igin hiclaiz geggi olmamasina
ragmen, tanecik sayisi N sonsuz alfjdda faz geginin nasil gerceklgigini
tanimlar. Sonlu 6rgu 6lceklemegatilari; sistemin kritik nokta yakinlarinda olmasi
ve tim uzunluklarin, sisteme ait karakteristik Ualgrolan, korelasyon uzungu (&)
cinsinden ifade edilmesi gibi kabullerden elde meitedir. Bu yuzden Olcekleme
teorisi uzunluk ol¢ginin desisimine bal olarak termodinamik niceliklerde gorilen
degisimlerle ilgilidir. Boyutlu bir nicelgin degeri standart bir birim uzunfia bal
olarak deisir[58-62].

Bu olaylar sonlu 6rgu icin termodinamik niceliklergrafikleri incelendiinde acikca

gorulmektedir. Sonlu sistemdeki faz gecibolgelerinde fonksiyonlar hem
yuvarlaklamis hem de faz gegi sicakliklari T, sonsuz Orginiunkine gorec T

kaymstir. Bu kayma ve yuvarlakima bdlgesini belirleyen sicaklik a&litanecik
sayisi N sonsuza yaklaken sifira d@ru kiculdr. Bu sorunlara cevap Fisher'in sonlu
boyut 6lcekleme teorisiyle verilmektedir. Kritik kim yakinlarinda sadece tek bir
onemli karakteristik uzunluk vardir. Bu uzupludiizen parametre dalgalanmalarinin
kolerasyon uzunkgu, & denmektedir. Sonlu boyut etkisinin aplmasi, bu uzunluk
kargilastirmasiyla mimkin olmaktadir. Bu 6rgunungdesal boyutu L ve kolerasyon

uzunlyu & dir.

Kritik nokta yakinlarinda termodinamik buytkltuklersonsuza gitgi bilinmektedir.

Ornezin 6z 1SIC(t,H;L) sistemin boyutu sonsuz olglunda aagidaki gibi verilir[57].

Cs (t,0;00) = (A /a)lt| " (4.1)
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Bu ifadede s, singller kismin incelegidi gostermektedir. Sifirdan farkh birgdalan

varlhiginda standart 6lgekleme ifadesagadaki gibidir.
Cs(t,H;0) = “C.(H[{ ™) (4.2)

bura daC, olgcekleme fonksiyonudur. Bura da + ve — sirayla ¥& t<0 durumunu

gosterir ve= isareti o0lceklemeye gkin ihmal edilmi duzeltmeleri gostermektedir.
o ve A=p[+y evrensel Uslerdir. Sonlu sistemler igin sistewhairusal boyutu L,
sonsuz sistemin kolerasyon uzuiulg(t,H;x) ile olgceklenir. Daha acgik¢a belirtmek
gerekirse L>% ise dnemli sonlu boyut kolerasyonlari kesmektebdglece kritik
nokta Iraksamalarinda dikkate gge bir &ilme ve yuvarlaklama meydana
gelmektedir. Sonsuz oOrgunin kolerasyon uzgmlesitlik 4.2'ye benzer olarak
Olceklenir.

Z(t,H;o) =l 0, (HI™). (4.3)

Sonlu orgu Olcekleme teorisi periyodik simartli, L dasrusal boyutlu ve 14

kolerasyon uzunigunun relatif boyutuna gére sonlu olan sistemin, ss@n
ozelliklerini tanimlar. T yakinindag ~(T-T.)" ile orantilidir. Boylece (T-J)” = L

oldugunda sonlu boyut etkisi gozlenir. Sonlu 6rgu Oleeké ifadesi dgal olarak
L/t™dir. Boylece

Cs(t,H;L) =[t"C, (H]{ ™ LI (4.4)
Z(H;L) =l 0 (HI L) (4.5)

bagintilari elde edilir. kitlik 4.4 ve saitlik 4.5 bircok faydali bgmntinin tahmin
edilmesine imkan verir. dlik 4.4 ve aitlik 4.5 basintilarinin yerine kritik bolge
yakininda sistemin evrensel davkanhakkinda daha fazla bilgi veren gilgk
idelerini elde etmek mumkundir. Bu ifadelga@da belirtilen dort basamakta elde

edilmektedir.ilk olarak, t dlcekli bgintilar yerine L 6lgekli bgintilar kullanihir[49].
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t ve H, tl** ve HL®" ifadelerine dgrusal olarak girerken, analitik kuvvetlerle giren
L'ye sahip 6lcekleme fonksiyonlari yeniden tanimtaikinci olarak, sonlu dgrusal
boyutlu sistemler igin t, H=0’da hic¢bir iraksamamimadgina dikkat etmek gerekir.
Boylece olcekleme fonksiyonu, ¥, HL**=0'da dizgun ve analitik olacaktir.
Uctincli basamak olarak afLve bHL" 6lcekleme ifadelerini kullanarak t ve H icin
evrensel olmayan metrik faktorlere izin verignolur. O zaman o6lgekleme fonksiyonu
evrensel olacaktir. Son olarak, 6z 1s1 yeringl Kbaina Olcilen serbest enerji
yogunlugu f kullaniimaktadir. Cunki e#li termodinamik buyukltkler serbest
enerjinin turevlerinden elde edilmektedir. Yukakdaanimlari gercekigirdikten
sonra ve ‘“hyperscaling” gatisini da, Zx=dv, kullanarak serbest enerjinin

“singuler” kismi igin,

fy(t,H;L)=L Y (atl*?, bHLA") (4.6)
kolerasyon uzunkgu icinde,

&t H;L)=LX (atL*, bHLA) (4.7)

elde edilir. Bu iki b&inti kritik noktadaki evrensel davrgnitiretmeye en uygun
yapiya sahiptir. Bunlardan elde edilen iki evrenbélyukligli iceren bgintilar

sunlardir.
f0,0;L)=Y(0,0)L® (4.8)
&0,0;L)=X(0,0)L. (4.9)

Bu sonlu orgi Olgcekleme pantilar d<4 igin gecerlidir. Beboyutlu Ising modeli igin
bazi duzeltmeler gerekir. Bu duzeltmeler Bindeafimdan yapilnytir. Bes boyutlu
Ising modeli icin gecerli olan sonlu 6rgu o6lceklemmaEintisi gagidaki bolimlerde
verilmektedir[84].
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4.2. Sonlu Orgu Olgeklemede Evrensel Kritik Buyuklikler

Kritik Uslerin ve bazi kritik buyuklik oranlariniavrensellgi kritik olayin modern
teorisinde temel bir kavramdir. Ogie basit bir miknatisin indirgengi“bulk”

serbest enerji ygunlugunun “iraksayan” kismi igin

19 =FOIVIGT = Al W, (AN "), t=(T-T)/T. - 0 ve

h=H/kT - 0 (4.10)

yazilabilir. Burada + ve -, t<0 ve t>0'a kdrk gelmektedir. Verilen evrensellik sinifi
icerisinde a, A=+ y usleri ve W 0lgekleme fonksiyonlari butin sistemign
aynidir. Evrensellik sinifi igcinde 6rgu yapisslesme sabiti, vb. farkli olabilir, ama
tum bu farklihklar A ve Ay, evrensel olmayan metrik faktorlerinin @lerini de
icermektedir. Basit olmasi acisindan periyodikrssarth, LxLxLxLx..xL=L"
boyutlu kiipler veL™ x 00 boyutlu silindirler gbz éniine alinmaktadir. Béydagygun
asimtotik sonlu 6rgl Olcekleme @atisi oldukca genel olaraksagidaki gibi

yazilabilir;
fO& =LY (CtLAY,C,hlYY) . (4.11)

Ust kritik boyut d=4'den daha kiicik boyutlar icimdece @ ve G metrik
faktorlerinin, sistemin 6zelliklerine A parametrelerin girgi evrensel olmayan
faktorler old@gu gosterilmektedir. Bga bir deysgle Y(x,y) 6lcekleme fonksiyonu kip
ve silindir icin evrenseldir. Ancak Y(x,y)'nin onde carpanseklinde daha b#&a

evrensel olmayan bir{Ometrik faktoriine gerek yoktur.

4.3. Serbest Enerjiicin Sonlu Orgii Olgekleme

Basit miknatislardaki gibi siradan surekli géagi icin iki alakali dlgcekleme alani
vardir. Bunlar sicakyla benzeyen gve ds manyetik alana benzeyen glup, Us
degerleri dei; =1/v ve A, = ANdir. Kiritikli ge yaklgilirken g ve gy'nin dogrusal

olmama 06zeliinden ve alakasiz 6lcekleme alanlarindan kaynaklaieeklemeye
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iliskin dizeltmeler ihmal edilirse,;g¢ Cit ve @ = Ch olur. Burada € ve G
sistemin Ozelliklerine k#i parametreler, t ve h'da indirgengnisicaklik ve

indirgenmi manyetik alandir. Boylecd))l uzaysal Olcekleme faktoriyle yapilan

asimtotik “bulk” renormalizasyon dégiimu gagidaki gibi olur.
£ (t,h)=b™f9(cth™", chb*' ;00,..) (4.12)

dir. f_(g,,9,;00.)ifadesi tum alakasiz(irrelevent) ggkenlerin @it oldugu G

(Ginzburg-Landau-Wilson) modelinin serbest enearijisierir. Burada herhangi bir
“marjinal” ya da tehlikeli(dangerous) alakasizZlavent) dgiskenlerin olgumu
acikca dahil edilmergiir. BOylece sonugclar d<4 ile sinirli kalghr. Clnku sadece
bu uzay boyutlarinda alakasiz(irreleventgidkenlerin tehlikeli(dangerous) olmauli

distndimektedir.

Periyodik sinirsartl sonlu sistemler icin alanlar teorisine dayart@esaplamalar
Uzerine targmalar Brezin tarafindan yapilgtir. Sonlu bir sistemin enerjisinin

“singuler” kisminin asimtotik davrapiasagidaki formille verilmektedir.

£ (t,h; L) =b™ F© (gtb"", ghb™* :00,..;L/b). (4.13)

f&’nin L'ye bagimhhg), momentum dgskeni tizerinde uygun kizil étesi (infrared)

kesilmesi meydana getirir[49b=L/ly referans uzunigu olarak secilmelidir.lo;

sisteme bamli 1o>> o sartini sglayan keyfi bir sabittir. L>Xg igin
L F O (t,h; L) = 1,7 f O (et (ch2™)1;4Y :00...:1,) (4.14)

bagintisi elde edilirifadenin sol tarafi L>& icin lg’ In segimine bgli olmayabilir.
Boylece bu ifade sadeastl””, c,hl®’"’lerin evrensel fonksiyonu olmalidir. Boylece

Ci/c1 ve Glc, evrensel sabitli denklem 4.11 iddiasi elde €d#if. Benzer bicimde,

B sistemden kamsiz bir oranti sabiti olmak Uzete= B|c1t|_V secmekle, denklem
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(4.12yden A /lc| ™ ve A, /c,jc|™ evrensel sabiti denklem (4.10)'dan elde edilir. Bu

iki termodinamik metrik faktor ile Cve G sonlu 6rgu metrik faktorleri, sadecewe
C; sistem parametrelerine @adir. Boylece “iki dlgek faktorlu evrensellik” hgiezi

veya “hyperuniversality” hipotezi adi verilen sorditgti formult elde edilir.

4.4. d>4igin Sonlu Orgii Olgekleme

Renormalizasyon grup teorisine(RG) dayanilarak titére sonlu orgi olcekleme,
serbest enerjinin “singuler” kismi ve kolerasyonuningu asagidaki formullerle
verilmektedir[59].

fo =L (tL,hL™ ,ul®) (4.15)
& =LE&ELT,hL™ ,ul") (4.16)

burada t= (T-T)/T. indirgenmg sicaklktir. yr>0, y4>0, ve yy <0 Renormalizasyon
Grup usleri,h dis manyetik alany’da alakasiz(irrelevent) gakendir. Eitlik i sareti
burada asimtotik Olgcekleme @atilarini gostermek igin kullaniimaktadir. g&
serbest enerji dlcekleme fonksiyori(x,y,?,z —» 0 iken “singller” ise, o zaman u
tehlikeli(dangerous) alakasiz(irrelevent)sg&en olarak adlandirilir. Kolaylik olmasi
bakimindan &(x y,z) kolerasyon 6lgekleme fonksiyonunun bu sinir durndau
(z - 0) duzenli oldgu varsayilmgtir. Ancak daha sonra singuiler olma ihtimali g6z

onune alinmaktadir. Kucuk z gerleri icin
f(xy,2)=z"f(xZ?, yZ°) (4.17)

alinabilir. Serbest enerji goinlugu f'nin bu sekilde secimi; d>g=4 boyutunda “bulk”

Olceklemesi icin bilinen mekanizma ile desteklentedk.

f, = UUFEL™ ,hL™) (4.18)
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Esitlik 4.18 metrik faktorler t ve h'i icermekte olup=d-Payy , Y=y, + By, ve

Y =y, + Ry, etkin slerdir. Fisher ussii
w=d-d "/ (y:V). (4.19)
Monte Carlo similasyonlarinda kullangdigibi kibik veya benzer sistemler igin

d=d" oldugu gosterilmektedirL — o iken f_'nin f,, serbest enerjisine uygugunun

var olmasix - o ve X icin sabit oldgu isaret edilir.

FOGY)XT YL (™) (4.20)

bu ifadede A=y, /y’, ve Y, O0lgekleme fonksiyonudur. “Bulk” kolerasyon

uzunlyzunun varlgindaki gibi bu sinirda asimtotik formule goturdr.

£ Y0 =X, (™) (4.21)
burada
v=1/yr ve A =yulyr (4.22)

dir. Burada gtlik 4.16'daki & oOlgcekleme fonksiyonununz — O iken singuler
olmadgl varsayllmgtir. Serbest enerjinin  uygun tdrevleri alinarakagadaki
Olcekleme bgintilari elde edilebilir.

a=2-d°/y;, B=d"y’ -0 ,vey=2A-d"1y; (4.23)

buradaa , f ve y sirasiyla 6z 1s1, manyetizasyon ve manyetik ahhgacin kritik

uslerdir. Sonug olaraly, ve y,, asagidaki gibi verilmektedir.
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yr :%zdul(y+ 2/3) (4.24)
Vi == d iy Ay +25). (4.25)

y; ve A kolerasyon uzungunun olgekleme formiillerinde gorinea=1/v ve

N =y, ly; kritik tslerinden farkli ise “hyperscaling”de bdma oluur. Ancak bu

durumda biled=d" alinmalidir. Aagida d=d~ oldusunu destekleyen (¢ tamtna

verilmektedir. Ilk olarak sonlu 6rgui boyutlu 6rgiide manyetizasyan naanyetik

alinganlk goz 6ntune alinmaktadir.

(4.26)

X, =L(s), —(s)) (4.27)

burada s:(llLd)Zq ve $ Tinci hicreye ait spindir. §tlik 4.18'e gore

manyetizasyonm_ ve manyetik alinganliky, asagidaki Olcekleme formdllerine

sahiptir.
_ afL — 1 Y5 -d \a \/n

m ==L V (tL, hL™) (4.28)
_asz —_ 1 2vl-d Y 7

Xo=o= L2 W (LT hL™) (4.29)

buradakiV ve W dlcekleme fonksiyonlariF 'den tiretilmitir. Manyetik alinganlik
kadar manyetizasyona “bulk” manyetizasyon icintikrisicaklik (T<T;) altinda

L - o h o +0 sinirinda 6zel dikkat verilmelidifilk énce L— o iken sonra da

h - £0 iken limit alindiktan sonra genel “bulk” gerleri elde edilir.
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T - T, ye giderkenm, =[t/" ve x, =[t|” (4.30)
dir. Esitlik 4.27 ile

<32>L =mf+L%, (t<OL - ) (4.31)

elde edilir. Eger ilk 6nce h=0 alip daha sonra-Leco iken limit alinir ise<sz>L =0

olur ve

Lim|(s?) _ |=np (4.32)

Lo

elde edilir. Ancak gtlik 4.31 bu limitte de uygulanabilir. dilik 4.27 ve aitlik 4.28
sifir alanli manyetik alingargin ssitlik 4.33’e gore davranmasini gerektirir.

X OUY” 17 (4.33)
Esitlik 4.29'dan bu 6lgekleme formulunu elde etmeiaig

LimW (x,0) O [ (4.34)

d°=2(y; + ) - d (4.35)

Esitlik 4.35'e sitlik 4.24, sitlik 4.25'deki ifadeleri koymakla, gtlik 4.17’ de p=0

sonucuna goturen 4.36it gi elde edilir.
d°=d. (4.36)

ikinci olarak kritik sicakigin altinda (T<T) sonlu boyutlu manyetizasyan
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m_=m,tanhmhL") (4.37)

ifadesine sahiptir.&, “bulk” kolerasyon uzunlgu ve m, “bulk” manyetizasyonu

olmak tizere, L>¥, ve |h << (m,&,) 'L icin x, nin ifadesi
X, = L'mf cosh?(mhL?) (4.38)

olur. T - T, ve h=0 igin y, denklem 4.33e indirgenir ve boylecg”=d elde

edilir.

Son olarak, kritik sicakiin altinda (T<T) manyetizasyonun sifir alanl ihtimaliyet
dagihmi P_(s)’nin sonlu 6rgu 6lcekleme 6zellikleri g6z 6niedenmaktadir. {s)’ nin

L ve £+ m, i¢in yaklaik olarak denklem 4.39'daki gibi yazilabilegeosterilmitir.

d/2
P (s) = g (s L /2x, 4 o (stmy)’Le /25y 4.39
L(S) 2(2”5)(b)1/2( ) (4.39)

Ustel fonksiyonun argiimanlargagidaki gibidir.

- (L")
(st + a)Z(Hz—t)) (4.40)
PL(s) de|t|LyTD olcekleme ifadelerinin owmunu gosterir. Buraday =d”(y+28 )
dir. Benzer olarak bir gimanyetik alanin vaginda Ustel fonksiyonlarin argimanlari
(sxm - x,n)’L*/2x, olur. hnin birinci kuvvetini iceren (lineer) ten
(b|t|L‘“‘V*Zﬁ'))"y”")hLyE 'dir. Bu 6lcekleme dgiskeni R(s)nin L’ ’ya bagimliligini
gostermektedir. Buraday, =d"(y+ B)/y+23 'dir. Bu ifadeler ancakd”=d

oldugunda y; ve y,, denklem 4.24 ve denklem 4.25'te verilen ifadelesie olurlar.
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Baska hicbir 6lcekleme diskeninin olmadgl distnulirse, Denklem 4.18 6lcekleme

formiilinded™=d olmasi gerekgi anlasilir.

Renormalize edilmi eslesme sabiti(Binder parametresi) Binder tarafindaas@aki

gibi tanimlanmaktadir[59].

RO P
o= (a2 e -

burada y, ssitlik 4.29'da verilen ifade olup, dordinci tirey ise gagidaki gibi

tanimlanmaktadir.

0*f, _

o L4 W@ (L) (4.42)

X =
esitlik 4.41'de h=0 alinarakstlik 4.29 ve aitlik 4.42 yerine konursa
g, = LY IGHLT), L - o (4.43)

elde edilir. Burada G olgekleme fonksiyonudar’=d oldugunda g genel olarak

T=T.de sifirdan farkli bir sabittir. Burada “hypersicgj” bozuldigunda dahid” = d
oldugu gosterilmgtir. Esitlik 4.17'ye benzeterek

E(X Y, 2) = 22 E(xz*, yZ%) (4.44)
& = LWz hLv) (4.45)

elde edilir. Buraday;"=y, +q,y, Ve Y, =V, +QY, dir. X - *oo limitinde ve

y|t|_AL desismemek kaydiyla @gidaki ifade yazilir.
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Z(y) - N Z. O™ ) (4.46)

Burada v=(+qy,)/y;" ve A=y /y;dir. Sonlu 6rgii kolerasyon uzurgu &, ,

L ile sinirlandinims oldusundan gy, < Oolmasi gerekirt=h=0 oldusu kabul edilse
bile, kolerasyon uzunfiu 6rginin dgrusal boyut dgerine kadar artar. Bu durum
=0 ve v=1/y;" oldusunu gésterir. y;”’In y;’ye esit olmasi gerekmez. Bu da

“hyperscaling” bozulmasi icin muhtemel yeni bir kak oluturur. Yukarida yapilan

tahminler, indirgenmgi sicaklik, kaymy bir t_ sicaklgiyla
t, =[T-T.(L]/T, (4.47)
yer deaistirse de termodinamik limitte gesmezler. T(L) dogrusal boyutu L olan

drgunun kritik sicakiidir ve manyetizasyonun iki tepeli (pikli) bir yagelistirmeye
basladigl sicaklik olarak tanimlanir. Buna gorg@@daki gibi bir ¥ kayma tssu

[T.(L)-T.]/T, = ALY (4.48)

tanimlanabilir. Bu ifadede A bir sabittir. Buradarjyodik sinirsartli bir 6rgu igin ve

d>4icin W =v'=1/y; [59].

4.5. Diuzen Parametresiihtimaliyet Dagilimi Icin Sonlu Orgu Olgekleme

Bagintisi

Ising modelinde dizen parametresi ihtimaliyegitiani icin sonlu 6rgu 6lgekleme
hipotezi, dy manyetik alan yok iken, genel olarglyle ifade edilebilir[85-88];

P (M,t) =a(L) p(Ma(L),TB(L)),t - O,L — (4.49)
bu ifadedeM dizen parametresi, t = (T — /T de, T, sonsuz 6rgunin Kritik

sicaklgl olmak Uzere, indirgenmisicakliktir. a(L) ve b(L)'nin L 'ye bamhligi,
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|ML(t)| icin sonlu orgu Olcekleme pmtisi ve gagida verilen tanim kullanilarak

bulunabilir.
M @)= [R.(M,t)M[dM (4.50)

|ML(t)| icin sonlu 6rgu oOlcekleme pmtilarid < 4 ,d = 4 ved > 4 'de birbirinden

farkhdirlar.d > 4 'de sonlu 6rgu Olcekleme gatisi gagida verilmektedir[89,90].
9 (t,h) = LY (CtLY'?,C,h 1>, t - 0h-0L 5 o, (4.51)

Duzen parametresi ihtimaliyet gilami igin turetilen sonlu 6rgu 6lgcekleme datisi

asaglda verilmektedir[47].
PL(M ,t) = Cz_ll-dMp(MCz_lLdM,tClLd/z), t 5 OL - oo (4.52)

Bu, dizen parametresi glami icin sonlu 6rgu 6lcekleme fonksiyonunuys(m, Xx) ,

analitik olarak bilindgi durum olupp(m, x) ortalama alana uygun yapidadir[87,88].

4.6. Duzen Parametresi Olasilik Dgalimi  Sonlu Orgi Olgekleme

Fonksiyonunun Kritik Noktadaki Analitik ifadesi

d=4’de sonlu orgu dlgcekleme fonksiyonunun gildnormallgtirmenin kullanildgi
ortalama alan seviyesinde kritik noktadaki analifi&@desi aagida verilmektedir
[59,71,72,74];

p(MO) = p,exp(-(AnT + Bnt')). %3)

Esitlik 4.53 ortalama alana uygun yapidade, A ve B birer sabit olup, analitik
fonksiyon kasgiligl olan sayisal fonksiyona uydurularakgdderi belirlenebilir[87].

Sayisal fonksiyon ise @ousal boyutu yeterince blyuk érgulerdeki similasgone
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dizen parametresi ihtimaliyet glami icin sonlu orgu Olcekleme patisi
kullanilarak elde edilebilir. Gerekli dizeltmeleapilirsa sonlu 6rgu o6lgekleme
fonksiyonu, aagidakisekli alr[47,74].

p(M,0) = p,exp(AnT + Bm' + CL?m?)) (4.54)

Bu ifadedeki m olceklenmi miknatislanmadir. Buradakh, B ve C ise sayisal
fonksiyona uydurularak geerleri belirlenecek olan parametrelerdir. Analitik
fonksiyonun bu hali yerine, daha fazla bilgi veteg@arametreleri icerensagidaki

yeniden dizenlenmiali

p(m0) = p(my, 0) exp(((m"/ ) —1)*(a(m* / mg) + ¢)) (4.55)

sayisal fonksiyona uydurulmaktadiro mp(m,0)'in en biylk deer olan p(r,0)'a
esit oldugu m deeridir; yani my , m’nin en buyuk ihtimal ile alaga degerdir. a ve
c’nin degerleri 6lgceklenmenin gercekliesi u¢c durumda evrenseldir. a = 0 ofnunda
p(m,0) basitlgerek ortalama alana uygun yapiyi alir. p(m,0) bliyleam®yi iceren
terimin L'ye nasil bglh oldugunu agikca gostermemekle berabeyilie 4.54 ve
esitik 4.55'deki mPlarin katsayilarinin karlastirimasi C'yi belirlemek icin
asagidaki denklemi verir.

cL?2=am® (4.56)

Bu calsmada dg@rulugu denenecek olan fonksiyoritik 5.9 ile verilen fonksiyon

olup, deneme Creutz CA simulasyonlarla yapgtmi

4.7. d=5'de Diizen Parametresihtimaliyet Dagilimi icin Sonlu Orgii Olgekleme
Bagintilarinin Tespiti

M, Mg, ile Olgeklendginde ¢ ile gercekten L ile Olceklenebilen () cifte gaussian
form tarafindan gagidaki gibi yaklgilabilir;
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R(M) D{exp-(M - M_,)?L® 12k, Tx] +exp[-(M +M_,)?L° / 2k, Tx]} (4.57)
P.(M) ={+exp-(M /M, ~1)?(L/D?/2] +exp[-(M /M +)3(L/)?/2]}.  (4.58)

P.(M)'nin | momenti, dgis tokus etkilesim sabiti J olmak UzereH :—jz $S,
(i)

Ising hamiltoniyeni igin alinganlik ve 6zisi (C) venoktasindaki S =+ 1lile J

noktasindaki S, =+1 arasindaki en yakin kam etkilgmesi gagidaki gibi

J

tanimlanir[60].

(mp)=L(1 28 1) (4.59)
(M= (X8 ) ) (4.60)
x=L kDM = M |)) (4.61)
Clkg:=((H?) = (H)*) /L (k,T) (4.62)

Burada k boltzman sabiti ve<> ise T sicakigindaki termal ortalamadir. Ortalama

olan limitindeki sonlu buydklik etkilerinin tanimi@asi, dizen parametresinin
dizenli olmayan dalgalanmalari pertirbatif olaraktegre edilebilmesiyle ve
korunmasi gereken dominant dalgalanmalar dizenmerasinin duzenli(dlizgln)
dalgalanmalari olarak belirtiimesiyle cok daha abdéde getirilebilir. Bu yuzden

P.(M) asagidaki gibi Landau cinsi serbest enerjigymlugu cinsinden yazilabilir.
P.(M)OexpCL'f,). (4.63)

Kritik sicaklikta R(M) temel olarakP_ (M) O exp(-L"uM* )seklini alir. Bu sonugtan

Renormalize ¢iftlenim sabity, 'nin degeri sgagidaki gibi tahmin edilebilir[60].

64



g, =-3+(M*)/[3(M?)]. (4.64)
Ornek olarak
g, (T.)=-3+171/4)/(87°) =-0812 (4.65)

yazilabilir. Diger yandan ger t, =t- AL%'?, g, (To)'yi dogrulams olsaydiA kat
sayisina bgl olurdu. [58,59]'dag, (Tc)= -1.0 ve dlgeklenngidesisken g= (uL’*)M

acisindan evrensel olarak dlceklemmazilim fonksiyonu oldukga dnemli iki katsayi

olanavehbile

R (¢) Oexplra(L"'’t -b)¢” - ¢] (4.66)

biciminde yazilir. Burada a=0.56 ve b=0.37'dir. akdrézin ve Zinn-Justin’e gore
b= 0'dir[60].
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5. SONUCLAR VE TARTI SMA

Bes boyutlu Ising modelinin, dgrusal boyutu L=4,6,8,10,12 olan periyodik sinir
sarth orgulerde ve sonsuz orgu kritik sicgkhyakininda G¢ “bit’li demonlar
kullanilarak Creutz “cellular automaton”inda simgifonlar yapilngtir. Her bir 6rgu
icin T sicakliktaki enerji dgeri alinarak her bir toplam enerji icin 20 goasiz
simulasyon yapilmgtir. Her bir b&msiz similasyonda L=4,6,8,10 ve 12 6rgusu igin
9.6x10 kere 6rguiniin bitiin spinlerine ters cevirme kurghulanmgtir. Sonlu orgu
olcekleme bgintilari kullanilarak, sonlu 6rgi kritik sicaklilegerlerinden T (L)) (
Cizelge 5.1.) sonsuz orgu kritik sicaklikgeei (Sekil 5.1.) hesaplanmtir. Elde
edilen sonsuz 6rgu kritik sicaklik gri(Tf ()= 8.7776(1)) literatur deerleri ile

karsilastiriimis (Cizelge 5.2.) ve uyumlu olgu gorulmitar.

Duzen parametresi ihtimaliyet gilaminin,(R), indirgenmg sicaklgin t =0
degerinde ve dgrusal boyutlari L=4, 6, 8, 10 ve 12 olan oOrgilem,cdizen

parametresine (M) kar ve Tf(0)=8.7776(1) durumu igin  graf
cizilmistir(Sekil5.2.). Duzen parametresi ihtimaliyet gdaninin,(R), duizen
parametresinin M= 0 @erinde ve dgrusal boyutlari L =4, 6, 8, 10 ve 12 olan
orguler icin sicakfia,(T), kasl grafigi cizilmistir(Sekil 5.39.). Dlzen parametresi
ihtimaliyet dailiminin, (R.), indirgenms sicaklgin t=0 de&erinde ve dgrusal
boyutlari L = 4, 6, 8, 10 vel2 olan o6rgul8p{(c =8.7776(1)) icin dizen
parametresine N1 ) kari sonlu 6rgu Olcekleme gr&fi cizilmistir(Sekil 5.4.)
(TS () =8.7776(1)). Dlzen parametresi ihtimaliyet gdianinin,(R ), duzen
parametresinin M =0 gerinde ve dgrusal boyutlariL = 4, 6, 8, 10 ve 12 olan
orguler icin, indirgenngi sicaklga (t) kagl sonlu 0rgu Olcekleme grdfi

cizilmistir(Sekil 5.5.) (T (0 )= 8.7776(1)).

Bes boyutlu Ising modeli icin sonsuz 6rgu kritik sit@kndaki diizen parametresi
olasilik da&ilim fonksiyonlarina analitik ifadeye gore fit yégrak a ve c degerleri
tespit edilmgtir(cizelge 5.3). L=4, 6, 8, 10 ve 12 o6rguleri icamalitik fonksiyona
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gore yapilan fit grileri Sekil 5.6.a,Sekil 5.7.a,Sekil 5.8.a,Sekil 5.9.a veSekil
5.10.a’da verilmgtir. Yapilan fitler tum 6rgulerde P(M) fonksiyonlaa oldukga iyi
uyum sglamaktadir. Uyumun test edilebilmesi icin P(M) fenjonu ile yapilmy
olan fit fonksiyonu farklari alinarak gdimi Sekil 5.6.b, Sekil 5.7.b, Sekil 5.8.b,
Sekil 5.9.b,Sekil 5.10.b’de gosterilngtir.

Analitik sonlu orgu 6lgekleme fonsiyonunun parareletn icin, bu fonksiyonun L
orgu boyuna ait dizen parametresi olasiligildalarinin sonlu 6rgi dlcekleme
cizimlerine uydurulmasi ile elde edilen tim sonucfgizelge 5.4°te verilngtir.
Cizelge 5.4'te verilen Pve M, deserlerinden anlglacasl Uzere B deserleri 6rgi
boyu arttikga artar. Wdeserleri ise 6rgu boyu arttikca azalir. gzdderi tim orguler

icin sabit ¢ dgerleri ise 6rgu boyutuna goéred@gm gostermektedir.

5.1. Sonlu Orgui Sicaklik Dgerlerinden Sonsuz Orgli Sicaklik Dgerlerinin Elde

Edilmesi

Sonlu orgu kritik sicakhk deerleri ile sonsuz 6rgu kritik sicaklik gerleri arasindaki

baginti Binder[59] tarafindansélik 5.1’deki gibi verilmistir.

[Tc(l-_lz _Tc] — AL_El (5_1)

C

Burada¥ , kayma ussu olarak bilinmektedi# =iD Y7 :%'ye esittir. Daha acik
Yr

olarak aitlik 5.1, esitlik 5.2 olarak yazilir.
T) -TX(L)aL"" (5.2)

Sonlu 6rgu sicaklik dgrlerinden sonsuz 6rgu sicaklikgdelerinin bulunmasinda
manyetik alinganfiin maksimum oldgu sicaklik dgerleri kullaniimaktadir.
Manyetik alinganlik igin dgerler Cizelge 5.1.’de verilmektedir.
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Cizelge 5.1.Manyetik alinganiin maksimum oldgu sonlu 6rgu kritik sicaklik

deserleri.
L T (L) Xomaks
4 8.586(7) 1.441(8)
6 8.707(1) 4.169(36)
8 8.745(1) 8.921(93)
10 8.758(1) 15.579(30)
12 8.765(1) 24.885(73)

Esitlik 5.2. kullanilarakSekil 5.1. ¢izilmitir. Bu grafigin kesim noktasindan sonsuz

orgu kritik sicaklik dgeri T} ()= 8.7776(1) elde edilrgtir.

8.78

y = -6.1363x + 8.7776(1)
R? = 0.9999

8.76 |

8.74 |

8.72 |

8.7 }

X 8.68 |
L RN |
8.64 |
8.62 |

8.6 |

8.58

8.56 A A A A A A
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

-d/2
L

Sekil 5.1. Sonlu 6rgii manyetik alinganlik icii¥ (L)'nin L™*/?’ye karsi grafigi.
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4<L.<12 aralgindaki verilere uyan dgu L — coiken sonsuz orgu kritik sicaklik
degeri olarak T/ () = 8.7776(1) vermektedir. Elde edilen bu sicakligeteliteratiir

degerleri ile uyum halindedir.

Cizelge 5.2 Bes boyutlu Ising modelinin farkh ¢caimalarda elde edilen sonsuz 6rgu
kritik sicaklik dgerleri.

T, Yontem

8.7774(35) Monte Carlo[60]

8.7812(23) Monte Carlo[72]

8.778475(31) Monte Carlo[68,49]

8.780(10) Monte Carlo[63]

8.77832(54) Seri acilimi[49]

8.7769(12) Seri acilimi[49]

8.77886(77) Dinamik Monte Carlo[49]
8.7787(79) Creutz “cellular automaton”i[49]
8.7776(1), bu cagma Creutz “cellular automaton”i

5.2. Diizen Parametresiihtilamiyet Dagihmi Icin Sonlu Orgii Olcekleme

Bagintilarinin Tespiti

Sonlu sistemlerde M manyetizasyonu dalgali bir liktie ve P(M) olasilik dgilimi
ile ifade edilir. Olgekleme limitinde yani sistenorsuz orgilye dgu giderken
olasilik dgilimi fonksiyonlari evrenseldir. Diizen parametasilik d&ilimi;

Ny

R(M)= (5.3)

CCAS
ile hesaplanmtir. Burada N, M'deki manyetizasyonun ortaya ¢ikma sayisécN

ise Creutz cellular automaton adim sayisidir. Duzemametresi ihtimaliyet

dagihminin,(R), indirgenmg sicaklgin t =0 dgerinde ve dgrusal boyutlar L=4, 6,
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8, 10 ve 12 olan o6rguler igin, diizen parametre@iekarsi ve T/ (c0) =8.7776(1)
durumu icin grafgi cizilmistir(Sekil5.2.).

8.00E-02
b —— =4

—B—L=6

7.00E-02 b

6.00E-02 p

5.00E-02 E
4.00E-02 E
3.00E-02 E
2.00E-02 E

1.00E-02 b

0.00E+00

-1.00E-02

Sekil 5.2. Duzen parametresi ihtimaliyet glaminin, (R ) indirgenmg sicaklgin
t=0 deerinde ve dgrusal boyutlari L=4, 6, 8, 10 ve 12 olan 6rgulen,i¢c
duzen parametresine (M) kagrafigi.

Sekil 5.2 incelendiinde kritik sicakliktaki griler 6rgti boyuna ki olarak deisim
gostermektedir. Beklenilgi gibi kuciuk 6rglilerde daha genve tepesi kisa, 6rgu
boyu buyldiukce dagan ve boyu uzayanggler ortaya cikmaktadir[74]. Duzen
parametresi ihtimaliyet gaiminin,(R), dizen parametresinin M= 0 ginde ve
dogrusal boyutlar L =4, 6, 8, 10 ve 12 olan érgulkgnisicaklga, T, kasl grafigi
Sekil 5.3. verilmektedir. Orgli boyu buyidikce dizparametresi ihtimaliyet
dagihminin,(R), deserleri artmaktadir.
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0.06 |
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T

Sekil 5.3. Dizen parametresi ihtimaliyet glaminin,(R), dizen parametresinin
M=0 degerinde ve dgrusal boyutlari L =4, 6, 8, 10 ve 12 olan orguler

icin sicaklga, T, kas! grafigi.

Ising modelinde duzen parametresi ihtimaliyegitlani icin sonlu 6rgu dlcekleme
hipotezi, dy manyetik alan yok iken genel olargiyle ifade edilebilir[85-88];

P.(M,t) =a(L) p(Ma(L), TB(L)),t - O,L - oo (5.4)

bu ifadedeM diizen parametresi, t = (T — /T de, T, sonsuz 6rgunin Kritik

sicaklgl olmak Uzere, indirgenmisicakliktir. a(L) ve b(L)'nin L'ye bgamliligi,

|ML(t)| icin sonlu Orgu Olgekleme Ppmtisi gagida verilen tanim kullanilarak

bulunabilir.
M @)= [R.(M,)M[dM (5.5)

|ML(t)| icin sonlu orgu olcekleme pmtilarid < 4 ,d = 4 ved > 4 'de birbirinden

farkhdirlar. d > 4 'de sonlu 6rgi dlcekleme gatisi gagida verilmektedir[88-90].
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£ (t,h) = LY (CtLY'?,C,h1*), t ~0h- 0L - . (5.6)

Duzen parametresi ihtimaliyet giimi icin tiretilen sonlu 6rgl 6lcekleme gatisi
asaglda verilmektedir[88].

P.(M,t)=C'"L**p(MC;'L** tC,LY?), t-0L > (5.7)

5.7 denklemi dgrulugu test olacak denklemdir.

0.0035
oL=4
OL=6
0.003 3 AL=8
[ 4 " ¢ L=10
0.0025 4 % 2 © =12
8 e f
tq A
0.002 o @ o o
a & g3
P.L o o 8
0.0015 n g
ﬁ <
0.001 A =g
° *
0.0005 3 &
B o
o &
0 e
-0.0005 4 4
-10 -5 MLY% o 5 10

Sekil 5.4. Duzen parametresi ihtimaliyet glaminin,(R ), indirgenms sicakigin
t=0 dezerinde ve dgrusal boyutlarL = 4, 6, 8, 10 ve 12 olan 6rguler icin,
dizen parametresine (M) kasonlu 6rgu 6lgekleme grafi
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Sekil 5.5. Duzen parametresi ihtimaliyet gaminin,(R ), dizen parametresinin
M=0 deserinde ve dgrusal boyutlari L =4, 6, 8, 10 ve 12 olan 6rguler
icin indirgenmg sicaklga,(t), kagl sonlu 6rgi dlcekleme gréfi

Sekil 5.4 veSekil 5.5 incelendiinde simulasyondan elde edilen datalarin Ust lste
gelmesi 5.7 denkleminin @oulugunu gostermektedir. Bu, duzen parametresi
dagilimi igin sonlu 6rgu Olgekleme fonksiyonunys{m, x) , analitik olarak bilindgi

durum olup, p(m, X) ortalama alana uygun yapidadir[87,88].

Bu tez camasi kapsaminda ilk kez pboyutlu Ising model icin sonsuz 6rgu kritik
sicaklgindaki duzen parametresi olasilikgdan fonksiyonlarina analitik ifadeye
gore fit yapilarak a ve c derleri tespit edilmitir. Analitik fonksiyona yapilan fit
sonucunda elde edilen gkzler cizelge 5.3'de verilmektedigekil 5.6.a ,Sekil 5.7.a,
Sekil 5.8.a, Sekil 5.9.a, Sekil 5.10.a, L=4, 6, 8, 10, 12 o&rguleri icin andlit
fonksiyona gore yapilan fitgelerini gostermektedir. Yapilan fitler tim Orgidky
P(M) fonksiyonlarina oldukc¢a iyi uyum gamaktadir. Uyumun test edilebilmesi
icin P(M) fonksiyonu ile yapilngiolan fit fonksiyonu farklari alinarak geumi Sekil
5.6.b,Sekil 5.7.b,Sekil 5.8.b,Sekil 5.9.b,Sekil 5.10.b’de gdsterilngtir.
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Sekil 5.6.a.P(M)'nin L=4 icin M’ye kagl analitik ifadesine gore yapilan fit.
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(b)

bL=4 icin P(M) ve fitin farki.
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(b)

Sekil 5.7.a.P(M)'nin L=6 icin M’ye kagl analitik ifadesine gore yapilan fit.
b. L=6 icin P(M) ve fitin farki.
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(b)

Sekil 5.8.a.P(M)'nin L=8 icin M’ye kakl analitik ifadesine gore yapilan fit.

b. L=8 icin P(M) ve fitin farki.
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(b)

Sekil 5.9.a.P(M)’'nin L=10 icin M’ye kag! analitik ifadesine gore yapilan fit.
bL=10 icin P(M) ve fitin farki.
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(b)

Sekil 5.10.a.P(M)’nin L=12 icin M’ye kasl analitik ifadesine gore yapilan fit.
bL=12 icin P(M) ve fitin farki.
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Analitik sonlu 6rgl 6lcekleme fonsiyonunun pararaletr icin, bu fonksiyonun L
orgu boyuna ait dizen parametresi olasiligildalarinin sonlu 6rgu dlgekleme
cizimlerine uydurulmasi ile elde edilen tim sonugl&elge 5.4’de verilmektedir.
Burada verilem J(L), manyetik alinganlik ve dizen parametresinirialama
deserleri, belirlenen 6rgii kritik sicaiginda 9.16 cellular automaton zaman adimi
similasyon yapilarak bulunan glerdir. Cizelge 5.3'de verilen kritik sicaklik,
manyetik alinganlik ve dizen parametresiatierine + standart sapmalari yazilarak
verilmistir. Ayrica cizelgede, kritikteki P(M) fomksiyonlemn My ve Ry deserleride
verilmektedir.

Cizelge 5.3. Analitik sonlu 6rgu o6lcekleme fonksiyonun pararetdri icin, bu
fonksiyonun L 6rgi boylarina ait sicaklik, dizewrgmetresi, manyetik
alinganlik ortalama derleri.

T(L) Mort Xort
L=4 8.586+ 0.007 0.248 0.001 1.44% 0.008
L=6 8.707+0.001 0.15%0.001 4.162 0.036
L=8 8.745+ 0.001 0.102 0.001 8.92% 0.093
L=10 8.758t 0.001 0.084 0.001 15.7840.276
L=12 8.765:0.001 0.07& 0.001 24.81&0.616

Cizelge 5.4. Analitik sonlu 6rgu olcekleme fonksiyonun pararetdri icin, bu
fonksiyonun L 6rgu boylarina ait

dizen parametredasilik

dagihmlarinin sonlu 6rgi o6lcekleme cizimlerine uydnasi ile elde
edilen dgerler.

a M Po
L=4 0.56 1.15 0.295 0.018
L=6 0.56 1.29 0.190 0.030
L=8 0.56 1.10 0.130 0.040
L=10 0.56 1.18 0.099 0.054
L=12 0.56 1.37 0.085 0.070
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Cizelge 5.4'de verilen Pve M de&erlerinden anlglacasl Uzere kB degerleri orgi
boyu arttikga artar. Wdeserleri ise 6rgu boyu arttikca azalir. gzdderi tim orguler

icin sabit ¢ dgerleri ise 6rgu boyutuna goreg@gmektedir.

Termodinamik limitte P(M) fonksiyonlarinin evrenselmasi beklenmektedir. Bu
nedenle P(M) fonsiyonun analitik ifadesindeki acveabitlerininde evrensel olmasi
beklenmektedir[88]. Bge boyutlu Ising model igin Creutz CA algoritmasi
kullanilarak TE(L)'lerde yapilan P(M) hesaplamalar icin—teo limitinde a ve ¢

degerleri bir sabite yakinsamaktadir.

Bu bulgular bg boyutlu Ising modelinde diizen parametresi ihtigedldailimi icin
Esitik 5.7’de verilen sonlu o6rgu oOlcekleme @atisinin  gecerli oldgunu
gostermektedir. d = 5 Ising modelinin dizen paraesetihtimaliyet dgilimi icin
elde edilen sonlu orgu oOlceklemegaisi Cellular Automaton simulasyonlariyla
sayisal olarak dgulanmstir. Boylece, dizen parametresi ihtimaliye@diani igin
sonlu 6rgu Olgcekleme Bantisinin d=5te gecerli oldiu gosterilmsgtir.
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