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1. GIiRis

Geometride, oOzellikle diferensiyel geometridgriker teorisi 6nemli bir catma
alanidir. Briler Oklid ve Oklid olmayan uzaylarda gon bir sekilde calgiimis ve
calisiimaya devam edilmektedir.gilerin karakterizasyonu problemi 6ne c¢ikan bir
arsstirma konusudur. Bu problemin ¢ézimunde verilgnnen Frenet denklemleri
(bu denklemler Serret-Frenet denklemleri olarak bidlanmektedir) (Frenet 1874,
Serret 1851) ve @inin egrilikleri 6nemli ve kullangh bir aractir. Bu kavramlar
yardimiyla &rinin geometrik 6zellikleri incelenmektedir. Ornelkarak verilen bir
regulera egrisi egrilikleri yardimiylasu sekilde karakterize edilebilir. ginin birinci

ve ikinci egrilikleri k,(s) ve k,(s) =0 ise eri bir geodeziktir. Brinin birinci
egriligi k,(s) # 0 bir sabit ve ikinci @riligi k,(s) = 0 ise eri bir gember, grinin

ki(s) vek,(s) egrilikleri sifirdan farkli sabitler isegi bir dairesel helis gisidir.

R3, 3- boyutlu Oklid uzayinda verilen iki regulegre a ve g olsun. Bu grilerin
Frenet vektorleri arasindakigki yardimiyla griler su sekilde karakterize edilebilir.
Egrilerin asli normal vektorleri lineer Igamh ise a« ve § bir Bertrand @ri cifti
olustururlar. ¢ egrisinin asli normal vektora ilg egrisinin binormal vektora lineer

bagimli isea ve f bir Mannheim @ri ¢ifti olustururlar.

B. Y. Chen (2003), tarafindan “Ne zaman, hiriein konum vektorii her zaman
kendi rektifiyen dizleminde yatar?” sorusuna varoidugu cevapla birlikte griler
icin yeni bir sinif olan “rektifiyen griler” kavrami ortaya ¢ikngtir. Bu kavramla
birlikte bir egrinin konum vektori yardimiyla karakterize edilmgsbblemi c¢ok
yogun bir sekilde calgilmaya balanmstir. Chen ve Dillen (2005) tarafindan,
rektifiyen esrilerin kinematikte, mekanikte ve diferensiyel gestnde 6nemli bir
yere sahip olan centroid (centrode) kavramiyla xteeenal erilerle olan ilikileri
incelenmgtir. Rektifiyen &ri kavrami ilk olarak Minkowski 3- uzayinda null
olmayan bir gri igin ilarslan ve Nesovic (2003) tarafindan tanimlanwea spacelike
ve timelike grilerin rektifiyen eri olma sartlar elde edilngtir. Minkowski 3-
uzayinda rektifiyen gilerin centroid (centrode) kavrami ve extremgtilerle olan
iliskileri yine ilarslan ve Nesovic (2007) tarafindan incelegtmi Ayni yazarlar



rektifiyen esri kavramini 4-boyutlu Oklid uzayinastanislardir (2008). Bunun igin,
ilk olarak 4-boyutta, rektifiyen uzay kavramini tarlamslar,

(N+ = Sp{T,B;,B,}) daha sonra ginin konum vektoriiniin bu uzayda kalma
kosullarini elde etnglerdir. Daha acgik soylemek gerekirse 4-boyutlu @klzayinda

bir rektifiyen erinin konum vektori

a(s) = A(s)T(s) + u(s)B;(s) + y(s)B(s) (1.1)

esitligini saglar. Buradad, u ve y s- yay parametresinin diferensiyellenebilir
fonksiyonlaridir. (1) gtli gi kullanilarak bir grinin rektifiyen eri olmasartlari elde
edilmistir. Benzer bir calmayla, rektifiyen @ri kavrami Minkowski uzay-zaman da
yine ilarslan ve Nesovic (2008) tarafindan tanimlagmiMinkowski 3- uzayinda
bir egrinin nedensel (causal) karakterine gore 3- faikh vardir. Bunlar sirasiyla,
null, spacelike ve timelike geilerdir. Bunlarin dginda spacelike ginin
normallerinin null olma durumu vardir. Bu tipgrder ilk defa Bonnor (1985)
tarafindan caftimistir. Minkowski 3-uzayinda ve Minkowski uzay zamarala tip
egrilerin diferensiyel geometrisi ve fizikteki uygurealari y@un bir sekilde
calisiimistir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tez caymamizda temel kavramlar icin Hacisalho (2000)'nun “Diferensiyel
Geometri Cilt I ve Cilt II” kitabi, Sabuncgtu (2004)'nun “Diferensiyel Geometri”
kitabi, O’Neill (2006)'in “Elementary DifferentialGeometry” kitabi, Kuhnel
(2006)'in  “Differential Geometry Curfes-SurfacesaNfolds” kitabi ve Carmo
(1976)'nun “Differential Geometry of Curves and rfages” adl Kkitabi
referanslarimizi  okiurmustur.  Ayrica Minkowski 3-uzayr ve bu uzaydaki
geometrik kavramlar icin O’ Neill (1983) in “ SeéARiemann Geometry with
applications to relativity” kitabi, Duggal ve Beman (1996) ‘in  “Lightlike
Submanifolds of Semi-Riemann Manifolds and Applmas ” kitabindan

faydalaniimgtir.



Ayrica R{ Minkowski uzay- zamanda pseudo null ve partiatiyll egrilerin
rektifiyen esri olma 6zellikleri icinilarslan ve Nesovic (2008) makalesindgf,, 4-
boyutlu, 2-indeksli yari-Oklidyen uzayinda pseuddl rve partially null grilerin
Frenet catilari va\V- egri olma sartlari icin Petrovic Torgasevlarslan ve Nesovic
(2005) makalesinden faydalanikr.

1.2. Tezin Amaci

4-boyutlu, 2-indeksli yari-Oklidyen uza§s de erilerin sinifi Minkowski 3- uzayi

R} ve Minkowski uzay-zamaR{ uzaylardan daha zengindir. Spacelikgiler icin

3, timelike eriler i¢in 3 farkli ¢ati mevcuttur. Pseudo null partially null eriler
icinde spacelike ve timelikegg olma durumu sadece bu uzayda vardir. Bu zengin
egri cesitlili gine r&gmen, bu uzaydageiler teorisi ile ilgili calsmalar dger uzaylara
gore ygun deildir. Bundan dolayi, yukarida ifade eiftniz gibi bir ¢cok eri
cesidini muhteva eden 4-boyutlu, 2-indeksli yari-Okjésh uzayRr;’de rektifiyen egri
kavraminin ve rektifiyen @i olma sartlarinin elde edilmesi tezimizin amacini

olusturmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde yari-Oklidyen uzayi ve bu uzay ile ilgginim ve kavramlar ile 6zel

olarak4-boyutlu, 2-indeksli yari- Oklidyen uzag; tanitilacaktir.

2.1.Yari- Oklidyen Uzaylar

Tanim 2.1.1. (Simetrik Bilineer Form)
V bir reel vektdr uzayi olsun.

g:VxV->R
donsimiVva, b € R veVu,v,w € V icin
. 9g(w,v) = g(w,u)
i. glau+bv,w) =agu,w)+b g(v,w)
Ozelliklerine sahip isg donumunel reel vektor uzayi Uzerinde simetrik bilineer

form denir.

Tanim 2.1.2.

V reel vektor uzayi tzerinde bir simetrik bilineerrh g olsun.

I Vv eV ve v =0iging(v,v) > 0 iseg’ye pozitif taniml,

. Vv €V vev # 0i¢in g(v,v) < 0 iseg’ye negatif tanimli,

Iii. g(w,v) > 0veg(w,w) < 0 olacaksekildev,w € V mevcut isgg’ye

indefinit denir.

Tanim 2.1.3.
V reel vektor uzayi Uzerinde bir simetrik bilineerrh g olsun.0 # ¢ € V olmak

Uzerevu € V icin
g v)=0



ise g’ye V Uzerinde dejeneredir denir. Aksi durumglge non-dejeneredir denir.
Bu tanima gorg’ nin non-dejenere olmasi igin gerek ve yetmt Vv € V icin
gu,v) =0 ikenu =0

olmasidir.

Tanim 2.1.4.
V reel vektor uzayi tzerinde bir simetrik bilineerrh g olsunV’'nin
RadV ={¢€V : gv)=0,VveV}
seklinde tanimli alt uzaying’ ye goéreV uzayinin radikal (veya null) uzay! denir.
RadV 'nin boyutunag’ nin nulluk derecesi denir veullV ile gosterilir.

Eger nullV > 0 iseg dejeneredir, ger nullV = 0 ise non-dejeneredir.

Tanim 2.1.5. {ndeks)
V reel vektor uzayi tzerinde bir simetrik bilineerrh g olsun. Bu durumda,
gy, WxW-R
negatif tanimli olacalgekilde en buyidk boyutld#/ alt uzayinin boyutung’nin

indeksi denir vey ile gosterilir.

Teorem 2.1.1.

V reel vektor uzayi tzerinde bir simetrik bilineerrh g olsun. Bu durumda,
)] g(ai,aj)zo , L#]

i) gla,a)=1, 1<i<y

i)  gla,a)=—-1, y+1<i<y+gq

v) gla,a)=0, y+q+1<i<y+q+pu=n

olacaksekildeV’nin bir {ay, ..., a,} bazi vardir.



Tanim 2.1.6.
Bir V reel vektor uzay! Uzerinde non-dejenere simetilikder g formuna,V reel
vektor uzayi lzerinde bir skalar carpim (yari Okingtrisi) ve (V, g) ikilisine de

skalar garpim uzay (yari-Oklid uzayi) denir.

Tanim 2.1.7.

V yar-Oklid uzayi tizerinde tanimli bgr skalar carpimi igin,

i) g pozitif tanimli iseg’ye Oklid metrii, (V, g)’ye de Oklid uzayi,

i) g'nin indeksi g =1 ise g'ye Lorentz (Minkowski) mettii, (V,g)'ye de
Lorentz (Minkowski) uzayi,

iii) g dejenere is&/ vektor uzayinag’ ye gore lightlike (dejenere) vektor uzayi

denir.

Tanim 2.1.8.

V yari-Oklid uzayi tzerinde tanimh byr skalar carpimi igin,

i g, v) >0 veya v =0 ise v'ye spacelike,

i. v # 0iken g(v,v) < 0 ise v 'ye timelike,

iii. v # 0iken g(v,v) =0 ise v’ ye de lightlike (null veya isotropik) vektor
denir.

denir.v € VV vektorinin bu (g tipine’ nin casual karakteri denir.

V yar-Oklid uzay tzerinde big skalar carpimi icinll v ||I= |g (v, v)I% sayisinav
vektorinin uzunlgu (boyu) denir. Uzunlgu bir birim olan (yanig(v,v) = £1)

vektore, birim vektor denin,, w € V igin g(v,w) = 0 ise bu iki vektor ortogonaldir

denir. 0 vektorii tim vektorlere ortogonaldirgé&r g indefinit ise herhangi bir null
vektor kendisine ortogonaldif/’deki lineer b&msiz vektorlerin sayisin&’nin
boyutu adi verilir. Bu vektérlerin kiimegi icin bir baz olgturur. Sonlu boyutlu her

vektor uzayi icin bir baz mevcuttur ve bu baz ooiwnal hale getirilebilir.



Tanim 2.1.9.
V bir reel vektdr uzayi vé&/ c V de bir alt uzay olsun. Bu durumda,;
9|y dejenere is#’ye lightlike (dejenere) alt uzay denir.
Genel olarak/’nin dik'i

wt={weVv | glww)=0,vywe W}
olmak tzere,

W nwt # {0}

dir.

Tanim 2.1.10.
V yari-Oklid uzayinin;

9(fifi) =a(fo.f7) =0 g(fuff) =8iyij € {1,
g(ua,fj) = g(ug, f)=0, g(ua,uﬁ) =€0qp,a, P E{L,..,t} e = %1
olacaksekildeki

{Fir oo o Jo's o [ U,y o U

bazinaV’nin quasi-ortonormal bazi denir.

Teorem 2.1.2.
V bir yar-Oklid uzay vé/ da bu uzayin bir lightlike altuzayi olsun. Bu donda, W

boyuncal/ uzayinin bir quasi-ortonormal bazi vardir.

Tanim 2.1.11.
q indeksli vem = p + q boyutluV yari-Oklid uzayinir{e, ..., e, } birim timelike ve
{eq+1, -, €q+p} birim spacelike vektorlerinden afan {e;, e,, ..., e} bir ortonormal
bazi ile;

q<p=>i€{l,..,.q}vep<g=>i€e{l,..p}
icin

9(fuf)) =a(fi.f7) =0, 9(fuf}) =8

yi sgglayacaksekilde olwturulan



1 SN
fi:ﬁ{eqﬂ'-l'ei}; fi _\/E{eqﬂ el}

vektorleri yardimiyla lightlike vektorleri kapsaydnyari- Oklid uzayinin gagidaki

bazlari mevcuttur.

1) g <p ise 2q tane lightlike vektor vép — q) tane spacelike vektorden g&n
(o o S f10 e [ €q1 or € )

kimesi,

i)  p < qise2p tane lightlike vektor véq — p) tane timelike vektbrden gjan
{Fi oo for f1r s for €p1s or € )

kimesi,

i) p =qise 2p = 2q adet lightlike vektorden ofan

{Fo oo fp 0o S}

kiimesiV'nin bir bazidir.

Tanim 2.1.12. (Yari-Oklid uzay)
R™, R Uzerinden- boyutlu standart vektér uzayr olsuR™ lzerinde0 <q <n

olmak Uzeregq tamsayisi icin

q n
gx,y) = —zxi}’i + z Xyi, Vx,y€R"
i=1

i=q+1
ile verilen metrik tensor g6z 6nune alinarak eldéea uzayag-indeksli, n-boyutlu

yarl-Oklid uzay denir v&]' ile gosterilir.

Ornek 2.1.1.

Ozel olarak Minkowski 3- uzayt; de x=(1,0,0),y=(0,0,1) ve z=(1,0,])

vektorlerini ele alalimg nin isareti(—, 4+, +) olmak tzere;

9((1,0,0),(1,0,0)) = —1 < 0 oldusundanx vektdrii bir timelike vektor,



9((0,0,1),(0,0,1)) = 1 > 0 oldugundany vektorii spacelike vektor ,

9((1,0,1),(1,0,1)) = 0 oldugundanz vektorii null (lightlike) vektordir.

Tanim 2.1.13.
¢ € Ry sabit bir nokta ve > 0 sabiti igin;
Si(e,r) ={x €R} : g(x —c,x —¢) = 1%}
kiimesine yari-Riemann kire,
HY 1(e,r) ={x €R} : g(x —c,x — ¢) = —1?}
kiimesine yari-Riemann hiperbolik uzay,
Qrl(c,r) ={x €R} : glx —c,x —c) =0}

kiimesine de yari-Riemann lightlike koni (veya rkdhi) denir.

Ornek 2.1.2.
R3 Minkowski 3-uzayinda lightlike, spacelike ve nudlktorleri elde edelim.
I'={x €R}: g(x,x) =0} cumlesiR} uzayinin null konisi olarak adlandirihr.
Koninin denklemix = (x;, x5, x3) € R} olmak Uizere;

glx,x) = g((xl,xz,x3), (xl,xz,x3))

=—x? + x2 + x3

olup g(x, x) = 0 oldusundanx? = x3 + x2 olarak elde edilir. Koni ylizeyinde yatan
vektorler lightlike (null) vektdrler, koninin i¢c Bgesindeki vektorler timelike

vektdrler ve koninin dibolgesindeki vektorler spacelike vektdrlerdir.



b light-like

Te c space-like

Sekil 2.1. R de vektorler

Tanim 2.1.14.
R? uzayinda sirasiyla

S2={x€eR}: g(x,x) =1}veH? ={x €R}:g(x,x) = —1}

cumlelerine Lorentz ve hiperbolik birim kirelemaie

Sekil 2.2. R3 de birim kiireler
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Tanim 2.1.15.
R}, n-boyutlu Minkowski uzayi olsuw.X,Y € R} i¢in
giX,Y)=0

iseX veY vektorleri Lorentz anlamda diktirler denir.

Ornek 2.1.3.

n=2icinX = (1,—1) ve Y = (1,1) vektorleri verilsin. Bu vektorler Oklid
anlaminda dik olmasinagaen, Lorentz anlaminda dik gklirler. Yine

X =(1,—1) ve Y = (1,1) vektorleri de Lorentz anlaminda dik iken, Oklid
anlaminda dik dgldirler.

Not 2.1.1. Null vektorlerin dikligi, vektdrlerin lineer bgamhligi ile aciklanir.

Tanim 2.1.16.

X = (x4, ..., Xy) € RY igin X vektdrinin normu

X1l = v1g (X, X)|

ile tanimlanir.

Teorem 2.1.3.
X = (x4, ..., Xy) € RT olsun. Bu taktirde
L lIXIl, > 0dr,

i. |IX|], =0 < Xbir null vektordir,
ji. X bir timelike vektor isel|X||? = —g(X, X)dir,

iv. X bir spacelike vektor isg|X||? = g(X, X) dir.

11



Tanim 2.1.17.
a € R} Minkowski uzayinda bir &i olsun. Boylecex egrisinin hiz vektoria’
olmak Uzere
i. g(a',a")>0isea spacelike g,
i. g(a',a") <0isea timelike eri,
i.  g(a',a’") =0ise a null i

olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.4.
LY

R? de g'nin isareti (+,+,—) olsun. a(s) = (Es,ﬁ

. 1 o e .
smhs,—zcoshs) egrisini

o e s e . 1 1 1 .
alinsin.a’, a egrisinin hiz vektéri olmak Uzere’'(s) = (ﬁ,ﬁcoshs,—zsmhs)

bulunur. Buradang(a',a’) = 1 olup a egrisi bir spacelike gridir.

Yine Ry'de B(s) = (s, V2coshs, \/Esinhs) ve y(s) = (coshs, s, sinhs) egrilerini
g6z onune alahimB’ ve y’ sirasiylag ve y egrilerinin hiz vektorleri olsunlar. Bu
durumda, g(B’, B') = —1 oldugsundan [ egrisi timelike egridir.

g',y") =0 oldugundany egrisi null (lightlike) ezri olur. a, g ve y egrileri
sirasiylaSekil 2.3. de gosterilngtir.

Sekil 2.3.R? de spacelike, timelike ve nulge
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R;’de g'ninisareti(—,+,+) olsun. Minkowski 3-uzayinda
a(s) = (s3 + 52,53 + s2,5) parametrik denklemiyle verilem egrisini ele alinirsa;
a', a egrisinin hiz vektort olmak tzew® (s) = (3s? + 2s,3s% + 2s,1) bulunur.

Buradan Frenet catisinin vektorlergiyle elde ederiz:

T(s) =a'(s) = (3s?+2s,3s>+2s,1)
N(s) =a'"(s) =(6s+2,6s+2,0)

(3s2+2s)2+1 1—(3s2+25)> 3s5%2+2s
12s + 4 ’ 12s + 4 ’ 6s + 2

B(s) = <—

Burada hers icin T(s) spacelikeN(s) ve B(s) null vektorlerdir. Bu grinin k vert

egrilikleri ise asagidaki gibidir:

Sekil 2.4. R;’de bir pseudo null @i

Tanim 2.1.18.

n- boyutluR} yari-Oklid uzayina;

i. g =0 ise Oklid uzay denir v&" ile,

i. gq=1,n2>2ise Minkowskin- uzay denir veR ile,

i. gq=1,n=4ise Minkowski uzay-zaman denir B¢ ile,

iv. q=2,n=4 ise4-boyutlu, 2-indeksli yari-Oklidyen uzay denir vB; ile

gosterilir.
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Biz bu calsmada4-boyutlu, 2-indeksli yari-Oklidyen uzag; icin g metrigini,

g, y) = —x1y1 — X2Y2 + X3YV3 + X4V4 ; vx,y € R*
seklinde kullanacgz.
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3. R MINKOWSK I UZAY ZAMANDA PSEUDO NULL VE PART ALLY
NULL REKT iFiYEN EGRILER

Bu bolimdeR? Minkowski uzay-zamanda pseudo null ve partiallyl mgrilerin
rektifiyen esri olma sartlari incelenecektir. Bu bdlim icin temel refesamiz
Ilarslan-Nesovic (2008) olacaktir.

Ilk olarak R} uzay-zamanda pseudo null ve partially nufirilerin Frenet

denklemlerini verelim.

a egrisi pseudo null gri ise Frenet denklemleri;

T’ 0k O 01T
N’ _ 00 kz 0 N
Bil 7| 0 k; 0 —k,||B1 (3.1)
Bé _k10—k3 0 BZ

ile verilir. Buradaa egrisi dogru isek,(s) = 0, diger durumlarda is&,(s) = 1 dir.

Buradank,(s), ks (s) egriliklerine sahip bir gri asagidaki sitlikleri saglar.

g(T,T)=g(By,By) =1,9(N,N) = g(B;,B;) =0,
g(T;N) = g(TlBl) = g(T;BZ) = g(NlBl) = g(BliBZ) = O,Q(N,Bz) =1.

Eger a egrisi partially null ise Frenet denklemleri;

T’ 0 k, 0 0 [T
N'| _ |-k, 0 k, 0 [|N
Bil |0 0k 0]|B (3.2)
B, 0 —kz0—ks][B

seklindedir. Burada hes icin tc¢inci eriligi k3(s) = 0 dir. Busartlar sglayan
ki(s), k,(s) egriliklerine sahip gri Ry’in lightlike hiperdizleminde yatar ve Frenet
vektorleri gagidaki sitlikleri saglar.

g(T,T) =g(N,N) =1,9(By,B;) = g(B3,B;) =0,
g(T,N) = g(TfBl) =g(TlBZ) =g(N,B1) =g(N,Bz) = 0! g(BlfBZ) =1
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Simdi rektifiyen eri tanimini verelim.

a , RY'de herhangi bir gri olsun.a nin rektifiyen uzayi, ginin asli normal vektor

alaniN’nin dik uzayIN* olarak tanimlanir. Buna gore* rektifiyen uzayi
Nt={weRf | gw,N)=0}

seklindedir.

R1'de bir rektifiyen éri; konum vektori her zaman kendi rektifiyen uzaarkalan

egri olarak tanimlanir.

Ozel olaraka, R}’de bir pseudo null &i olsun. Bu durumda bir null vektor alani

oldugundanN+, R}’in 3 boyutlu lightlike alt uzayidir vT, N, B,} tarafindan gerilir.

Ozel olaraka, R{'de bir partially null &ri ise, R}’'in {T,N,B;} tarafindan gerilen
lightlike hiperdiizleminde kalir. Bu durumdasrimin rektifyen uzayiN*+, R}’in

{T, B, } tarafindan gerilen lightlike alt uzayidir.

Sonug olarak bir pseudo null ve partially nufiriain konum vektdrleri sirasiyla
asagidaki denklemleri sglarlar.

a(s) = a(s)T(s) + b(s)N(s) + c(s)B;(s) (3.3)
a(s) =d(s)T(s) + e(s)B,(s) (3.4)

Buradaa, b, c, d vee; s nin diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir.

Teorem 3.1.

a(s), k.(s) = 1 erilikli Rf uzayinda birim hizli pseudo null rektifiyegreolsun. Bu
durumdaa bir dizlemsel gridir.

Ispat.

Kabul edelim kia, Rf uzayindak,(s) = 1 erilikli ve birim hizh pseudo null

rektifiyen eri olsun. O zamanginin konum vektord;
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a(s) = a(s)T(s) + b(s)N(s) + c(s)B;(s) (3.5

denklemini sglar. Burada a(s),b(s),c(s), s nin diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir.s ye goére diferensiyeli alinir ve (3.1) de verilereiet denklemleri
kullanilirsa,
T(s) = a'(s)T(s) + a(s)k1(s)N(s) + b'(s)N(s) + b(s)k,(s)Bi(s)
+ ¢'(s)B1(s) + c(s)(k3(s)N(s) — k,(s)By(s))
olmak tzere,

T(s) = T(s)a'(s) + N(s)(a(s)kl(s) + b'(s) + c(s)k3(s)) + Bl(s)( b(s)k,(s) +
c'(s)) — c(s)kz(s)Ba(s) (3.6)

esitli gi elde edilir.

(3.6) aitliginden g (T,T) = 1 oldugundana’(s) = 1,9 (T,B;) = 0 oldugundan
b(s)k,(s) + c'(s) = 0 veg (N,B,) =0 sitliginden c(s)k,(s) = 0 elde edilir.
Ayrica a(s)k.(s) + b'(s) + c(s)ks(s) = 0 ise ky(s) = 1 oldgundana(s) +
b'(s) + c(s)ks;(s) = 0 bulunur. Boylece;

a'(s) =1

a(s) +b'(s) + c(s)ks(s) = Ol
b(s)k,(s)+ c'(s) =0

c(s)ky(s) = 0 )

(3.7)

denklem sistemini elde edilir. (3.7)’'in son denklé(s) = 0 ya da(s) = 0 oldugu
anlamina gelir. Eer hers icin  k,(S)= 0 isex duzlemsel bir gridir ve
T'(s)=k1(S)N(s),N'(s)= 0, Bi(s) = k3(s)N(s), Ba(s) =—T(s) — ks(s)Bi(s)
dir.
Eger c(s) = 0 ise ¢'(s) = 0 olup (3.7) denklem sistemi;

a'(s)=1, a(s)+b'(s) =0, b(s)k,(s)=0
halini alir. Buradan da a(s) # 0 oldugu kolaylikla gorulir. Ayni zamanda
b'(s) = —a(s) # 0 ise b(s) # 0 dir ve sonug olarakb(s)k,(s) = 0 olmasi

icin k,(s) = 0 olur. Bu da teoremin ispatini tamamlaniyadizlemsel gridir.
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Teorem 3.2.
a(s), R{ Uzerinde k,(s) = 1 erilikli birim hizli pseudo null gri olsun. Bu durumda
a rektifiyen eridir gerek ve yetesart;

a(s) = s?Q + sP (3.8)
esitli gini  saglamasidir. Burada P,Q € Rf Uzerinde sabit vektorler olup
g(P,P)=1, g(Q,Q) = Oveg(P,Q) = 0Odrr.

Ispat.
a(s) , ky(s) = 1 egrilikli Rf Gzerinde birim hizli pseudo null rektifiyergre olsun.
Teorem 3.1.e gore bir dizlemsel gridir ve bu durumda hey igin k,(s) = 0 dir.
Bu durumda (3.1) deki Frenet denklemlerindgf(s) = 0 dir ve
N(s) = a''(s) = sabit oldusu goruldr.

a'’(s) = sQy + P

nin integrali alinarak P, , Q, , R, € R{ sabit vektorler olmak tizere ,
2

a(s) = %QO + sPy, + Ry
esitli gi elde edilir. Boyleceg(T,T) = 1 oldugundan,

9(sQo + Py,sQp + Pp) =1

529(Qo , Qo ) +5 g(Qo , Po) +5 g(Po , Qo) + g(Py , Py )= 1
s29(Qo Qo ) +259(Qo , Po) + g(Po Py ) = 1

dir. Buradan dg(P, , Py) = 1, g(Qp , Qo) = 0, g(Qy , Py) = 0 ssitlikleri elde
edilir. RY'in Gtelemelerine  bgh olarak R, = (0,0,0,0) alabiliriz. P = P, ve
Qo = 2Q alirsak ve buglikleri

2
a(s) :S?Qo"'spo + Ry

denkleminde yerine yazarsak, (3.8)tigi ile verilen @ nin denklemi elde edilir.
Tersine a egrisi, R} Uzerindek, (s) = 1 egrilikli, (3.8) esitli giyle verilen birim hizl

pseudo null gri olsun. O zaman,
T(s)=a'(s)=2sQ+ Pve N(s) = T'(s) = a'(s)=2Q
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olup,

dir. Bu aitlikler (3.8) de yerine yazilirsa kolaylikla,
P=TveQ =7

elde edilir vea’ yi
2

a(s) = sT(s) — %N(s)
olarak elde ederiz. Pseudo nuifi@in denklemiN (s) ve T'(s) cinsinden yaziliyorsa

egri rektifiyendir. Bu durumx nin rektifiyen gri oldugu anlamina gelir.

Teorem 3.3.
a(s) egrisi, R Uzerindeks(s) = 0 egrilikli birim hizl partially null egri olsun. Bu

durumdaa nin bir rektifiyen gri olmasi igin gerek ve yetgart bir d@gru olmasidir.

Ispat.
a(s) egrisi, k;(s) = 0 egrilikli birim hizli partially null egri olsun. Egrinin konum
vektoria(s) ve b(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tzere,

a(s) = a(s)T(s) + b(s)Bi(s) (3.9)
denklemi elde edilir. (3.9)séli ginin s ye gore diferensiyeli alinir ve (3.29i#i ginde
kullanilirsa;

a'(s) = T(s) =a’(s)T(s) + a(s)ki(sIN(s) + b'(s)B1(s) + b(s)k3(s)B1(s)
(3.10)
bulunur. Ayrica (3.2) Frenet denklemlerindén(s) = 0 icin Bj(s) =0 ve
B3(s) = —k,(s)N(s) oldugu gorulur. (3.10) denkleminin sirasiylg N, B, ile
carpilmasiyla vé;(s) = 0 oldugu goz 6nline alinarak
a'(s)=1 ,a(s)k.,(s) =0, b'(s)=0 (3.12)
denklem sistemini elde edilir. Buradaiis) # O olduzu bulunur ve (3.11) nin ikinci

esitli gindenk, (s) = 0 olur. Bu ylzdenx egrisi bir dosrudur.
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Tersine, a(s) birim hizli partially null dgru olsun. Bu durumda buysenin konum
vektoéria , tanjant vektoru olaff'(s) ile ayni d@ru tGzerinde bulunur. Bu durumda
egrisi, {T , B;} tarafinda gerilen diuzlemde yatar. Sonu¢ olaradgrisi bir rektifiyen
egridir.
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4. R} UZAYINDA PSEUDO NULL VE PART iALLY NULL REKT iFiYEN
EGRILER

Bu bolimde ilk olarakR; 4-boyutlu, 2-indeksli yari 6klidyen uzayda paltianull
ve pseudo null giler tanitilacak, daha sonra bgrierin Frenet denklemleri vé/-
pseudo null véV - partially null eri drnekleri ve bu grilerin 3-boyutlu alt uzaylara
ortogonal projeksiyonlari verilerek gorsetielecektir. Bir sonraki adimda da adi

gecen griler icin rektifiyen &ri olma karakterizasyonlari elde edilecektir.

4.1 R3'de Pseudo Null ve Partially Null Briler
4.1.1.R3'de Partially Null E griler ve Frenet Denklemleri

a(s) : I € R - R; ye diferensiyellenebilir bir spacelike ya da tiikel ezri olsun.

Buradang(a' (s),a"” (s)) < 0 veyag(a'(s),a’’ (s)) > 0 dir. Tanjant vektor ve asli

normal vektor sirasiyla T(s) = a'(s), N(s) =ﬁ olarak tanimlanir. Buradan

{T, N} cimlesiR;’ de 1- indeksli timelike duizlemdir.
Ct={X(s) €Rs: g(X(s),T(s)) =0,9(X(s),N(s)) = 0}
alt uzayini tanimlarsalG* = {T, N}*
Cct ={T,N}* cumlesi deR; de spacelike, timelike ve null vektorler icerdn
indeksli timelike diizlemdir.
Ry = C*&®{T,N}
seklinde yazilabilir. Béylec&’ (s)vektorinl yeniden okturabiliriz 6yle ki;
N'(s)=aT(s)+bN(s)+cV(s)
seklinde olup buradaz, b,c € R, V(s) € C* dir. Burada birinci binormal vektor
B,(s) = V(s) olup a egrisi partially null oldgundanB; null vektérdir. Ayrica de
farkli bir null vektor B, bulunur ve
g(T,By) = g(N,B;) = g(B;,B;) =0, g(B,B) =1

olupB, ikinci binormal vektor diye adlandirilir.
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g(T, T) =& ==1, g(N,N) =& =+1 ve ¢&¢&, =—1 dir. Ayricag(B;,B,) =1
9(B1,B1) = g(B,,By) =0,
g(T,N) = g(T,B,) = g(T,B;) = g(N,B;) = g(N,B;) =0

olmak Uzere, Frenet vektorlerinin turevleri ile Kéari arasindaki ikkiyi veren

Frenet denklemlegu sekildedir (larslan 2005):

T’ 0 k& 0 O T
Nl _ |k, 0 k, O N
Bil "o 0 ks O ||B: “.1)
B, 0 —&ky 0 —ks][B:

Ry’ de partially null W-egriler Torgasev, Nesovic vidarslan (2005) tarafindan
calisiimis ve gagidaki teorem ifade edilryiir.

Teorem 4.1.1.

a egrisi, R3 de birim hizli bir partially null grive g(T,T) = ¢ = ¥ 1 olsun. Bu
durumdaa egrisi, k; =c1, k, =c, , k3 =0, ¢q,c, € R sabit griliklerine sahiptir
gerek ve yetegart; R;’nin izometrilerine bgl olarak a egrisi asagidaki gibi

parametrelendirilebilir.
a(s) = As +Cl (Ecosh(cys) + Fsinh(cyS))
1
BuradaA, E, F birbirlerine dik vektorler ve

g(A,A) = O!Q(E'E)z _g(F'F) = —¢
dir.

Bu teoremi kullanaraksagidaki partially nullW-egri 6rnekleri elde edilebilir.

Ornek 4.1.1.
a , timelike partially null gri olsun. Yanig(T ,T) =& = —1 dir.

Ozel olarak,k; =c; = 1 veA,E, F vektorlerini desu sekilde secelim.

22



=0

A=(1,0,1,0),9(4,4)
=1

E=(0,0,0,1) g(E,E)
F=(0,1,0,0),9(F,F) = —1

Bu durumda teorem 4.1.1. g@nace,
a(s)=(s,0,s,0)+((0,0,0,1)coshs +(@0 0, 0)sinhs)

= (s,sinhs,s,coshs)
Dikkat edilirseq’(s) = (1, coshs,1,sinhs) olmak lizere

bulunur.
g(a',a’)=-1 oldgundana egrisi, k, =1, k,=c, ,k35=0,c, ER

egriliklerine sahip bir timelike partially nullgidir.

Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izdg§uiimi olan ri;
Ay, =0 = (Sinhs, s, coshs)

dir ve bu grinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.1. a egrisinin x; = 0 uzayina dik izdgtimu

x, = 0 uzayina dik izd§mu olan gri a,,—o = (s, s, coshs) dir ve bu grinin

grafigi asagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.2. a egrisinin x, = 0 uzayina dik izdglimu
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x3 = 0 uzayina dik izd§mu olan gri ise a,,—o = (s, sinhs, coshs) dir ve bu

egrinin grafigi de gagidaki gibi verilmstir.

Sekil 4.3. a egrisinin x; = 0 uzayina dik izdgiima

x4 = 0 uzayina dik izd§uimu olan gri ise a,,—o = (s, sinhs, s) dir ve bu grinin

grafigi de gagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.4. a egrisinin x, = 0 uzayina dik izdgiimu

Ornek 4.1.2.

B egrisi, spacelike partially nullgi olsun. g(T ,T) = € = 1 dir.

Ozel olarakj; =c; =1 ve A, E, F vektorlerini desu sekilde secelim.
A= (1,0,1,0) ve g(A,4) =0
E=(0,1,0,0) ve g(E,E) =
F=1(0,0,0,1) ve g(F,F) =

Bu durumda teorem 4.1.1. g@nace;
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B(s)= (s,0,s,0)+ ((0,1,0,0)coshs + (0,0,0,l)sinhs)
= (s,coshs,s,sinhs)
bulunur. Dikkat edilirsef’(s) = (1, sinhs, 1, coshs) olglundang(p’',B') =1
oldugundan oldgundan g egrisi, k; =1, k, =c, , k3 =0, ¢, € R egriliklerine
sahip bir spacelike partially nulgedir.
Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izdg§uiimi olan ¢ri;
Bx,=0 = (coshs, s, sinhs)

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.5.4 egrisinin x; = 0 uzayina dik izdglimu

Bu €grinin x, = 0 uzayina dik izd§imd olan @ri B,,—o = (s, s, sinhs) dir ve bu

egrinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.6. B egrisinin x, = 0 uzayina dik izdglimu

Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izd§iimd olan @ri

Bx,=0 = (5, coshs, sinhs)
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dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.7. B egrisinin x; = 0 uzayina dik izdglimu

x, = 0 uzayina dik izdguimu olan @ri ise
Bx,=0 = (S, coshs,s)

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.8. B egrisinin x, = 0 uzayina dik izdgiima

4.1.2. Rj de Pseudo Null Eriler ve Frenet Denklemleri
a(s) : I € R - Rj diferensiyellenebilir bir spacelike ya da timelilegri olsun.
Buradan g(a’(s),a’'(s)) =+1 ve g(a’(s),a’’(s))=0 olup a”(s) #0 dir.
Tanjant vektor ve aslt normal vektor sirasifiés) = a’(s), N(s) = a'’'(s) olarak
tanimlanir.

g(a'(s),a’(s)) = £1
ifadesinde s ye gore turev alinirsa;
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g(a'(s),a"(s)) =0
bulunur. Bu denklemin de s ye gore tirevi alinirsa;
g(a’(s),a™(s)) =0
elde edilir. Buradam'’(s) vektoria’'(s) vea' (s) vektorlerinin her ikisine de dik

olur. Kabul edelim kig(a'’(s), @' (s)) # 0 olsun. Buradan birinci binormal vektor

B,
B alll(s)
Ml ()l

seklinde tanimlanir. Ayric&; de farkh bir null vektor vardiB, dyle ki;
g(T,By) = g(By,By) = g(B,B) =0, g(N,By) =1

olupB, ikinci binormal vektor diye adlandirilir.

B,

g(T,T) =& = =1, g(By,B;) =&, = +1 ve g¢&, = —1dir. Ayricag(N,B,) =1,
g(N,N) = g(BZJBZ) = 01
g(T,N) = g(TrBl) = g(TJBZ) = g(NrBl) = g(BllBZ) = 0

olmak Uzere, Frenet vektorlerinin turevleri ile Kéari arasindaki ikkiyi veren

Frenet denklemlegu sekildedir {larslan 2005)

T’ 0 1 0 0 T
Nl _| 0o o k, 0 N
B:’l h 0 k3 O _Ezkz Bl (42)

Bé O _£2k3 O BZ

Benzersekilde,R; de pseudo nulW-egriler Torgasev, Nesovic vidarslan (2005)
tarafindan caftimis ve aagidaki teorem ifade edilrgir.

Teorem 4.1.2.

a egrisi, R3 de birim hizli bir pseudo nule ve g(T ,T) = ¢ =¥ 1 olsun. Bu
durumdaa egrisi, k;, =1, k, =c, , k3 =c3, ¢y, ¢35 € R, sabit @riliklerine sahiptir
gerek ve yetegart R3 nin izometrilerine bgl olarak a asagidaki gibi

parametrelendirilebilir.
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a(s) = %(Ecosh(lls) + Fsinh(445)) + %( Gcosh (1,s) + Hsinh(A,s) )

burada 1,° =K+ K2 —c2 ve 1,°=K—K? —c? ,K= cyc3> 0,
K? —c2>0 olup E,F,G,H ortogonal vektorler ve

_ A° — AP
g(E'E)z_g(FIF)_EAZAZ ) g(H'H)z_g(G'G)_EAZAZ

1 =12 1 =12

dir.

Bu teoremi kullanaraksagidaki pseudo nuW-egri ornekleri elde edilebilir.

Ornek 4.1.3.
y egrisi, spacelike pseudo nulge olsun. Bu durumdag(T ,T) = € = 1 dir.
Kabul edelimkiy nin erilikleri k, = ¢, = 1 vek; =c3 = 2 olsun.

K =2 ve K? — ¢ = 3 olup buradan,

I} V3+1
/112:2"' 3 ' /11: \/;
V3-1
BP=2-V3 | d="%
_ _ V3 - _ _ 23 _
g(E,E)—_g(F,F)—Z\/E—B ve g(H,H)— g(GrG)_z\/g_A

bulunur.E, F, G, H vektorlerinisu sekilde secelim.
E=(0,0,0,VB), g(E,E)= B
F=(0,VB,0,0), g(F,F)=-B
G=(VA,0,0,0) , g(G,G) = —A
H= (0,0,V/A,0), g(H,H) = A

Bu durumda teorem 4.1.2. génece,

v(s) = %1 ((0,0,0,\/§) cosh(A;s) + (0,VB,0,0) sinh(1;s))

+ %((\/Z,O,O,O Ycosh(2;5) + (0,0,VA,0)sinh(1,5))
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B VA B
smh(/lls) smh(/l2 s) cosh(lls)

y(s) = <\;—Z cosh(4,s) ,
2

Dikkat edilirse,
y'(s) = (VA sinh(4;5) , VB cosh(A;s) ,VAcosh(A,s) ,VBsinh(A;s))

Asinh?(A,s) —Bcosh?(As)+Acosh?(1,s) +Bsinh?(A;s)

ve
gly',v) =
= A-B
_2+/3-2+3 23 _ 1
2V3 T 23
1, k, =c; = 1 ve k3 =c3 = 2 egriliklerine sahip

oldugundan y egrisi, k;
bir spacelike pseudo nulgedir. Burada

_ 2+V3 _2-3
A= -5 Ve B = S5
_ V3+1 _V3-1
A= 5 Ve A, = A
= 24V3 =243 @
g(F,F) + g(H,H) = +1 ise " =5 1 saglanir
2+/3 23 2+/3 23
_/ﬁ V3-1 \/j_«a (V341 Nod V3-1 23 ﬁ+1\
V(S)—\@ h( 7 s),@ smh< 7 ) = smh< 7% s), e sh( 7% ))
2 vz vz vz
Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izd§iimi olan @ri
2—/3 3 243 e 2-V3 73
_ 2vV3 . 3+1 2v3 1 23 3+1
ramo = | - sink (S57) g sinh (S57s) g cosh (T7)
Vz vz

vz
dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir

1000

/"{//
<1000
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Sekil 4.9. y egrisinin x; = 0 uzayina dik izdgiimu

Bu egrinin x, = 0 uzayina dik izd§iimd olan @ri

2+/3 2+/3 2—/3
\/ 23 V3-1 \/ 23 V3-1 23
—— cosh , cosh

Vxe=o =\ o o g 0) T e
vz vz

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmtir.

100 T

Sekil 4.10. y egrisinin x, = 0 uzayina dik izdgiima

Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izdgiima olan @ri,

2+3 2—3 2—3

Vereo = |~y 7

V3+1
V2

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmtir.

Sekil. 4.11. y egrisinin x, = 0 uzayina dik izdgiimu

30

23 (x/§—1> 3 (\/§+1> 23
cosh s, sinh s co




Bu egrinin x, = 0 uzayina dik izdgilima olan @ri ise;

/JT ( > 52 .h(ﬁﬂ) e (@—1>\

VX4 K\/— 1 N sin \/E -t sinh \/7 S /
V2 2

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmtir.

Sekil 4.12. y egrisinin x, = 0 uzayina dik izdglimu

Ornek 4.1.4.
6 egrisi, timelike pseudo nullgi olsun. Bu durumdg (T ,T) = € = —1dir.
Kabul edelim ki § nin erilikleri k; = 1, k, =c; =1 veks; = c3 = 2 olsun.

K =2veK? —c2 =3 olup, teorem 4.1.2. den

112=2+\/§ y Alsz/;l
ve
A,° —2+4/3
—g(F,F) = g(E,E) =————— =-B=
/112_/122 2\/§

Bu durumdeE ve F vektorleri

E= (¥B,0,0,00 ve F=(0,0,VB,0)
seklinde alinabilir.

Benzersekilde;

gH,H) = —9g(G,G) =—
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olup, H veG vektorleri;

= (0,VA,0,0) ve G = (0,0,0,vVA)

seklinde alinabilir. Bu durumda egrisi;

5(s) = ﬁ((‘/ﬁ ,0,0,0xosh(A;5) + (0,0 VB, 0)sink(1,s))

+ %((0,0,0,\/Z)cosh(?\zs) + (0, V4,0, 0)sinh(1,s))

olmak Uzere
B A B A
0(s) = (i—— cosh(lls) VA sinh(A,s), \/—smh(/lls) VA cosh(/lzs)>
1 A,
bulunur.

8'(s) = (VBsinh(A;s) , VA cosh(A,s) , VB cosh(A;s) , VA sinh(A,s) )
ve
g(é8',8") = —Bsinh?(A,s) — Acosh?(A,s) + Bcosh?(A,s) + Asinh?(,s)
=B-A

_ 2= V3 —2- \/— -2¢3
2v3 T 243

oldugundan é§ timelike pseudo nullgidir.

= -1

2443 B = 2-3
2v3 N

degerleri e5ri denkleminde yerlerine yazilirsa;

A=

V2 V2

NExs!
vz Vz Vz

Z_JE 243 2-V3 2+V3
5(s) = < \/_+1 cosh (\/—Hs), V—ZC sinh (‘/— 15), 23 ginh (‘/—“s), 23 cosh (%s)

olarak bulunur.

Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izdgiimu olan ¢ri;

243 2—/3 243
{N=E o (V3-1 23 (V3+1 3 V3 -1 \\
Ox,=0 = g sinh 7 S B sinh 7 S Bven cosh 7 s
e 3 3 )

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmgtir.
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Sekil 4.13.6 egrisinin x; = 0 uzayina dik izdgiima

Bu egrinin x, = 0 uzayina dik izdgilima olan @ri;

2—/3 2—V3

5 _ | 25 b V3+1 \/ 25 o V3+1

x,=0 = | “51 €OS 7 S) T sinh \ s
V2 2

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmtir.

Sekil 4.14. § egrisinin x, = 0 uzayina dik izdglimu

Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izdgiima olan @ri;

/ 2-3 73 2443 73
\’ 3+1 \’ 3—-1
Oz = | N2E sk ( s> 23 Sink (—s) ,

V3+1 V2 7 V3-1 V2
NA

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.
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Sekil 4.15. § egrisinin x3 = 0 uzayina dik izdgiimu

Egrinin x, = 0 uzayina dik izdglimU olan @ri ise;

2—/3 2+/3 2—3
2v3 V3+1 243, V3-1 2v3 . V3+1
cosh h s sinh s

8x=0 ~ | Va1 N = N
7z

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

4000 +

Sekil 4.16. § egrisinin x, = 0 uzayina dik izdgiima

Teorem 4.1.3.
a egrisi, R; de birim hizl bir pseudo nulke ve g(T ,T) = ¢ =¥ 1 olsun. Bu
durumdax egrisi k, =1, k, =cy, k3 =c3, c3,c3 € R, sabit griliklerine sahiptir
gerek ve yetegart R3'nin izometrilerine bl olaraka asagidaki gibi

parametrelendirilebilir.

a(s) = ﬁ ((L4E — A,H)cos(A,5)sinh(A;s) + (A H + A,E) sin(A,s) cosh(A;s)

+( A4 F — 2,G)cos(A,s)cosh(A15)+ (441G + A,F) sin(A,s)sinh(4,5))
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Burada

C2+K
2

+K
/112: ve }\22:(:22 ,K:C2C3,K2_C22<0

olup E,F,C,H ve G vektorleri birbirlerine ortogonal vektorler ve

g(E,E)=—g(F,F)=g(G,G) = —g(H,H)=¢
dir.

Bu teoremi kullanaraksagidaki pseudo nuW-egri 6rnekleri elde edilebilir.

Ornek 4.1.5.

u egrisi, spacelike pseudo nulge olsun. Bu durumdg(T ,T) = ¢ = 1 dir.
Kabul edelim kiyx nin egrilikleri k; = 1, k, = ¢, =2 ve k3 =c3 = folsun.

K=1>0 ve K? —c2=-3<0 olup, teorem 4.1.3. den

3

A= =

2 2 " 2
2 c,—K 1 1
A = = - A, = |=
2 2 2 72 2

Q
N
B
=
Il
| w

ve
9g(E,E)= —g(F,F) =9g(G,6) =—g(H H)=¢=1
dir.
Bu durumdaE, F, G, H vektorleri
E=(0,0,0,1)
F=(0,10,0)
G=1(0,0,1,0)

H=(1,0,0,0)
seklinde alinabilir.

1
u(s) = W((AlE — A,H) coslys sinhdys + (A1 H + 2,E)sinhA,s coshds
1 2

+ (M F — 2,6)coslys coshAys + (A1G + A,F) sin A,s sinha,s)
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2, T 2
2' " 2

w

1
(AlF_/lzG)z 0,\/;,_\/:,0
MG +1,0) =0, [, 20
1 2 - ) 2’ 2’

1
u(s) = ﬁ (—cosAys sinhds + V3sinhA,s coshA,s ,\3cosA,s coshl,s

N

olmak lUzere

+ sinA,s sinhA;s , —cosl,s coshdys + V3sinhd, sinhl;s,
V3cosA,s sinhds + sind,s coshlls)
bulunur.

u'(s) = (sind,s sinhA;s, cosA,s sinhlA;s, sinA,s coshAdys , cos A,s coshA;s)

g ,w)=1

A = \E A, = \/% ssitlikleri u(s) denkleminde yerine yazilirsa

()—1 1'h3+\/§‘h1 h3\/§ ! h3
U S —2\/7 CcoS 2SSlTl 25 sin 2SCOS 25, CcoS 2SCOS 2S
+'1'h3 ! h3+\/§'h1'h3
SIn |=S Sin ES ,—C0S ES CcoS ES sin E S Sin ES ,
V3 inh |=s + si ! h 3
coS S Ssin 25 sin 25 coSs 25

N

N[ =
w

elde edilir
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Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izd§iimi olan ri;

_ 1 V3 1 " 3 s 1 h 3 1 " 3

Py =0 _2\/7 cos 2scos 2s sin 2ssm 2s ,—CO0S 2scos 2s
113 1 |3 ! 3
+\/§smh\/; smh\/;s ,ﬁcos\/;s smh\/;s+sm\/;s cosh\/;s

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

150 T
100 +

50 +

1}
z O i —

P 100 150 200
100 ~
s -100l
AT -
~ 200 150

Sekil 4.17. u egrisinin x; = 0 uzayina dik izdglimu

Bu egrinin x, = 0 uzayina dik izdgilima olan @ri;

_ 1 1'h3+\/§'h1 h3 ! h
,ux2=0—2\/§ cos Zssm 2s sin 2scos ZS ,—C0S |=5 cos S
1 3 1 3 1
+\/§sinh\/; sinh\/;s,\/gcos\/;s sinh\/;s+sin Es cosh |=s

dir ve bu grinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

N
N| W

N[ W

37



Sekil 4.18. u egrisinin x, = 0 uzayina dik izdglimu

Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izdgilima olan @ri;

_ 1 Lo sinh 25+ Vsink |~ cosh |25 V3 h
ng:o_zx/i cos 2ssm 25 sin 2scos 2s, cos 2scos s
. 3 1 3 At 3
+ sin Essmh Es,\/gcos Essmh Es+sm ES cosh ES

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

[EN
N| W

\ b4
~_ o]
\\ 5
|
DY
—— T § %%,

Sekil 4.19. u egrisinin x3 = 0 uzayina dik izdgiimu

Bu egrinin x, = 0 uzayina dik izdgiima olan @ri;

_ 1 1'h3+\/§'h1 h3\/§ ! h3

'ux4=0_2\/§ cos 2ssm 25 sin 2scos 25, cos 2scos 25
L 3 1 3 ] 1 3

+51n\/;s smh\/;s ,—cos\/;s cosh\/;s+\/§smh\/; smh\/;s
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dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.20. u egrisinin x, = 0 uzayina dik izdglimu

Ornek 4.1.6.

& egrisi, timelike pseudo null@i olsun. Bu durumdg(T ,T) = ¢ = —1 dir.
Kabul edelim ki & nin egrilikleri k;, =1, k, =c, =2 ve k; =c; =% olsun.

K =1ve K? —c3 = -3 < 0olup, teorem 4.1.3."den

2 cp+K 2+1 3
A2=22 a = /_ - \/:
2 2 2

2 c+K 2-1 1
)\ = )\ = _— —
2 2 v 2 2 2

Alz +A22 == 2

ve

ve
g(EE)=—gF F) = g(G,6G) = —g(H H) = ¢
dir ve bu durumda, F, G ve H vektorleri,
E=(1,0,0,0)
F=1(0,0,1,0)
G=(0,1,0,0)
H=(0,0,0,1)

seklinde alinabilir.
é(s) = # ((AHE — AyH)cos(Ays)sinh(As) + (A1H + A,E) sin(A,s)cosh(1,s)

39



+( A F — A,G)cos(A,s)cosh(A,5)+ (A1G + A,F) sin(4,5)sinh(4,s))

olmak lUzere

3
AlE_AzH:<\/; ,0,0,0

3
/11H+/12E:<0,0,0, §>+< <
MF—-21,6 =10,0 3 0 0 1 0,0 |= 0 13 0
1 2 - ] ] 2 ] ] 2 ] ] - ] 2) 2 ]
3 1
MG+ A, F = (0,\/:,0,())-}—(0,0,\/: ,0) = (
2 2
esitlikleri &(s) denkleminde yerine yazilirsa;
1 3 1 , 1 3\
&(s) = 3 3 ,0,0,— 3 cos(A,s)sinh(4;5s) + 3 ,0,0, 3 sin(A,s)cosh(A;s)
+| 0,—|=, |= ,0 )cos(A,5)cosh(A,s)
2'.02
3 1 . .
+(0, 5003 ,0 | sin(4,s)sinh(4,;s)

elde edilir. Buradan da,

&(s) = % (\/gcos(?\z s)sinh(A; s) + sin(A, s)cosh(A; s) , — cos(A, s)cosh(A; s)

~_
[
~
(an)
o
o
N| =
~_
Il
~
T
IS
o
[
e
~_

+ +/3sin(}, s)sinh(}; s), V3 cos(A, s) cosh(}; s)
+  sin(A;s)sinh(A;s), — cos(A, s)sinh(A; s)
+ V3sin(}, s)cosh(A, s))
bulunur.
Bu durumda;
&'(s) = (cos(Azs)cosh(A;s),sin(A,s)cosh(A;s), cos(A,5)sinh(A;S),
sin(A,8)sinh(4;5) )
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veg(&',&) = —1 dir.

Alz\/g ve AZZ \/%

esitlikleri  ¢é(s) denkleminde yerine yazilirsa;
$(s) =

o () o ) e B B
+ Yo B} o
Bl ~((8)
el )

bulunur.

Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izdgiimu olan ri;

o el ()
AR ERERE
i)

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmgtir.
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Sekil 4.21. ¢ egrisinin x; = 0 uzayina dik izdgiima

Bu egrinin x, = 0 uzayina dik izdgilima olan @ri;

ST W WA N R R
o BB Yo
()

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.22.¢ egrisinin x, = 0 uzayina dik izdgiimu

Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izdgiima olan @ri;
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€x3—0 =

el oo oo B ) - B B
s o £, - o o )
-

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmitir.

Sekil 4.23. ¢ egrisinin x; = 0 uzayina dik izdgiima

Bu egrinin x, = 0 uzayina dik izdgilima olan @ri ise;

SRR (8 ) O B
+ [ o Yo
E(5)

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibi verilmtir.
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T X y
~ 25

Sekil 4.24. & egrisinin x, = 0 uzayina dik izdgiima

4.2.R3 de Partially Null ve Pseudo Null Rektifiyen Briler

4.2.1.R3 de Partially Null Rektifiyen E griler

a egrisi, R3'de bir partially null gri olsun. k; = 0 oldugundan a egrisi tamamiyla
R3 nin {T, N, B} vektorleri tarafindan gerilen lightlike hiperdiziande yatar.
Egrinin rektifiyen uzayi asli normal vektor alaNinin dik uzayi N+ olarak
tanimlanir. Buna goére Frenet denklemleri goz 6ralmelginda
Nt = $p{T, B}

olup, R5 nin 2-boyutlu lightlike altuzayidira egrisinin konum vektorii her zaman
kendi rektifiyen uzayinda kaliyorsa; ya bir rektifiyen gridir demktik.
Bu durumdax egrisinin konum vektord,

a(s) = a(s)T(s) + b(s)B;(s) (4.3)
seklinde yazilabilira ve b, s nin diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir.

(4.3) sitli ginden turev alinir ve Frenet denklemlerinin yerleryaziimasiyla,
T = a’T +a klN + b’Bl + bk3Bl

elde ederiz. Buradan,
T = a’T +a klN + (b, + bk3)Bl

bulunur. Bu denklemi sirasiy N, ve B, ile carparsak,
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a' =1
ak, =0 (4.4)
b' + bks =0

(4.4) sitliklerin birincisinden,
a=s+c¢y, o ER
ikincisinden, k; = 0 ve Uclncusindebd =0 veyab = c¢;, ¢; € R,y bulunur. Buna
gorea,
a(s) = (s +co)T(s)
veya

a(s) = (s +co)T(s) + ¢1B4(s)
konum vektorlerine sahip bir goudur.

Buna gore gagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1.

a egrisi, ks = 0 egrili gine sahip bir birim hizh partially null@i olsun. Bu durumda

a, bir rektifiyen gridir gerek ve yetegart a bir dagrudur.
Buna gore goresagidaki sonuclar verilebilir.

Sonug 4.2.1.Ry’'de k; # 0, k, vek; = 0 egriliklerine sahip bir partially null gri

rektifiyen esri olamaz.

Sonug 4.2.2.R;’de k; = 0, k, = sabit ve k; = 0 egriliklerine sahip her partially
null W-egri bir rektifiyen egridir.

Sonu¢ 4.2.3. 4-boyutlu yar-Oklidyen uzaylarinda rektifiyen gre olma

karakterizasyony metriginin indeksinden bamsizdir.
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4.2.2.R3 de Pseudo Null Rektifiyen Briler

« egrisi, R5’de birim hizli bir pseudo nullgi olsun.a egrisinin rektifiyen uzayi asli

normal vektor alanN’nin dik uzayr N+ olarak tanimlanir. Buna gore;
Nt={weR;| gwN)=0}

dir. Bu durumda, (4.2)’ de verilen Frenet denklenngjoz dntuine alingdinda,
birpseudonulk egrisinin rektifiyen uzayiN* = Sp{T,N, B;} dir. O haldex
egrisinin rektifiyen olmasi demekganin konum vektorinin her zaman kendi
rektifiyen uzayinda kalmasi demektir. O hatdebir rektifiyen €ri ise erinin

konum vektori
a(s) = a(s)T(s) + b(s)N(s) + c(s)B;(s) (4.5)

seklinde yazilabilir. Burada, b ve c , s nin diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir.

(4.5) sitli ginden turev alinip (4.2) de verilen Frenet denkénkullanilirsa;
T = a,T + (a + b’ + Ck3)N + (bkz + C’)Bl - (ngkz)Bz
bulunur. Bu denklemi sirasiy® N, B; ve B, ile carpilirsa;

a =1
_C€2k2=0
a+b +ck;=0 .
bk2+C’:0

esitlikleri bulunur. (4.6) aitliklerinin birincisinden a = s +d,, d, € R elde edilir.

ceyk, = 0 ssitli giicin U¢ farkl durum s6z konusudur.

A. ¢ =0vek, # 0 ise; dger sitlikler de kullanilaraka = 0 bulunur. Bu ise

a =s+d, ile celsir.

B. c¢#0 vek, =0 ise, (4.6) gtliklerinin doérdincustinden,
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c=c¢y, €y €ERy ve Uguncu gtlikten
SZ
b:_Cofk:g(s)ds_?_do.S‘l'dl ) dl ER

elde edilir. Bu durumda egrisinin konum vektori

2
a(s) =(s+dy)T + (—CO f ks(s)ds — % —dys + d1> + coB; (4.7)

olarak bulunur.

C. ¢c=0 vek,=0 ise;

2

S
b=_7_d05+d2, dzER

oldugu kolaylikla gorulir. Bu durumda egrisinin konum vektoru

a(s) = (s+dy)T + (—% —dys + d2> N (4.8)

Buna goree; = 1 ve k3 # 0 egriliklerine sahip bir pseudo nullgenin rektifiyen

olmasit icin iki durum vardir.

1. Durum:k, =0 ve g(a,B;) #0
2. Durum:k, =0 ve c=g(a,B;) =0

dir.

Buna gore gagidaki teoremler verilebilir.
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Teorem 4.2.2.
a egrisi, Ry dek; =1 ,k, = 0vek; # 0 egriliklerine sahip bir pseudo nulke
olsun. Ber a , birinci binormal bilgeni sifirdan farkli olang(a, B;) # 0) bir

rektifiyen esri ise aagidaki ifadeler sglanir.

I. EBrinin konum vektérine ait etsel bilgen
g(a,T) = (S + do)gl y 81 = il, do € RO
dir.

i. Egrinin birinci binormal bilgeni ve ikinci binormal bilgeni sirasiyla

g(a,By) = cog1 Co ERp

2

S
g(a,Bz) = —Cp j kg(S)dS _7_ dos + d1 ) do, d1 ER

Tersinea ,R;’'de k; =1 ,k, = 0 veks # 0 egrilikli bir pseudo null gri olsun. i.

ve ii. den biri sglanirsaa egrisi bir rektifiyen egridir.

Ispat.
Ispatin ilk kismi (4.7)gtli gi kullanilarak rahatlikla gorulebilir.

Tersine kabul edelim ki isgzlansin.aegrisinin ikinci binormal bilgeni

2
S
g(a,By) = —cq f ks(s)ds — 5~ dos + d4

ve birinci binormal bilgeni

g(a, By) = co&q
olsun.

2
s
g(a,By) = —cg f ks(s)ds — 5 dos + d4

esitli ginin tirevi alinir veg (a, B;) = cy&; oldugu kullanilirsa;
g(T,By) + g(a, By) = —coks(s) —s —d,
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9, T) =&(s+d,) elde edilir. Bu gtlikten tekrar tirev alinir ve Frenet
denklemleri kullanilirsgy(«, N) = 0 bulunur. Bu dax egrisinin rektifiyen old@gunu
gosterir.

Benzersekilde kabul edelim ki i. gdansin.

9(a,T) = & (s + dy)

esitli ginden turev alinirsg(a, N) = 0 bulunur. Bu isex egrisinin rektifiyen

olmasidir.

Teorem 4.2.3.
a egrisi, Ry’de k; =1 ,k, = 0 veks # 0 egriliklerine sahip bir pseudo nulige
olsun. Eera , birinci binormal bilgeni sifir olan (g(a, B;) = 0) bir rektifiyen esri

ise gagidaki ifadeler sglanir.

I Brinin konum vektérine ait getsel bilgen

g(a,T)Z(S+dO)€1 ) glzil, dOERO
dir.
. Erinin ikinci binormal bilgeni
52
g(a,Bz):_?_dOs‘}'dl y dOeRo, dl ER
dir.

Tersinea ,R3’'de k; = 1, k, = 0 veks # 0 egrilikli bir pseudo null &ri olsun. i. ve

Iii. den biri s&lanirsaa egrisi bir rektifiyen eridir.

Ispat.
Ispatin ilk kismi (4.8)«tli gi kullanilarak rahatlikla gorilebilir.

Tersine kabul edelim ki ii. gansin.a egrisinin ikinci binormal bilgeni

49



2

s
g(a,By) = —7—d05+d1

esitli ginden tirev alinirsg (e, T) = (s + d,) elde edilir. Bu gitlikten tekrar
tirev alinir ve Frenet denklemleri kullanilirgéx, N) = 0 bulunur. Bu daa
egrisinin rektifiyen oldgunu gosterir.

Benzersekilde kabul edelim ki i.sglansin.

9(a,T) = &(s + dy)

esitli ginden tlrev alinirsg(a, N) = 0 bulunur. Bu isex egrisinin rektifiyen

olmasidir.

Ozel olarak, bir spacelike pseudo null sagitlikli bir e griyi yani, bir W- egri gz
onune alalim. Bug@inin rektifiyen eri olabilmesi icin teorem 4.2.3. degrenin
ikinci egriligi  k, = 0 olmalidir. Buna gore spacelike pseudo null rejefilV/ -
egrinin egrilikleri k; = 1, k, = 0, k3 = 1 olsun.Simdi bu &rinin parametrik
denklemini elde edelim. (14) Frenet denklemlerepuiliklere gore tekrar yazilirsa,
buradanT” = 0 ve

T"=A , T=As+B (4.9)
bulunur.

BuradaA ve B; R; de sabit vektorler olsum.(T, T) = 1 oldugundan,

g(4,4) =0,
g(A4,B) =0
gB,B)=1

bulunur. Busartlari sglayanA ve B vektorleri,
A=(1,0,0,1) veB =(0,0,1,0)
secilirse (4.9) gtli ginden bir kez integral alinarakrektifiyen W- egrinin

s? s?
a(s) - (7! 0 r5r7>

Elde edilen bu g&inin Frenet vektorleri;
a'=T=(s0,1,s),

parametrik denklemi ,

bulunur.
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a" =N = (1,0,0,1),
a'” vea®™ sifir vektorleri oldgundan{T, N} cimlesiniR5 nin bir bazina

tamamlamak igin, (14) Frenet vektorlerini ve

g(T,T) = +1lg(BllBl) = _1 ’ g(NlBZ) = l,g(N,N) = g(BZfBZ) = 0:
g(T,N) = g(T,B,) = g(T,B;) = g(N,B;) = g(By,B;) =0

saglayacaksekilde B; ve B, vektorleri;

Bl = (S,].,O,S)
B _( 1 1)
2 2151 Slz

secilir. BoyleceR; de {T,N, B;,B,} catisi elde edilmgiolur. Bu catiya gore
egrisinin konum vektoru belirlenirse,

a(s) = a(s)T(s) + b(s)N(s) + c(s)B;(s)
esitliginde T , N , B; yerlerine yazilirsa;

a=s,
po 5
==
c=0

oldugu gorulir. Bu sonuclar teorem 4.2.3.’e uygun stanuwlup

s? s?
= _IOI I_
a(s) (2 s 2)

egrisi R; de bir spacelike pseudo null rektifiyegriglir.

a(s) = (g 0 s%) egrisinin x; = 0 uzayina dik izd§limu olan gri;

2
Ay, =0 = O,s,?

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 4.25. a, o = (0,5,%) egrisi

Bu egrinin x, = 0 uzayina dik izdgiima olan @ri;

s? s?
ax2=0 = 715r7

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 4.26. ;o = (§s§) egrisi

Bu egrinin x; = 0 uzayina dik izdgilima olan @ri;

s?2 52
ax3=0 = ?10'?

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 4.27. ay, o = (5,0, egrisi

Egrinin x, = 0 uzayina dik izdgiimu olan éri;

SZ
ax4=0 = 71()’5’

dir ve bu @rinin grafigi asagidaki gibidir.

2

Sekil 4.28. a,,_o = (S? 0, s,) esrisi
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5. TARTISMA VE SONUC

2003 yilinda B.Y.Chen tarafindan tanimlanan rejeifi esri kavrami daha sonra
Minkowski3- uzayindailarslan v.d. (2003) tarafindan galmistir. ilarslan ve
Nesovic (2008) rektifiyen @i kavrami 4-boyutlu Oklid uzayinda vet- boyutlu
Minkowski uzay-zamanda tanimlangrwe detayh birsekilde calgiimistir. Yapilan
bu tez calkmasinda yukarida adi gecen yazarlarinsgalarina paralel olarak
rektifiyen esri kavrami 4-boyutlu 2-indeksli yari- Oklidyen uzayda tekrar
tanimlanarak bir pseudo null ve partially nufiriein rektifiyen eri olma sartlari
elde edilmgtir. Elde edilen c¢atmalar 13-16 Haziran 2012 tarihinde Balikesir
Universitesi tarafindan diizenlenen X. Geometri Ssrypmunda bir poster olarak

sunulacak ve daha sonra yayinlanmak tzere hakénaergiye sunulacaktir.
Bu tez calgmasinda elde edilen sonucla®¥ 4-boyutlu 2-indeksli yari- Oklidyen

uzayda g@riler ve ylzeyler lzerine yapilacak gahalar icin dnemli bir kaynak eser

olusturac&ini Umit etmekteyiz.
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