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OZET

STANCU TiPLI OPERATORLER

TOPSAKAL, ENVER

Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitistu

Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Yrd. Dog. Dr. Sevgi ESEN ALMALI

Haziran 2012, 47 Sayfa

Bu tez, ikisi agiklama ikisi de temel boliim olmak iizere toplam dort boliimden
olusmaktadir. Birinci bdliim giris boliimiidiir. Ikinci boliimde temel kavramlar ve
yaklasim teoremleri verilmistir. Uciincii boliimde de Bernstein polinomunu esas alan
Bernstein-Stancu ve Schurer-Stancu tip operatorler ile bazi yaklasim ozellikleri
incelenmis olup, bu operatorlerin siireklilik modiilii yardimiyla siirekli fonksiyonlara
yaklasim hiz1 {izerine teoremler ispatlanmistir. Dordiincii boliim ise tartisma ve sonug

bolimuddr.

Anahtar kelimeler: Lineer Operatorler, P.P.Korovkin Teoremi, Bernstein-Stancu
ve Schurer-Stancu tip operatorler, siireklilik modiilii, yaklagim

teoremleri ve hizi



ABSTRACT

STANCU TYPE OPERATORS

TOPSAKAL, Enver
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M.S. Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Sevgi ESEN ALMALI

June 2012, 47 pages

This thesis is constituted of four chapters: two of which are introductory and the
other two are on the main issues discussed. The first chapter offers an introduction.
The second chapter exposes the basic concepts, theorems and approaches taken for
granted in the application of this work. In the third part, Bernstein- Stancu and
Schurer-Stancu type operators that are based on Bernstein polynomials are used to
analyse some convergences. Furthermore, the theorems on these operators rate of
convergence to continuous functions through modulus of continuity are proven. The

last chapter is on conclusion.

Key Words: P.P.Korovkin Theorem, Bernstein-Stancu and Schurer-Stancu type

operators, modulus of continuity, rate of convergance.
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1.GiRiS

Yaklasim teorisi sonlu kapali aralik {izerinde stirekli fonksiyonlara lineer pozitif
operator dizileri ile yaklasim problemini ele almaktadir. K.Weierstrass, [a,b]
araliginda taniml siirekli her fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinom karsilik

gelecegini ispatlamistir. Yani,
Ve > 0 i¢in 3 P(x)vardir 3 Vx € [a, b] i¢in|f(x) — P(x)| < ¢

dur [1]. Bir¢ok matematik¢i bu teoremi gergekleyen uygun diziler tanimlamistir. Bu
dizilerin tanimlanma teknigi lineer pozitif operatdrlerle yaklasim teorisini ortaya

cikarmistir. S.N.Bernstein, [0,1] araliginda tanimli siirekli fonksiyonlar i¢in,

Pn,k(x) = (n

k) xk(1 = x)nk

olmak tizere,

B,(f;x) = z”: Poi(x)f (S) (1.1)
k=0

toplamsal operatorler dizisini tanimlamig ve [0,1] araliginda diizgiin olarak f
fonksiyonuna yakinsadigini géstermistir [2]. 1962 yilinda F.Schurer’de,

p € Z, herhangin€ N, p >0 ve f € C([0,1+ p]) i¢in B,,:C([0,1+p]) -
C([0,1])’de tanimly,

n+p

ﬁn,k(x) = ( k

) xk(1 — x)™+P—k

olmak tizere,



n+p

(Bnpf )() = Z P () f (g) (1.2)
k=0

lineer pozitif operatoriinii tanimlamistir [3]. 1968 yilinda D.D. Stancu’da f, [0,1]

araliginda siirekli ve 0 < a < f sartin1 saglayan her a,  reel sayisi i¢in,

n
Ppi(x) = (k) xk(1—x)nk
olmak tizere;

k + a) (1.3)

Brap(f;x) = zn: PricCx) f (n + B
k=0

polinomunu tanimlayarak [0,1] aralig1 lizerinde taniml1 siirekli fonksiyonlara
yaklagim 6zelliklerini incelemistir [2]. Yukaridaki bu polinoma Bernstein —Stancu
Polinomu denir. Bernstein ve Bernstein-Stancu polinomlar1 matematigin birgok
dalinda ve bilgisayar biliminde kullanilmaktadir.

Tanimlanan bu operatdrlere dikkat edilirse p=0 i¢in,
n+0

(Bl )00 = 3 Pus £(E) = st (4
k=0 k=0

operatorii klasik Bernstein operatoriidiir. Ayni sekilde (1.3) operatori,« = =0

i¢in,
Broo(fix) = zn: Poi(x) f (S)
k=0

yine klasik Bernstein operatoriidiir [4]. Bu sebepten bu operatorler genel olarak
Bernstein operatorleri seklinde adlandirilirlar. Bu tezde Bernstein-Stancu ve Schurer-

Stancu operatorlerinin yaklagim 6zellikleri ve bu operatorlerle ilgili ¢esitli teoremler



incelenecektir. Bu tez giris boliimii birinci boliim olmak {izere toplam dort boliimden
olusmaktadir. Ikinci boliimde temel kavramlar ve teoremler tanitilmistir. Buna bagl
olarak fonksiyon uzaylari iizerinde tanimli lineer pozitif operatorler ile ilgili tanim ve
teoremler verilmis olup C[a,b] uzayinda diizglin yakinsama tanim, siireklilik modiilii
tanimi, P.P.Korovkin teoremi ifadesi ve ispati yapilmustir. Uciincii bdliimde
Bernstein-Stancu tipli operatorler ve 6zellikleri ile ilgili teoremler verilmis olup
Schurer—Stancu tipli operator tanimi ve Ozellikleri ile ilgili teoremler incelenmistir.

Doérdiincii boliim sonug ve tartisma bolimiidiir.

1.1. Kaynak ozetleri

Bu tez hazirlanirken, materyal ve yontem kisminda ‘Lineer Pozitif Operatorler
Dizisi’ adli lisansiistii ders notlar1 temel alinarak, P.P.Korovkin’in ‘Linear Positive
Operators’ [5], Akif Haciyev ve H.Hilmi Hacisalihoglu’nun ‘Lineer Pozitif
Operatorlerin Yakinsakligr’ kitaplarindan yararlanilmistir [6]. Arastrma bulgular1
kisminda da P.P.Korovkin’in ‘Linear Operators and Approximation Theory’ kitab1
ile A.D.Gadjiyev ve A.M.Ghorbanalizadeh’in ‘Approximation properties of a new
type Bernstein-Stancu polynomials of one and two variables’ [7] ve Dan
Barbosu’nun ‘Schurer —Stancu Type Operators’ [8] makalelerinden yararlanilarak

Bernstein-Stancu ve Schurer —Stancu tipli operatorlerin yakinsakligi incelenmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1.Temel Kavram ve Teoremler:

Bu boéliimde, lineer pozitif operatdrlerin tanimi yapilacak ve yaklasim 6zelliklerine

iliskin baz1 teoremler verilecektir [1,5-6].

Tanmim 2.1.1 (Operator ): X ve ¥ iki fonksiyon uzayr ( lineer uzaylar ) olsun.

L:X—>Y, f—-L(f)=g

dontistimiine operator denir. L( f) = g yerine L(f(t) ; x) = g(x) gosterimi

kullanilacaktir.

Tamim 2.1.2 (Lineer operator): Her a,b reel sayisive her f,g € X igin

L@f+bg) = al(f)+bL(g)

esitligi saglanmiyorsa L ye Lineer Operatér denir.

ORNEK 2.1.1:
o(f) =A;f(x) + A, f(x) + -+ A, f(x,,)
= Z Ay f(xk)
k=1

X1,%X3,X3, ..., Xy Noktalarinda tanimli f fonksiyonlarmnin kiimesi F olsun. F kiimesi

tizerinde tanimli ¢ (f) fonksiyoneli lineerdir. Gergekten;



waf+bg) =) Aglaf(m)+b gkl
k=1

=a ) A fCd+b ) A gl
k=1 k=1

=ae(f) +belg)
dir.

Tamim 2.1.3 (Pozitif Operator): Eger Vf >0 icin L(f) =0 oluyorsa L
operatoriine pozitif operator denir.
Hem pozitiflik hem de lineerlik 6zelligini saglayan operatore kisaca lineer pozitif

operator denir.

ORNEK 2.1.2 :

b
L(fix) = j (O Kt x)dt

seklinde tanimlanan L operatdrii lineer ve pozitiftir <=> K(t;x) = 0 dir.

Ispat: Lineerlik:

b
L(af+bg;x) =j (af+bg;t) K(t;x)dt

a

b b
- j a F(O) K(t; x)dt + j b g(8) K(t; x)dt

=aL(f;x)+bL(g;x)

dir. L pozitif operatdr ve t = t, noktasmda K(t,; x) < 0 olsun. [a,b] nin dyle

kii¢iik bir [a, B] alt aralig1 bulunabilir ki; bu aralikta K (t; x) isaretini korusun.



0, te€lab]-[a/pB]
f@) =
1, t € [a, B]

test fonksiyonu icin,

B
L(f;x) =j K(t;x)dt <0

a

Bu ise L operatoriiniin pozitif olmasi ile gelisir, bu durumda K(t;x) her zaman

pozitif olmalidir. K(t; x) =0 ve f(t) = 0 ise

b
L(fix) = j £ K(Ex)dt > 0

dir.

Sonuc 2.1.1: Lineer pozitif operatorler negatif degerli fonksiyonlar1 negatif degerli

fonksiyonlara doniistiirtirler.

Sonug 2.1.2: Lineer pozitif operatdrler monoton artandir.
Sonug 2.1.3: L bir lineer pozitif operatdr olmak iizere;
ILCA < LA fD

kosulu saglanir.

Tamim 2.1.4: L: X —Y operatorii verilsin. Eger,V f € X igin,

ILCOIly < M £ lix

olacak bigimde bir M > Osayis1 varsa L operatoriine sinirli operator denir.



Tamim 2.1.5 : /' ve g fonksiyonlar1 [a,b] araliginda siirekli olsun.
d = maks |f(x) — g (x)|

sartint saglayan d sayisma f ile g fonksiyonlarinin uzaklig: denir.
Tanim 2.1.6 (Bir Fonksiyonun Normu) :

maks g<x<p|f(x)| sayisi f fonksiyonunun g = 0 fonksiyonuna uzakligi olup bu

deger f fonksiyonunun normu olarak adlandirilir ve
IfIl = maks | f(x)

asx<b
esitligi ile gosterilir.

Tammm 2.1.7: A=[a,b] icinf € C (A) olmak lizere C(A) lizerinde tanimlanan

norm;

I f ”C[a,b] = maks |f (x)|
asx<b

bi¢imindedir.

Lemma 2.1.1 (Norm ozellikleri) :

Bir ffonksiyonunun normu asagidaki 6zellikleri saglar;

D llcfll = lcllif Il
i) lf +gll < lIf I+ llgll
iii) [If — gll = [If Il = llglll

dir.

Ispat:



i) Siirekli |f(x)| fonksiyonu en biiyiik degerini x, noktasinda alsin,
|f (xo)l = If ()| dir. Oyleyse |c f(x)| < |c f(xo)| olup

maks lc FC) = e f(xo)| = lellf (xo)]
= lel maks [ fG)| = lclll f I

dir.

i) [f(x) + g < If (O] + 1gx)]
lf)+ g <lfll+1gll

dir. x tzerinde maksimumu almirsa,

If + gll = maks If (x) + g(x)l

< lIfll+ligll
dir.
i) IfIl=1f —g+gll<Ilf —gll+llgll ise
If =gl = lIfFI = llglll
dir.
Tamm 2.1.8: /f,}, C(4) {lzerinde tanimli fonksiyonlar dizisi olsun. {f,(x)}
fonksiyonlar dizisinin birf fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi; tanim kiimesindeki
Vx € Aigin

timlfy = fllcey = 0

olmas1 demektir. Diizgiin yakinsama f,(x) —>f{x) biciminde gosterilir.



2.2.Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yaklasim Ozellikleri

Teorem 2.2.1 (P.P.Korovkin Teoremi): L, (f; x) lineer pozitif operatorlerin bir
fonksiyon dizisi a,, (x), Bn(x) ve y,(x), [a,b] araliginda diizgiin olarak sifira

yakinsayan fonksiyonlar olmak lizere, V x € [a, b] igin,

L(1;x) =14 a,(x)
L(t;x) = x + B, (x)
L(t%x) = x% + v, (x)

sartlarm1 sagliyorsa L, (f;x), [a,b] lzerinde diizgiin olarak f € Cla,b]

fonksiyonuna yakinsar. Bagka bir bicimde ifade edilirse,

|Lnf = f llciap — O

yada buna esdeger olan;
,lli_ﬁ”L"(t) —fllclap; =0
dir .

Ispat:

Teoremin hipotezini su sekilde verebiliriz.

ylll'_T)g”Ln(l;x) — Ulcpap) = lima, =0

n—-oo

limlILy (630 = llcgapy = lim By = 0

n—-oo

Lim||L, (% %) = x*llcjap) = limy, =0

n—-oo

dir. f, [ab] araliginda strekli ise smrhdir ve |f(t) — f(x)| <2M bigiminde

yazilabilir. Ayni zamanda



Ve >0 icin |t — x| < o sartin1 saglayan x,t lerigin |f(t) — f(x)| < €

p >1 dir.

>1 ve

olur. |t — x| = o oldugunda ise

|t — x| (t —x)?
o

Yukaridaki durumlar birlestirilirse,

(t —x)?
0—2

If(t) — f(X)| <e+2M < ¢ +2M

olur. L lineer pozitif operator oldugundan monotonluk 6zelligine sahiptir. Yani

| L (f5201 < Lo (1 f 150

dir. Bu takdirde lineerlikten

L, (f (£); %) = f Ol cpan
= 1Ly (f(@®); ) = f(x) + Ly (f ()5 %) — Ly (f ()5 )l ¢ )
= 1Ly (f(); %) — Ly (f (x); x) + Ly (f (x); %) — fFCO)l¢pan)
= 1L, (f (©) = F ()5 2) + FO(Ln(L5x) = Dllcpan

yazilabilir. Ucgen esitsizligi kullanilirsa;

L, (f(); ) = f Ol cpap)
< L, (f (&) — f(x); Ollcrapy + I1f O Ln (1) — Dllcrap
< L (f(®) = £ Ol c[ap + gﬁllﬁ)sllf(X)lll(Ln(l; x) = Dllciap

elde edilir. Esitsizligin sag tarafindaki ikinci ifadenin limiti hipotezden dolay1 sifir

oldugundan ||L,,(f (t) — f(x); x)|l¢[qp limitinin sifira gittigini gostermek yeterlidir.

CLa(f (D = FGD) < Ln<£+2M(t_x) -x>

o2 '’

10



LallF D) = FD) = eLn(L;2) + o L (¢ — )% )

o?

2M
=eL,(1;x) + FLH((t2 — 2tx + x2); x)

yazilabilir. Operatoriin lineerliginden,

(Lydf@®) = fD) <
2M

< ¢|L,(L;x)| + — |L,((£)%;x) — 2x (L, (t; x)) + x2(L,(1; x))|
=¢|L,(1;x)| + 20—1\2/1 |L,(t% x) — x% — 2x. (L,(; x) — x) + x2%. (L, (1;x) — 1|

dir. Uggen esitsizliginden

(L (f@®) - fh) <

< e|L,(1;x)]| + 20—1\24 [IL, (2% x) — x2] 4 2x| (L, (& x) — x)[+x*| (L, (1;x) — 1)]]

elde edilir. Esitligin her iki yaninin maksimumu alinirsa,

2M
L, (1f (&) = FCOL Ol crap < € 1L (L 2)] + Fx"éﬁlkbs]lL"(tz; x) — x?|

+2M2 ks|(L,(t; x) IZM2 ks|(L,(1;x) — 1)|
77 X R U (520 =014 o g3l U (50 = 1)
saglanir. O halde

ylli_T){}OH Lo(f;x) = f llciap) =0

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Tamm 2.2.1 (Siireklilik Modiilii):
/. [a,b] araliginda taniml siirekli bir fonksiyon olsun. Keyfi § > 0 i¢in

11



w(f;6) = sup alf(t) — f(0l

t,x €[a,b],|t—x|<

ifadesine f fonksiyonunun sireklilik modiilii denir. Siireklilik modiilii asagidaki

ozelliklere sahiptir;
i) m = 1 dogal sayis1 i¢cin
w(f;mo) < mw(f;0).

ii) § > 0 reel sayisi i¢in
w(f;60) < (1+6) w(f;0).

i) | (0) — F)| <142 w(f; o).

iv) Stireklilik modiilii monoton artan bir fonksiyondur.

Ispat:
Do (f;mo) = Sup If () = f(xX)
|t—x|<mo

ve t = x + mh alinirsa,

o(f;mo) =  sup |f(x +mh) — f(x)|

x€la,b],|h|<o
Fl+ (k+ 1)R) — f(x + kh)

k=0

= sup
x€la,b],|h|<o

< Z IFCe + (k + 1) — FCx + kh)|
k=0

=m w(f; o)

dir.

12



ii) 8 > 0 reel sayisi1 i¢in;

w(f;80) < w(f; (1 + [6])o)
< (1 + [6D) w(f;0)
< (1+6) w(f;0)
dir.

i) |[f () — F()| < w(f; 1t — x])
= w(f;lt;x|0> < (1 + lt;x|>w(f;a).

iv) 6 < 6; icin w(f; ) < w(f;6;) oldugundan siireklilik modiiliimonoton artan bir
fonksiyondur.

Lemma 2.2.1: f,[a, b] araliginda stirekli bir fonksiyon olmak tizere,
limw(f;o) =0

-0

dir.

Ispat: f, [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon oldugundan Ve > 0 icin
J0>0 3 |t—x| < osartinisaglayan x, ¢ degerleri i¢in |f(t) — f(x)| < & dur.

0<w(f;o)= sup |f()—f(X)|<e

|t—x|<o
esitsizligi Ve > 0 i¢in dogru oldugundan siireklilik modiiliiniin limiti sifirdir.
limw(f;o) =0
-0

dir.

13



Teorem 2.2.2 ( Cauchy-Schwarz Esitsizligi):
(aq,az, .. ... , ) ve (by, by, ... ... , by,) reel sayi dizileri, k € {1,2, ....,n} ve

6 > 0 icin a; = 6by olmak iizere,
n 2, n 2 n 2
(Z ai> (Z bl) = (Z aibi> .
i=1 i=1 i=1

Ispat:

a bir reel say1 olmak iizere a? > 0 dir. Oyleyse,

i=1j=1
oldugundan
n n n n n n n n
2 2 2
ZZ(alb] ab;)” = Zaiz b+ > a® ) b°— ZZalble]a]
i=1j=1 i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

dir. Sonug olarak

(2) B) =(Ze»)

i=1 i=1 i=1

esitsizligi elde edilir.

14



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. BERNSTEIN-STANCU TiPLi OPERATORLER

Bu bolimde oOncelikle Bernstein ve Bernstein—Stancu operatdrlerinin  bazi
ozelliklerini iceren yakinsaklik ve yakinsaklik hiziyla ilgili teoremler verilecektir [9-
11]. Sonrada 2010 yilinda A.D.Gadjiev, A.M.Ghorbanalizadeh tarafindan ‘Applied
Mathematics and Computation’ dergisinde yayimlanan ‘Approximation properties of
a new type Bernstein-Stancu polynomials of one and two variables’ makalesinden
yararlanarak yeni tanimlanan lineer pozitif operatoriin yakmsaklik ve yakmsaklik

hiziyla ilgili teoremler incelenecektir [7].

3.1.1. Bernstein Operatorii ve Ozellikleri

B,:C[0,1] > C[0,1], 0<x <1 ven€Nicin (1.1) Bernstein operatdriiniin

yakinsaklik ve yaklasim hiziyla ilgili asagidaki teoremleri verelim [1,5,12-13].

Teorem 3.1.1.1: Her siirekli f fonksiyonu i¢in

n

B,(f;%) = Z f (S) (Z) 2 (1 — x)nk

k=0
polinomu 0 < x <1 araliginda f(x) fonksiyonuna yakinsar.

Ispat:

P.P.Korovkin teoremi yardimiyla {i¢ adimda ispatlanir;

i)

n

(a+b)" = Z (Z) akpnk

k=0

15



binom a¢ilimindan,

n

B,(1;x) = Z (Z) xk(1—x)nk

k=0
=x+1—-x0)" =1
dir.

ii) Operatorde f(t) =t alinirsa;

n
n

B,(f;x) = B,(t; x) = Z (k)g xk(1 — x)nk

n

n!
Z Tl k)'k' k(l—x)n_k

C (n—1) .
Z(n 101 (k — 1! xk(1 —x)nk

n (n—l) k(1 — x)nk

k=1
olur. k£ yerine k + [ yazildiginda esitlik ayn1 kalacaktir. Bu durumda

1

B,(f;x) = B,(t; x) = kzzo (n; 1) xk+1(1 — x)n-1-k

S
|

|
=
/
S
w‘
=y
N———
=
&
~
=Y
|
=
—
S
=
&

elde edilir.
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no2

iii) B,(t%x) = Z % (Z) X1 — x)nk

k=0

= k(k — 1) + k esitligi uygulanirsa,

B, (t%x) =Zk(k_1)( ) xk(1 — )™ "+Z xk(1 —x)nk

k=0

k(k—1) n! ook 1
=kz=2 n? k!(n—k)!xk(l_x) AR ACEY

=kzzz(nr—ll)(k (n—Z)! xk(l—x)n_k+§

—2)!(n—k)!

= (nr—ll)Z(Z:g) xk(1 = x)nk +§

k yerine k + 2 yazildiginda esitlik,

n-2
-1 -2

B, (t%;x) = (n )Z (Tl ) xk x2(1 — x)=2-k 4 x
n e k n

n—1 X
=( )xz(x+1—x)”‘2+—
n n

x(1—x)
n

2

olur. Yani B, (t%;x) - x? dir. Boylelikle P.P.Korovkin teoremi sartlarmi sagladig:
gosterilmistir. O halde operator kendisini olusturan f fonksiyonuna diizgiin olarak

yakinsar, yani V x € [0,1] igin,
Lim B (f;x) = f(x)

dir. Simdi B, (f; x) operatoriiniin yaklagim hizini veren teoremi inceleyelim.
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Teorem 3.1.1.2 :
f € C[0,1] olmak tlizere,

1BA(f2) ~ 0] < 20 (f; - ’”)

ve f'e C[0,1] olmak tlizere,

n n

Bn(f; %) = f()] < il _X)w<f'; = _X)>

dir.

Ispat: Siireklilik modiilii tanimi geregi,
lf @) = F | < o(f; |t — x])
oldugunu biliyoruz.

|t — x|

w(f; |t —x|) =w<f, - 0) < <1+|t;x|>w(f;a)

oldugundan

|t — x|
o

(&) = fl < (1 + )w(f; o) (3.1

elde edilir. (1.1) operatoriinden f(x) eklenip ¢ikartilirsa lineerlikten

B (f(£); %) — f(x) = Bp(f(©); )= Bn(f (x); )+ By (f (x);) — f ()
=B, (f(©O) — f(x);%0) + f(x)(Br(L;x) — 1)

18



yazilir. Uggen esitsizligi ve lineer pozitif operatdrlerin monotonlugundan,

1B, (f(£); x) — fFOOI < B (f(8) — F(x); 0] + [ f(x) (B, (1;x) — 1)
< B,(If (&) = f() ;%)

< w(f;0)|B,(1;x) +§Bn(|t —x|;x)

dir. Cauchy- Schwarz esitsizliginden

B (It — xl;x) < [Bu(lt — x1% ) ]2[Bo(L; )]z = /B (It — x1% %)

- x(1—x)
- n

elde edilip yukaridaki esitsizlikte uygulanirsa

1
|B,(f;x) — f(0)| < w(f;0) [1 + E\/Bn(lt - XIZ;X)l (3.2)

< w(f;0) Il +% /X(ln_ X)]
dir ve o = ’x(ln— x) segilirse

1By (f;2) — OOl < 2w (f; x( - ’”)

n

saglanir. Diger taraftan f'e C[a, b] olsun,

FO =)+ E—x)+ (@ —f0)—f ()t —x)

19



esitligi B, (f; x) operatoriine uygulanirsa,

B, (f(£);%) — £(x) = f'()Bn((t — x);x) + B, (f(£) — f(x) — £ ()(t — x); x)

dir. Operatoriin monotonlugundan ve (3.1) den,

1Bo(f(£); %) = FGOI < By (|f(0) = F(0) = £ () (£ — )5 x)

‘f(t) —f() )

|t — x| |[—F—— ;X
t—x

=B,(lt—xl|f ) - f)|;x) ;t<u<x
< B (It —xlw(f5lu—xDix) ; t—x<p—x

<B,||lt—x|w f"lt_xla X
— DPn ) o )

|t — x|
Sw(f’;a)Bn<|t—x|<1+ - );x)

= w(f’;0) (Bn(lt —x|;x) + %Bn(lt —x|% X)>

1B, (f (£);x) — f()] = Bn( — ()

elde edilir. (3.2) esitsizliginden,

. , x(1—x) 1x(1—x)
1B, (f(£);x) — f(x)| < w(f,0)<f . )

x(1-x)
n

bulunur. o =

|Bn(f(t);x) —f(x)l <2 w(f,;\[X(ln_ X))\[x(ln_ X)

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

secilirse
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3.1.2 Bernstein-Stancu Tipli Operatéorler ve Ozellikleri

f, [0,1] araliginda siirekli ve 0 < a <[ sarti1 saglayan her o, reel sayisi
igin, (1.3) By, q(f;x) Bernstein —Stancu operatoriinin =~ 0 < x < 1 araliginda
sirekli f fonksiyonuna yakinsadigi [11] referansinda gosterilmistir. 2010 yilinda
A.D.Gadjiyev ve A.M.Ghorbanalizadeh, bir ve iki degiskenli Bernstein-Stancu tipli

polinomlarmn yeni bir genellemesi olan

Snap(f x)_( +ﬁ2) Zf(n+ﬁ1 (n)(x‘nizﬁz)r(i:zz‘x)" T (33)

operatriinii tanimlamuslardir. S, o 5(f;x)  operatérinde a, =, = 0 degerleri

igin

Snap(fix) = Zf( ) (J@ra-om

(1.3) Bernstein-Stancu polinomu a; = a, = B; = [, = 0 degerleri i¢in

Sn,a,ﬁ(f; x) = Zf(%) (:) (X)"(1—x)"
=0

(1.1) klasik  Bernstein polinomu elde edilir. A.D.Gadjiyev ve
A.M.Ghorbanalizadeh’in tanimladig1 bu yeni operatér Bernstein-Stancu operatoriine
gore daha hizli yaklasim o6zelligi gostermektedir [7]. Biz bu makaledeki tek
degiskenli S, o 3(f;x) polinomunun yakmsaklik ve yakinsakhk hiziyla ilgili

teoremlere yer verecegiz.

Teorem 3.1.2.1: £, [0,1] araliginda stirekli fonksiyon,
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Snap(fi0) = (- ﬁz) Zf(;:zl )(x niﬁ)(::;

olmak iizere, aj, frlar k = 1,2 igin

0 < a; < a, < f; < B,sartini saglayan reel sayilar ise,

lim maks |Sna[g(fX) f)|=0
o e X S

dir.

Ispat: P.P.Korovkin teoremi ile ispat1 yapilir.

i) f(t) =1 icin,

Snap(i0) = (- +ﬁ2) Z n+ﬁ2)7("+ 2

(55 e in )
1

dir.
ii) f(t)=t icin,
Sn,a,ﬁ(f(t); x) = Sn a [g(t; x)

() S O

n-r
_ x) ’

(n v ﬁz) Z(n + ,81 n i|I-ﬁ1) (n) (x = n T-Z,BZ)T(

22
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Spap(t; x) = (n ;ﬁz)n (n :ﬁl)

2O e-aig) G-

r=0

YO ()|

elde edilir. 1 ifadesinden,

Spap(t; x) = (n ;ﬁz)n (n :ﬁl)

+ % (n :ﬁz)n]

elde edilir. Toplam sifirdan baglatilirsa

r=1

n

-1
r(n— 1)( a, )”1
— x—

A\ T n+p,

Spap(t; x) = (n ;ﬁz)n (n :ﬁl)

n+a, el g o\
Gz s
n+pf, n \n+ S,

olur. Buradanda

—_— =

o= (2 (gl e
+ % (n :ﬁz)n]
- (n -:1‘82) (n :,31) [(x n i|I-2,82) (n :,Bz)n_l + % (n :ﬁz)nl

T n+B\" n . . .. <
esitligi bulunur. (—n ) (—n+ [?1) ifadesi parantez i¢ine dagitilirsa,
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sues = (55) () (o) (i)
(50 ) s)

(- (55

dir. Limite gecilirse

5= o (2 - (229

olur. Yani

limS, o p(t; x) = x.
n—-oo

iii) f(t)= t? igin,

2 n+pf, r+a12 o onta
Sn'a'ﬁ(t'x)_( )Zn+ﬁ1 (x n+ﬁ2) (n+ﬁ2 *)

n+ B\" 1 , (M a, . nta,
=( n ) (n+ﬂ1)2;(r+a1) (r)(x_n+ﬁz) Sy

_ x)n—r

eldeedilir. (r + a;y)? = r? + 2ra; + a,%esitligi yukaridaki ifadede yerine yazilirsa;

o= (3 3 O~ G

n

+2a, Z r (Z) (x n T—zﬁz)r (Z : Z - x)n_r ¥ Z(:, “ (Z) (x n j‘_Z‘BZ)T

r=0

n+ a,

(n+ﬁ2

—a]

24



olur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

Sn,a,ﬁ(tz; x) = (n ;ﬁz)n (n +1,31)2 [n(n B I)Z (: : 5) r’ (x B n jzﬁz)r

(e ocas e (7o) ()

tat (n :ﬁz)n]

bulunur. Buda

Snap(t?x) = (n * 32)2 (x——2_y2 _%(" + ﬁz)z (-T2

n+p; n+p, n+p; _n+ﬁ2
n+pf, 1 a, n+ £\ 2a; a,
e ey Caree M e el Gre
n+p/n+p; n+p, n+p/n+p; n+p,
P, (3.6)
(n+ B1)? '
ifadesine esittir. Boylece
limS, o 5(t% x) = x?
n—->oo
oldugu goriiliir. Yukarida elde edilen bu formiillerden v = 0,1,2 i¢in
R P [Snap(t%sx) —x¥| =0 (37)
n+Bz'n+Bz
dir. Burada
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p

a, n+ 0(2]

Snap(f (x); x)eger x € [n + B, n+p,

Sp(f;x) =3

s xelo o[

operatoriinii tanimlayalim.

ISnf — f||c[0,1] = a2m<aks 2|Sn,a,ﬁ(f; x) —f(x)l (3.8)

<n+0c
n+B2" " "n+po

ve (3.7) kullaniarak, v =0,1,2 icin

; v, V| —
lim ks, [Snap(t32) —x*| =0

n+py'n+B2

elde edilir. v = 0,1,2 igin

Tlli_mo||5n,aﬁ(tv;x) — x|l 0

cloa]

olur. P.P.Korovkin teoremi geregi lineer pozitif operator dizisi Sy, her siirekli

fonksiyonu i¢in,
ylll_@” Snf = f ||c[0,1] =0
dir. Boylelikle (3.8)

lim  maks, [Snap(f;x) = f(] =0

n+By~ 7 Tn+fBa

ifadesini verir. Boylece ispat tamamlanur.
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Teorem 3.1.2.2:
f fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere asagida verilen

esitsizlikler saglanir.

408, — B? ( ”*“2)2+n\

n+p, v
(Tl + 31)2 |'eger(32 - Bl) = (az - al)

3 4(a, — a;)?
S0 <f; /W) eer(B, — 1) < (@, — @)

Ispat: Bu teoremin ispatinda siirekli fonksiyonlarmmodiiliinii kullanacagiz. Bilindigi

N| W

i
\

1Snap(f32) = FO)] <4

gibi f, [a,b] araliginda stirekli & > O igin,

w(f;8) = sup {lf()—fOI:Ix—yl <8}

x,y€[0,1]

dir. Stireklilik modiilii tanim1 ve (3.1) den;

lf @) = Fl < o(f; e —x))

|t — x|
= w(f; 3 5)

F® - f)I < (1 o xl)(u(f; 5)

yazilabilir.

If (x1) — fx)| < w(f;6,) (1 +w>

oldugunda Cauchy-Schwarz esitsizligi, (3.2) ve yukaridaki modiil tanimindan
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r+a,

t =
n+ﬁ1

icin,

1S (fs ) = FOO| < w(f;8,) [1 + 51\/5,1(@ —x)2;x) (3.9)

elde edilir. (3.4) - (3.5) ve (3.6) esitlikleri kullanilirsa

) Z(r +a; _ x)z (x ay )T(n +a, _ T

Su((t = )% x) = ( e

- (% ff) 2) o /31)2 ;((r +a) -+ ) ()
(i) G-

oldugu goriiliir. S,((t —x)?%;x) de

(r+a)—m+BIx)?* =0 +a)? -2+ a)(n+ Bx+ ((n+ By)x)?

ifadesi yerine yazilirsa

(e = () (n +1ﬁ1)2 i(r e () (v T—zﬁz)r
(Z -l_l: Zj x)n_r (n ;ﬁz) o ﬁ1)2 Z(r +a)(n+pB)x (r)

a, n+a, T m+p, 1 , (M
(x n+ﬁ2) (n+ﬁ2 x) +( n )(n+ﬁ1)2;((n+ﬁ1)x) (r)
r n+a2
n+ﬁ2) n+p,
Sa((t — )% x) _Snaﬁ(tz )_sznaﬁ(t x) +x25na[§(1 x)

X — — x)?’l—T
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oldugundan S, ,5(t%x), S,apt;x), Spap(l;x) ifadelerinin esitleri

S, ((t —x)?;x) de yerine yazilirsa,

2. _ 71"‘.322 _ az 2_1 71"‘.322 _ a .,
Sn((t_x)'x)_(n+ﬁ1) (x n+ﬁ2) n(n+ﬁ1) (x n+ﬁ2)

+ (Z : ﬁj)n -:ﬁl (x " T—Zﬂz) + (Z : ﬁi)nzflﬁl (x " T—Zﬂz) e ilﬁl)z

() (e

elde edilir. Rasyonel ifadelerin paydalar: esitlenip gerekli sadelestirmeler yapilirsa

(n+ﬁz) (x_ az )

(x(B2 = B) = (@2=a)) +————(x = — 5

1
Sp((t —x)%x) = m[

)

a, n+a,
n+ ﬁz ’ n+ ﬁz
ise x en biiyiik degerini u¢ noktada ahr. S,((t—x)?%x) ifadesinde

olur. Hipotezden x € [ ] ve (By—B1) = (ay —ay),a, —a; =0

_n+a2
_n+ﬁ2

yerine yazilir ve (a,—a,) = 0 oldugundan (a,—a;) ihmal edilirse

n+a2)

(x(.Bz - p) — (052_051))2 < (B, — B1)? ( T 5,

(n+,82)2(x_ a;, )(n+a2

olur. Ayrica, - x) ifadesinin en biiylik

n n+ £,/ \n+pf,
o . @ n+a; P
degerini bulmak icin (x — ) ( — x) birinci tiirevi alinip sifira
n+ ﬁz n+ ﬁz

esitlenir ve x yerine yazilirsa;

!

(- ) ()] - () - ) <o
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_n+2a2

- n+ ﬁz
dir. x = 22%  poktasinda (x -2 ) (n+a2 - x) maksimuma sahip olur ve bu
n+po 7'l+,82 7'l+,82

deger ifadede yerine yazilirsa,

(n+ B,)? a, n+a, - (n+ By)? n n
n (x_n+,82)(n+ﬁ2_x)_ n 2(n+ f)2(n+ By)

n
4

( a; )(n+0(2 )'fd" b""kd“'ntﬁ
yani |x T At x| ifadesinin en biiyiik degeri 2 r.

Bunun sonucu olarak, eger (8, — ;) = (a, — a;) igin

2,1 < 1 , Mt a® n )
Sp((t—2)%5x%) < m[(ﬁz - B1) (n +ﬁ2) Z] (3.10)
elde edilir. (3.10), (3.9) dayerine yazilirsa

1 2. i 1 ey (T % ’ n
1+ 5—n\/5n((t—x) ;x) <14 Gn\[(n+ﬁ1)2 [(,32 B1) (n+ﬁ2) 4l

olacagindan,

1 L (Mt az)? |
|Sn,a,,8(f;x)_f(x)|Sw(f;(sn) 1+ 25n(n+‘31)\[4(‘82_ﬁ1) (n+ﬁ2) o

elde edilir.

. = \[4(.32 — B1)? (::Z)z +n

(n+ 1)

secilirse
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Ja =7 (25 +n)

(n+By) /

|Snap(fix) = f(X)| < w (f;

1 n+ ay\?
1+ > 4(B, — B1)? +

J4(ﬁz—ﬁ1)2("+“2) +n \[ (” "'32) "
2 (n+B1)

TR
\[4(.32 — B1)? (::Z)z + n\
(n+ 5y /

—_—
S

|Snas(fix) = fF(0)] < %w (f;

olur. Eger (8, — B1) < (a, — ay) ise

(n +nﬁz)2(x a, )

1 2
Sn((t —x)%x) = CEYAY [(x(ﬁz —B1) — (az—ay))" + “TTE

)

esitligiigin ((8, — B) — (@z—a1))” < (az—a;)? ve

[

n
— x) < 2 esitsizlikleri uygulanirsa

2. 1 PR 1 )2
Sp((t—x)%x) < (n+ B,)? [(062 aq)” + 4] = 4(n + B))? [4(ay—a;)? +n]

elde edilir. (3.9) daki

1 +§an<<t - %)% x)

ifadesinde S, ((t — x)?; x) icin elde edilen esitsizlik yazilirsa,
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R g L 1 ;
+5_n\/ R ((t— %)% x) —1+5—n m[‘l(flz—%) + n]

) \/4(0(2—0(1)2 +n

1
|&%Mﬂm—fﬂﬂﬁw0%%ﬂl+z§@:§j

elde edilir.

B JA(a,—a))? +n

A

secilirse

1

4(az—aq)?+
2 eaedin 4 )

1Snapg(fix) = FOO| < w(f;6,) |1+

\/4(0(2—0(1)2 + n]

.\/4(“2_051)2 +n> (3.11)

3
|Sn,a,,8(f; X) - f(x)l < Ew (f' (Tl +ﬁ1)

dir. Ispat tamamlanr.
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3.1.3. Baz1 Trigonometrik Fonksiyonlarin Yaklasim Hiz::

B|(x;f)
0.51
0 02 08 1
Bs(x; f)
By (x: 1)
-0.51 Byy(x; )
: By (x5 f)
] Byoo(x:.f)
-11 S (x)=Cos2mx

Sekil 3.1. f (x) = cos2rx fonksiyonunun Bernstein polinomuna yaklagim hizi.

f(x)=cos2 nx
Sio(x; )

Sso(x; )

Sy(x; )

0.51
] :37:;| Sip(x: 1)

Ss(x; f)

05 l

A

Sekil 3.2. f (x) = cos2rx fonksiyonunun Stancu polinomuna yaklasim hizi.

33



0.51

Ty(x; f)
Tso (%3 f)
Tlo()(X;f)

J (x)=cos2mx

Sekil 3.3. f(x)=cos2zx fonksiyonunun A.D.Gadjiyev ve

A.M.Ghorbanalizadeh’in tanimladig1 yeni polinoma yaklasim hiz1.

Yukaridaki grafiklerden ve ispatlanan yukaridaki teoremler sonucu yeni tanimlanan
polinomun Bernstein—Stancu ve Bernstein polinomundan f* fonksiyonuna daha hizl

yakinsadig1 goriilmiistiir.

3.2. SCHURER-STANCU TiPLi OPERATORLER

Bu boliimde Eyliil 2003 yilinda Dan Barbasu’nun Studia Universitesi ‘Babes-
Bolyai’, Matematica dergisinde yayimlanan ‘Schurer-Stancu Type Operators’
makalesinden yararlanarak Schurer-Stancu tipli operatorler ile ilgili yaklagim ve

yaklagim hizlarini veren teorem ve lemmalar incelenecektir [8,14-15].

3.2.1.Schurer-Stancu Operatorii ve Ozellikleri

1962 yilinda F.Schurer, B

np *

C[0,1+p]—>[0,1], peZ" U{0}, feC[0,1+p]

neN jcin, (1.2) lineer pozitif operatdrini tanimlamistir. 1968 yilinda D.D.Stancu
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da, f € C[O,l] araliginda siirekli ve 0 <a < S sartin1 saglayan her o, reel sayisi

ve neN i¢in, (1.3) lineer pozitif operatériinii tanimlamigtir. Buna gore;

(a.8)
Snp :C[0,1+p]—>[0,1] ve peZ™\U {0} , € C[O,l+p], n e N icin

n+p

(5“0 1) ) = Y Pusted 1 (55) (312)
k=0

operatoriine Schurer — Stancu tipli lineer pozitif operator denir [8]. (3.12) ile
tanimlanan Schurer-Stancu operatorleri lineer ve pozitiftir. Bu operatordea = f = 0

alinirsa,

n+p

Gun P00 = P £ ()
k=0

(1.2) Schurer operatorii, p = 0 alinirsa,

k+a
n+p

Guo )0 = ) P FC )
k=0

(1.3) Stancu operatorii elde edilir.

Lemma 3.2.1.1:
e, (s) = sk, k € N test fonksiyonu olsun. x € [0,1 + p] ve n € N icin

Schurer — Stancu operatorii asagidaki durumlari saglar:

NPT « (@h)
D(Sap " e0) ) =Snp T (Lx) =1 (3.13)

enfa  (@h) & (ap)
11)(Sn,p “ el) (x) =S, “P(s;%)
n+ a
= P X+
n+p n+p

(3.14)
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e & (@P) & (ap)
lll)(Sn,p ¢ ez) x) = Sn,p ¢ (SZ;X)

1 an(n+p)
= — 2x? 1-— 2——
(n+ﬁ)2{(n+p)x +(n+p)x(1-x)+ nip
a’(Bn+ B)
= 7 3.15
n+p } ( )
dir.
Ispat: i) (3.12) tanimui kullanilirsa,
n+p
& (ap) = = =~
(8up ™) 1) = Y o) = Buse@) = By (130 =1
k=0
Burada En'p nin 6zelligi kullanilmistir yani
& (ap) & (ap)
(Sn,p ¢ eo) x) = Sn,p ¢ (1;x)
n+p
n+
= Z( " p)xk(l—x)”“"k =(x+1—-x)?=1
k=0
dir.
oy (& (@p) & (ap)
ii) (Sn,p ¢ 61) () =8, " (55%)
n+p I
n+py . +a
— 1— n+p—k
Z ( k ) ¥ (1 =x) n+p
k=0
k+a_k+a_nk+a.t_. 1
Nt nAB ntB ntfn n+p esiti yerine yazilirsa
n+p K n+p
~  (ap) n+p _ n n+p
Snp - (Si%) = kZO( k )xk(l_x)n+p ) n+ﬁ£+kz_0( k )

xk l_xn+p—k
( ) n+p

36



n+p K n+p
n n+p k(1 _ ontp—k < Lz(n+p)
n+,BZ( K )x S K
k=0 k=0

xk(l _ x)n+p—k

a 5 (ap)
" B,, " (1;x)

& (ap)
Snp . (

$;x) =

_n
_n+ﬁ

(@B)
p (S3x) +

T

elde edilir. Fakat

p

B, ,(s;x) = (1 +E)x,l§n,p(1;x) =1

(a

oldugu gortilmelidir. fn,p(a'ﬁ) (s; x) ifadesinde By, e bulunup yerine yazilirsa,

n+p K
- +
Bn'p(arﬁ) (S, X) — Z (n k p) xk(l _ x)n+p—k _
k=0 n
n+p
_ Z (n + P) xk(1 — x)n+p—kk
k n
k=1

k yerine k+1 yazilirsa toplam sembolii sifirdan baslamis olur, degiskenler uygun

bicimde degistirilirse,

-~ (@B n+p L k+1
Bn,p (S; x) — Z (k N 1)xk+1(1 — x)n+p k-1 "
k=0
n+p-1
_ (n + P) Z (n tp— 1) xk(1 — x)n+p-1-k
n k-1
=0
n+p-1 "
n+p-—
dir. Binom ag¢ilim1 geregi Z ( i f " )xk(l — x)"*P~1=k = 1 oldugundan,
k=0

~ n -+
Bn'p(a'ﬁ)(s; x) = ( - p)x = (1 + S)x
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(@)

olur. En'p (1;x) =1 igin,
& (ap) n - (ap) s (@p)
Snp | (55%) =n+ﬁBn,p (s; )+TﬁB (1;x)
n p a
= 1+—
n+ﬁ( +n)x+n+ﬁ
n m+p a (n+p) a
n+ﬁ( n )x n+p n+ﬁx n+p
& (@p) & (@B n+p a
(Sn,p el) (x) = Spp (%) = (n+ﬁ)x+n+ﬁ
elde edilir. Yani (3.14) saglanir. Ayni1 yolla
iii) ( p(a'ﬁ)ez) (x) = S~n'p(a'ﬁ) (s?;x)
n+p
n+p\ . k+a
— 1 — x)ntp—k 2
Z( k ) S 2 )
k=0
n+p
2 n+p) k n+p—-k 2
1— PR (k
-5 Z( 2 D)k = om kG + )

=0

esitliginde (k + a)? = k? + 2 kx + x? 06zdesligi toplam semboliinde uygulanirsa,

n+p

C ( r.B) 1 n + p _ k
Snp ¢ (s%;x) = m Z ( K )xk(l — x)"tP knz(ﬁ)z +
k=0
n+p N n+p N
n n
Z ( k p) “(1—x)mP” k20m + Z ( p) (1 —x)mtrkg?
k=0
5 (@B ! 5 @B = @p)
Snp “F (s%x) = m[nz&w “p (s%x)+2an$,, P (55 %)

+a2§n,p(a'ﬁ) (1; x)]
1fadesielde edilir. Fakat
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~ (a.p)
Bnp ¢ ( ) -

oldugu bulunmalidir. Simdi fn,p(a'ﬁ) (s?; x) esitligindeki En'p(a'ﬁ) (s%;x) ifadesinin

esitini bulalim,

n+p

- + k
Bup (5% 0) = Z (n . p) (L = )PTE()?
k=0
1 n+p
—_ n+ p k _ n+p-kj,2
= ( P )x 1-x) k
k=0
1 n+p
I n+ p k _ n+p-ki,2
—nzk_l( i )x 1-x) k

k yerine k+1 doniisimii i¢in toplam sembolii sifirdan baslar ve polinomda gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

n+p-1
Bop V(5% 2) = % Z (Z : Z;) X1 — )Pk 4 1)2
=n+p 1
n+p (nZil ) KHL(] — x)™P=k=1(2 4 2k + 1)
n+p-1
= Tlr-ll-zp kzzo (n;;f_; 1)xk(1 _ x)p—k=1 y g2

n+p-1 1 n+p-1 1
n+tp- k+1 ntp-
ks 3 ()
+ ) (Tar Jra-w e k+1
k=0 k=0

xk+1(1 _ x)n+p—k—1x]

olur. Esitlikteki toplam sembolleri i¢cin gerekli islemler yapilirsa,
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-1
(n+p—1

e+ 1 )xk(l — x)"P k-1 x k2 = (n + p)x?

k+1

-1
(n+p—1

k+1 1— n+p—-k-1, _—

p
n+p-1 1
+p—
Z (Tl p )xk+1(1 _ x)n+p—k—12 xk = _x2
k=0
+p

(@.B)

bulunur. Bu esitlikler En'p (s%; x) ifadesinde yerine yazilirsa,

s (@p)
By (s%x) =

]

=2 P I p)x? + x(1 - 2)]

ve fn,p(a'ﬁ)(l;x) =1

~ @p, n p o
olur. S, ,, (s;x) = m— (1 + ) m—y
oldugundan elde edilen bu sonuglar S, ,, (@h) (s%;x) ifadesinde yerine yazilirsa;

S P (5% = (1280, (5% 00+ 2an 5,y " (5:)

_t
(n+p)?

+a25~n,p(a'ﬁ)(1; x)]

i¢in,
. (a 1 +
Sn,p( ﬁ)( x) = o +ﬁ)2[ 217D —((n+p)x?+x(1-x))
n p .2
+2an(n+ﬁ(1+ )x+—+ﬁ) ]
[(n +p)x2+(n+p)x(1 —x)+2——— an(n + p) X
NG +ﬁ)2 P P n+tp
a’(Bn+ B)
TTavE

40



olur. (3.15) saglanir ve ispat tamamlanmis olur.

(@.B)

Lemma 3.2.1.2: (3.12) ($,, ~ f)(x) operatorii igin

_(-p) 2, P
T m+pE T+

2a(np — 2np — B?) a’(3n+pB)

$up P ((ey — 0% %) (1—x)

+ 3.16
(n+p)3 T T+ B3 (3.16)
esitligi saglanir.
. & (ap) a1 o
Ispat: (Sn,p f ) (x) operatoriiniin lineerliginden
Sup P ((er = 0050 = 5P (5% 0 = 225, P (530 + 625, P (1)

dir. Lemma 3.2.1.1 den elde edilen sonuglar uygulanirsa (3.16) elde edilir yani

5P (1) = 1

~  (ap) n+p a
S ;X) =
wp (s;) n+,8x+n+ﬁ
~ (@p) 1
Spp (8% %) =m[(n+l?)2x2 +(m+p)x(1—-x)+

an(n + p) a?(3n+ B)
2 n+p X+ n+p

sonuglart S,,,, (a'ﬁ)((el — x)?; x) ifadesinde yerlerine yazilirsa,

a, 1
Sn,p( ﬁ)((fﬁ —x)%x) = YO [(n+p)%x%+ (n+p)x(1—x)
an(n + p) a?(3n+ B) n+p a "
e _Zx[n+ﬁx+n+ﬁ X
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(@p) (n +p)? n+p 2an(n + p)
Sn,p ¢ ((91 - x)z; x) = x? —_—

x(1—x)+

m+p2 " T py? i+ B
a’(3n +p) 2(n+p) 2ax "
m1p?  niB X nip’~

olur. Elde edilen fn,p(a'ﬁ)((el—x)z;x) ifadesinde paydalar esitlenip gerekli

sadelestirmeler yapildiktan sonra ortak ¢arpanlar paranteze alinirsa,

< (@B) 2oy _((+p)? 2m+p)n+p) (n+p)
Snp (e, —x)%x) = ((n+ﬁ)2 BECEYOL + (n+ﬂ)2>
n+p (=) + <2an(n +p) _2a(n+ ,B)2> N a’(3n + p)
RCEYOE m+B?  m+p)? )T (m+p)
S0P (s - 050 = +§§2 + o E =0+

2a(np — 2np — B?) a’(3n+pB)
m+p? (ntp)

elde edilir. Ispat tamamlanrr. Lemma 3.2.1.1 ve Lemma 3.2.1.2 sonucu

{S}l'p (@h) f }nEN fonksiyon dizisinin yakinsama 6zelligini olusturabiliriz.

Teorem 3.2.1.1:
f € C[0,1 + p] olmak iizere, {S}l,p(a'ﬁ) f} . fonksiyon dizisi f fonksiyonuna
ne

yakinsar.
Ispat: Lemma 3.2.1.3 sonucunda elde edilen fn,p(a'ﬁ)((el —x)?%; x) icin,

lim S, ,

n—-oo

“B((ey—x)%x) =0

Yani
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C(-B? , n+p 2a(np—2nf — ) a*(3n+p)
i {(n+ﬁ)2x T il iy R (n+ﬁ)3}

=0

n—-oo

oldugundan {S}l'p(a'ﬁ) f} - f dir.

neN

Teorem 3.2.12: feC[01+pl xef01], (5,,“"'f)() (3.12) Schurer-

Stancu operatorii i¢in,

Snpap = %xz %x(l 0+ 2“(”’21: +22§3_ £Y

%g)gﬁ) (3.17)
B € [0,\/n? + np| (3.18)
olmak iizere;
(527 ) @) - F0)| < Zw( 5,1,,,%&,6) (3.19)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Teorem 3.1.1.3 den (3.1) siireklilik modiilii tanim1 geregi;

F® - f)I < (1 + 't;x'>w<f; 0

ve L, f lineer pozitif operatorler dizisi olmak iizere, (3.2) ve Cauchy-Schwarz

esitsizliginden

La(It = x|1;20) < [Ly (1t — %12 012 (L (1 )] = L (I — x1% 10y L (1; 2)
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yazabiliriz. Elde edilen bu sonuglar (fn,p(a'ﬁ) f)(x) operatdriine uygulanirsa,

(557 ) ) = £ G0)| < ( 1J$m“”uﬁ—xmxﬁquﬂ (3.20)

olur. Lemma3.2.1.2 den

< (@B s [((tp)? 2+p)(n+p)  (n+p)
Snp (e, —x)%x) = ((n+ﬁ)2 BECEYOL + (n+ﬂ)2>
n+p 1 <2an(n +p) _2a(n+p) ) N a’(3n +p)
B R R ey E R Gy E A Rk

esitligi (3.20) de yerine yazilirsa,

& (@p) 1
|(S f ) (x) — f(x)| ( 5 5n,p,a,[§,x) w(f; o)
esitsizligi elde edilir. § = /6y, p o p xS€GIlirse

(50?1 ) @ = @] < 20 ( [upaps)

dir. Boylece Schurer-Stancu operatoriiniin yaklasim hizini veren teoremin ispati

tamamlanmustir.
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4. SONUCLAR

Bu tez calismasinda P.P.Korovkin Teoreminin yaklasim o6zelligi kullanilarak
Bernstein-Stancu ile Schurer-Stancu tipli lineer pozitif operatorler dizisinin
ozellikleri ve yaklasim teoremleri incelenmistir. Ayrica bu teoremlerden elde edilen

sonuglar ve lemmalar verilmistir.
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