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OZET

R% YARI- OKLIDYEN UZAYINDA W- EGRILER

UNAL, Cemal
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi
Danisman: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
Haziran 2012, 72 sayfa

Bu ¢alisma dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.

Ikinci bolimde Minkowski 3-uzayr ve R} yari- Oklidyen uzaylar tamtilarak bu

uzaylardaki baz1 geometrik ozellikler ile spacelike, timelike, null, pseudo null ve

partially null egriler ve bu egrilerin Frenet denklemleri verilmistir.

Uglincii boliimde R} yari- Oklidyen uzaymnda sirasiyla spacelike, timelike, null,

pseudo null ve partially null W- egriler incelenmistir.

Dordiincii boliim tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar kelimeler: Oklid uzayi, Minkowski uzayi, yari- Oklidyen uzay, W- egri,

spacelike egri, timelike egri, null egri, pseudo null egri, partially null egri



ABSTRACT

W- CURVES IN SEMI- EUCLIDEAN SPACE R}

UNAL, Cemal
Kirikkale University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
June 2012, 72 Pages

This thesis consist of four chapters. The first chapter is reserved for introduction.

In the second chapter, we introduce Minkowski 3-space and R’ semi- Euclidean

space with their properties. Also we introduce spacelike, timelike, null, pseudo null,
partially null curves and their Frenet frames in the same space.

In the third chapter, we study spacelike, timelike, null, pseudo null and partially null

W- curves in 4- dimensional semi- Euclidean space with index 2.

The fourth chapter is reserved for discussion and conclusion.

Key words: Euclidean space, Minkowski space, semi-Euclidean space, W- curves,

spacelike curve, timelike curve, null curve, pseudo null curve, partially null curve.
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1.GIRIS

Geometride, ozellikle diferensiyel geometride egriler teorisi 6nemli bir yere
sahiptir. Egriler Oklid ve Oklid olmayan uzaylarda da yogun bir sekilde ¢alisilmis ve
calisilmaya devam edilmektedir. Egriler geometrisinin ¢alisilmasinda iki kavram ¢ok
onemlidir. Bunlar egrinin Frenet denklemleri (bu denklemler Serret- Frenet
denklemleri olarak da bilinmektedir) (Frenet 1852, Serret 1851) ve egrinin
egrilikleridir. Bu kavramlar yardimiyla egrinin geometrik 6zellikleri incelenmektedir.
Ornek olarak 3- boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin k, egriligi sifir ise egri bir
dogrudur, k, =0 , k #0 bir sabit ise egri bir cemberdir. Eger k, ve k, sifirdan
farkl sabitler ise egri bir dairesel helistir.

n- boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin tiim egrilikleri sabit ise egri W- egri
olarak adlandirilir (Klein ve Lie, 1871). W- egriler Oklid uzaylarinda yogun bir
sekilde ¢alisilmistir. R® de diizlemsel W- egri ornegi olarak cemberler diizlemsel
olmayan W- egri 6rnegi olarak helisler verilebilir.

Diger taraftan R" de W- egriler sonlu tip egriler i¢in 6rnek olusturmaktadir.
Ormegin R* de kapali W- egriler kiiresel 2- tipli egrilerdir (Chen ve Dillen, 1986).
Minkowski 3- uzayinda tim W- egriler Walvare (1995) tarafindan caligilmustir.
Ornegin Minkowski 3- uzayinda diizlemsel spacelike W- egriler ¢emberler ve
hiperbollerdir.

Minkowski uzay- zaman R; de spacelike W- egriler Petrovic- Torgasev ve
Sucurovic (2002) tarafindan calisilmustir.

Bu tez galismasinda 4- boyutlu 2- indeksli yari- Oklidyen uzay R} de

sirasiyla spacelike, timelike, null, pseudo null ve partially null W- egriler ¢aligiimis



ve bu egriler i¢in sabit katsayili vektor degerli diferensiyel denklemler insa edilmis

ve ¢Ozilmiistiir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar i¢in Hacisalihoglu (2000) nun “Diferensiyel Geometri Cilt I ve
Cilt II” kitabi, Sabuncuoglu (2004) nun “Diferensiyel Geometri” kitabi, O’Neill
(2006) in “Elementary Differential Geometry” kitabi, Kuhnel (2006) “Differential
Geometry Curfes-Surfaces-Manifolds” kitabi ve Carmo (1976) adli yazarin
“Differential Geometry of Curves and Surfaces” adl1 kitab1 referanslarimiz olmustur.
Ayrica Minkowski 3-uzay1 ve bu uzaydaki geometrik kavramlar i¢in O’ Neill (1983)
adli yazarin “Semi—Riemann Geometry with Applications to Relativity” kitab1 ve
Duggal ve Bejancu (1996) adli yazarlarin ise  “Lightlike Submanifolds of Semi-

Riemann Manifolds and Applications ” kitabindan faydalanilmistir.

Ayrica R; Minkowski uzay- zamanda W- egriler igin Petrovic- Torgasev ve
Sucurovic (2002) makalesinden faydalanilmistir. R3 uzayinda pseudo null ve
partially null egrilerin frenet gatilar1 ve W- egriler i¢in Petrovic- Torgasev, Ilarslan ve
Nesovic (2005) makalesinden faydalamlmistir. R} de spacelike ve timelike egrilerin

Frenet denklemleri icin Ilarslan (2002) den faydalanilmistir.



1.3. Calismanin Amaci

4- boyutlu 2- indeksli yari- Oklidyen uzay R} de, pseudo null ve partially null W-
egriler Petrovic- Torgasev, Ilarslan ve Nesovic (2005) tarafindan ¢alisilmistir. Bu tez
caligmasinda 4- boyutlu 2- indeksli yari- Oklidyen uzay R} de spacelike, timelike
ve null W- egriler ve bu egrilerin parametrik denklemlerinin elde edilmesiyle R}

deki W- egrilerin smiflandirilmasinin = tamamlanmasi  tezimizin ~ amacini

olusturmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde yari- Okliyen uzaylar (6zel olarak Minkowski 3- uzayi, Minkowski

uzay- zaman ) ve bu uzaylarda egriler ve Frenet denklemleri verilecektir.

2.1.Yar1 — Oklidyen Uzaylar
Tamm 2.1.1. ( Simetrik bilineer form)

V bir reel vektor uzay1 olsun.

g:VxV R

dontisimi Va,beR ve Yu,v,weV i¢in,
i g(uv)=g(vu) ( Simetri 6zelligi)

ii. g(au+bv,w)=ag(u,w)+bg(v,w) ( Bilineerlik 6zelligi )

ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V vektor uzay iizerinde bir simetrik bilineer

form denir.

Tanim 2.1.2.

V bir reel vektor uzay1 ve g:V xV — R, V iizerinde simetrik bilineer form olsun.
I. g nin non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart Vv eV ve bir ueV igin
g(u,v)=0ikenu=0,
ii. g nin dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart YveV ve bir ueV igin

g(u,v)=0 iken u=0,

olmasidir.



Tanim 2.1.3.

V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i. VueV ve u=0 i¢in g(u,u)>0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif

tanamli ,

ii. VYueV ve u=0 igin g(u,u)<0 ise g simetrik bilineer formuna negatif
tanimli ,

iii. vueV veu=0 i¢in g(u,u)>0 ise g simetrik bilineer formuna yar pozitif
tanimli ,

iv. VueV veu=0 igin g(u,u)<0 ise g simetrik bilineer formuna yar negatif

tanimli

denir.

Tamim 2.1.4. ( Simetrik bilineer formun indeksi)
g, V tlizerinde simetrik bilineer form ve W da V nin bir alt uzay1 olsun. g nin W

tizerinde kisitlanist 9, olmak iizere

g, WxW >R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g simetrik

bilineer formun indeksi denir. v, g nin indeksi olmak {izere 0 <v <boyV dir.



Tamm 2.1.5. ( Metrik tensor )
M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde simetrik, bilineer non-

dejenere ve sabit indeksli (0,2)- tipinden g tensor alanina bir metrik tensor denir.

Tamm 2.1.6. (yar1-Oklidyen metrik, yar1-Oklidyen uzay )
R", n-boyutlu Oklid uzayr iizerinde X =(X,---,%,),Y =(y;,---Yy,)eR" ve

0<v <n olmak iizere

() R"xR" >R

(X'Y) _)<X’Y>L =zxiyi - Z X Yi

i=n—v+1

seklinde tanimlanan v - indeksli metrik tensore yari-Oklidyen metrik, bu metrigin
tanimlanmasi ile elde edilen (R”,(,)L) ikilisine yar1-Oklidyen uzay denir ve R ile
gosterilir.

Ozel olarak R! yari-Oklidyen uzayinda v =1 ve n>2 ise R}, n-boyutlu Lorentz
uzay1 ( Minkowski n-uzay ) adini alir.

Ozel olarak n=3 ve v=1olarak alimrsa R}, 3-boyutlu Lorentz uzayi (veya
Minkowski 3-uzay ) adini alir.

n=4 ve v=1i¢in R}, Minkowski uzay-zaman (space-time) olarak adlandirilir.



Tanim 2.1.7. ( Spacelike , timelike , lightlike (null) vektor )

X =(X,-+,X,) € R} olsun. Eger

I. <X, X>L >0 veya X =0 ise X e spacelike vektor ,
ii.  (X,X)_ <0 ise X e timelike vektdr,

iii.  (X,X)_=0ve X =0 ise X e lightlike ( null) vektdr denir.

Ornek 2.1.1.

]Rf de <,>L nin isareti (+ + —) olmak iizere; X=(1,0,0), y:(0,0,l) ve z =(1,0,1)

vektorlerini ele alalim.

(X, X>L = <(L 0,0),(1,0, O)>L =1>0 oldugundan X vektorii spacelike vektor,

(v.y), =((0,0,1),(0,0,2)) =-1<0 oldugundan y vektorii timelike vektor,

(z, Z>L = <(1, 0,1),(1, 0,1)>L =0 oldugundan z vektorii null (lightlike) vektordiir.

Tamim 2.1.8.
V yar1-Oklidyen uzay ve <,>L , yar1-Oklidyen metrik olmak iizere
. I'y= {V € (V —{0}): <V,V>L = 0} seklinde tanimli I' climlesine V nin

lightlike (null) konisi,

. Ig= {V eVi(vv) > 0} seklinde taniml1 I'g ciimlesine V nin

spacelike konisi ,



iii. T ={ve(V—{0}):(v,v), <0} seklinde tanimli I'; ciimlesine V nin
timelike konisi denir.
Ornek 2.1.2.
R} Minkowski 3- uzayinda lightlike, spacelike ve null vektorleri elde edelim.
= {X eR; : (x,X), = 0} ciimlesi R} uzayinim null konisi olarak adlandirilir.

Koninin denklemi X =(X,X,, %) € R} olmak iizere

(x, X>L :<(X1’ Xo1 %3 ) (%, X2’X3)>|_
=X X+ XX, = XX

— X12 + X22 _X32

olup (x,x) =0 oldugundan X?+x,” =x;> olarak elde edilir. Koni yiizeyinde yatan

vektorler lightlike (null) vektorler, koninin i¢ bolgesindeki vektorler timelike

vektorler ve koninin dis bolgesindeki vektorler spacelike vektorlerdir.

b lighit-like

c space-like

Sekil 2.1 R? de vektorler



Tanim 2.1.9.

R7, n-boyutlu Minkowski uzayi olsun. VX,Y € R] icin

ise X ve Y vektorleri Lorentz anlamda diktirler denir.

Ornek 2.1.3.

n=2 i¢in X =(1,-1) ve Y =(1,1) vektdrleri verilsin. Bu vektdrler Oklid anlaminda
dik olmasma ragmen, Lorentz anlaminda dik degildirler. Yine X :(1, —l) ve

Y :(—1,1) vektorleri de Lorentz anlaminda dik iken, Oklid anlaminda dik

degildirler.

Not 2.1. Null vektorlerin dikligi vektorlerin lineer bagimliligr ile agiklanir.

Tanim 2.1.10.

X =(%,*+,X,) € R} i¢in X vektdriiniin normu

X[, = lx. %),

ile tanimlanir.



Teorem 2.1.1.

X =(X,-+,X,) € R} olsun. Bu taktirde

I ||X||L > 0 dr,

ii. |X|, =0<X bir null vektordiir,

=—(X,X),_dir,

=(X,X)_dir.

Tanim 2.1.11.

a € R] Minkowski uzaymda bir egri olsun. Boylece o egrisinin hiz vektorii o'

olmak tlzere

i. (a’,a’)L >0 ise a spacelike egri ,
ii. (a,a') <0 ise a timelike egri,
iii. (a’,a'}L =0ise a null egri

olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.4.

R? de, (,)L nin isareti (+ + —) olmak tizere; bir

a(s)= (\/_ \/_smhs J_coshsj

Egrisini goz 6niine alalim. &', a egrisinin hiz vektorii olmak tizere

1
a' ——cosh s,—=sinh Sj bulunur. Buradan
a'(s)= ( 5 ﬁ 5

10



(o, a'), <(\/_ \/_coshs }smhs] (\/_ \/_coshs \/l_smhsj> =1 olup

<a', a')L > 0oldugundan « egrisi bir spacelike egridir.
Yine R} de ﬂ(s)=(s, 2 cosh's,~/2sinh s) ve y(s)=(coshs,s,sinhs) egrilerini

g0z Oniine alalim. p'vey' sirastyla S ve y egrilerinin hiz vektorleri olsunlar. Bu

durumda,

(B.B), = <(s 2 cosh's, /2 sinh s) , (s, 2 cosh's, /2 sinh s)>L —-1<0 oldugundan
B eprisi timelike egri,

(77"}, =((coshs,s,sinhs),(coshs,s,sinhs)) =0oldugundan 7  egrisi null

(lightlike) egri olur. a, B ve y egrileri sirastyla Sekil 2.1.2 de gosterilmistir.

Sekil 2.2 R? de spcelike, timelike ve null egri

11



Tanim 2.1.12.

R} uzayinda sirasiyla

S; ={XGR2:<X, X), =1} ve H? ={XERf:<x, X), =—1}

climlelerine Lorentz ve hiperbolik birim kiireler denir.

Sekil 2.3 R? de birim kiireler

2.2. R} Yar1 — Oklidyen Uzayda Egriler ve Frenet Denklemleri

Bu kisimda 4- boyutlu, 2- indeksli yari- Oklidyen uzay R} de egriler ve egrilerin

Frenet denklemleri tanitilacaktir. Burada non- dejenere metrik g ve g nin isareti

(— — + +) olarak alinacaktir.

12



2.2.1. R} de Spacelike Egriler ve Frenet Denklemleri
a(s): lc R — R} diferensiyellenebilir birim hizli bir spacelike egri olsun. «

egrisinin Frenet vektorleri teget, asli normal, I. binormal ve II. binormal
vektorlerinden olusur ve sirastyla T, N, B, B ile gosterilir. « egrisinin egrilik
fonksiyonlar1 da sirasiyla Kki(S), k2(S), k3(s) ile gosterilsin.

Frenet vektorlerinin tiirevleri ile kendileri arasindaki iligkiyi veren Frenet

denklemleri su sekildedir (ilarslan 2002):

T 0 k, 0 ol|T
N " - | —sEk, 0 K, 0[N 2.1)
B, 0 —-&5.5,K, 0 K || By
B, 0 0 &6k, 0 ||B,

olup; burada ¢,=1, ¢g¢,6,=1, 9(T,T)=¢,, 9(N,N)=¢,, g(B1,B1)=¢,, 9(B2,B2 )=¢,
tir. Burada ¢, g,ve &, den herhangi ikisi -1 dir. Ayrica {T, N, By, By} ciimlesi

ortogonaldir.

2.2.2. R} de Timelike Egriler ve Frenet Denklemleri
a(s): lc R — R} diferensiyellenebilir birim hizli bir timelike egri olsun.«

egrisinin Frenet vektorleri teget, asli normal, I. binormal ve II. binormal
vektorlerinden olusur ve sirasiyla T, N, Bq, By ile gosterilir. o egrisinin egrilik
fonksiyonlar1 da sirasiyla Kki(S), k2(S), ks(s) ile gosterilsin.

Frenet vektorlerinin tiirevleri ile kendileri arasindaki iligkiyi veren Frenet

denklemleri su sekildedir (Ilarslan 2002):

13



T 0 K, o o][T
N .I - | ek 0 k, 0[N 22)
B, 0 —&£.6,K, 0 Ky || B,
B, 0 0 -—ge&k, 0]|B,

olup; burada &, =-1, ge&,6,=-1, 9(T,T)=¢,, d(N,N)=¢,, 9(B1,B1)=¢,, 9(B2,B2 )=
&, tir. Burada ¢, ¢,ve &, den herhangi biri -1 dir. Ayrica {T, N, By, By} climlesi

ortogonaldir.

2.2.3. R} de Null Egriler ve Frenet Denklemleri
a(s): lc R — R} diferensiyellenebilir birim hizli bir null egri olsun. « egrisinin

Frenet vektorleri teget, asli normal, I. binormal ve II. binormal vektoérlerinden olusur
ve sirasiyla T, N, Bj, By ile gosterilir. @ egrisinin egrilik fonksiyonlar1 da sirasiyla
ki(S), ka2(S), k3(s) ile gosterilsin.

Frenet vektorlerinin tiirevleri 1ile kendileri arasindaki iligkiyi veren Frenet

denklemleri su sekildedir (Duggal ve Jin):

T 0 k o0 O0][T
N " _|-ek, 0 —gk O[[N 23)
B, 0 k 0 k]||B
B| |-ek, O 0 0]|B,

14



olup; burada g(T,T)=g(B1,B1)=0, g(N,N)=¢, =51, 9(B2,B2)=¢,=Fl ve ¢g¢g,=-1
dir. Ayrica T, N, B;, B, vektorleri quasi ortogonal vektorler olup g(T,B1)=1,

g(T,N)=g(B1,N)=g(T,B2)=g(B1,B2)=0 dur.

2.2.4. R de Partially Null Egriler ve Frenet Denklemleri
a(s): lc R — R} diferensiyellenebilir birim hizli spacelike ya da timelike egri

olsun. Buradan g(o (s),a (s)) <0 veya g(a (s),a (s)) >0 dir. Tanjant vektdr ve

a (s)

20

{T, N} cumlesi R‘; de 1- indeksli timelike diizlemdir.

asli normal vektor sirasiyla T(s)=a (s), N(s) = olarak tanimlanir. Buradan

Ch={X(s) e R} :g(X(5),T(5)) =0,g(X(5),N(s)) =0}
alt uzaymi tanimlarsak;
C'={T,N }L ciimlesi de R de spacelike, timelike ve null vektdrler igeren 1-
indeksli timelike diizlemdir.
R =C* @{T,N}
seklinde yazilabilir. Boylece N (s) vektdriinii yeniden olusturabiliriz dyle ki;
N'(s) =aT(s)+bN(s)+cV (s)
seklinde olup burada a,b,ceR, V(s)eC" dir. Burada birinci binormal vektdr
B,(s)=V(s) olup « egrisi partially null oldugundan B, null vektordiir. Ayrica C*
de farkli bir null vektor B, bulunur ve
9(T.B,)=9(N,B,)=9(B,,B,)=0, g(B;,B,) =1

olup B, ikinci binormal vektor diye adlandirtlir.

15



9(T,T)=¢ =F1,9(N,N)=¢, =F1 ve g¢, =-1 dir. Ayrica g(B,,B,) =1,

9(B,B)=9(B,.B,) =0, g(T,N)=9(T,B) =9(T,B,) =g(N,B) =g(N,B,) =0
olmak iizere;
Frenet vektorlerinin tiirevleri ile kendileri arasindaki iliskiyi veren Frenet

denklemleri su sekildedir (Ilarslan ve Nesovic 2005):

T 0 k 0 O[T
N | _|k 0 k 0 N
N ? (2.4)
B, 0 0 k 0 ||B
B, 0 -gk, 0 -k, ||B,

2.2.5. R} de Pseudo Null Egriler ve Frenet Denklemleri
a(s): lc R — R} diferensiyellenebilir birim hizli spacelike ya da timelike egri
olsun. Buradan g(a'(s), (s))=F1 ve g(a (s),a (s))=0 olup a (s)=0 dir.
Tanjant vektor ve asli normal vektor sirastyla T(S)=a'(s), N(s)=a (s) olarak
tanimlanir.

g(e (s), e () =+1
ifadesinde s ye gore tiirev alinirsa;

g(ex (s),& (5)) =0
bulunur. Bu denklemin de s ye gore tlirevi alinirsa;
g(e (s),a (s))=0
elde edilir. Buradan o (s) vektorii o (S) ve « (s)vektdrlerinin her ikisine de dik

olur. Kabul edelim ki g(a (s),a (s)) #0 olsun. Buradan birinci binormal vektor B,

16



B,(5)= %),

=" )]
seklinde tanimlamir. Ayrica R de farkli bir null vektor vardir B, dyle ki;
9(T.B,)=9(B,,B,)=9(B,,B,) =0, g(N,B,) =1
olup B, ikinci binormal vektdr diye adlandirilir.
9(T,T)=¢,=%1, 9(B,,B)=¢, =F1ve g, =-1dir. Ayrica g(N,B,) =1,
g(N,N)=9(B,,B,)=0, g(T,N) =g(T,B,) =9(T,B,) =g(N,B)) =9(B,, B,) =0
olmak tizere;

Frenet vektorlerinin tiirevleri ile kendileri arasindaki iligkiyi veren Frenet

denklemleri su sekildedir (ilarslan ve Nesovic 2005):

T 0 1 0 0 T
N| _|0 0 k 0 N
T 2 (2.5)
B, 0 k, 0 —gk,||B
B, - 0 —gk, 0 ||B,
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3. R} YARI - OKLIDYEN UZAYDA W- EGRILER

a(s): lcR —R" birim hizlh bir regiler egrinin ardisik  tiirevleri
a (s),a (),....a"™(s) vektorleridir, bu vektorler {V,,V,,V;,...,V, } ortonormal ¢atiyla
ve (n-1) —tane k;,..,k ,:1 >R Frenet egrilik fonksiyonlariyla iliskilendirilebilir.
Bu durumda bu vektorlerin tiirevleri ve kendileri arasindaki iliskiyi veren Frenet

denklemleri su sekildedir:

v, 0 K 0 0o 07V
V, | |-k, 0 k, 0 0o oV,
v, 0 —k, 0 Kk 0o o0V,
v, o o o0 o0 0 k. |lV.,
v, | Lo 0o o0 o0 k., 0|V, |

Ozellikle; birinci egrilik k, aym1 zamanda x ve ikinci egrilik k, de 7 diye
adlandirilir. Eger bir egrinin biitiin Frenet egrilikleri sabit ise bu egriye W-egri denir.
R" de W- egriler yogunca ¢alisilmistir. En basit 6rnekleri diizlemsel W- egriler

olarak gemberler ve diizlemsel olmayan W- egriler R® de helislerdir. R*** de birim

hizl1 bir W- egrinin parametreye bagl denklemi su sekildedir:

7() =7, +358, + 3 (cos(as)e, , +sin(as)e,) (3.1)

i=1
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Burada {e,.e,,...€,}, R*" in ortonormal bir bazidir, aeR, a <a,<..<a

k
sayillar1 a® + Z:(riai)2 =1 denklemini saglayan pozitif reel sayilardir. Eger a =0 ise
i=1

y egrisi tamamen R** de yatar, aksi halde y tamamen R* da ki hiperkiire

tizerinde yatar. Bir egrinin kapali W- egri olmasi i¢in gerek yeter sart a=0 ve
=, peN, reR;dir. R" de ki W- egriler sonlu tipli egriler i¢in giizel

orneklerdir (Chen 1996). Ozel olarak R* de kapali W- egriler kiiresel 2- tipli
egrilerdir (Chen 1986).

Minkowski 3- uzayr R? de ki biitiin W- egriler Walrave tarafindan smiflandirilmistir
(Walrave 1995). Ornegin, diizlemsel spacelike W- egriler sadece cemberler ve
hiperbollerdir.

Benzer sekilde R; Minkowski uzay- zamanda null W- egrilerin drnekleri Bonnor
(1969) tarafindan verilmistir. Aym uzayda timelike W- egriler Synge (1967)
tarafindan caligilmistir.

4- boyutlu 2- indeksli yari- Oklidyen uzayda pseudo null ve partially null W- egriler
Petrovic-Torgasev, Nesovic ve Ilarslan (2005) tarafindan calisilmistir.

Bu boliimde R} yar1 — Oklidyen Uzayda bir W- egrinin parametrik denklemleri elde
edilecektir.

2. Bolimde verilen Frenet Denklemleri yardimiyla null olmayan (spacelike ve
timelike) ve null W- egrilerin diferensiyel denklemleri elde edilip bulunan

denklemler ¢oziilmiistiir.
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3.1. R} de Spacelike W- Egriler

R} de diferensiyellenebilir birim hizli bir spacelike egrinin Frenet denklemleri (2.1)

de verilmisti. Bu denklemlerde ki(s), k2(S), k3(S) sabit alinarak bir W- egrinin Frenet
denklemleri elde edilir.
Buna gore (2.1) Frenet Denklemleri kullanilarak spacelike W- egrinin vektorel

diferensiyel denklemini su sekilde elde ederiz:

a (s) =T(s) esitliginde s ye gore tiirev alinirsa

T (s)=KkN(s)

Bu esitlikten S ye gore 3 defa tiirev alinir ve (2.1) denklemleri kullanilirsa

T =—g,ek T +kk,B,
T" =gk ’N — 6,k k"N + kikk;B, (32)

TW = (_8051k12 - glgzkzz - gzgsk?,z T - (‘c/'ogl‘gzgak12k32 T

elde edilir.

TW 4 (goglkf + 8182k22 + gzgskf )T pee (6‘0818283k12k32 )T =0

denkleminde ¢,, ¢, &,, & tn degerlerine gore asagidaki durumlar mevcuttur:

(A) g=¢g=-1 ve g =1 olsun. Bu durumda N, B; timelike vektorler ve B,

spacelike vektordiir. Bu durumda

T 4 (—kZ +k2 —K)T + kKT =0
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diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde K = (—k; +k> —kZ) denirse

denklem su hale gelir:

T + KT +k*kZT =0

diferensiyel denklemi ¢oziiliirse; A= K?—4k’k; >0 dir.

, K- K4k e

2 —K + K = 4K

2 2

i) A>0 olsun. Bu durumda iki hal olusur:

a)K =—k? +kZ -k >0ise;

—K+«,K2—4k2k2 —K—«/K2—4k2k2
Al = L3 <0, M= L 3 <0 dir. Buradan

2 2

T(s) =V, cos(4s) +V, sin(4s) +V, cos(A,S) +V, sin(A,S)
denklemi elde edilir. Burada 4,4, € C sabitler, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler
olup g(T,T)=1 esitligi kullamlarak i, j=1..,4 ve Vi=] icin g(V,V;)=0,

gV, V) =9(V,.V,), a(V,,V,)=9(,.V,) ve g(V,V,)+9(V,V,)=1 elde edilir.

2 2
Ayrica g(T,T)=-k> esitligi kullanilarak g(V,,V,) = % =g(\V,.V,) ve

k2+ 2
g(\/3,,V3)=—£22_f;12 =g(V,,V,) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:
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a(s) = % (V. Sin(4) -V, cos(4s)) + % (V, Sin(2,) ~V, Cos(4,))

Elde edilen bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

b) K =—k/ +kZ —kZ <Qise ;

2 2

—K+«[K2—4k2k2 —K—«/K2—4k2k2
A= L2 50, A= L % >0 dir. Buradan

T(s) =V, cosh(4;s) +V, sinh(4,S) +V, cosh(4,s) +V, sinh(4,s)

denklemi elde edilir. Burada 4,4, e R sabitler, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler
olup g(T,T)=1 esitligi kullanilarak i, j=1,..,4 ve Vi= ] igcin g(V,V;)=0,

gNl’Vl):_gN27V2)1 gN37V3)2_9N4’V4) ve g(\/l’vl)_g(v4’v4)=1 elde edilir.

2
Ayrica g(T ,T)=-k’ esitligi kullamlarak g(V,,V,) = j; z =-g(V,,V,) ve

WAAE 2 ~g(V,.V,) bulunur.

A =

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = % (V,sinh(4,s) +V, cosh(4,s)) + % (V, sinh(1s) +V, cosh(1,s))

Dolayisiyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:
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Teorem 3.1.1. a, R} de, K=-k?+k?—kZ <0 sartini saglayan egriliklere sahip
birim hizli bir spacelike egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart

R} uzaymin izometrilerine bagl olarak « nin parametrik denklemi

a(s) = % (V,sinh(4,s) +V, cosh(4,s)) + % (V, sinh(s) +V, cosh(1,s))

seklinde yazilabilir.

-K 4fK2—4k2k2 —K—«,K2—4k2k2
Burada, A’ = * L350, A= 250

2 2

2 _kZ
ViV, VsV, ER‘; olup g(V,,V,) = j;z _/iz =—g(V,,V,),

2 g2
gV, V,) = % =-g(V,,V,) esitliklerini saglayan kendi aralarinda ikili ortogonal

sabit vektorlerdir.

i) A=0 olsun. Budurumda; K =2kk, yada K=-2kk, ve

K .
A=A == dir.

a)K =2kk, ve kk, >0 olsun. Budurumda A= A’ =-kk, <0 dir. Buradan
T(s) =V, cos(4s) +V, sin(4s) +V,scos(4,S) +V,ssin(4s)

denklemi elde edilir. Burada 4 €C sabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler olup
g(M,T)=1 oesitligi kullamlarak  g(V,,V,) =9(V,,V;) =9(V,,V,) =9(V;,V,) =0,

g(V1’V4)+g(V2'V3):Oa g(\/l’vl)zg(\/Z’VZ)zlv g(\/3,V3)=g(\/4,V4)=0 elde edilir.

2 2
Ayrica (T ,T)=—k? esitligi kullanilarak g(V,,V,) = klZJ;fl =-g(V,,V,) bulunur.
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Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = %{(\/l + %V4) sin(4s) + (%V3 —V,)cos(4sS) +V,ssin(4,s)-V,s cos(ﬂls)}

Elde edilen bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

b) K =2kk, ve kk, <0 olsun. Budurumda A’ = A7 =-kk, >0 dir. Buradan

T(s) =(V, +V,s)cosh(4;s) + (V; +V,s)sinh(4s)

denklemi elde edilir. Burada A4, e R sabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektdrler olup
g(T,T)=1 eesitligi kullanilarak  g(V;,V,) = 9(V;,V;) =9(V,,V,) =9(V;,V,) =0,

g(\/l,V4)+g(V2,V3)=0, gN1’V1)21’ gN3,V3)=—1, g(\/Z,V2)=g(V4,V4)=0 elde

2 42
edili. Ayrica g(T ,T)=-k esitligi kullanilarak g(V,,V,) = klzgjl =—g(\V,.,V,)

bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = %[(\/1 —%VA +V,5)sinh(A4s) + (v, — %vz +V,5) cosh(As)

Dolayisiyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:
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Teorem 3.1.2. a, R} de kk, <O sartin1 saglayan egriliklere sahip birim hizli bir

spacelike egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzaymin

izometrilerine bagh olarak & nin parametrik denklemi

a(s) = %{(\/1 — %V4 +V,s)sinh(4;s) + (V, — %VZ +V,s) cosh(4;s)

seklinde yazilabilir.

Burada K =2kk, <0, A2 = A2 =—§ >0, V,,V,,V,,V, eR; olup g(V,,V,) =1,
kf =4

g(V31V3) =-1, g(vzvvz) = g(V4,V4) =0, g(\/l,V4) = 221 = —Q(Vg,Vg) )

g(\/l,Vz) = g(\/l,V3) = g(\/21V4) = g(\/3,V4) =0

esitliklerini saglayan sabit vektorlerdir.

c) K=2kk, ve kk,=0 olsun. Bu durumda;
c-i) k, =0 ve k, =0 olsun. Boylece ; 7 =17 =0 ve [|k,|=|k;| tiir.
c-ii) k, #0 ve ky, =0 olsun. Bdylece ; 4= 27=0 ve |k|=[k,| dir.
c-iii) k, =k, =0 olsun. Boylece ; 4’ =17 =0 ve k,=0 di.
c-i), c-ii) ve c-iii) durumlarinin herbirinde;
T(s) =V, +V,5+V,s% +V,s°
denklemi elde edilir. Burada V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup g(T,T)=1 ve
(T, T)=-k’ esitlikleri  kullamlarak  g(V,,V,)=1,9(V,,V,)=9(,.,V,) =0,
a(Vv,,V,) =—k? =-29(V,,V,) ve

g(Vl,VZ) = g(Vl’V4) = g(v21V3) = g(\/z,V4) = g(\/3,V4) =0

elde edilir.
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Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:
1 1 1
a(s)=Vs+ Evzs2 - gvss3 - Zvéts4
Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.1.3. a, R} de kk, =0 sartim saglayan egriliklere sahip birim hizli bir

spacelike egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzaymin

izometrilerine bagli olarak @ nin parametrik denklemi
1 1 1
a(s)=V,s+ EVZSZ + §v3s3 + ZV4S4

seklinde yazilabilir.
Burada K =2kk, =0, V,,V,,V,,V, e R} olup g(V,,V,) =1, g(V,,V,) =9(V,.,V,) =0,

g(V,,V,) = _k12 = _29(\/1’\/3) ve
a(V,.V,)=a9V,.V,) =a(V,,V;) =9(V,.V,) =9(V,,V,) =0 esitliklerini saglayan sabit

vektorlerdir.
NOT: K =-2kk, olmasi durumunda da K =2kk, durumuyla ayni sonuglar elde

edilir.

(B) g =¢6,=-1 ve & =1 olsun. Bu durumda N, B, timelike vektorler ve B

spacelike vektordiir. Bu durumda

T (K =k —K)T " +kKZT =0
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diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde K = (k> +kZ +kZ?) denirse

denklem su hale gelir:

T KT +kKT =0

diferensiyel denklemi ¢oziiliirse; A =K? —4k’k? >0dur.

. K +KZ -4k 2 K —JKZ -4k
2 1

2

1) A>0 olsun. Budurumda K >0 dir. Boylece ;

K+1fK2—4k2k2 K—«/K2—4k2k2
A= 5 L2 50,4 = 5 ' 3 >0 dir. Buradan

T(s) =V, cosh(4;s) +V, sinh(4,;S) +V, cosh(4,s) +V, sinh(4,s)

denklemi elde edilir. Burada 4,4, eR sabitler, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektdrler
olup g(T,T)=1 esitligi kullamlarak i, j=1..,4 ve Vi=] icin g(V,V;)=0,

gNl’Vl):_gN27V2)1 gN37V3)=_9N4’V4) ve g(Vl’Vl)_g(V4’V4)=1 elde edilir.

22
Ayrica g(T ,T)=-k’ esitligi kullanilarak g(V,,V,) =j§2 22 =-g(V,,V,) ve

9(Vs,V;) = l;'lzz:/}; =-9(V,,V,) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = % (V,sinh(4,s) +V, cosh(4,s)) + % (V, sinh(1s) +V, cosh(1,s))
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Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.14. «, R} de K=(k?+k’+k7)>0 sartin1 saglayan egriliklere sahip

birim hizli bir spacelike egri olsun. Bu durumda o bir W- egridir gerek ve yeter sart

R} uzaymin izometrilerine bagl olarak ¢« nin parametrik denklemi

a(s) = % (V,sinh(4,s) +V, cosh(4,s)) + % (V, sinh(1s) +V, cosh(L,s))

seklinde yazilabilir.
K+ K?—4k’k: K—«/K2—4k2k2
Burada A’ = > 1250, K= > L1250, V,V,,V,V, eR}

olup gV, V)= j?;:f; gV, V), g0V Vs) = i :22 —g(V,.V,) esitiklerini

saglayan kendi aralarinda ikili ortogonal sabit vektorlerdir.

i) A=0 olsun. Budurumda; K =2kk, yada K=-2kk, ve A>=1’ =g dir.

a) K =2kk, ve K>0 olsun. Budurumda kk, >0 olur.
K=-2kk, ve. K>0 olsun. Bu durumda Kk, <O dir. Sonug¢ olarak her iki

durumdada A’ = A2 >0 dir. Buradan;

T(s) =(V, +V,s)cosh(4;s) + (V; +V,s)sinh(4s)

denklemi elde edilir. Burada A4, eR sabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektdrler olup

(T, T)=1 oesitligi kullamlarak  g(V;,V,)=9(V;,V;)=9(V,,V,) =9(;,V,) =0,
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g(V11V4)+g(V2’V3):O’ g(v11V1):1’ g(\/g,Vs):—l, g(\/z,Vz):g(\/4,V4):O elde

2 42
edilir. Ayrica g(T,T)=-k’ esitligi kullamilarak g(V,,V,) = klz/;l =-g(V,,V,)

bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = %{(\/1 — %V4 +V,s)sinh(4;s) + (V, — %VZ +V,s) cosh(4,s)

Dolayisiyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.1.5. a, R} de kk, >0 sartin1 saglayan egriliklere sahip birim hizli bir

spacelike egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzaymin

izometrilerine bagli olarak « nin parametrik denklemi

a(s) = %[(\/1 —%VA +V,5)sinh(A4s) + (v, — %vz +V,5) cosh(As)

seklinde yazilabilir.

Burada K =2kk,>0, A2 =21} =§ , ViV, VeV, e RS olup g(V;, V) =1,

g(V31V3):_11 g(\/Z,VZ):g(\/4,V4):O, g(\/l,V4): klz_/,ifl =—9(V2,V3)

a(Vy,V,) =9V,,V,) =9(V,,V,) =9(V,,V,) =0 esitliklerini saglayan sabit vektorlerdir.

b) K =2kk, yada K=-2kk, ve K=0 olsun.

Bu durumda; k, =k, =k, = 4> = 27 =0 dir. Buradan;
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T(s) =V, +V,5+V,s* +V,s°

denklemi elde edilir. Burada V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup g(T,T)=1 ve
(T, T)=-k’ esitlikleri kullamlarak g(V,,V,)=1, 9g(V,;,V,)=9(,,V,)=0,
a(Vv,,V,) =—k? =-29(V,,V,) ve
a\v,V,)=9V,.v,)=9V,,V;)=9(V,,V,) =9(V,,V,) =0 elde edilir.
Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi
asagidaki sekilde elde edilir:

a(s)=Vs+ %stz - %Vssg’ - %Véts4

Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.1.6. a, R} de kk, =0 sartin1 saglayan egriliklere sahip birim hizli bir
spacelike egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzaymin

izometrilerine bagli olarak & nin parametrik denklemi

1 1 1
a(s)=Vs+ EVZSZ - §v353 - Zvéts4

seklinde yazilabilir.
Burada K =2kk, =0, =4 =0, V,,\,,V,,V, eR; olup g(V,,V,) =1,
g(V3,V3) = g(V4'V4) =0 ) g(V21V2) = _kl2 = —2g(\/1,V3) )

a(v,V,)=9V,,V,)=a(V,,V;) =9V,.,V,) =9(V,,V,) =0 esitliklerini saglayan sabit

vektorlerdir.

30



(C) &=5=-1 ve g =1 olsun. Bu durumda Bi, B timelike vektdrler ve

spacelike vektordiir. Bu durumda

T +(kZ —k; +k)T +kZk:T =0
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde K = (k/ —kZ +kZ) denirse

denklem su hale gelir:

T 4+ KT +kKT =0

diferensiyel denklemi ¢oziiliirse; A = K? —4k’k >0 dir.

o —K+ K2 -4k Zzz_—K—,/Kz—4kfk§ .
2 ’ 2 '
i) A>0 olsun. Bu durumda iki hal olusur:

a) K=k’ —k?+ki>0ise;

7 _—K + JKZ = akK? <0, 2 K- JKE Ak

= <0 dir. Buradan
2 2

T(s) =V, cos(4sS) +V, sin(4s) +V, cos(4,S) +V, sin(4,S)

denklemi elde edilir. Burada 4,4, € C sabitler, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler

olup g(T,T)=1 esitligi kullanilarak i, j=1,..,4 ve Vi=j icin g(V,V;)=0,

gV, V) =9(V,.V,), a(V,,V,)=9(,.V,) ve g(V,V,)+9g(V,V,)=1 elde edilir.

2, 92
Ayrica g(T,T)=k? esitligi kullanilarak g(V,,V,) = % =g\V,.V,) ve

g(Vs,Vs) = E;:jiz =9(V,,V,) bulunur.

31



Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

1 . 1 .
(8) =7 (sSiN(28) Vs 008(45) +-- (Vs in(2) V., 005(2))
Elde edilen bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

b) K=k?—k?+kZ<O0ise;

-K a,K2—4k2k2 —K—4/K2—4k2k2
A% = * L350, = ' 3 >0 dir. Buradan

2 2

T(s) =V, cosh(4,s) +V, sinh(A4,;S) +V, cosh(4,s) +V, sinh(1,S)

denklemi elde edilir. Burada 4,4, e R sabitler, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler
olup g(T,T)=1 esitligi kullanilarak i, j=1,...,4 ve Vi= ] igcin g(V,V;)=0,

9(Vi V) =-a(v,.V,), 9(V,, V) =-9(V,.V,) ve g(V,,V))-9g(V,,V,) =1 elde edilir.

2 2
Ayrnica g(T,T)=k! esitligi kullanilarak g(V,,V,) = jzz +|;112 =—-g(V,,V,) ve

k2+ 2
g(V,,Vs) =—ﬂj22 _j} =-g(V,,V,) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral almirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = % (V; sinh(4;s) +V, cosh(4s)) + % (V;sinh(4,8) +V, cosh(4,s))
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Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.1.7. «a, R; de k’—kZ+kZ <0 sartin1 saglayan egriliklere sahip birim

hizli bir spacelike egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R}

uzayinin izometrilerine bagli olarak & nin parametrik denklemi

a(s) = % (V,sinh(4,s) +V, cosh(4,s)) + % (V, sinh(1s) +V, cosh(L,s))

seklinde yazilabilir.

—K+«fK2—4k2k2
Burada K =k?—kZ+k? <0, A’ = > 1250

—K—1fK2—4k2k2 %
A= 5 —->0,V,,\,,,,V, e RS olup g(V,,V,) = j:z _/111_2 =-g(V,,V,)

2 2
g(v;,V;)=- IZZ 4__22 =-g(V,,V,) esitliklerini saglayan kendi aralarinda ikili

ortogonal sabit vektorlerdir.

i) A=0 olsun. Budurumda; K =2kk, yada K =-2kk, ve
3= 2k == di.

a) K=2kk, ve kk, >0 olsun. Bu durumda

A2 = A7 =—kk, <0 dir. Buradan;

T(s) =V, cos(4s) +V, sin(4s) +V,scos(4,S) +V,ssin(4s)

denklemi elde edilir. Burada 4 €C sabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler olup

g(T,T)=1 oesitligi kullamlarak  g(V,,V,) =9V, V,)=9(,,V,) =9(V,,V,) =0,
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g1 V) +9(V,.V3) =0, g(V;,V)) =9(V,.V,) =1, 9(V,,V;) =9g(V,,V,) =0 elde edilir.

12, 92
Ayrica g(T ,T) =k esitligi kullamlarak g(V,,V,) :klz—:{lﬂ'l =-g(V,,V,) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = %{(\/l + %V4) sin(4s) + (%V3 —V,)cos(4sS) +V,ssin(4,s)-V,s cos(ﬂls)}

Elde edilen bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

b) K =2kk, ve kk; <0 olsun. Bu durumda

A2 = A7 =—kk, >0 dir. Buradan;

T(s) = (V, +V,s)cosh(4;s) + (V; +V,s)sinh(4s)

denklemi elde edilir. Burada 4, eR sabit V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup
g(T,T)=1 esitligi kullanilarak  g(V;,V,) = 9(V,,V;) =9(V,,V,) =9(V;,V,) =0,

g(V1’V4)+g(V2'V3):Oa g(V1’V1)=1’ g(\/3'V3):_1a g(\/z’vz):g(\/4’v4):0 elde

2 2
edilir. Ayrica g(T,T) =k} esitligi kullanilarak g(V,,V,) = —klz;ﬂjl =-g(V,.V,)

bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:
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a(s) = %{(\/1 — %V4 +V,s)sinh(4;s) + (V, — %Vz +V,s) cosh(4;s)

Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamig oluruz:

Teorem 3.1.8. a, R} de kk, <O sartin1 saglayan egriliklere sahip birim hizli bir

spacelike egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzaymin

izometrilerine bagli olarak @ nin parametrik denklemi

a(s) = %{(\/1 — %V4 +V,s)sinh(4;s) + (V, — %VZ +V,s) cosh(4;s)

seklinde yazilabilir.
Burada K =2kk,<0, 4> = A} :—g >0, V,V,,\,,V, eRjolup g(V,,V,)=1,

K+ A7
g(V31V3) =-1, g(V21V2) = g(V41V4) =0, 9(\/1,V4) =- 211 = —g(\/Z,V3)
a(\v,Vv,)=9V,,V;)=9\,,V,)=09(V,,V,) =0 esitliklerini saglayan sabit

vektorlerdir.

c) K=2kk, ve kk,;=0 olsun. Budurumda ;

c-i) k, =0 ve k; =0 olsun. Boylece ; 7 = 17 =0 ve [|k,|=|k;| tiir.
c-ii) k, #0 ve k, =0 olsun. Boylece ; 47 = 27 =0 ve |k|=[k,| dir.
c-iii) k, =k, =0 olsun. Béylece ; 7 = 17 =0 ve k,=0 dur.

C-1), c-ii) ve c-iii) durumlarinin herbirinde;

T(S) =V, +V,5+V,s% +V,s°
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denklemi elde edilir. Burada V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup g(T,T)=1 ve
g(T', T) =k esitlikleri kullanilarak g(V,,V,) =1, g(V,,V;) =9(V,,V,) =0,
9(V,.V,) = k12 =—29 (V17V3) ve

9(Vi.V,) =91, V) =9(V,,V;) =9(V,.V,) =9(V;,V,) =0 elde edilir.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:
1 1 1
a(s)=V,s+ EVZSZ + §v3s3 + ZV4S4

Dolayisiyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.1.9. «, R} de kk, <0 sartim saglayan egriliklere sahip birim hizli bir

spacelike egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzaymin

izometrilerine bagli olarak « nin parametrik denklemi

1 1 1
a(s)=V,s+ EVZSZ + §V3s3 + ZV4S4

seklinde yazilabilir.
Burada K =2kk, =0, 4> = 17=0, V,,V,,V,,V, e R} olup g(V,,V,) =1,
9(V3,V3) =9(V,,V,) =0, g(V,,V,) = k12 =-29(V,,Vs),

g(V,V,)=9\,.V,) =9(\V,.V;) =9(V,.V,) =9(V;,V,) =0 esitliklerini saglayan sabit

vektorlerdir.
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NOT: K =-2kk, olmasi durumunda da K =2kk, durumuyla ayni sonuglar elde

edilir.

3.2. R} de Timelike W- Egriler

R de diferensiyellenebilir birim hizli bir timelike egrinin Frenet denklemleri (2.2)

de verilmisti. Bu denklemlerde ki(s), k2(S), ks(S) sabit alinarak bir W- egrinin Frenet
denklemleri elde edilir.
Buna gore (2.2) Frenet Denklemleri kullanilarak timelike W- egrinin vektorel

diferensiyel denklemini su sekilde elde ederiz:
a (s) =T(s) esitliginde S ye gore tiirev almirsa
T (s)=kN(s)
Bu esitlikten S ye gore 3 defa tiirev alinir ve (2.2) denklemleri kullanilirsa (3.2) elde
edilir.
T 1 (g,6k +,6,K2 +£,6 k)T +(£,6,6,6.K KT =0

denklemindesg,, &, ¢,, &, lin degerlerine gore asagidaki durumlar mevcuttur:

(A) g=¢,=1 ve g =-1 olsun. Bu durumda N, B; spacelike vektorler ve B,

timelike vektordiir. Bu durumda;

T 4 (K +kZ—k)T +k’k2T =0

diferensiyel denklemi elde edilir ki ¢6ziimii ve « egrisinin genel denklemi spacelike

egrinin (A) durumu ile aynidir.
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(B) ¢ =¢&=1 ve g =-1 olsun. Bu durumda N, B, spacelike vektdrler ve B

timelike vektordir. Bu durumda;

T 4+ (k7 —kZ —kHT +kK.T =0

diferensiyel denklemi elde edilir ki ¢6ziimii ve « egrisinin genel denklemi spacelike

egrinin (B) durumu ile aynidir.

(C) &, =¢=1 ve g=-1 olsun. Bu durumda B;, B, spacelike vektorler ve N

timelike vektordir. Bu durumda;

T +(k? —kZ +K)T +k’kiT =0

diferensiyel denklemi elde edilir ki ¢6ziimii ve « egrisinin genel denklemi spacelike

egrinin (C) durumu ile aynidir.

3.3. R} de Null W- Egriler

R} de diferensiyellenebilir birim hizli bir null egrinin Frenet denklemleri (2.3) de

verilmisti. Bu denklemlerde ki(s), ka(S), ks(S) sabit alinarak bir W- egrinin Frenet
denklemleri elde edilir.
Buna gore (2.3) Frenet Denklemleri kullanilarak null W- egrinin vektorel

diferensiyel denklemini su sekilde elde ederiz:

o (s) =T(s) esitliginde Sye gore tiirev alinirsa

T (s)=kN(s)
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Bu esitlikten s ye gore 3 defa tlirev alinir ve (2.3) denklemleri kullanilirsa asagidaki

denklem elde edilir:

T =-gkk,T —£k?’B,
T =-2gk’k,N —£k’k,B, (3.3
T =2ekk,T + &,k ’k, T

elde edilir.
T +2ekk,T — g6k’ KT =0

diferensiyel denkleminde ¢,, &, nin degerlerine gore asagidaki durumlar mevcuttur:

(A) &=1 ve g =-1 olsun. Bu durumda N spacelike vektor ve B, timelike

vektordiir. Bu durumda;

T +2kk,T +k’kT =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse; A =4k’ (kZ —k?Z)

22 =k, + kPO —K2) | A% = —kk, —[KE(kZ —k2) dir.

1) A=4k/(k?—k?)>0 olsun. Bu durumda iki hal olusur:
1 2 3

a-i) kk, >0ve k, = 0olsun. Bu durumda;

A7 =—kk, +4 k? (k3 —ksz) <0, A =-kk, —»\/klz(kzz — k;) <0 dir. Buradan
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T(s) =V, cos(4s) +V, sin(4s) +V, cos(4,S) +V, sin(4,S)

denklemi elde edilir. Burada 4,4, e C sabitler, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler
olup g(T,T)=0 esitligi kullanilarak i, j=1,...,4 ve Vi=j i¢cin g(V,V;)=0,

gV, Vi) =9(V,,V,), 9V, V) =9(V,,V,) ve g(V;,V))+9(V,,V,)=0 elde edilir.

2
1

Ayrica  g(T,T)=k’ esitligi kullanilarak  g(V,,V,) = ==0(V,,V,) ve

A =2

— k12
=2

a(Vs,V,) = =g(V,,V,) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:
a(s) = % (V,sin(4s) ~V, Cos(A4s)) + % (V, Sin(Ay8) -V, Cos(4,5)

Bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

a-ii) kk, >0 ve k, =0 olsun. Bu durumda;
Af =—kk, +k’kZ =0, A>=-2kk, <0 dir. Buradan
T(s) =V, +V,s+V, cos(4,S) +V, sin(1,S)

denklemi elde edilir. Burada A, e Csabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler olup
g(T,T)=0 esitligi kullamlarak i,j=1..,4 ve Vi=z] icin g(V,V,)=0,

9(V,.V,)=0, 9(V;,V;)=9(,.V,) ve g(V,,V;)+9(V,,V,)=0 elde edilir. Ayrica
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2

2
g(T . T)=k’ esitligi kullanilarak g(V,,V,)= —Z—l ve g(V,,V;)= % =g(V,.V,)

2

bulunur.
Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s)=V,s+ %stz + % (V,sin(4,s) -V, cos(4,5))

Bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

b-i) kk, <0 ve k, =0 olsun. Bu durumda;

A7 =—kk, + N ki(ki—ki) >0, A =-kk, —«/klz(kzz —kZ) >0 dir. Buradan

T =V, cosh(4,S) +V, sinh(4,S) +V, cosh(4,s) +V, sinh(4,S)

denklemi elde edilir. Burada 4,4, R sabitler, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektdrler
olup g(T,T)=0 esitligi kullanilarak i, j=1,...,4 ve Vi=j i¢cin g(V,V;)=0,

gVi V) =-9(V,.\V,), 9(V5,V;)=—9(V,.V,) ve g(V;,V;)—g(V,,V,)=0 elde edilir.

2
Ayrica g(T,T)=k? esitligi kullanilarak g(V,,V,) = ﬁ =-g(V,,V,) ve

k2
-9(\V,,V,) = ﬁ =g(V,,V,) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = % (V,sinh(4,s) +V, cosh(4,s)) + % (V, sinh(1s) +V, cosh(1,s))
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Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.1. o, R; de kk,<0 ve k,=0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip

birim hizh bir null egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R}

uzayinin izometrilerine bagli olarak o nin parametrik denklemi

a(s) = % (V; sinh(4;s) +V, cosh(4s)) + % (V;sinh(4,8) +V, cosh(4,s))

seklinde yazilabilir.
Burada A’ =-kk, +,\/k12(k22 -k2) >0, A2=-kk, —«}klz(kzz -kZ) >0,

V,,V,,Vy,V, € RS olup g(V;,Vy) =

2

ﬁ =-0 (VZ'VZ) Ve

2

-g(V,,V,) = ﬁ =g(V,,V,) esitliklerini saglayan kendi aralarinda ikili ortogonal

sabit vektorlerdir.

b-ii) kk, <0 ve k, =0 olsun. Bu durumda;
22 =—kk,—k’kZ =0, A?=-2kk,>0 dir. Buradan
T(s) =V, +V,s +V, cosh(A4,S) +V, sinh(4,S)

denklemi elde edilir. Burada A4 eR sabit, V,,V,,V, e R} sabit vektdrler olup
g(T, T)=0 esitligi kullamlarak i,j=1..,4 ve Vi=z] ic¢cin g(V,V;)=0,

g(V,,V,) =0, g(V;,V;) =—9g(v,.V,) ve g(V;,V;)—9(V,,V,)=0 elde edilir. Ayrica
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2 2
(T, T)=k’ esitligi kullanilarak g(V,,V,) =Z—1 ve g(V,,V,)= Z -g(v,.V,)

2

bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s)=V,s+ %stz + % (V, sinh(4s) +V, cosh(4,s))

Dolayisiyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.2. «, R; de kk,<0 ve k,=0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip

birim hizh bir null egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R}

uzayinin izometrilerine bagh olarak o nin parametrik denklemi
a(s)=V,s+ ;V S*+— ) (\/3$|nh(ﬂis) +V, cosh(4,9))

seklinde yazilabilir.

Burada A7 =—kk, —k’k? =0, A°>=-2kk,>0, V,,V,,V,,V, e R} olup

2
ag\v,,v,)=0, g(V,,V,) = 212 , 9V, V) = Z —-g(V,.V,) esitliklerini saglayan

kendi aralarinda ikili ortogonal sabit vektorlerdir.
1) A=4k?(kZ-kZ)=0 olsun. Bu durumda iki hal olugur:

k,=0yada kl-kZ=0 ve A’ =X =-kk, dir.
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a) ki —k: =0 ve k; =0 olsun. Budurumda |k,|=K;| tir.

a-i) k, #0 ve kk, >0 ise;
Al =242 =-kk, <0 olup

T(s) =V, cos(4S) +V, sin(4s) +V,scos(4,S) +V,ssin(4s)
denklemi elde edilir. Burada 4 €C sabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler olup
g(T,T)=0 oesitligi kullamlarak  g(V,,V,)=9(,,V;)=9(V,.V,) =9(,,V,) =0,
a(v,,V,)+9\V,,V;)=0, aV,V,)=9(V,,V,)=09(V,,V,)=9(,,V,)=0 elde edilir.

2
Ayrica g(T ,T)=k; esitligi kullamlarak g(V,,V,) =—2k—;1 =-g(V,,V,) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = %[(\/l + %VJ sin(4s) + (%V3 -V, ) cos(4sS) +V,ssin(4,8)-V,s cos(&s)}

Bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

a-ii) k, #0 ve kk, <0 ise;
Al =12 =-kk, >0 olup

T(s) = (V, +V,s)cosh(4;s) + (V; +V,s)sinh(4,s)

denklemi elde edilir. Burada 4 eR sabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler olup

g(T,T)=0 esitligi kullanmilarak  g(V,,V,)=9(,,V;)=9(V,,V,)=9(V,,V,) =0,
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g1 V) +9(V, V3) =0, g(V,,V)) =9(V,,V,) =9(V;,V;) =9(V,,V,) =0 elde edilir.

2
Ayrica g(T ,T) =K/ esitligi kullamlarak g(V,,V,) :_2k_1ﬂj =-g(V,,V,) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = %[(\/1 - %V4 +V,s)sinh(4,S) + (V, — %VZ +V,s) cosh(4,S)

Dolayisiyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.33. a, R} de ki-ki=0, kk,<0 ve k,#0 sartlarmi saglayan

egriliklere sahip birim hizli bir null egri olsun. Bu durumda o« bir W- egridir gerek

ve yeter sart R’ uzayinin izometrilerine bagli olarak ¢ nin parametrik denklemi

a(s) = 1 {(\/1 — iV4 +V,s)sinh(4;s) + (V, — iV2 +V,s) cosh(4;s)
4 4 4
seklinde yazilabilir.
2
Burada A’ = A} =—kk, >0, V,,V,,V,,V, e R} olup g(V,,V,) = _Zk_lﬂl =—g(V,.,V;)

gV, Vi) =9(V,,V,) = 9(V5, V) = 9(V,,V,) =0,
a(v,V,)=9V,,V;)=a9\,,V,) =9(V,,V,) =0, esitliklerini saglayan sabit
vektorlerdir.

a-iii) k, =0 ise; k =k; =0 dur.

b) k, =0 ve ki —kZ=0 olsun.

c) k, =k —k? =0 olsun. Béylece |k,|=|ks| tiir. Bu durumda;
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|k,|=|ks| =0 yada |k,|=|ks| O olsun.

(a-iii), (b) ve (c) durumlarinin herbirinde; 4> = A2 =0 olup

T(S) =V, +V,5+V,s% +V,s°
denklemi elde edilir. Burada V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup g(T,T)=0 ve
g(T.T)=kK esitlikleri kullanilarak gV, V) =09, V,)=9(V,,V,)=0,
ag(v,,V,) =k’ =-2g(V,,V,) ve

g(Vi,V,) =9V, V,) =9(V,,V5) =9(V,,V,) =g (V,,V,) =0
elde edilir.
Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

1 1 1
a(s)=V,s+ EVZSZ + §v3s3 + ZV4S4
Dolayisiyla agagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.4. a, R; de k=0 veya k, =0 veya k?—kZ =0 sartlarin1 saglayan
egriliklere sahip birim hizli bir null egri olsun. Bu durumda o bir W- egridir gerek

ve yeter sart R} uzayinin izometrilerine bagli olarak ¢ nin parametrik denklemi

1 1 1
a(s)=V,s+ EVZSZ + §v3s3 + ZV4S4

seklinde yazilabilir.
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Burada A’ =4 =0, V,,V,,V,,V, eRj olup g(V,,V,)=9g(,,V.,)=9g(,,V,)=0,
g(\/z,VZ) = k12 = _Zg (V1!V3) )

a(v,V,)=9,,V,) =9V,,V,)=a(,,V,) =g(V,,V,) =0 esitliklerini saglayan sabit

vektorlerdir.

1) A=4k? (k2 —kZ)<0 olsun.

A =k +iykE (k] —k7) L A7 =—kk, —iyk{ (k3 —k7) dir.

I11-A) k, =0olsun. Bu durumda;

=il 22 =-ifkiE A4 eC din

(*) 4, =a+ib olsun. (a,beR)

A7 =a®—b*+2abi =i\k’k? olup a®>—b? =0 ve 2ab=,/kk’ dir.

(i) a=Db olsun. Bu durumda;

«/kzkz
a=gT #3 elde edilir.

=

«/kzk2
1T:“denirse;

A =o+io veya 1, =-o—iw elde edilir.

(if) a=—b olsun. Bu durumda;

2 __JKks

a“=- 5 <0 elde edilir. Buise a R olmasi ile gelisir.
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(**) 4, =a+ib olsun. (a,beR)
a’ —b* =0ve 2ab = —/k’k? dir.

(i) a=Db olsun. Bu durumda;

«szkz
a’=-— 12 ® <0 elde edilir. Buise aeR olmast ile gelisir.

(if) a=—b olsun. Bu durumda;

ﬂ/kzk2 «/kzkz
T 123 elde edilir. w= %denirse;

a=%F

A =w—iw veya 4, =—w+iw elde edilir.

(*)-(1) ve (**)-(ii) den ;

T(s) = cos(ws)(V, cosh(ws) +V, sinh(ws)) +sin(ws)(V, cosh(ws) +V, sinh(ws))
denklemi elde edilir. Burada @ € R sabit, V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup
g(T,T)=0 ve g(T,T)=k esitlikleri kullanilarak;

g(\/l,Vl) = g(\/Z,VZ) = gN3,V3) = g(\/4,V4) = g(\/l,Vz) = g(Vl’Vg) = g(\/Z,V4) = g(V37V4) =0

2

ve Ql(\/l,V4)=—2ka1)2 =—g(V,,V,) elde edilir.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

1 (V, =V,) cos(ws) sinh(ws) + (V, —V,) cos(ws) cosh(ws) +
a(s)= %{(\/l +V, ) sin(ws) cosh(ws) + (V, +V,) sin(ws) sinh(ws) }
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Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.5. «, R de k, =0 sartini saglayan egriliklere sahip birim hizli bir null

egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzaymin

izometrilerine baglh olarak o nin parametrik denklemi

a(S) :i

{(\/l ~V,) cos(ws) sinh(ws) + (V, —V,) cos(ws) cosh(ws) 1
200

(V, +V,)sin(ws) cosh(ws) + (V, +V,) sin(ws) sinh(ws)
seklinde yazilabilir.

. szkz
Burada A2 =i\kk? , A2 =—i\Jkk? , = % V,\V,,V,,V, e R} olup

2

g(\/17v4) == klz :_g(vzivs)

20
g(\/l,Vl) = g(Vzavz) = g(\/3,V3) = g(\/4,V4) = g(\/l,Vz) = g(Vl,V3) = g(VzaV4) = g(V31V4) =0

esitliklerini saglayan sabit vektorlerdir.

111-B) k, = 0olsun. Bu durumda;

22 =—kky +iKE(KZ —KZ) | A2 =—kk, —i\KZ (K —KZ) ; 4,4, <C dir.

(*) 4, =a+ib olsun. (a,beR)

27 =a? —b? + 2abi = —kk, +i,Jk? (k2 —kZ) olup
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a’—b*=-kk, ve 2ab= «/kf(k,f —k?) dir. Buradan a’ =t denirse;
at® + 4k kt —k’(kZ —kZ)=0 denklemi elde edilir ve A=16k’k;>0 dir. Bu
denklem c¢oziiliirse;

a? :M veya a’ :L_|klk3| elde edilir. Buradan;

2 2
_ —klk2+|klk3| ) _ k1k2+|klk3|
=7, ]—= 1= > jk =3, |—=1-°
a +1f > iken b, +,, 5

ve
a,=F _k1k2_|k1k3| iken b2 =T k1k2_|k1k3|
\j 2 2
elde edilir. a):«’%Jr|k1k3| ve 7=4/klk%|klk3| denirse;

(i) kk,<0 ve —kk,>|kk;| ise; a,a, R ve b,b,R elde edilir. Bu durum
b,,b, € R olmast ile celisir.

(i) kk, <0 ve —kk, <|kk;| ise; 4, =w+iy veya 4 =—w—iy elde edilir.

(i) kk,>0 ve kk,>|kk,| ise; a,a, R ve b,b,eR elde edilir. Bu durum
a;,a, € R olmasi ile geligir.

(iv) kk, >0 ve kk, <|kk;|ise; 4, =w+iy veya 4 =-w—iy elde edilir.

(**) 4, =a+ib; (a,beR) olsun. Bu durumda;

a? —b? =—kk, ve 2ab=—k?(k?—kZ) dir. Boylece (*) daki durumlar elde edilir

(*)-(i1) ve (*)-(iv) durumlari i¢in; A, = w—iy veya A, =—w+iy elde edilir.
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Sonug olarak (*) ve (*+) dan her iki durumda da A, ve A, birbirinin eslenigi iki

kok elde edilir. Buradan,;
T(s) = cos(ys)(V, cosh(ws) +V, sinh(ws)) +sin(ys)(V, cosh(ws) +V, sinh(ws))

denklemi elde edilir. Burada y,w e R sabitler, V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup
g(T,T)=0 ve g(T,T)=k? esitlikleri kullanilarak;

g(\/l,Vl) = g(\/z,Vz) = gN3,V3) = g(V4’V4) = g(\/l,Vz) = g(Vl’Vg) = g(\/Z,V4) = g(V37V4) =0

2

ve g(\/l,V4):—2i;1)y =-g(V,,V,) elde edilir.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

v, — £V, ) cos(ys) sinh(@s) + (V, — £V,) cos(ys) cosh(ws) +
w w w

a(s) = 2 . 2
@ ET Ly, +V,)sin(ys) cosh(ws) + (V, +V,)sin(ys)sinh(ws)
w (4]

Dolayisiyla agagidaki teoremi ispatlamis oluruz:
Teorem 3.3.6. «, R de k, #0 sartim saglayan egriliklere sahip birim hizli bir null

egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzaymin

izometrilerine bagli olarak « nin parametrik denklemi

51



v, - ZV4) cos(ys)sinh(ws) + (V, — lvg) cos(ys) cosh(ws) +
a w

w
a(s) = PR
YL (v, +V,)sin(ys) cosh(@s) + (XV, +V,)sin(ys) sinh(es)
w w
seklinde yazilabilir.

—k,k, + [k .k
Burada /112 :—k1k2+i fk12(k32_k22) ,}?2 :—klkz—i,‘“(lz(kaz_kzz), w= k1+|13|

fkk +|k k k2
ve y= “T|”| , V.V, V,,V, e RS olup g(\/l,v4):—2a1)y =—g(V,,V,)

g(\/l,Vl) = g(Vz,Vz) = g(\/3,V3) = g(V4,V4) = g(\/l,Vz) = g(\/lavs) = g(\/z,V4) = g(VaaV4) =0

esitliklerini saglayan sabit vektorlerdir.

(B) & =-1 ve g =1 olsun. Bu durumda N timelike vektér ve B, spacelike

vektordir. Bu durumda

T —2kk,T +kk:T =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziliirse; A = 4k?(kZ —kZ)

22 =k, + k(K —K2) , A2 =kk, —JK(Z—K) dir.
(1) A=4k?(kZ—kZ)>0 olsun. Bu durumda iki hal olusur:

a-i) kk, <Ove Kk, =0olsun. Bu durumda;

22 =k, + K22 —k2) <0, 22 =kk, —Jk?(k? —k2) <O dir. Buradan
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T(s) =V, cos(4s) +V, sin(4s) +V, cos(4,S) +V, sin(4,S)

denklemi elde edilir. Burada 4,4, € C sabitler, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler
olup g(T,T)=0 esitligi kullanilarak i, j=1,...,4 ve Vi=] icin g(V,V;)=0,

gVi, V) =9(V,.V,), 9V, V5)=9(V,,V,) ve g(V;,V))+9(V,,V,)=0 elde edilir.

k?

Z

Ayrica g(T,T)=-k> esitligi kullanilarak g(V,,V,) =— =g(V,,V,) ve

2

k
g\V,,V;) = ﬁ =g(V,,V,) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:
a(s) = % (V,sin(4s) ~V, Cos(A4s)) + % (V, Sin(Ay8) -V, Cos(4,5)

Bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

a-ii) kk, <0 ve k; =0olsun. Bu durumda;
A2 =kKk, +k’k; =0, A2 =2kk, <0 dir. Buradan
T(s) =V, +V,s+V, cos(4,S) +V, sin(1,S)

denklemi elde edilir. Burada 4, e Csabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler olup
g(T, T)=0 esitligi kullamlarak i, j=1..4 ve Vi=z] icin g(V,V;)=0,

g(V,,V,) =0, g(V;,V;)=9(,,V,) ve g(V;,V))+9(,,V,)=0 elde edilir. Ayrica
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2 2
o(T, T)=-kK’ esitligi kullanilarak g(V,,V,) =% ve gV, V)= —% =g(V,.V,)

bulunur.
Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa o« egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s)=V,s+ %stz + % (V,sin(4,s) -V, cos(4,5))

Bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

b-i) kk, >0ve k, =0 olsun. Bu durumda;

22 =k, + k(K2 —k2) >0, 22 =kk, —\Jk?(k? —kZ) >0 dir. Buradan

T =V, cosh(4,;S) +V, sinh(4;S) +V, cosh(4,5) +V, sinh(4,s)

denklemi elde edilir. Burada 4,4, e R sabitler, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler
olup g(T,T)=0 esitligi kullanilarak i, j=1,..,4 ve Vi=#] i¢in g(V,V;)=0,

a(Vi. V) =—9(V,.V,), 9(V;, V) =—0a(V,.V,) ve g(V,,V;)-9g(V,.V,)=0 elde edilir.

k2

Ayrica g(T,T)=-k} esitligi kullanilarak g(V,,V,) = _/122—1/112

=—0 (VZ’VZ) ve

2
kflgf =g(V,,V,) bulunur.

- 3’V3:_2
g(V;,V,) 7

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa o« egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = % (V; sinh(4;s) +V, cosh(4;s)) + % (V;sinh(4,8) +V, cosh(4,5))

54



Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.7. «, R; de kk,>0 ve k,=0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip

birim hizh bir null egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R}

uzayinin izometrilerine bagli olarak o nin parametrik denklemi

a(s) = % (V; sinh(4;s) +V, cosh(4s)) + % (V;sinh(4,8) +V, cosh(4,s))

seklinde yazilabilir.
Burada A° =kk, +«/k12(k22 -k2)>0, A =kk, —«fkf(kzz -kZ) >0,

2

VlaVZ’V31V4 ER; OIUp g(vl'vl) :_2122 _1]12

=—0 (VZ'VZ) ve

k?
A=A

-g(V,,V;) =— =g(V,,V,) esitliklerini saglayan kendi aralarinda ikili

ortogonal sabit vektorlerdir.

b-ii) kk, >0ve k, =0 olsun. Bu durumda;

22 =kk, —Jk’kZ =0, A2 =2kk, >0 dir. Buradan

T(s) =V, +V,s+V, cosh(4,S) +V, sinh(4;)

denklemi elde edilir. Burada 4, R sabit, V,,V,,V, e R} sabit vektorler olup
g(T, T)=0 esitligi kullamlarak i, j=1..,4 ve Vi=z] icin g(V,V,)=0,

g(V,,V,) =0, g(V;,V;)=—9(v,.V,) ve g(V;,V;)—9(V,,V,)=0 elde edilir. Ayrica
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2 2
o(T, T)=-k’ esitligi kullamlarak g(V,,V,) =—% ve g(V,,V;) =%=—g(\/4,v4)

bulunur.
Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa o« egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s)=Vis+ %stz ; % (V, sinh(4s) +V, cosh(4s))

Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.8. «, R; de kk,>0 ve k,=0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip
birim hizli bir null egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R}

uzayinin izometrilerine bagh olarak o nin parametrik denklemi

a(s)=Vis+ %stz ; % (V, sinh(4s) +V, cosh(4s))

seklinde yazilabilir.

Burada A7 =kK, —«/kszz =0, A2=2kk,>0,V,V,,V,,V, eR} olup g(V,,V,) =0,

2 2
g(v,V,) = —% ve g(V,,V;) = % =-0g(V,.,V,) esitliklerini saglayan kendi

aralarinda ikili ortogonal sabit vektorlerdir.

I) A=4k?(kZ—k2)=0 olsun. Bu durumda iki hal olusur:

k,=0yada kl-kZ=0 ve A?=217=kk, dir.

a) ki —k: =0 ve k; =0 olsun. Bu durumda |k,|=K;| tiir.
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a-i) k, #0 ve kk, <0 ise;
A =2 =k, <0
T(s) =V, cos(4s) +V, sin(4s) +V,scos(4,;S) +V,ssin(4s)
denklemi elde edilir. Burada 4 € C sabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler olup

g(T,T)=0 oesitligi kullamlarak  g(V,,V,)=9(,,V;)=9(V,.V,) =9(,,V,) =0,
9(Vi,V,)+9(V,,V3) =0, g(V;,Vy) =9(V,,V,) =9(V;, V) =9(V,,V,) =0 elde edilir.

2
Ayrica (T ,T)=—k? esitligi kullanilarak g(V,,V,) = 2k_121_ =-g(V,,V;) bulunur.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = 1 {(\/l + iV4) sin(4s) + (lv3 —V,)cos(4sS) +V,ssin(4,s)-V,s cos(ﬂls)}
4 4 4
Bu egri kompleks degerli bir egri oldugundan dikkate alinmayacaktir.

a-ii) k, #0 ve kk,>0 ise;
AP =22 =kk, >0 olup
T(s) =(V, +V,s)cosh(4;S) + (V,; +V,s)sinh(4s)
denklemi elde edilir. Burada A4 eR sabit, V,,V,,V,,V, e R} sabit vektorler olup
g(T,T)=0 esitligi kullanilarak  g(V,,V,)=9(,,V;)=9V,.V,)=9(V,,V,) =0,

9(Vi.V,) +9(V,,V3) =0, g(V,,V)) =9(V,,V,) =9(V;,V;) =9(V,,V,) =0  elde edilir.

2
Ayrica g(T ,T)=-K/ esitligi kullamlarak g(V,,V,) = 2k_121 =-g(V,,V,) bulunur.
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Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa o egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = %[(\/1 —%w +V,5)sinh(A4s) + (v, — %vz +V,5) cosh(As)

Dolayisiyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.9. «, R} de ki —kZ =0 ve kk, >0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip
birim hizli bir null egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R}

uzayinin izometrilerine bagh olarak o nin parametrik denklemi

a(s) = %[(\/1 —%VA +V,5)sinh(A4s) + (V, — %vz +V,5) cosh(As)

seklinde yazilabilir.
Burada A} = A7 =kk, >0, V,,V,,V,,V, e R} olup
g(\/l,Vl) = g(Vzivz) = g(\/3,V3) = g(\/4,V4) =0,

g(Vl’VZ) = g(V1’V3) = g(Vz'V4) = g(\/3'V4) =0, g(V1'V4) = 2k_12,l =-0 (\/2,V3)

esitliklerini saglayan sabit vektorlerdir.
a-iii) k, =0 ise; k =k; =0 dur.
b) k, =0 ve ki —kZ=0 olsun.

c) k, =k —kZ =0 olsun. Bdylece |k,|=]|k,] tiir. Bu durumda;

58



|k,| = |k;|=0ya da |k,|=k;| O olsun.
(a-iii) , (b) ve (¢) durumlarinin herbirinde; A° = A7 =0 olup
T(S) =V, +V,5+V,s% +V,s°
denklemi elde edilir. Burada V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup g(T,T)=0 ve
(T, T)=-k’  esitlikleri  kullanilarak  g(V,,V,) =9(V,,V,) =g(V,.V,) =0,

9(v,.V,) :_klz =-29(V,,V,) ve

g(\/l,Vz) = g(Vl’V4) = g(v21V3) = g(\/27V4) = g(V37V4) =0
elde edilir.
Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

1 1 1
a(s)=Vs+ EVZSZ - gvss3 - ZV4S4

Dolayisiyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.10. «, R} de k, =0 veya k, =0 veya ki —kZ =0 sartlarin1 saglayan
egriliklere sahip birim hizli bir null egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek

ve yeter sart R} uzaymin izometrilerine bagh olarak « nin parametrik denklemi

1 1 1
a(s)=Vs+ EVZSZ - §V353 - ZV“S4

seklinde yazilabilir.
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Burada /112 = 222 =0, Vl,VZ,VS,V4 € Ri O|Up g(V1!V1) = g(Va’Vs) = g(V4'V4) =0,
g(Vzlvz) = _k12 = _Zg(vl’VS) )

a(v,V,)=9,,V,) =9V,,V,)=a(,,V,) =g(V,,V,) =0 esitliklerini saglayan sabit

vektorlerdir.

1) A=4k’(k?—kZ) <0 olsun.

72 =k HKEOE D), 22 =k, —i\[E0C—KE) dir

I11-A) k, =0olsun. Bu durumda;

=ik, A2 =-ikik ; A4 eC dir.

(x) 4 =a+ib olsun. (a,beR)
A’ =a’—b*+2abi=i\k’k! olup a’-b?=0 ve 2ab=k’k. dir.

(i) a=Db olsun. Bu durumda;

k2k2 «/kzk2
a=t 123 elde edilir. o= 1T3denirse;

A =w+ioveyal, =-o—iw elde edilir.

(ii) a=-b olsun. Bu durumda;

2 __JKks

a“=- > <0 elde edilir. Buise a R olmasi ile gelisir.

(=) 4, =a+ib olsun. (a,beR)
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a’—b* =0 ve 2ab=—/k’k? dir.
(i) a=b olsun. Bu durumda;

o __JKks

a“=-— 5 <0 elde edilir. Buise a € R olmasi ile gelisir.

(if) a=—b olsun. Bu durumda;

a=7

k2k2 wszkz
123 elde edilir. @ = %denirse;

A, =w—iwveyal, =-w+iw elde edilir.

()-(i) Ve (=)-(ii) den ;

T(s) = cos(ws)(V, cosh(ws) +V, sinh(ws)) +sin(ws)(V, cosh(ws) +V, sinh(ws))

denklemi elde edilir. Burada @ € R sabit, V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup
g(T,T)=0 ve g(T,T)=-k esitlikleri kullanilarak;

g(\/l,Vl) = g(\/Z,VZ) = gN3,V3) = g(\/4,V4) = g(\/l,Vz) = g(Vl’Vg) = g(\/Z,V4) = g(V37V4) =0

2
ve g(V,,V,) = zk—;z =—-g(V,,V,) elde edilir.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

_ 1 [ (V) cos(ws)sinh(ws) + (V, —V;) cos(ws) cosh(ws) +
a(s)= 5{(\/1 +V,)sin(ws) cosh(ws) + (V, +V,)sin(ws)sinh(es) }
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Dolayistyla asagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.11. «, R} de k, =0 sartin1 saglayan egriliklere sahip birim hizli bir

null egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzayinin

izometrilerine baglh olarak o nin parametrik denklemi

1 (V, =V,) cos(ws) sinh(ws) + (V, —V,) cos(ws) cosh(ws) +
a(s)= %{(\/l +V, ) sin(ws) cosh(ws) + (V, +V,) sin(ws) sinh(ws)

seklinde yazilabilir.
. . «/kzkz
Burada A2 =i\kk? , A2 =—iJkk , o= % , V.V, V.V, e R} olup

2

GV, = = gV, V)

20
g(\/l,Vl) = g(Vzavz) = g(\/3,V3) = g(\/4,V4) = g(\/l,Vz) = g(\/l,VS) = g(VzaV4) = g(VaaV4) =0

esitliklerini saglayan sabit vektorlerdir.

111-B) k, #0olsun. Bu durumda;

A2 =k, +ikRUEKE) | A2 =k, —ikE(E kD) © 4,4, €C dir.

(x) A4, =a+ib olsun. (a,beR)
Al =a’ —b* +2abi =kk, + i«/kf(k:;2 —k?) olup

a’ —b” =kk, ve 2ab=/k?(k?—kZ?) dir. Buradan a’=t denirse;
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At + Ak kt —k’(k? —kZ?)=0 denklemi elde edilir ve A=16k’k}>0 dir.

denklem c¢oziiliirse;

a2 = kik, + [k.ks| veya a° = kik, — [K.ks|

- K.k, + [kiks| —k; K, +]k Ky |

iken b, =F

- k1k2_|k1k3| _k1k2_|k1k3|
e Y Y e—

iken b, =¥

elde edilir. a):ﬂ,kk +|kk| 4’ —Hk +| ik denirse;

elde edilir. Buradan;

Bu

(i) kk,>0 ve kk,>|kk,| ise; a,a,eR ve b,b,R elde edilir. Bu durum

b,,b, € R olmast ile gelisir.

(i) kk, >0 ve kk, <|kk;| ise; 2, =w+iy veya 2, =—w—iy elde edilir.

(iii) kk, <0 ve —kk,>|kk,| ise; a,a, R ve b,b,eR elde edilir. Bu durum

a,,a, € R olmasi ile geligir.

(iv) kk, <0 ve —kk, <|kk;| ise; 4, =w+iy veya 4 =—w—iy elde edilir.

(=) 4, =a+ib ; (a,beR) olsun. Bu durumda;

a’—b? =kk, ve 2ab=—k?(k?—k?) dir. Boylece () daki durumlar elde edilir

(+)-(i1) ve (+)-(iv) durumlar1 i¢in; 4, =@ —iy veya A, =—w+iy elde edilir.
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Sonug olarak («) ve (=) dan her iki durumda da A, ve A, birbirinin eslenigi iki kok

elde edilir. Buradan;

T(s) =cos(ys)(V, cosh(ws) +V, sinh(ws)) +sin(ys)(V, cosh(ws) +V, sinh(ws))

denklemi elde edilir. Burada y,w e R sabitler, V,,V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup
g(T,T)=0 ve g(T,T)=-k esitlikleri kullanilarak;

g(\/17V1) = g(\/z,Vz) = g(\/s,V3) = g(V4’V4) = g(\/l’vz) = g(\/l’vs) = g(VZ,V4) = g(\/3,V4) =0

2

ve g\V,V,)= 22}/ =—g(V,.,V,) elde edilir.

Yukaridaki denklemde S ye gore integral alinirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

Vv, - 1V4) cos(ys)sinh(ws) +(V, — ZV3) cos(ys) cosh(ws) +
w w w

a(s) =

2 2
oty (ng +V,)sin(ys) cosh(a)s)+(£vz +V,)sin(ys) sinh(ws)

Dolayisiyla agagidaki teoremi ispatlamis oluruz:

Teorem 3.3.12. «, R} de k, #0 sartim saglayan egriliklere sahip birim hizli bir
null egri olsun. Bu durumda « bir W- egridir gerek ve yeter sart R} uzayinin

izometrilerine bagli olarak « nin parametrik denklemi

v, - ZVA) cos(ys)sinh(ws) + (V, — 1V3) cos(ys) cosh(ws) +
0] w w

a(s)=

2 2
o *y (gv1 +V,)sin(ys) cosh(ws) + (év2 +V,)sin(ys)sinh(ws)
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seklinde yazilabilir.

Burada 22 =Kk, +iIEIE KD L 22 =k, 0K, 0= [Tl e

—k.k, + kK k!
y= %M , VYL, VLV, e RS olup g(V,V,) = ; L =—g(V,,V;)
xf oy

g(\/l,Vl) = g(Vzavz) = g(V3,V3) = g(\/4,V4) = g(\/l,Vz) = g(Vl,V3) = g(VzaV4) = g(\/3,V4) =0

esitliklerini saglayan sabit vektorlerdir.

3.4. R} de Partially null W- Egriler

R} de diferensiyellenebilir birim hizli bir partially null egrinin Frenet denklemleri

(2.4) de verilmisti. Bu denklemlerde ki(s), ka(S), ks(S) sabit alinarak bir W- egrinin
Frenet denklemleri elde edilir.
Buna gore (2.4) Frenet Denklemleri kullanilarak partially null W- egrinin vektorel

diferensiyel denklemini su sekilde elde ederiz:

a (s) =T(s) esitliginde s ye gore tiirev alinirsa

T (s)=kN(s)

Bu esitlikten S ye gore 2 defa tiirev alinir ve (2.4) denklemleri kullanilirsa

T kT =0
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse;

T =V, +V, sinh(k;s) +V, cosh(k;s)
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denklemi elde edilir. Burada k, € R sabit, V,,V,,V, € R} sabit vektorler olup
g(T,T)=¢ ve g(T,T)=-¢k esitlikleri kullanilarak;

9(Vi, V1) =9V, V,) =9(V1,V;) =9(V,,V;) =0 ve  g(V,,V,) =—g(V,,V;) =—¢ elde
edilir.
Yukaridaki denklemde S ye gore integral alimirsa « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s)=V,s+ kl (V, cosh(k;s) +V, sinh(k;s))
1

3.5. R} de Pseudo null W- Egriler

R} de diferensiyellenebilir birim hizli bir pseudo null egrinin Frenet denklemleri

(2.5) de verilmisti. Bu denklemlerde ki(s), ka(S), ks(S) sabit alinarak bir W- egrinin
Frenet denklemleri elde edilir.
Buna gore (2.5) Frenet Denklemleri kullanilarak pseudo null W- egrinin vektorel

diferensiyel denklemini su sekilde elde ederiz:
a (s) =T(s) esitliginde S ye gore tiirev alinirsa
T (s)=N(s)
Bu esitlikten S ye gore 3 defa tiirev alinir ve (2.5) denklemleri kullanilirsa
T —2kk,T +kT =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse iki durum olusur:
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(A-i) K=kk,>0 ve K?—k’>0 olsun. Bu durumda « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = % (V, cosh(4,5) +V, sinh(4,s)) + % (V, cosh(4,s) +V, sinh(1,s))

Burada A’ =K+ K?*-k; , AJ= K—JK2 —kZ . V,V,,V,,V, e R sabit vektorler

olup g(T,T)=¢ esitligi kullanilarak i, j=1,...,4 ve Vi=#] igcin g(V,,V;)=0,

2
Ayrica g(T,T)=0 esitligi kullanilarak g(V,,V,) =¢ 112/12122 =-g(V,,V,) ve

gV, V) =—¢ 212/1_12/122 =-g(V,,V,) bulunur.

(A-ii) K=k,k, <0 ve K?-kZ >0 olsun. Bu durumda « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

a(s) = % (V, sin(4s) ~V, Cos(A4s)) + % (V, Sin(Ay8) -V, Cos(4,5))

Burada A’ :—K—,\/Kz—kz2 , A =—K+{K?=kZ, V,,V,,\,,V, e R} sabit vektorler

olup g(T,T)=¢ esitligi kullamlarak i, j=1,..,4 ve Vi=j i¢in g(V,V;)=0,

2
Ayrica ¢(T,T)=0 esitligi kullanilarak g(V,,V,) =¢ 2?22'2 P =g(\V,.V,) ve

g(Vs,Vs) 28/112%2/122 =g(v,,V,) bulunur.

67



(B) K=kk, ve K?—kZ<0 olsun. Bu durumda « egrisinin genel denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

1 | (A= AV,)cos(4,8)sinh(4,8) + (4V, + 4,V,)sin(4,s) cosh(4;s) +
a(s)= AL+ A7 {(ﬂiv2 — A,V;) cos(4,5) cosh(A4S) + (A V; + AV, ) sin(4,5) sinh(4;s) }

Burada A’= , ﬂf=k2;K . V,,V,,V,,V, R} sabit vektdrler olup

g(T,T)=¢ esitligi kullamlarak i, j=1..,4 ve Vi=#] icin g(V,V,)=0, Ayrica

g(T, T)=0 esitligi kullamlarak g(V;,V}) =—=g(V,,V,) =9(V;, V) =—9(V,,V,) = ¢

bulunur.
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4. TARTISMA VE SONUC

4- boyutlu 2- indeksli yar1- Oklidyen uzayda pseudo null ve rektefiyen egrilerin
Frenet denklemleri Torgasev-Petrovic, Nesovic ve Ilarslan tarafindan elde edilmis ve
bu ¢alismada bir pseudo null W- egri ve bir partially null W- egriye ait diferensiyel
denklemler elde edilerek ¢oziillmiistiir.

Bu tez galismasinda 4- boyutlu 2- indeksli yari- Oklidyen uzayda null ve null
olmayan (spacelike ve timelike) W- egriler igin diferensiyel denklemler elde edilmis
ve bu denklemler ¢oziilerek adi gecen egrilerin parametrik denklemleri

olusturulmustur. Yapilan tez caligmasina paralel olarak R’ de &zel tipli egriler ve

yiizeyler daha genis bir sekilde ¢aligilabilir.
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