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OZET

POISSON VE BELTRAMI DENKLEMLERI ICIN SINIR DEGER
PROBLEMLERI

UNVER, Tugge
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kerim KOCA
HAZIRAN 2012,73 sayfa

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tezin amaci ve kaynak ozetleri

hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boéliimde kompleks analizde temel kavramlar, Gauss teoreminin kompleks
formu, Cauchy-Pompeiu gosterilim formiilleri, Cauchy-Riemann ve Bitsadze
denklemleri i¢in Schwarz, Dirichlet ve Neumann sinir deger problemleri

incelenmistir.

Uciincii boliimde Poisson denklemi i¢in Schwarz, Dirichlet, Neumann ve Robin sinir

deger problemleri ele alinmistir.

Dordiincii boliimde ise Beltrami denklemi igin Schwarz ve Dirichlet simnir deger
problemlerinin ¢oziilebilme kosullari ve bu kosullar altinda elemanter ¢oziimleri

ortaya konulmustur.

Anahtar Kelimeler: Poisson denklemi, Beltrami denklemi, Bitsadze denklemi,
Schwarz, Dirichlet, Neumann, Robin sinir deger problemleri, Cauchy-Pompeiu

integral gosterilimleri.



ABSTRACT

BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR THE POISSON AND BELTRAMI
EQUATIONS

UNVER, Tugge
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA
June 2012, 73 pages

The thesis consists of four chapters. The aim of the study is given in the first chapter.

In the second chapter, some fundamental concepts, complex version of Gauss
Theorem, Cauchy-Pompeiu representation formulas and Schwarz, Dirichlet and
Neumann boundary value problems for Cauchy-Riemann and Bitsadze equations are

investigated.

In the third chapter, Schwarz, Dirichlet, Neumann and Robin boundary value

problems for Poisson equation are investigated.

In the fourth chapter, Schwarz and Dirichlet boundary value problems for Beltrami
equation are investigated.

Key Words: Poisson equation, Beltrami equation, Bitsadze equation, Schwarz,
Dirichlet, Neumann, Robin boundary value problems, Cauchy-Pompeiu

represantation formulas.
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1. GIRIS

Kompleks analizin metotlari, matematikteki en etkili konulardan biridir. Reel
anlamda ¢oOzlilemeyen bazi problemler, hesaplanamayan bazi genellestirilmis

integraller kompleks analiz yontemleriyle kolayca ¢oziilebilmektedir. Ornegin

Au=u, +U, =0 iki boyutlu Laplace denkleminin reelde genel ¢6ziimii olmadig:
halde, bu denklemin  kompleks formu olan u, =0 denkleminin
u(z,z)=F(z)+G(Z) bigiminde genel ¢dziimii vardir. Burada F keyfi analitik, G

ise keyfi anti-analitik fonksiyonlardir. Yine reelde hesaplanamayan ve Fresnel

integralleri olarak bilinen

jsinxzdx , Icosxzdx
0 0

integralleri, kompleks analizde rezidii yardimiyla kolayca hesaplanabilmektedir ve

bu integrallerin her ikisinin de sonucunun NT oldugu ispatlanabilmektedir.

2\2

Kompleks analiz konular; cebir, cebirsel geometri, sayilar teorisi, potansiyel teori,
diferansiyel denklemler, harmonik analiz, operatdr teorisi gibi bir¢ok alani kapsar.
Bunun yaninda bu konunun fizikte de baz1 uygulamalari vardir. Ornegin kuantum
mekanigi, akiskanlar mekanigi, kabuk teorisi, su alti akustigi kompleks analizin
onemli uygulama alanlaridir. Gauss, Cauchy, Weierstrass ve Riemann kompleks

analizin temellerini atan ve cebirsel yapiy1 kuran 6nemli matematikgilerdir.

Kompleks diferansiyel denklemler igin tanimlanan sinir-deger problemlerinin
temelini, analitik fonksiyonlar i¢in verilen Schwarz, Dirichlet, Neumann ve Robin
problemleri olusturmaktadir. Homogen olmayan Cauchy-Riemann denklemi veya
daha yiliksek basamaktan polianalitik denklemler i¢in tanimlanan ayni problemler,
analitik fonksiyonlar i¢in verilen problemlere indirgenerek ¢o6ziilebilmektedir. Bu tiir

problemlerin ¢odziimiinde birim diskte egrisel veya iki katli Cauchy tipinden



integraller ile karsilasilmaktadir. Ancak bu tip integraller singiilerlige sahip olsalar

bile kompleks integral hesaplama metotlar1 ile hesaplanabilmektedir.

Diger bir uygulamali sinir-deger problemi, bir kapali egrinin indeksi kavramina
dayanan Riemann-Hilbert sinir deger problemidir. Singiiler integral teorisinin

kullanildigi bu tipteki sinir-deger problemi bu tezde ele alinmayacaktir.

Glnimiizde kompleks diferansiyel denklemler igin verilen sinir-deger
problemlerinin arastirilmasi iki temel teoriye dayanmaktadir. Bunlardan biri
Avusturyali Matematik¢i W. Tutschke ve arastirma grubunun tizerinde ¢alistig1 sinir-
deger problemlerinin ¢oéziimlerinin varlik ve tekligi ile ilgili teoridir. Sinir-deger
probleminin ¢o6ziimlerinin varlik ve tekliginin arastirllmasinda uygun bir lineer
fonksiyon uzayi tanimlanmalidir ve problem bir operatoriin bu uzaydaki sabit

noktasinin bulunmasi problemine doniismektedir.

Bu tezin temelini olusturan ikinci durum ise tanimlanan sinir-deger problemlerinin
¢oziilebilme kosullar1 altinda ¢oziimleri elemanter olarak ortaya koymaktir. H.
Begehr ve ¢alisma grubunun ilgilendigi bu teori olduk¢a yenidir ve son bes yil
icerisinde dikkate deger makaleler yayinlanmistir. Bu problemlerin temelini ise
Cauchy tipi integraller, Pompeiu integral gosterilimleri ve Gauss-Ostrosgradski v.s.

formiilleri olusturmaktadir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanisinda 6nce (2) nolu kaynaktan kompleks kismi tiirevlere sahip
fonksiyonlar i¢in Cauchy-Pompeiu integral gosterilimleri ortaya konulmustur. Bu
gosterilimler kompleks kismi tiirevli denklemleri i¢in tanimlanan siir-deger
problemlerinin ¢6ziimiinde énemli rol oynamaktadir. Yine ayn1 kaynaktan standart
formda belli tipten kompleks denklemler i¢in Schwarz, Dirichlet ve Neumann
problemlerinin ¢6ziilebilme kosullart ve elemanter ¢6ziimlerin nasil ortaya
konuldugu 6grenilmistir. (4) nolu kaynaktan normal dogrultudaki tiirev ile kompleks

tiirev operatorleri arasindaki iliski incelenmistir. Bu iligki, 6zellikle Neumann ve



Robin problemlerinin ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Kompleks formda Poisson
denklemi i¢in Robin problemi [1] numarali kaynaktan incelenmistir. Kompleks
analizin temel konularindan biri olan genellestirilmis analitik fonksiyonlarla ilgili
kavramlar i¢in [3] numarali kaynaktan yararlanilmistir. Klasik Beltrami denklemi
icin tanimlanan Schwarz ve Dirichlet sinir deger problemleri [5] numarali kaynak
kullanilarak ortaya konulmustur. [6-8] numarali kaynaklardan ise konuyla ilgili

cesitli kavramlar ve tanimlar 6grenilmistir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezde once bazi temel integral gosterilimleri verilecek ve daha sonra belli tipten
kompleks diferansiyel denklemler ve Beltrami denklemi i¢in Schwarz, Dirichlet,
Neumann ve Robin problemlerinin uygun kosullar altinda ¢dzlimleri ortaya
konulacaktir. Ileri bir arastirma konusu olarak ele alman problemlerin
genellestirilmelerinin yapilmasina temel olusturma bu tezin amaclar1 arasindadir.
Ayrica belli tipten smir deger problemlerinin ¢dzlimlerinin varlik ve tekligini

arastirmak i¢in On bilgilerin ortaya konulmasi tezin bir diger amacidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Kompleks Diizlemde Gauss Teoremi

D<C alt bdlgesinde f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kompleks fonksiyonu verilsin ve
f eC*(D) olsun. Burada u,v:D-—>R kompleks degiskenli, reel degerli

fonksiyonlardir. Z,=X,+1y, € D sabit bir nokta olmak iizere U ve V nin z,

noktasindaki lineerlestirilmesi

. ou ou
U(X, Y):u(xo’yo)"'&(xovyo)(x_xo)"'a(xo’yo)(y_yo)

\7(X, Y):V(Xo’yo)+%(XOfYO)(X_XO)"'%(XO’yo)(y_yO)

of ou .ov :
bicimindedir. q:a_u”g ve —=—+I5 esitlikleri goz Oniline alinirsa, f in

OX OX OX oy oy

z, € D noktasindaki lineerlestirilmesi

)ty 00y = £ (215 2 (2 )k 1 O 2 Yy
f(z)=u(x,y)+|v(x,y)—f(zo)+ax(zo)(x x0)+ay(zo)(y Yo) (2.1)

olur. Diger taraftan




yazilabilir. Bu degerler f in lineerlestirilmesinde yerine yazilirsa

w|Ew e

elde edilir. (2.1) de X=X, ve y—Y, 1n katsayilarinin f in sirasiyla X ve y ye gore

tiirevleri olduklarna dikkat edilirse, (2.2) de (z-2z,) ve (z-2,) in katsayilari

sirastyla f in z ve 7 e gore kompleks kismi tiirevleri olarak isimlendirilebilir.

Boylece

of _ifof ot o _1fof .of
oz 2\ex oy) oz 2\ox oy
olur.

W kompleks diizlemin agik bir kiimesi iizerinde Z ten bagimsiz ise bu durumda W

analitik bir fonksiyon olur. O halde w=u+iv olmak iizere

u,=v, ,u,=-v, (2.3)

w, =0 (2.4)
kompleks diferansiyel denklemine esdegerdir. Gergekten
20,W = (ax +10, )(u +iV)=0,Uu—0 V+i (8Xv+ 8yu) (2.5)

dir.



Teorem 2.1.1. y, pozitif yonde yonlendirilmis par¢ali diizgiin, kapali bir egri ve D,

y tarafindan smirlanan bolge olsun. Ayrica P ve Q fonksiyonlart D bolgesinde

kismi tiirevlere sahip, D=DwoD =D Uy kiimesinde siirekli iki fonksiyon ise bu

taktirde
[[P, (xy)dxdy=—[ P(x,y)dx (2.6)
ﬂQX (x,y)dxdy = I Q(x,y)dy (2.7)

olup buradan

_[P(x, y)dx+Q(x, y)dyzg{aQ(ai’ ) _GPS;, y)}dxdy (2.8)

dir.

(2.8) esitligine “Green Formiili” adi verilir. Bu teoremin ispati cesitli Calculus

kitaplarinda bulunabilir.

Teorem 2.1.2. (Kompleks Diizlemde Gauss Teoremi) D < C diizgiin bir bolge ve

WeCl(D;(C)mC(lj;(C) olsun. z = x+iy olmak iizere

J.J‘Wz(z)dxdy:%I w(z)dz (2.9)
ve
Uwz(z)dxdy:—%jw(z)di (2.10)

esitlikleri saglanir.



Ispat: (2.5) den
2W, =(uX —vy)+i(vX +uy)

yazilabilir ve (2.6) ve (2.7) kullanilirsa,

ZJ]VV dxdy J] dxdy-+|jj

+u, (z))dxdy

= [ (u(z)dy+v(z)dx)+i [ (v(z)dy—u(z)dx)

ob oD

=i [ (u+iv)(dx+idy)

oD

:—ijw z)dz
ob

olup boylece (2.9) elde edilir. (2.9) esitliginde W yerine W yazilip her iki tarafin

kompleks eslenigi alinarak , 0,w=0,W olduguna da dikkat edilirse, (2.10) elde

edilir.

2.2. Cauchy-Pompeiu Integral Gosterilimleri ve Sonuglar

Teorem 2.2.1. Dc C diizgiin bir bdlge ve weC*(D;C)NC(D;C) olsun. zeD

ve ¢ =<&+in olmak lizere

ve

(2.11)



w(z)=—— W(é’)g—%j wg(g)c@7 (2.12)

esitlikleri saglanir.

ispat: £ D icin K, (2)={{ eD:|{-z|<e&}, D, =D-K,(z) olsun. Bu durumda
W
D, halkasal bolgesinde # fonksiyonu i¢in Teorem 2.1.2 nin kosullar1 saglanir. O
-7

halde (2.9) dan

w; (<) 1 _1 w(¢ 1 w(¢)
g 4— e 2_£ _Eif‘zdg 4[ e

elde edilir. Sagdaki ikinci integral i¢in ¢ —z = " kutupsal koordinatlar: kullanilirsa

;(é“) _L @)y,
.U dedn _ZaDC: Z

I\)IH

f z+ge )dt
0

olur. Son esitligin her iki yaninin & — O i¢in limiti alinirsa,

u] ey el dfd il




wig)

elde edilir. Benzer sekilde D, bolgesinde fonksiyonu i¢in (2.10) esitligi

kullanilarak (2.12) elde edilebilir.

Tammm 2.2.1. (2.11) ve (2.12) gosterilimlerine W(Z) fonksiyonunun Cauchy-

Pompeiu integral gosterilimleri denir.

Tamm 2.2.2. f €L (D;C) olmak iizere

T (1)=-2 [ 1(0) 2

seklinde tanimlanan T, operatoriine “Pompeiu Operatori” denir.

Tanmm 2.2.3. ¢, C* (D) siifina ait reel degerli bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonu

tamamen D nin i¢inde bulunan bir kompakt alt bolgenin sinirinda ve diginda 6zdes

olarak sifir ise ¢ ye “Test Fonksiyonu” denir. Bu sekilde tanimlanan test

fonksiyonlarinin simifi C* (D) ile gosterilir.

Tamm 2.2.4. Her ¢ € C;}' (D) test fonksiyonu igin f fonksiyonuna karsilik

ﬁ(f 2—(Zp+ ggo)dxdyzo

D

saglanacak sekilde bir g fonksiyonu mevcutsa g ye f in z ye gore birinci

basamaktan Sobolev anlaminda tiirevi denir ve 2—f: g seklinde gosterilir. Benzer
z

sekilde Sobolev anlaminda % tanimi ve yliksek basamaktan tiirevler verilebilir.
74



Teorem 2.2.2. f eL,(D;C) olmak iizere her ¢ € C; (D;C) test fonksiyonu igin

j To f ( z)dxdy + j [f(2)p(2)dxdy=0 (2.13)

esitligi saglanir.

Ispat: (2.11) esitligi ve ¢ fonksiyonunun D bolgesinin smirinda 6zdes olarak sifir

oldugu goz oniine alinirsa

0(2)= 5z [0 For 2 [ (O

:_;”(P:(f)dgdn
=(To:)(2)

elde edilir. Diger yandan

”Tf 7) dxdy = ”{__H didn} (2)dxcly

saglanir. Bu durumda

H T, ( z)dxdy + ” @(z)dxdy =0

veya

10



JI(Tot (2)¢: (2)+ f (2)0(z))drdy =0

D

olur. O halde
o,Tof =f (2.14)

tiirevinin Sobolev anlaminda mevcut oldugu sdylenebilir.

Kompleks kismi tlirevli denklemler igin D:{z eC:|z| <1} birim diskinde sinir

deger problemlerinin incelenmesi sirasinda Cauchy-Pompeiu formiillerinin degisik

versiyonlar1 karsimiza ¢ikar.

Teorem 2.2.3. we C'(D;C)C(D;C) olmak iizere,

z| <1 birim diskinde

_ 1 ¢+zdg 1 dg
W(Z)—ZMH(R‘?W(Q)? 2 zﬂg_llmw(g) 2
1 w; (¢) 2w ({)
”ﬂi = + v dédn (2.15)

dir.

Ispat: weC'(D;C)NC(D;C) olmak iizere, (2.9) daki esitlikte w(¢) yerine

alimirsa Teorem 2.1.2 nin kosullar1 saglanacagindan |Z|<1 birim

W(g)l—fg

diskinde

W (&) —dgdn 0

2 ] ¢

1- _é’ \§\<1

11



elde edilir. Bu ifadenin kompleks eslenigi alinip, (2.11) ile taraf tarafa toplanirsa

w(z)= L [ [§W(E), (@) )de 1w (¢) 2w le)
27”\;\_1 -1z -z | & S -z 1-z24

olur. Diger taraftan

ow +1z
(Rew(£))

ifadesi son esitlikte yerine yazilirsa (2.15) gosterilimi elde edilir.

Sonug 2.2.1. Her we C'(D;C)nC(D;C) fonksiyonu, |z| <1 olmak iizere

f+zds 1 w (
= R Z5 -
W(Z) \;‘\[1 eW é’))g z 4§ 2n <1 ¢

> d.§d77+| Imw(0)(2.16)

biciminde gosterilebilir.
(2.16) formiilii Cauchy-Schwarz-Poisson formiilii olarak bilinir.

Tamm 2.2.5. (o(z) : |Z| <1 birim diskinde analitik bir fonksiyon olmak iizere

1
50(1)= 2

g+zdg
f(o(é”)g .z

el=
seklinde tanimlanan S operatoriine Schwarz Operatorii denir.

ze D ve { €D olmak iizere

12



limS () gp(g), goeC(@D;R)

¢
oldugu gosterilebilir.

Not: w(z) fonksiyonu |z| <1 birim diskinde analitik bir fonksiyon oldugunda (2.16)

formila

w(z)=—_gL(Rew(g))(%—ljd?gH Imw(0) (2.17)

formuna gelir. Bu formiile analitik fonksiyonlar i¢in “Schwarz-Poisson Formiili”

denir.
gtz _ 20 _
g—z_g—z

ifadesi de “Poisson Cekirdegi” olarak isimlendirilir.

Teorem 2.2.4. D diizgiin bir bdlge ve we C?(D;C)NC*(D;C) olmak iizere

\“\

W(Z)ZLIW@)%_%LWA g: ” §d77 (2.18)

ve



w(z)=i w(()d—§+i w_ (¢)log|¢ - z| dc+= ” ¢)logl¢ - z| dédn (2.19)

27l 5 g—z 27mig

esitlikleri gecerlidir.

Ispat: (2.11) gosterilim formiiliinden

yazilabilir. Bu ifade (2.11) de yerine yazilirsa

d¢ 1

w(z)=—= [w(¢)2e+ 1 wt(t)yx(z,t)dt—iﬂwn(t)z//(z,t)dtldtz

-1 27y

elde edilir. Burada

o [ r e[ arerd HE

T t—z
dir. (2.11) gosteriliminde W( ) yerine P— alimirsa
t-z 1 t-¢ d¢ 1 dédn
t-z 27 t-0 ¢z 77\;\<1(§_t)(§_2)
1 4 dfdn

"2 :I1(5 t)(¢ - C ;:I

=2y (2)

olup v hem t hem de z ye gore analitiktir. Diger taraftan (2.9) dan

14

(2.20)

(2.21)



27i 3, v (2,t)dt—— ﬂ  (ty7 (z,t)dtdt, =0

yazilabilir. Bu ifade (2.20) den ¢ikarilirsa

dc 1

w(z)=ﬁaij(§)———_ wt(t)(y?(z,t)—y/(z,t))dt+§J.6|.wttt 7 (2t

-7 2miyg

elde edilir. (2.21) esitligi kullanilirsa

d¢ 1

(o) oo [w(e) 25 L [ (20w,

\“\

d d
27 g -z 2mig <
gosterilimi ortaya ¢ikar. Simdi (2.19) u elde edelim.
Bunun igin (2.12) den
1 dt 1 dt dt
W> == ——— || W (t 2
+(6) 27i t()t ¢ nIDJ “()t—c;
esitligi yazilabilir. Bu ifade (2.12) de yerine yazilirsa
1 dédn
l//(Z,t) =— ——_
ﬂg(g—t)(g—z)
olmak iizere
1
W(Z)=—I ———— | w (t)y (z,1) dt——” w(z,t)dtdt,

27l 5 g“ z 27y

bulunur.

15

—y(z,t))dt,dt,

(2.22)



log |’[—Z|2 fonksiyonu sabit bir t € Dnoktasi i¢in D \{t} kiimesinde C' sinifindandur.
O halde yeterince kii¢iik & >0 sayis1 i¢in D, = D \ {z:|z — t| < €} olmak {izere,
Z € D bolgesinde (2.11) uygulanabilir. Boylece

D,

—Z 7wy ¢-té-
dir.
Diger yandan ¢ < |Z —t| bolgesi i¢in § —t= re' kutupsal gosterilimi kullanilirsa

1 ﬂzl«EZﬂi
7T e (ﬁ)(g_z) ﬂ.g.([t_z_reig dodr

integrali mevcut olup & — Oigin bu integralin degeri sifira yaklasir. Bu durumda

Iog|t Z| _Z_J-Iog|t é,|2 dé/ H( dégdﬂ

(e~
=y (z,t) -y (z.t) (2.23)

dir. Ayrica

v (z,t) :—Ilog|§ t|2 dg’

fonksiyonu z ye gore analitik fakat t ye gore anti analitiktir. Boylece (2.10) dan

ped| we (t)7(z,t)dE += J’j 7 (z,t)dtdt, =0, t=t, +it,

elde edilir. Bu ifade (2.22) ye eklenip, (2.23) kullanilirsa (2.19) esitligi elde edilir.
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Sonug 2.2.2. (2.18) ve (2.19) esitliklerinde W yerine W eslenik yazilip kompleks

eslenik alinirsa

__ 1 a7 1 g-247,1 (-2
w(z)= 2niiw(g)ﬁ+zﬂiiwf(g)Tzd“ﬁJDW“(g)gTzdgd" (2.24)
ve benzer sekilde
1 d¢ 1 2 1 2
w( ):—Z—”imw(;)é%—z—mﬁDwg(g”)Iog|§—z| d§+;gwgz(§)log|§—z| dédn (2.25)

gosterilimleri de yazilabilir.

2. 3. Temel Sinir Deger Problemleri

Bu kesimde belli tipten bazi kompleks kismi tiirevli denklemler i¢in sinir deger

problemleri incelenecektir.

Tammm 2.3.1. (Schwarz Sinir Deger Problemi) D:{ZE(C:|Z|<1} birim diskinde

w, =0 denkleminin
Rew| =7, 7€C(dD;R); Imw(0)=c, ceR

sinir kosullarini saglayan W( Z) ¢Ozlimiiniin bulunmasi problemi analitik fonksiyonlar

i¢in “Schwarz Sinir Deger Problemi” olarak adlandirilir.

17



Teorem 2.3.1. D={zeC:|z| <1} olmak iizere

W7=0, zeD

Rew| =7, y€C(D;R); Imw(0)=c, ceR

Schwarz sinir deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir ve bu ¢oziim

w(z)=—— y(g’)g+2d?§+ic (2.26)

-7

I
N
3.
T—
™

dir.
Ispat: Teoremin ispati (2.17) Schwarz-Poisson formiiliinden agiktir.

Tammm 2.3.2. (Dirichlet Smir Deger Problemi) D:{Ze(C:|Z|<l} birim diskinde

w, =0 denkleminin

W, =7(2), 7 €C(aD;C)

sinir kosulunu saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine analitik fonksiyonlar i¢in

“Dirichlet Sinir Deger Problemi” denir.

Teorem 2.3.2. D= {z eC: |z| <1} ve yeC (GD; (C) olmak iizere

w, =0,zeD

W, =7, 76C(8D;(C)

Dirichlet sinir deger probleminin ¢dzlimiiniin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul

18



L[ y(2)—==dc =0 (2.27)

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda problemin tek ¢oziimi

w(z)=== [ 7(¢)2£ (2.28)

Cauchy integral formiiliiyle verilir.

Ispat: Cauchy integral formiiliiniin hipotezleri altinda ¢(Z)=—_ J. (o(é' )—

analitik fonksiyonu

#'(r)=limg(z) . ¢ (z)=limg(2)

stnir degerlerine sahiptir. Burada D*, D" =y ile simrlanmus i¢ bolge, C Riemann

kiiresi ve D=C \( D" uy) dir. Ayrica 7 €y igin

# (1) =20(0)+9(r). ¢ (1) =—0(c)+4(7)

olup, #(z) Cauchy esas degeri anlammndadir. Bu formiiller Plemelj-Sokhotzki

formiilii olarak bilinir. Plemelj-Sokhotzki formiiliinden, |§ | =1 i¢in

!i_r)r;w(z)—!i_rpw(z) =7(¢)
|z|<1 1<)z

yazilabilir. |§ | =1 i¢in

19



imw(z) =7 (£)
et

olmast igin gerek ve yeter kosul limw(z)=0 olmasidir.

1<)z
(2.27) nin gerek kosul oldugunu gostermek igin, W, Dirichlet probleminin bir

¢Oziimii olsun. Bu durumda W, D bdlgesinde analitik ve 0D smirinda siirekli bir

fonksiyondur. Boylece

limw(z)=y(¢), [<]=1 (2.29)

¢

dir. |Z| >1 i¢in

L e __ 1 Z _ge-_L z_d4¢
j_ 27l {_[17/(4)4_1 27l gjly(é’)l—fé’dg 27i 417/(4,)5—7 g
Z

fonksiyonunu g6z Oniine alalim. |Z| >1 i¢in z — ¢ durumunda %—) ¢ dir. O halde
4

C . 1 ,
1<|z| icin Ilrrgl W(Z) mevcut oldugundan, IIHQW(:] de mevcuttur. Diger yandan

- 7

dir ve bu durumda
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!i_r)?w(z)—!i_rgw(z)=y(§) (2.30)
|z]<1 |z]>1

elde edilir. Bu ifade (2.29) ile karsilastirilirsa Iin;w(z)zo oldugu gbriiliir. |z|>1
|z]>1

oldugunda W(oo):O ise, analitik fonksiyonlar i¢in maksimum prensibinden
w(z)=0 olur. O halde |7|<1 icin w(%jzo dir. Boylelikle (2.27) kosulu elde
z

edilir.

(2.27) nin yeter kosul oldugunu gostermek igin (2.27) ve (2.28) taraf tarafa

toplanirsa,

bulunur. Bdylece |¢|=1 i¢in Poisson gekirdeginin ézelliginden Iing w(z)=y(¢) dir.
|zj<1

Ayrica (2.28) in homogen Cauchy-Riemann denklemini sagladigi agiktir.

Ucgiincii bir sinir deger problemi, regiiler bir bdlgenin siirindaki dis normal vektdre

dayanir. |Z —a| =TI g¢emberi lizerinde normal dogrultudaki tiirev, yarigap vektoriiniin

yoniidiir. v = (Z - a)/ r dis normal vektordir ve bu yOndeki tiirev
0,=0, = Eaz + Zaf seklinde verilir. Ozel olarak birim diskte 0, = 20, +Z0, dir.
r

|4 r r

Tamm 2.3.3. (Neumann Sinir Deger Problemi) D:{ZE(C:|Z|<1} birim diskinde

w, =0 denkleminin

d,W., =7, y€C(aD;C); w(0)=c, ceC

21



siir kosullarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine “Neumann Sinir Deger

Problemi” denir.

Teorem 2.3.3. Neumann sinir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul, |z| <1 birim diskinde

1 dg
- —— =0 2.31
27i {J;ly(g)(l—zg)g“ (231)
olmasidir. Bu durumda ¢6ziim tektir ve
1 -\ d¢
—c__—_ loa(1-2zZ2 )—= 2.32
w(z)=c-o— §I17(§) 0g(1-20) (232)

ile verilir.

Ispat: W analitik bir fonksiyon oldugundan, Neumann sinir kosulu

oo = (2w, +7w, )| |

0

Dirichlet sinir kosuluna indirgenir. zw'(z) analitik bir fonksiyon oldugundan,

Teorem 2.3.2 den

. 1 dg
ZW(Z)_Zni !17(4)?_2

¢Oziimiinlin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, Z| <1 birim diskinde

z

= i 1 1_7gd§=0 (2.33)
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olmasidir. zw'(z) fonksiyonu orijinde sifir oldugundan

1 4 g

27i ley(é’) 4

dir. Bu taktirde

' _i dg

w(2) 27ri§jl (C:)z(g’—z)
_1 1,1 )9¢
27 g:ly(g)(z +§—Z) ¢
_1 g d¢
" i 4_17(4)1—25 iz

yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin z ye gore integrali alinirsa,

I 7(4’)|Og(1—25)d?§

(2.34)

¢Ozimii ortaya ¢ikar. Diger taraftan (2.33) ve (2.34) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

1 z

— [ 7(¢)

1 de

27l Ko

g+ y(¢)—2=0

d .
1-7¢ 27i 1, &

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

L[ =0

273,01

74)

elde edilir. Bu ise istenilen (2.31) kosuludur.
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Bu kisimdan sonra ayn1 sinir deger problemleri homogen olmayan Cauchy-Riemann
denklemleri i¢in verilecektir. T, operatorii kullanilarak bu problemler analitik

fonksiyonlar i¢in verilen siir deger problemlerine indirgenebilir.

Teorem 2.3.4. D birim diskinde, f eL,(D;C),y €C(dD;R), ceR olmak iizere
w,=f, Rew =7, Imw(0)=c

homogen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Schwarz sinir deger problemi bir

tek ¢ozlime sahiptir ve bu ¢oziim

1 {+zdg 1 z f()1+2¢
O am O ) e e e

dir. Bu teoremin ispat1 i¢in [4] e bakilabilir.
Teorem 2.3.5. D birim diskinde, f eL,(D;C), y € C(dD;C) olmak iizere
w, =T, W|aD =7

homogen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Dirichlet sinir deger probleminin

¢oziilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul, |Z| <1 birim diskinde

) . .
z—méj /(4)1_27 sde— !I f(¢) g5z dedn =0 (2.36)

olmasidir. Bu durumda Dirichlet probleminin tek ¢6ziimii

w(z):% [ 1) 2L ([ £ (s)dedn (2.37)

da 67T T ¢z
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dir.

Ispat: Problemin ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilirse, (2.37) ¢oziimii (2.11)

gosteriliminden agiktir. Coziimiin tekligi ise Teorem 2.3.2 nin bir sonucudur.

(2.37) esitligi ile verilen fonksiyonun (2.36) kosulu altinda homogen olmayan

Dirichlet sinir deger probleminin ¢6ziimii oldugu gosterilmelidir.

w(z) =5 [ 1O 2 1

27 e g i

fonksiyonu |Z| <1 olmak tizere T, operatériiniin 6zelliginden, W, = f denklemini
saglar. (2.36) ve (2.37) taraf tarafa toplanirsa
1 1 z

W(Z)ZZ—”i | 7(5)(—+ é’—i‘“‘f(é’)(i_i_ z

i f-1 1-7¢ 7 f-1 1-7¢

- IS S z 1
_Z”i‘j‘ly(g)(g_z+é? 1]5 ”ﬂlf(g)(l—7§+§—sz§dn

dir. O halde |Z| =1 olmak iizere Poisson ¢ekirdeginin dzelliginden W(z)=y(z) smir

kosulu saglanir.

(2.36) nin gerek kosul oldugunu gostermek igin ¢ =W—T, f fonksiyonu ele alinirsa

¢, =1
Pl =r-Tof

homogen Dirichlet problemi elde edilir. Bu problemin ¢6ziilebilir olmasi igin gerek

ve yeter kosul Teorem 2.3.2 den |Z| <1 olmak tizere
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(7(£)-To f(c:))

=1

27r| K

olmasidir ve bu durumda ¢6ziim

0(2)=5n | (1Tt () 5

l¢l=

seklindedir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (2.36) ¢Oziilebilme kosulu ve (2.37)

¢Oziimii elde edilir.

Teorem 2.3.6. D birim diskinde, feC“(B;(C), O<a<l, yeC(aD;C), ceC

olmak tlzere

w,=f, ow

Z 14

=7 W(o):C

homogen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Neumann probleminin ¢6ziilebilir

, Z| <1 olmak tizere

. de d¢ 2 gedn 2.38
2;zi;/(§)§(1—7§) - ,j e ”Ql(l__g £ (238)
esitliginin saglanmasidir. Bu durumda tek ¢6ziim
£
w(z)=c—= [ (#(£)- £t (¢))log(1- z;)d—g—lﬂ () geay  (239)
27 I¢= e )

dir.
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Ispat: o =w-T_f fonksiyonu ele alinirsa

=0, 0,¢|,, =y—2z[1f -, p(0)=c-T,f(0)

analitik fonksiyonlar i¢cin homogen Neumann sinir deger problemi elde edilir.
Teorem 2.3.3 den bu problemin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |Z| <1

birim diskinde

1 B dg
i T2 116) 5

olmasidir. Bu durumda ¢6ziim

p(z2)=c-Tpf (0)_i- I (7(5)—§Hf(é’)—ff (é’))log(l_zf)d?;

27l Ko

seklindedir.

g _ dg
271'|§J.14’Hf(é,)§(1—_§ ZEIJHf 1 g
=1

27 0! (t g) 1- zg
1 Z
- (é/) —\2 gdn

7 Ha (1-2¢)

oldugundan, ¢6ziilebilme kosulu
! d¢ 1

27i ———dédnp=0
271 é£1y(§)§(1—7§)+2”i 4'[ 1 zg“ 7;5[;[1 ) =

27



biciminde elde edilir. Benzer sekilde

j;Hf(g)log(l 2l )—= e _ 1 j [—lﬂf(t) dtldtzz]log(l—zi)d;

2, ¢ 2 €)'
:__le L;{ 7l 'O?f__t;f )Jdtldtz
~0

oldugundan, W 6ziimii

w(z)=9(2)+Tof (2)

“o- g [ (M2 1@ eofa-e2) -2 [ T sazan

olarak elde edilir.

Teorem 2.3.7. D birim diskinde, feC“(ﬁ;(C), O<a<l, yeC(aD;C), ceC

olmak tzere

sinir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |Z|<l birim

diskinde

L _dedn 2.40
2;zi§I 7<) §1 z;’ ;zﬂl (1-2¢) (2.40)

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda tek ¢6ziim
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2)=c—— 0g(1-2 dédy |
w(z)=e— | r(&)tog(i- 7)°s 4 JI O (2.41)

dir.

Ispat: 9 =w-T,f fonksiyonu ele alinirsa, verilen sinir deger problemi

¢, =0, 2¢'(z) =r-2I1f, ¢(0)=c-Tf(0)

analitik fonksiyonlar i¢cin Neumann sinir deger problemine doniisiir. Burada ¢
fonksiyonu analitik oldugundan, z¢'(z)=0,¢ yazilabilir. Bu durumda teoremin

ispat1 bir 6ncekine benzer sekilde yapilir.

Ikinci basamaktan iki temel tiirev operatorii vardir. Bunlardan birisi 8,6, Laplace
operatorii ve digeri 872 Bitsadze operatériidiir. Ugiincii bir operator de Bitsadze

operatoriiniin kompleks eslenigi olan 812 operatoriidiir. Bu operator igin aragtirilacak

biitiin formiiller ve sonuglar, Bitsadze operatorii i¢in elde edilecek sonuglarda

kompleks eslenik alinarak bulunabilir.

Simdi Bitsadze operatdrii i¢in temel sinir deger problemlerini inceleyelim:

Teorem 2.3.8. f e, (D;C), 7,7 €C(dD;R), ¢,,¢, € R olmak iizere birim diskte

w, =f, Rew| =7, Rew,| =7, Imw(0)=c, Imw,(0)=c

Y4

homogen olmayan Bitsadze denklemi i¢in Schwarz sinir deger probleminin bir tek

¢Ozlimii vardir ve bu ¢6ziim
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w(z)=ic,+i(z+Z)+—— c+zde 1 6+ Z+ do
(2)=icy +i )Zﬂ.gjlo(é)g el R (¢-zed=2)

1 (€)g+z, ()12l
+2ﬂ£{ AT Zgj(cj 1+¢ z)dgdn (2.42)
bigimindedir.

Ispat: Verilen problem

w, =g, Rew|_ =7, Imw(0)=c,
g,=f, Reg| =7, Img(0)=c
sistemine esdegerdir. Teorem 2.3.4 den bu iki sinir deger probleminin ¢dziimleri

sirastyla

ve

dir. g fonksiyonu, W ¢dziimiinde yerine yazilip
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1 t+§§+zd§dn_t+z(t_—z)
2rat=¢¢-2 ¢ t-z

1 1+cjt_§+zd(§d77_1+zt_(t_—z)
271"4‘41—;1:_ i-z ¢ 1-zt

1 gpt+d 1428 dédny 1+t
2z ft-¢1-28 ¢ 1-7t

(t-2)

1 p1+0t1+28 dédy

= = t+z
27 oy l-¢tl-28 &
1 (§+Z£—l+zfljd§d .y
2w pa\¢-2¢ 1-20 & 7

esitlikleri kullanilirsa (2.42) ¢6ztimii elde edilir.

Teorem 2.3.9. D birim diskinde w,, =0, W|aD =0 Bitsadze denklemi i¢in Dirichlet

problemi sonsuz ¢oklukta lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir.

Ispat: WT(Z), D bolgesinde analitik bir fonksiyondur. O halde go(z) ve l//(Z)

keyfi analitik fonksiyonlar olmak tizere Bitsadze denkleminin ¢6ziimii
w(z2)=p(2)2+v/(2)

dir. |Z| =1 igin, 0D smirinda W|aD =0 oldugundan (p(z) + 21//(2) =0 dir.
Q)(Z)+ Zl//(Z) analitik oldugundan, bu esitlik D bolgesinin tamaminda dogrudur. O

halde ¢(Z) =7y (Z) oldugundan, keyfi analitik y fonksiyonu i¢in

w(2)= (1|7 v (2)
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yazilabilir. Ozel olarak y(z)=2z", ke N almirsa,

W, (z)=(1—|z|2)zk, keN

fonksiyonu Bitsadze denklemi i¢in Dirichlet probleminin ¢6ziimiidiir ve k € N i¢in

W, (Z) ¢oziimleri, C bolgesinde lineer bagimsizdir.
Teorem 2.3.10. f e Li(D;(C) y Yo € C(@D;(C) olmak tizere, D birim diskinde

w, = f, W|aD:7/0’ W7|aD:71

homogen olmayan Bitsadze denklemi i¢in Dirichlet sinir deger probleminin

¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |Z| <ligin

z 7/0(4/) é/
i e e
ve
N PGy oY 249
¢l T
olmasidir. Bu durumda ¢6ziim
_ 1 d¢ 1 c-24, f gzdd 2.45
w(z) 2mgjlm(;) Fa 2m!171(5) — ;j (¢)g=;d¢dn (249)

dir.
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Ispat: Verilen simir deger problemi

W|aD =%

g|aD:7/1

sistemine esdegerdir. Teorem 2.3.5 ten |Z| <1 birim diskinde

1
272'| B 71'[}”. 1__4
ve
1
ryrl VA C; =
2’“4I=1 ( 4”1
¢oziilebilme kosullari altinda
1 A¢ 11 g () 997
9(2) 27riilyl(§)g—z ﬁﬂl ()75
ve
_ 1 dd 1 d&dn
W(z)—zﬂij 7/0(4);—2 _!_Lg(é') =

¢cozlimleri mevcuttur. (2.48) fonksiyonu (2.49) da yerine yazilirsa

w(2)=5 ﬁ_;;dz;n Gt G }"“Z
1 a1 dédn 1 Lo dédy
_Z”i\cL%(g)g‘Z 2, {””1 }dt ”\gl Lﬂl( —¢)(¢ -

33
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(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

}dtldtz



¢Oziimii elde edilir. Bu ifadede

1 dédp  _t-z
ﬁ\gkl(t_é/)(é/_z) t-z

degerinin yerine yazilmasiyla (2.45) ¢6ziimii elde edilir. (2.48) fonksiyonu (2.46) da

yerine yazilirsa

1 N I YT dt z
2;zigj-1y°(§) - _”IL I = 4 ﬁ‘”l e
NENY ORI U
27 t'[l & (t)_”;<1(t_§)(1_7§)_ !
Y T L
ﬂj (t)_” !L(t—év)(l‘f‘f)_dtldt2

kosulu elde edilir.

1 dédp  _ t-z
”\g\<1(t_§)(1_7§) 1-zt

degerinin son ifadede yerine yazilmasiyla (2.43) kosulu elde edilir.

Teorem 2.3.11. feLl(D;(C)mC(GD;(C), Vo yleC(GD;(C), c e C olmak tuzere

birim diskte

w, = f, W|aD:7/0’

D 1 WT(O):C

homogen olmayan Bitsadze denklemi igin Dirichlet-Neumann sinir deger

probleminin ¢dziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul z € D olmak {izere
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2

1 d¢ 1-|¢]

1
C_2_7rim:17° (5)1_74 +;£1 f (é’)mdidn =0 (2.50)
ve

1 = de 1 Zf(<)

27i 1(6)=¢'f S1—7r) . >d&dn =0 (2.51)
o KGR Qe e

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda ¢6ziim

. dg 1 T o L R I
w(R)=ez e g I (@) g | (n(O) =€) = Hlooft-20)
1 ¢ -
— ) (¢ d&dy (2.52)
T \a ( )5(4—2)
seklindedir.

Ispat: Verilen simir deger problemi

W, =g, W|aD:70

0,=1, 8,8lp=7. 9(0)=c

sistemine esdegerdir. Teorem 2.3.5 ve Teorem 2.3.6 dan |Z|<1 birim diskinde

sirastyla

1 z 1 z

ve
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1 d¢ 1
2”'1%(5) ¢(1-2¢) Z”igj - Z§=_;£1 (g) )déd?7 o

¢Oziilebilme kosullar1 altinda

d§

w(z)=== | 7 (é’ (2.55)
7l

\g\<1

ve

g(z)=c—%gjl( 7n(&)-Z1(¢))log(1 ZC)d?g—iﬂl%dfdn (2.56)

¢oziimleri mevcuttur. (2.53) ve (2.56) birlikte ele alinirsa

Lok <n<t>—ﬁ<t>>uog<1—ft>ﬂ—iﬂ o

27, t mint (t-¢)

:lﬁ cz dgdn%(gfl(t)ﬁ(t))[%“l Zglog(l (t)dfdn}dt

elde edilir. Diger taraftan
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1

ﬂmdl—fé
1

log(1-Zt)d&dn =0

ﬂmdl—f{

14 ¢ I (-1
ngﬂlg—u—z;déd”_{l—ﬁJ

sonuglarinin son esitlikte yerlerine yazilmasiyla (2.50) ¢6ziim kosulu elde edilir.

(2.55) ve (2.56) birlikte ele alinirsa

dt

W(z):i_ I 70(&) de +i. (72 (1) - ( { .” log(1-¢1) g‘f z}t

271 1, ¢-z 27, i

S0 e

bulunur. Ote yandan

dqpdedn _,

T 6 —2
_J‘J'l dfdﬂ 1- |Z| og(1-zT)
e 5 z z

1 S
[ —2 dedp ="
e s T

olmasi nedeniyle (2.52) elde edilir.

Teorem 2.3.12. f el (D;C), y,, 7, €C(dD;C), ¢ eC olmak iizere, birim diskte

w, = T, W|aD:70’ ZWZT|@D:71’ WT(O):C
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siir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ze D olmak

tizere (2.50) ve

1 dg ., Z [+ dédn __, 257
27rii171(§)§(1—7g)+7z4<1 (g)(l—zg)2 (257)

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda ¢6ziim

_ L 4 1 7 (1,719
W(Z)_Z”iil%({)g—;z”ié—lyl(g) z oot Zg)g (2.58)
. 2.58
+1 f(§)4d|§| ki Edn+cz
T \a ¢(¢-12)
seklindedir.

Ispat: Teoremin ispat1 Teorem 2.3.6 yerine Teorem 2.3.7 kullanilarak bir éncekine

benzer bigimde yapilabilir.

Teorem 23.13. feC*(D;C), 0<a<l, y, 7 €C(dD;C), c;, c,eC  olmak

tizere birim diskte
Wy = f, aVW|aD =70 avW7|aD =71 W(O) =Cy, W, (O) =C

homogen olmayan Bitsadze denklemi i¢in Neumann probleminin ¢6ziilebilir olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul z €D ig¢in

1 a1 _ N\ =
¢z +2—m§=170(§)ﬁ—2—7ﬂ{=1[71(§)—4 f (()][1—24409(1—2{)] ’
- (2.59)
L f@[ZEY) 1y
7T Ha (1—74)2 z
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ve

1 _Fi =5__ dédn _ 2.60
Lo aE I

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda ¢ézim

o) =evaz s | (4081 EDosl-22) %
1 - dc ()7 (2.61)
ZIRE 7o(¢)log(1- Zg)?Jr_ngTEdgd"

seklindedir. Teoremin ispat1 i¢in [4] e bakilabilir.

Teorem 2.3.14. f el (D;C), 5, 7,€C(dD;C), ¢,, ¢, eC olmak iizere birim
diskte

w, = f, ZWZ|6D:7/0’ W, | =7, W(0)=c,, w,(0)=c,

siir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul, Z € dD igin

1 ¢, 1 2.62
i Oy e O D E L1 e e
ve
d&dn
" = - (2.63)
2 7y (g)(l 44’ ”5['[1 (é’)(l—_é’)

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda ¢6ziim
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w(z):—i_ | yo(g“)log(l—zg_)d?g+i_ | yl(g)Lﬁlog(l—zZ%Z]d?g

27l e 27l o

” f(g d§dn+c +c,Z (2.64)

\§\<1

dir. Teoremin ispati i¢in [4] e bakilabilir.
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3. POISSON DENKLEMI iCiN SINIR DEGER PROBLEMLERI

3.1. Poisson Denklemi icin Schwarz, Dirichlet ve Neumann Simir Deger

Problemleri

Bu kesimde, homogen olmayan Poisson denklemi i¢in tanimlanan {i¢ ayr1 sinir deger

probleminin ¢6ziilebilme kosullar1 ile elemanter ¢oziimleri ortaya konulacaktir.

Teorem 3.1.1. fel,(D;C), 5, 7,€C(dD;C), ¢, ¢, eR olmak iizere birim
diskte

w, = f, Rew| =y, Rew]| =7z, Imw(0)=c, Imw,(0)=c

Z

Poisson denklemi i¢in Schwarz sinir deger probleminin bir tek ¢dzliimii vardir ve bu

¢Ozlim

w(z)=ic,+ic,(z+7 _ L ;75
(z)=ic, +ic,( ) 27ri§'|:170(§)§ z
_ij (g)[glog(l 2Z) {Iog(1—7§)2+z—7}d?§
+= ”{f Iog|§—z| —~log(1- z{)} (—)|09(1—7§)}d§d77
\¢\<1
=y {f 9T g |7 ){%mmc@}dfdn
\g\<1
f( 4 ) f(9)]z-2
”\:\ ¢ } 2 e oY
bi¢imindedir.

41



Ispat: Verilen problem

W,

9;

g, ReW =7, Imw(0)=-c,
f ':Dzj/l’ Img(0)=

sistemine esdegerdir. Teorem 2.3.4 den bu problemlerin ¢oziimleri sirasiyla

ve

oldugunu biliyoruz. g ¢oziimii, W da yerine yazilip

1 "[lm—llﬁﬂdédn}zi
[¢-1 (1-7¢

1 (1+¢T C+z dédn 2|0g(1 )+ 2
2r))1-¢t -z £
1

Cr =, =
1 1+€t1+3§ dgd”:—glog(l—ft)—_
27zw 1-¢t1-72¢ ¢ t

1 ((t+¢ C+zdédn T
27[.)‘)1'. é/é/ Z é/

‘§‘<l
t+ 1478 dédnp
Zﬂmdt §1-7¢ ¢

g|t—z|2 —2t|og(1—7t)—t|og|t|2 +7

= 2flog(1-2t)+Tlogt] -z

olduklari g6z 6niine alinirsa (3.1) ¢oziimii elde edilir.
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Cozumiin tekligini gostermek i¢in W, ve W, fonksiyonlarinin ¢éziim olduklar1 kabul

edilirse, g =w, —Ww, fonksiyonu Laplace denklemini sagladigindan harmoniktir.

Ayrica

9,=0 Reg| =0, Reg,| =0, Img(0)=0, Img,(0)=0

dir. ¢, analitik bir fonksiyon oldugundan, g, =¢’ denilirse, w keyfi bir analitik
fonksiyon olmak tizere g =@+ elde edilir. Reg, =0 oldugundan Re¢'=0 dir.
Img,(0)=0 oldugundan Im¢'(0)=0 dir. Teorem 2.3.1 den ¢'(z)=0 dir. Bu
durumda o keyfi bir sabit olmak iizere ¢(z)=a yazlabilir. Reg|8D=0 ve
Img(0)=0 oldugundan Rey =—Rea ve Imy(0)=Ima dir. Bu durumda

w(2)=-a olmalidir. O halde W, =W, dir ve ¢dziim tektir.

Bu problemde W yerine W yazilip, daha sonra kompleks eslenik alinirsa Poisson

denklemi i¢in asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.2. fel (D;C), 5, 7,€C(0D;R), ¢y, ¢, eR olmak iizere, birim
diskte

w,=f, Rew

4

=7 Rew| =7, Imw(0)=c, Imw,(0)=c

Poisson denklemi i¢in Schwarz sinir deger probleminin bir tek ¢éziimii vardir ve bu

¢ozlim
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. . _ 1
w(z)=ic, +IC1(Z+Z)+2_7Zi;J;170(é/)E?

+i (g)[glog(l 2Z) glog(1—7§)2+z—7}d—§
! ¢

= H{f )| log¢ 2" ~log(1-2£) |- (C)'OG(l—Zé:)}dfd"

\c;\<1
log (1- 25)+0 A[loe-z)
§<1{f l: I g|§|:| f(§)|: ;2 | g|§|:|}d§d77
1| £(9) +(—) -7
”gﬁl{ ¢ ¢ } y 4 (3.2)

olarak verilir. Bu teoremin ispat1 i¢in [2] ye bakilabilir.

Simdi (2.19) ile gosterdigimiz

L W(é’)d—g+i_j ( ¢)logl¢ - z| dé += J'J' ¢)log|¢ - z| dédn

w(z)=-—
27 6=z 27, T da

ifadesini gbz Oniline alalim. Bu gosterilim, esitligin sag tarafindaki ikinci egrisel
integralden dolayr Laplace denklemi i¢in Dirichlet probleminin ¢dziimiine uygun
degildir. Ancak bu ifade Gauss teoremi yardimiyla problemin ¢oziimiine uygun hale

getirilebilir. Ikinci egrisel integrale Gauss teoremi uygulanirsa

ij W (¢)log|¢ -2 dg’—— [ w, log[t- z§| dZ

27l i1 m -1
1 —2
27!{184 W, (¢)loglt- 22 aédn
S .U' (¢)loglL- z§| d§d77+—.|._|.w —d/f 1
e T\ta 1 5

elde edilir. Sag taraftaki ikinci bolge integraline tekrar Gauss teoremi uygulanirsa
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SN

el \4\<1
1 z
“2mi g, (g)l‘fgdg
1 _Z d4¢
27 gj;lw(é,)Tz g

ZC

dédn (3.3)

0 | e e S e

esitliginin her WeCZ(D;C)mCl(B;C) fonksiyonu i¢in dogru oldugu gériiliir. Bu

gosterimde, sinir integralindeki ¢ekirdek fonksiyonu Poisson ¢ekirdegidir.

Tamm 3.1.1. z,{ €D, z#¢ i¢in

-zl
G,(z,¢)=log =

(3.4)

olmak tizere G(z,{)= %Gl(z, ¢) fonksiyonuna, birim diskte “Laplace Operatorii

icin Green Fonksiyonu” denir.

Not. Herhangi bir sabit €D noktasi i¢in, z nin bir fonksiyonu olarak Green

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:

1) G (Z, 4 ), D\{é’ } bolgesinde harmoniktir.
2) G (Z, 4 )+ |0g|§ — Z| , D bolgesinde harmoniktir.

3) Her t € dD igin IiH?G(Z,é')zo dir.
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4) 7, e Dve z# ¢ olmak iizere G(z,{)=G(¢,z)dir.

Sonug 3.1.1. Her we C* (D; C)C*(D;C) fonksiyonu

W(Z)zi_ W(é’)(%+%— jd_cj_ ! H (z,¢)dé&dn (3.5)

bi¢iminde gosterilebilir.

Teorem 3.1.3 f e Ll(D;(C) ve 7EC(8D;(C) olmak iizere, birim diskte

Poisson denklemi i¢in Dirichlet sinir deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir ve bu

¢Ozlim

£ Y ey @
)(§—z+§—z Jg 4”1 (€)G:(z.¢)dgdn (3.6)

=
™\

esitligi ile verilir.
Ispat: Teoremin ispati Green fonksiyonu ve Poisson gekirdeginin ozellikleri

kullanilarak Sonug 3.1.1 den goriilebilir.

Poisson denklemi i¢in Neumann probleminin ¢dziimiine uygun bir gosterim elde

etmek i¢in  (2.19) ve (2.25)  esitlikleri  taraf tarafa  toplanirsa,

we C?(D;C)NC*(D;C) olmak iizere
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L ¢, ¢ g g -2 %
w(2) 4ﬂi“W(§)(§_z+ = ] : 4ﬁ.§f1(5w (¢)+¢w. (¢))logl¢ 7
+= jj ¢)logl¢ —2[" d&dn (3.7)

m<1

esitligi yazilabilir. Ayn1 zamanda

%JLW“ (¢)togf—22] dzan - % ﬂl{ag [W4 (¢)logjL- Zé_ﬂ +0, {W(g M—%}}dfdn
gﬂl{ [ - (¢)log ‘1— ZZH +0; [W(g)éﬂdﬁdﬂ

:—Jllog|§ 2f [g“w( )+5W§(§)}d?§

1 w(;){L+;}d_5 (3.8)

dir. (3.7) esitliginin sag tarafindaki ilk integral uygun hale getirilip, (3.8) esitligi

kullanilirsa
w(z)= s [ W) [ togle—of (6w, (€)+ T ()
+7T5U1 Iog‘ z)(l—zf)rdédn (3.9)

gosterilimi  elde edilir. Birim c¢ember iizerinde birim dis normal vektor
dogrultusundaki tiirev avgw(g )=sw($)=¢w, ($)+& w- (&)  bigiminde

oldugundan, bu esitlikteki ikinci sinir integralinde normal dogrultudaki tiirev ve

bolge integralinde yeni bir ¢ekirdek fonksiyonu ortaya ¢ikar.
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Tanim 3.1.2. z, £ €D, z#¢ i¢in
N, (z,¢)= Iog‘(g“—z)(l— zf)r (3.10)

olmak tizere, N (z,¢)= _% N, (z,¢)fonksiyonuna birim diskte “Laplace Operatorii
I¢in Neumann Fonksiyonu” denir.

Not. Neumann fonksiyonu ikinci tip Green fonksiyonu olarak da adlandirilir ve

asagidaki 6zellikleri saglar:

1) N (Z, 4 ), D\{é’ } bolgesinde harmoniktir.
2) N (z,§)+log|§—z|, her ¢ €D igin D bélgesinde harmoniktir.
3) zedD ve {eD igin O,N (Z,é’) =—1 dir. (Burada n birim dis normaldir.)

4)z,¢ € D ve z # ¢ olmak tizere N(Z,é’)z N(g’,z) dir.

5)—I (z, {)dg 0.

27i Ko

Sonug 3.1.2. Her we C?(D;C)~C*(D;C) fonksiyonu igin

WE)F g [ 2w(e)tonlé —2f T2 [ ()N (2.6 agan 311)

2l iy ¢ 2mg 7 fa

gosterilimi mevcuttur. (3.11) esitligi ayn1 zamanda

w(z)= (W(€)a, N, (2.8) -2, W(S)N, (2, g)) ;1 2 [[w ()N (2.6)dédn (312)

4ri 1, 7 fa

biciminde de yazilabilir.
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Teorem 3.1.4. f e, (D;C) ve y,,7, € C(dD;C) olmak iizere, birim diskte

WZZ: f’ \N|5D =70’ Wz|aD =7/1

Poisson denklemi igin siir deger probleminin ¢dziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter

o [ ()T o [ n()og(t-22 ) = [[ £(¢)log(1- 2 Jsdn (313)
_ i =

‘4"<1

ve
z ¢ 7 dédn
%gzlﬂ’l(é’)l_zg = ”!’L f (é,)l—fcj (3.14)

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda tek ¢6ziim

w(z)= ijn(?)f:i 21| 7($)log(1-28 )¢

_ 27 I Em
t— ﬂ ('°9|é” ~7" ~log(1-2¢ ))dfdn (3.15)
\§\<1

dir.
Ispat: Verilen problem

WZ:g' W|8D:}/O

9; = f, g|aD:7/1

sistemine esdegerdir. Teorem 2.3.5 den bu denklemlerin bir tek ¢6ziime sahip

olmalari igin gerek ve yeter kosullar sirasiyla
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z ds _z dédn
_—.I7o(§)1 Zé’ ﬂ!‘[lg(g)l—zf

ve

dédn
7 1(§)1‘_5 ”eﬂl ©ize Zc

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda ¢oziimler sirasiyla

dCf
w(z)=-—=
2r 'ml m<1
ve
1 dE L dédy
9(2) 27riilyl(§)g—z 73 7=

dir. g fonksiyonunun birinci kosulda yerine yazilmasiyla

7 (t-¢)(1-2%)
zd&dn
o Lﬂ o) Zé)} "

iﬂg(g)dgd’lzi yl(t)llﬂ zdgdn }dt

elde edilir.
1 zd&dn dg
e =—log(l-zt )-— | log(l-z¢ )——
7 Fa(¢ -t (1-2) e i 05
=—log(1-2zt) 21 Iog(l—_z{)dTg
Mg, 1-t0 ¢
=—log(1-2zt)
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integralinin degerinin yerine yazilmasiyla (3.13) kosulu elde edilir. W ve g

fonksiyonlar1 birlikte ele alinirsa

Y PRI yl(t)llﬂ dedn )}dt

7 a qe | Feat-¢)(¢ -2
IRt { ” dedy }dtldt
7 ffa fa(t-¢)(¢-2)

dir.

-= ” __dedn :Iog|t—z|2—i_ _[ Iog|§—z|2d—§

ﬁ‘g‘d ( ) 27i ko ¢ -t
e b d¢ 1 L7y 9¢
=loglt-z[ - GJllog( g)g—t+27ri {J'llog(l Zg)f(l—g_t)

=log|t— z|2 —log(1-7t)

integral sonucunun yerine yazilmasiyla (3.15) ¢oziimii elde edilir.

3.2 Poisson Denklemi i¢in Robin Simir Deger Problemi

Robin sinir kosulu, D bdlgesinin sinirinda Dirichlet ve Neumann sinir kosullarinin

lineer kombinasyonudur.

Teorem 3.2.1. f eL,(D;C), yeC(D;C) ve v, 6D nin birim dig normali olmak

tizere W,, = f Poisson denklemi igin
(w+o,w)| =7

Robin smir deger problemi bir tek ¢6ziime sahiptir ve bu ¢oziim
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w(z)=——— y(cj){l+§ln(l— zf)+§ln(1—zg)}d?§

=L

2 n(1-28) In@-z¢) | |z2-¢| (3.16)
+;£lf(§){1+ 7 + 7 +In|1_25| dédn

dir.

Ispat. ¢ ve y, D de analitik keyfi iki fonksiyon ve

TDf(z)=3jj log|z—¢|f (¢)dédn, ¢ =¢&+in

ga
olmak iizere Poisson denkleminin genel ¢oziimii
W=+ +T,f (3.17)
formundadir. Bu durumda

1 1

= — || —f(¢)d&d
w, (’“ﬂgqlz—: (¢)dédy
1 1
_ = _7 —_ =f d d
W= (), + 2 [ =2 T (€)dedn

esitlikleri ve (3.17) ¢oziimii Robin sinir kosulunda yerine yazilirsa, Z| =1 olmak

uzere

o(2)+y(2)+Tf (2)+2zw,(2)+ 7w, (2)=(2)

esitligi saglanir. Bu durumda
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P+ +20,+7(7), = ——If{|09|2 ¢ +—+i} (&)d&dn
|¢]<1

yazilabilir. Esitligin sol tarafindaki fonksiyon reel ve imajiner kisimlarina ayrilirsa

Re(¢)+1/7+2¢)z +Z(y7)7)= Re(§0+ 2, +(l//+2'//z))

=Re(p+zp,+y +1v,)
S (3.18)
—Re;/ — {Inz 4 +—+L}
Z['L | | 72-¢
xRe f (z)d&dn
ve
Im((/)+1/7+2(oz+7(1/7)7):Im((o—t//+2(pz—Zt//z)
ZRE(—i(co—wzcoz—sz))
(3.19)
=Ilmy(z)-= {Inz 4 +—+—}
&[[1 | | z él

<Im f (z)dé&dn

esitlikleri elde edilir. ¢ ve yw fonksiyonlar1 analitik oldugundan (3.18) ve (3.19)

Teorem 2.3.1 deki Schwarz siir kosullaridir. Bu durumda ¢6ziimler

dg

p+y+2(p,+vy,) —2— I Re[§0+l/l+2(§oz+l//Z)J§ 2z +|Im|:§o(0)+t//(0):|

¢l

p-y+2(p, -y, _2_;'[1IR8[¢ w+z(p )]g +Re|:go(0 (O):|

bigimindedir. O halde |Z| <1 igin z, = X +1y, olmak iizere
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(0+l//+Z((0 +y/2) 21 J‘{Rey ——”{Iog|§ Zl|+ gfzj

e Ha

<Re f (2 )dxldyl}?z §+|Im[¢ (0)+(0)]

ve

o-y+1(p,-v,)= 2::“ j{llm}/ ——JJ£|0g|§—Zl|+ 442]
[¢]=1 1 -4

[¢]<1

. g+zdg
xilm f (z )dxldyl}é, - +Re[p(0)-y(0)]

yazilabilir. go+l//+z((oz+t//z):(z(go+l//))Z ve §D—V/+Z(¢z—‘//z)=(z(§0—‘//))z

olduklar1 g6z oniine alinirsa, z =0 igin

II{ )—iﬁ[log|s_zl|2+s_821+S_§ZJRef(zl)dxidyl}

O\S\ =1

s+§ds

s —dg +ilm[p(0)+y(0)] (3.20)

ve

{. iy (s __”(|og|s o+ ZJi im f (zl)dxldyl}

—d¢ +Re[p(0)-w(0)] (3.21)

zZm”J.

0 |s|=1
s+§ds
"s- ¢s

¢oziimleri elde edilir. (3.20) ve (3.21) sirasiyla taraf tarafa toplanir ve ¢ikarilirsa
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x—=—d¢ +¢(0)-y(0) (3.22)

ve

11 § 1
?ZL 1{ ;I

(SHC Oy 2(0)

. d¢ +y(0)-¢(0) (3.23)

elde edilir. Diger taraftan |S| =1 i¢in

z

J-s+§d§ 2[[—1+52_—S§jdcj:—(z+23Iog(l—z§))

olup bu deger (3.22) ve (3.23) de yerlerine yazilirsa

11 1 2, S s
2o~ | ) 2wl 42+ 5

sl=1 Zl

x{z+2s|og(1_z§)}%+¢(o)_w(o)

ve

elde edilir ve bdylece |z| <1 birim diskinde
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Pty =——— I 7(5)(1+§|09(1—Zf)+§log(1—2§)]d?§

1 2 S S
+= f —_— logls—¢| +—+ }x
A

x{1+—log (1- z§)+%log (1—73)}%d§d77
z

bulunur.

_J{Iog|s ¢l +—§+§H1+ log(1-25)+ —Iog( )}% (3.24)

s}

integralinin hesabinda asagidaki integraller ortaya cikar:

— J' log|s — §|2 ds_ 1. f |09((S—§)(Q))§=0’

gy 27 91 S

ds 11 A
= 3 B2 [1og(1-5 d
" _[llog|s ¢l Iog( )s 22”i;[109( sg)(kzzl:  |ds
1 0 _Zk§k
+=—| log(1-s ds
z mSJ:l g( C) é k ]
=\ d

=1—|og(1—z§)+log(zzg)
2§ 0O log(1-Z¢)
—Isjllog|s—§| %Iog(l ) 1-log(1-7¢)+ 7
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R
271 3,8=¢ S
1 S S ds
— [ —=—2log(1-55)==-1,
27l g, 8-¢ 2 og(1-%) S
1 S S ds
— [ =—=Zlog(1-75)—==-1,
27\ s - fog( ZS)S
3 log(1-z¢
i_ ;Elog(l—ﬁ)%:—g( — 5),
27l 3,54 Z S 24
5 log(1-Z log(1-Z
L[S Spgozm)® Ll plol=B)ds logl-z)
2m 1,86 Z S z2my, S-¢ S Zg
Y N
2zl g, s=¢ S
Bu durumda
= 1 ¢ =\, S 5 |9€
= 1+ log(1— S log(1- 25
o+ Zﬂiily(g’)(Jrzog( zg’)+fog( zg)}g
log(1-z&) log(1-7 _
L2000, 1ol o9t ZC)—Iog‘l—zg”‘ f(O)dedp  (3.25)
7T \a 44 14

yazilabilir. Bu ifade (3.17) esitliginde yerine yazilirsa, (3.16) ¢6ziimii elde edilir.
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1-z2¢

T 3.2.1. G(z,¢)=I
anim (z,{)=log -

, Green fonksiyonu olmak iizere

A Gl e +Iog(1—zg:)+|og(1_7g)
5(:6)-6(a) -1 2 ) )

fonksiyonuna “Robin Fonksiyonu” denir.

Not. Herhangi bir sabit £ € D noktasi i¢in Robin fonksiyonu asagidaki 6zellikleri

saglar:

1) R (z,¢) fonksiyonu, D\{{'} bélgesinde harmoniktir.
2) R (z,¢)+log|z—¢]| fonksiyonu, D de harmoniktir.
3) Her teaD icin lim(R,(2,¢)+0,R (2,£))=0 d.

4) 2, e D, z# ¢ olmak lizere R1(2,§)=R1(§,Z).

58



4. BELTRAMI DENKLEMI iCiN SINIR DEGER PROBLEMLERI

Kompleks diferansiyel operatorlerinin en 6nemlilerinden biri de
W, +q(z)w,

seklinde ifade edilen Beltrami operatoriidiir. Burada q fonksiyonu inceleme yapilan

bolgede
‘q (z)‘ <q, <1

sartin1 saglayan, olgiilebilir bir fonksiyondur.

4.1 Beltrami Denklemi icin Schwarz Simir Deger Problemi
Bu boliimde f el ([_)) p > 2 olmak iizere
W, +q(z)w, =f(z), zeD (4.1)

denkleminin genel ¢6ziimii verilecektir.

p=w, olsun. Budurumda ¢, D bélgesinde analitik bir fonksiyon ve

olmak lizere

wW(z)=p(2)+Tp(z) 4.2)
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yazilabilir. Bu durumda

w, =¢'(z)+I1p(2)

kismi tiirevleri (4.1) denkleminde yerine yazilirsa, z € Digin

p(z)+a(z)e'(z)+a(2)Mp(z) = f(2)

elde edilir. Burada

dir. {, =z =X+1y olmak iizere

(2)= 2 (2" (an)' (1 ~a9)(2)

et [ Ha) - |
=t(2)-a(2)¢'(2)+a(z Zﬁ{ ) (43)
Xll:i(é,k _(?:31) }dédﬂl d&dm,

yazilabilir. Beltrami denklemi i¢in sinir deger problemleri tanimlanirken ortaya ¢ikan
integrallerin hesaplanabilir olmas1 nedeniyle 6zel olarak q(z) =C, (C Sabit) durumu

incelenecektir. Bu durumda (4.3) ifadesi

p(2)=1(2)-co'(2)
+ic_k£ —co’ gk J-ﬁ

k=L 7T Dkt 1L ( 1511

>d&dn,..dd, ,dn, , [dEdE
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biciminde yazilabilir. Tiimevarimla

: 1 k-1 (gk - Z)k_l
———d&dn,..dg dn,, =k kil
D.Ll;[(é/k_é/ll) g (é/k_z)
oldugunu gosterilebilir. Bu durumda
e o=
p(z)="1(z)-co'(z)+ ) —||1f(¢)-co' (&)} —zd&dn,
(2)=1(2) ()g,ﬂfD{() ()}(g_z)

olur. Bu ifade (4.2) esitliginde yerine yazilirsa, t =t +it, olmak tizere

—k-1

SR @)oYy Lot

7 (¢-t)"

~0(2)-1 [[{1(6)-co (0} 72

<1 z

—k-1

Sk S (<) -er (0) Ej::; o dudtdcdy

elde edilir. Diger taraftan

k

l J.(é,_t)kuidtldtz :1 (é,_z?(ﬂ
Tia(d-z) -2 kK({-2)

dir. Gergekten Cauchy-Pompeiu integral gosterilimleri kullanilirsa
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(4.5)

(4.6)



54]—i£:1%—;dqm2 (4.7)

- Tiga 6 i
1 1)1 kK dt 1 kK dt K
=ﬂi{2_m”(g v G sl G }
17
v (4.8)

olur. (4.7) ve (4.8) ifadelerinin £ ya gore k-yinc1 basamaktan tiirevleri alinirsa; (4.6)

esitligi elde edilir. (4.6) esitligi (4.5) ifadesinde yerine yazilirsa

—k

w(2)=p(z)- 3 L {1 (£)-cp ()} -E=2) dedy

5 7 fia (¢-2)"
=p(z 1 —co’ !
=0(8)= [T =er (€))7~ gy e

¢Ozlimii elde edilmis olur.

Teorem 4.1.1. f eL,(D),p>2, yeC(8D;R) ve a € R olmak iizere, birim diskte

W, +cw, = f Beltrami denklemi igin
F\’ew|aD =y, Imw(0)=«a

Schwarz sinir deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir ve bu ¢oziim

62



bi¢imindedir. Burada

¢(z)=2iﬂgly(g)%d?§+ia
ve

Ao Ll ele) . p(9)
e R i
dir.

Ispat: Denklemin ¢oziimii

w(z)=¢(2)+T,p(2)

formundadir. Burada

Tlp(z):—i {P(?) §+Z+P(§)i§}d§dn

ve ¢, D bolgesinde analitik bir fonksiyondur. Simdi

p(z)+ce'(z)+cIp(z)=f(z)

63

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)



saglanacak sekilde ¢ ve p fonksiyonlarini bulalim. ze€dD olmak iizere, (4.11)

esitliginden

ve

Imw(0)=Img(0)+ImT,p(0)

=Img(0)+ Im{—iﬂﬂl{%gh p(g_g)}dédn}

=Img(0) =«
olur. ¢ analitik bir fonksiyon oldugundan
¢, =0, Reg|, =y, Imp(0)=a (4.13)

homogen Cauchy-Riemann denklemi i¢in Schwarz problemi elde edilir. Bu

problemin ¢dziimii Teorem 2.3.1 den

o(2)=5= [ #(¢)

1=

™

*29¢ g (4.14)
¢

™

olarak verilebilir. o fonksiyonu bir 6nceki problemde oldugu gibi

p(2)= 2 (-0 (eI, )' (f —e¢')(2) (@.15)

k=0
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biciminde elde edilebilir. (4.15) ve (4.14) fonksiyonlarinin (4.11) de yerlerine

yazilmastyla

_ 1 éV+Zd—§+i05

27 K ly(g)C—Z ¢
L[ e o L+1
+k§;( 1)k(cnl)k(f Cop )(é,) _t;—ziﬁj) ¢dn

¢Oziimii bulunur.

4.2 Beltrami Denklemi I¢in Dirichlet Simir Deger Problemi

Teorem 421 fel,(D), p>2 ve yeC(dD;C) olmak iizere, birim diskte

W, +cw, = f Beltrami denklemi igin

W =7
Dirichlet sinir deger probleminin ¢oziilebilir olmast i¢in gerek ve yeter kosul

1 =k+1

—jy(g)@ z d;:i(—l)kckljjf(g)(ﬁ)kﬁdgdn (4.16)
(1-2¢)

Z IR R o f = A
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esitliginin saglanmasidir. Bu durumda ¢6ziim

dir.

w, =¢'(z)+I1p(2)

oldugundan
p(2)+cllp(2)=f(2)-cp'(2) , 2D (4.18)
ve

o(2)=7(2)-Tp(z) , 2eaD (4.19)

kosullarin1 saglayan ¢ ve p fonksiyonlari bulunmalidir. ¢ analitik oldugundan

(4.19) analitik fonksiyonlar i¢in Dirichlet sinir kosuludur. Teorem 2.3.2 den bu

problemin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

o | [ -To(@)] e =0 (4.20)

esitliginin saglanmasidir. Cauchy integral formiilii yardimiyla
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1 Z 1 z
z_mgjly(g)l—z;dgzzm 2 p(g)l—zgdg
1 1 ddt, | z
== [|-= d
27ri!1[ ﬂ;Ulp()t g} %

zlﬂp(t){lj z df]dtdt

L) 2mi 1, 1-70 t=¢

:;gﬂ 1- _5

yazilabilir. Bu durumda ¢oziilebilme kosulu (4.20) ye esdeger olarak

1
ZI 7(¢) 1——g _H 1——§
I¢T=2 T\«
seklinde yazilabilir. (4.21) kosulu altinda tek ¢6ziim

I GRIGI=S

¢l

- 7(6)—§—i§f1[—— [[ o (t) St ]_g

27r|

27l oy 4 27i i% —C ¢
_ L d¢ 1 1 d¢
TR (t){zfﬂ i
_ 1 a4
27 g-“_l}/(g)é’

seklindedir. Diger yandan (4.18) esitligi goz oniine alinirsa
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p(2)= T (1) T (1 ~co')(2)
- f(z)—C¢'(Z)+ng%L{f(§k) cco’(é“k)}kﬂ“ggi ; gdn

2mi g e-a) f

c ﬂ[i L}
ﬂﬁl(:—z)“ 27i tf_/(t)(t_g)z didn}

yazilabilir. Burada

pore)- LI o

\t\<1 é’)

dir. Diger taraftan |§ | <1 i¢in

L ()
~ tjjl ) dt,dt, (4.22)

-1

— ﬁtjj( ) dt,dt, ——ﬂ( ) dt,dt,

M<1

1(4—2)k
Kk -z

(4.23)

yazilabilir. (4.22) ve (4.23) ifadelerinin her iki tarafinin ¢ ya gore k defa; z ye gore

bir defa tiirevlerinin alinmasiyla
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) g, K+l (c=2) w24
k+l (t 4;,) k (é,_z)k+2

I(k;z,¢)= tjjl(

a

elde edilir. Bu durumda

'D(Z):f(z)_zjn I ({ . d§+;kck{1” (i_z§k+ld§d77

[¢]<1

k (4.25)
ket g ym@dc}

dir. Ayrica (4.21) kosulundan

1
PSS =;ij 1——5

G
1 ooz
K ﬂl{f ) 2 tL(t <) :

yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilip

=—”( ) Z_ it

k+2 7
M<l 1- é/

7
s dt,dt,

(o)

M<1
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denilirse, (4.21) kosulu

%j y(g)—dg+z k+1)c k*lzl [ 7O L(kz.¢)dg

ca —Z¢ e

2 J £ (z.¢)dédy (4.26)

7 a 7\t

kosuluna esdeger olur. Gerekli islemler yapildiginda

k+1

(_1)k+l Fk+2 (§ — Z)
k<1 (1—7§)k+2

(yf ()
L 062) =\

l,(k;iz,{)=

oldugu goriilebilir. 1, ve |, fonksiyonlari, (4.26) esitliginde yerlerine yazilirsa,

(4.16) kosulu elde edilir.

Son olarak W( Z) = (p( Z) +T p( Z) ¢oziiminde ¢ ve p fonksiyonlar1 yerlerine

yazilirsa

w(z _1 d¢ 1 dédn +£ C y(t) dédn
ol w (e
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dc 1 dedn
=L {02 L) A
2’”!—1 ( )5‘2 7 )(5—2)

+i(k+1)ck+1jy(§){71[ﬂ( (5‘t)t )dtldtszC

Sl fm[iﬁ G )}g
= < t)<1

2(¢-t) (t-z

7ia(s-1) " (t-2) k+1(g-2)"

ve

lj (g_t)kil dtdt2=E ([;_Z)k
( k

7ia(c -0 (t-2) (£-2)
oldugundan
1
w(z)=— — =
() 27”\4\1 é’ z 71!.-[1 )
1 d 1 dé&d
= [ - J f(¢)— =

¢Ozlimii elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde oOnce kompleks tiirev operatorleri ortaya konmus ve daha sonra bu
operatorler yardimiyla yazilabilen homogen ve homogen olmayan Cauchy-Riemann

denklemleri icin Dirichlet, Schwarz ve Neumann sinir deger problemleri
incelenmistir. Bu problemlerin hareket noktast W, =0 homogen Cauchy-Riemann

denklemi i¢in incelenen sinir deger problemleridir. Diger problemler genellikle bir

degisken degistirmesiyle bu denklem i¢in verilen problemlere indirgenmektedir.

Bu tezde klasik anlamda w, =0, w, =0, w,, =0, w, = f , w, + pw, = f geklinde

temel kompleks diferensiyel denklemleri i¢in Schwarz, Dirichlet, Neumann ve Robin
problemleri incelenmistir. Cesitli arastirma makalelerinde bu problemlerin

bazilarmin genellestirilmeleri yapilmistir. ileri bir asama olarak simdiye kadar

yapilmayan genellestirilmeler ile (aw+ ﬁ@vw)|8D =7, (a, B sabitler) seklinde smur

kosullarinda genellestirilmeler yapilip problemler yeniden incelenebilir. Ayrica elde
edilen elemanter ¢oziimlerin uygun fonksiyon uzaylarinda secilecek uygun norma

gore sinirliligt, periyodikligi veya diger 6zellikleri incelenebilir.
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