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ÖZET 
 

BERNSTEIN-STANCU-CHLODOWSKY POLİNOMLARININ 
 

YAKINSAKLIK ÖZELLİKLERİ 
 

ÖKTEN, Onur 
 

Kırıkkale Üniversitesi 
 

Fen Bilimleri Enstitüsü 
 

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 
 

Danışman: Doç. Dr. Ali ARAL 
 

Aralık 2012, 79 sayfa 
 

 

Bu çalışma iki bölümden oluşmaktadır.  
 
 
Birinci bölümde, Bernstein-Stancu-Chlodowsky tipli operatörlerin tanımı  
 
verilmiş ve sınırsız aralıklar üzerinde f  ve f   ‘nin süreklilik modülü yardımı  
 
ile yakınsaklık özellikleri incelenmiştir. Ayrıca f  ‘nin konveks ve artan olması  
 
durumda operatöründe konveks ve artan olduğu gösterilmiştir.   
 
 
İkinci bölümde, bu operatörün türevi verilmiş ve Lipschitz uzaylarında türevin  
 
yakınsaklığı incelenmiştir.   
   
 
 

 
 
 
Anahtar kelimeler: Bernstein-Stancu polinomları, süreklilik modülü,  
 
                                monotonluk 
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ABSTRACT 
 

CONVERGENCE PROPERTIES OF  
 

BERNSTEIN-STANCU-CHLODOWSKY POLYNOMIALS 
 
 

ÖKTEN, Onur 
 

Kırıkkale University 
 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 
 

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis 
 

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Ali ARAL 
 

December 2012, 79 pages 
 

This thesis consist of two section.  
 
 
In first section, Bernstein-Stancu-Chlodowsky operators are given and we 
 
investigate approximation properties of these operators on unbounded   
 
intervals via the modulus of continuity of f  and f  . 
 
Also, it is shown that if f  is convex and increasing then these operators are  
 
also convex and increasing.      
 
 
In second section, it is given that derivative of these operators and  
 
convergence of derivative of these operators are investigated.  

 
 

 
 
 
Key Words: Bernstein-Stancu polynomials, modulus of continuity,  
 
                     monotonicity 
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1.BERNSTEIN-STANCU-CHLODOWSKY TİPİNDEKİ OPERATÖRLERİN 

YAKINSAKLIK ÖZELLİKLERİ 

 
1.1. Giriş                             
 

Bernstein-Stancu tipli operatörlerin, Gadjiev ve Ghorbanalizadeh tarafından 

aşağıdaki genelleştirilmesi 2010 yılında tanımlanmıştır  1 :      
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12120    dir. Bu çalışmada, Korovkin teoremi kullanılarak düzgün 

yakınsaklık teoremi ispatlanmış süreklilik modülü yardımı ile yakınsaklık hızı 

verilmiştir. Aynı makalede operatörün iki değişkenli durumu da incelenmiştir.
  

1937 yılında Chlodowsky, Bernstein operatörünün sınırsız aralıklar üzerine 

bir genelleştirmesini tanımlamıştır  2 .  Bu çalışmadan ilham alarak, Gadjiev 

ve Ghorbanalizadeh tarafından tanımlanan operatörün genişleyen sınırsız 

aralık üzerine bir genelleşmesi Aral ve Acar tarafından aşağıdaki şekilde  

tanımlanmıştır  3 : 
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Bu tezde  xfTn ;,,   operatörünün bazı şekil koruma özellikleri, yani f  

fonksiyonu  ,0  aralığında artan (azalan) olduğunda,  xfTn ;,,   

operatörünün de  ,0  aralığında artan (azalan) olduğu ve f  fonksiyonu  

 ,0  aralığında konveks (konkav) olduğunda,  xfTn ;,,   operatörünün de 

 ,0  aralığında konveks (konkav) olduğu verilmiştir. 

 

Ayrıca  xfTn ;,,   operatörünün hem f  ve f   fonksiyonlarının süreklilik 

modülü ile ilişkisi incelenmiş, hem de  xfTn ;,,   operatörünün ağırlıklı 

yaklaşım özellikleri verilmiştir. 

 

 xfTn ;,,   operatörünün bazı özel durumları aşağıdaki gibi verilebilir: 

                                   
      1.  021321    ve 1nb  olduğunda klasik Bernstein  

     polinomlarını,  

                         

                 2.  021321    olduğunda klasik Bernstein 

                      Chlodowsky tipli polinomlarını,  

 

3. 0232    ve 1nb  olduğunda D.D. Stancu tarafından  

                      1968 yılında yayınlanan makaledeki klasik Bernstein-Stancu  

 polinomlarını  4 , 

 

4.  03   ve 1nb  olduğunda A.D.Gadjiev ve 

     A.M.Ghorbanalizadeh tarafından yayınlanan makaledeki  

     polinomların değiştirilmiş Bernstein-Stancu halini            

 
elde ederiz. 
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1.2. Temel Kavramlar 

 

Bu bölümde tezde kullanacağımız bazı kavramları tanıtacağız.  

 

 ,02B   uzayı ile 
 

   21 xMxf f   
 

eşitsizliğini sağlayan fonksiyonların sınıfını göstereceğiz. Burada fM f ,  

fonksiyonuna bağlı pozitif sabittir.  

 

Burada  ,0C  uzayı,  ,0  aralığında sürekli fonksiyonların sınıfı olmak  

üzere 

 
      ,0,0,0 22 CBC  

                                                                   
ve 
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ise tezde kullanacağımız ağırlıklı uzaylar olarak adlandıracağımız fonksiyon 

sınıfıdır. 

 
 
Tanım 1.2.1:  
   
 

  baf ,:  herhangi bir fonksiyon ve bxxxa n  ...10  olsun.  

Bu durumda    00 xfxf   olacak şekilde f  fonksiyonuna bağlı bölünmüş  

farklar tanımı  
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,...,,...,
,...,,
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nn
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eşitliği ile verilir. 
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Tanım 1.2.2:  
 
 
h, pozitif sabit bir sayı olsun. k

h  ileri fark operatörü ve f ’in tanım aralığındaki  
 

nxxx ,...,, 10  noktaları ve her k  için,   
 

   ,0
jjh xfxf   
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eşitlikleri yardımı ile verilir. 

 

Bu tanımı göz önünde bulundurarak ileri fark operatörünü toplam ifadesi  

olarak aşağıdaki şekilde verebiliriz: 
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olarak gerçeklenir. 
 
 
Tanım 1.2.3:  
 
 
Her  baxx ,, 21   için        

 
          1,0,11 2121   xxfxfxf  

 
eşitsizliğini sağlayan fonksiyona  ba,  aralığında konveks fonksiyon denir. 
 
 
Tanım 1.2.4: 
 
 
X  ve Y  lineer uzayları birer fonksiyon uzayı ve  
 

  gfLf
YXL


:  

 
dönüşümü, L  operatörü olsun. 
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Her 0f  için 
 

  0fL   
 
eşitsizliği sağlanıyorsa L  operatörüne pozitif operatör denir. 
 
 
Tanım 1.2.5: 
 
 
L , lineer pozitif operatör ve her t  için    tgtf   olsun. Bu durumda 
 

     xtgLxtfL ;;   
 

eşitsizliği sağlanıyorsa L  operatörüne monoton operatör denir. 
 
 
Tanım 1.2.6: 
 
 
Kabul edelim ki f  fonksiyonu  ba,  aralığında tanımlanmış sınırlı bir 
 
fonksiyon olsun. Keyfi 0  sayısı ve  baxt ,,    için 

 
     xftff

xt


 
 sup;ω  

 
şeklinde tanımlanan  ;fω  fonksiyonuna, f  fonksiyonunun  ba,  

aralığındaki süreklilik modülü denir. 

 

Ayrıca süreklilik modülü tanımından aşağıdaki özellikler geçerlidir: 
 

1. 1  ve 2  pozitif sayıları için 21    ise  
 

   21 ;;  ff ωω   
 

olduğu açıktır. (Monoton özellik) 
 
2.   m  bir doğal sayı olmak üzere 

 
    ;; fmmf ωω   

 
eşitsizliği sağlanır. 
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3.   Keyfi 0  reel sayısı için 
 

      ;1; ff ωω   
 

eşitsizliği sağlanır. 
 
4. Her  batx ,,   için  
 

     xtfxftf  ;ω  
 
eşitsizliği sağlanır. 

 
 
Tanım 1.2.7: 
 
 

  baf ,:  fonksiyonu verilsin. Her 0  sayısı ve her  bayx ,,   için  
 

 yx  olduğunda   
 

     yfxf  
 
olacak şekilde     sayıları bulunabiliyorsa f  fonksiyonuna  ba,   
 
üzerinde düzgün süreklidir denir.  
 
 
Tanım 1.2.8:  
 
 

YXL :  operatörü verilsin.   XLD  , L  ’nin en geniş tanım kümesi olmak  
 
üzere her  LDf   için  
 

 
XY

fMxfL ;  
 

eşitsizliğini sağlayan M  varsa L  ye  LD  de sınırlı operatör denir.  
 

  
XYYX

fMxfLML 


;:inf  
 

sayısına L  operatörünün normu denir. 
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1.3. Bernstein-Stancu-Chlodowsky Operatörlerinin Yakınsaklık 

Özellikleri 
 
Lemma 1.3.1: 
 
 
Herhangi bir 0k  tamsayısı için, 
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artma miktarıdır  5 . 
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operatöründe 03   ve 13   alındığında klasik anlamdaki Bernstein- 

Chlodowsky operatörüne dönüşür. Bu durumda; 
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elde edilir. Burada, 
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dır. Şimdi  xP  fonksiyonuna Leibnitz kuralını uygularsak 
 

 
r
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
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
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
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2


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
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
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
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
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olmak üzere 
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
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1
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









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      
2
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2
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2 11
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yazılabilir ve benzer şekilde devam edilirse,                          
 

 














































sr

sr
knb

x
bsr

r

knb
x

dx
d

sr

kn

s

kn

r

kn
s

s

,0

,1
!

!

2

2

2

2 



  

 
bulunur. Böylece 
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ifadelerinden aşağıdaki eşitlik kolaylıkla görülebilir: 
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Bu durumda; 
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olarak bulunur. Bu ifade operatörde yerine yazılırsa  
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elde edilir. Şimdi, r  yerine sr   yazarsak bu durumda operatör,              
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elde edilir.  
 
 
Teorem 1.3.1: 
 
 

,f  ba,  aralığında konveks bir fonksiyon olması için gerek ve yeter şart f ’in 

ikinci merteben bölünmüş farklarının pozitif olmasıdır  5 . 

 
 
İspat: 
 
f ’in ikinci merteben bölünmüş farkları pozitif olsun.  

 
Bu durumda bxxxa  210  olmak üzere 
 

     
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1021
210

,,,,
xx

xxfxxfxxxf



  

 
olduğundan   0,, 210 xxxf  olması için     0,, 1021  xxfxxf  olmalıdır.  
 
Bu durumda 
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                                              01121201 xfxfxxxfxfxx   
 
                                            102012201 xfxxxfxxxfxx   
    

                                 
 
     
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
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



  

 

yazılabilir.  
 02
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


  için 
 
 02

011
xx
xx




   olduğundan 
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elde edilir. Dolayısıyla 
 

            20021021 110,, xxfxfxfxxfxxf    
                                               
                                               baf ,,  aralığında konvekstir. 
 

 

 
 
 
 

1.4.  xfTn ;,,   Operatörünün Şekil Koruma Özellikleri 

 

Bu bölümde, Bernstein-Stancu-Chlodowsky operatörünün monotonluk ve 

konvekslik özelliklerini vereceğiz. 

 

Teorem 1.4.1: 
 
 

  ,02Cf  ve  xf  ,  ,0  aralığında monoton artan olsun. Eğer  ,xf  ,0    
 
aralığında konveks(konkav) fonksiyon ise 2n  için  xfTn ;,,   operatörü  
 
 ,0  aralığında konveks(konkav) dır  5 . 
 
 
İspat: 
 

 xfTn ;,,   operatörünün önce birinci türevini hesaplarsak 
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olmak üzere, 
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yazılabilir. Yukarıdaki eşitlik ve Teorem 1.3.1 ‘den  
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dır. Dolayısıyla 
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olduğundan  xfTn ;,,   operatörü konvekstir. 

 

Teorem 1.4.1 ‘de 03   alınırsa aşağıdaki sonuç kolaylıkla elde edilir. 

Ayrıca 03   alındığında f  fonksiyonun türevlenebilir olmasına gerek 

yoktur.  

 

Sonuç 1.4.1: 
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 xfTn ;,,   operatörüde  ,0  aralığı üzerinde konvekstir  5 . 
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Teorem 1.4.2:  
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olduğundan  xfTn ;,,   operatörü monoton artan(ya da monoton azalan) ‘dır. 
 
 
Lemma 1.4.1:  
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yazılabilir. 
 
 
Teorem 1.4.3:  
 
 

  ,02Cf  olsun. Bu durumda sonlu herhangi bir  A,0  aralığı üzerinde,  
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şeklinde de tanımlayabiliriz. Açıktır ki; 
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olup ispat tamamlanır. 
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elde edilir.   ,0Cf  olduğundan öyle bir 1C  pozitif sabit bir sayı vardır ki 

 
   AxCxf ,0,1                                               (1.9) 

 
eşitsizliği sağlanır. 
 

  ,02Bf  ve de  Ax ,0  olduğundan öyle bir 2C  pozitif sabit bir sayı  
 
vardır ki 
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eşitsizliği gerçeklenir. 
 
(1.9) ve (1.10) eşitsizlikleri kullanılırsa aşağıdaki eşitsizlik; 
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34 2 ACC  olmak üzere elde edilir. Yukarıda ki eşitsizliğin her iki tarafına  
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2.YENİ BERNSTEIN-STANCU-CHLODOWSKY TİPİNDEKİ 

OPERATÖRLERİN AĞIRLIKLI YAKLAŞIMLARI 
 

2.1.Giriş 

 

Aşağıdaki polinomlar, 1937 yılında I.Chlodowsky olarak tanıtılan  

genelleştirilmiş Bernstein polinomlarıdır  2 . Bu klasik anlamdaki Bernstein-  

Chlodowsky tipli operatörler,  
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 ,0,f  aralığında tanımlı bir fonksiyon,     ,0,0 nb  alt cümlesi ,   1nnb                                                           

pozitif artan bir dizi ve bu dizi n  iken   nb  ve 0
n
bn  özellikte bir  

dizi olacak şekilde tanımlanmıştır. 

 

E.A. Gadjieva ve E.İbikli tarafından 1997 yılında yayınlanan makalede,  

Bernstein- Chlodowsky tipli operatörlerinin ağırlıklı yaklaşım özellikleri ortaya  

konulmuştur  6 . Başka bir genelleştirilmiş Bernstein- Chlodowsky tipli 

operatörleri A.D. Gadjiev, I.Efendiev ve E.İbikli tarafından 1998 yılında ele  

alınmıştır  7 . 

 

A.D.Gadzhiev’in 1974 ve 1976 yıllarında yayınladığı makalelerindeki gibi,  

Korovkin tipi teoremlerindeki pozitif lineer operatörler,  ,02C  uzayında 

tanımlanmamış fakat  ,0*
2C  uzayından  ,02B  uzayı üzerine giden 

operatörün bir normu tanımlanarak aşağıdaki formlar elde edilmiştir  9,8 :                                   

 
Teorem 2.1.1: 

 
 
nL ,  ,02C  uzayından  ,02B  uzayına giden lineer pozitif operatörlerin  

 
dizisi olsun. O halde  
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  2,1,0,0;lim
2




vxxtL vv
nn

 

 
dır. Bu durumda herhangi bir   ,0*

2Cf  fonksiyonu için, 
 

0lim
2



ffLnn

 

 
olarak gerçeklenir. 
 

  ,02Cf  uzayı olduğunda aşağıdaki teoremi elde ederiz: 
 
 
Teorem 2.1.2:  
 
 
  1nnL ,bir lineer pozitif operatör dizisi olmak üzere Teorem 2.1.1’deki koşullar  
 
sağlandığında bir   ,02Cf  fonksiyonu için, 
 

0lim
2
 


ffLnn

 

 
olarak gerçeklenir. 

 

 ,0  aralığında süreklilik modülü için f  fonksiyonunun sürekliliği yetmez. 

Örneğin,     ,0,cos 2 xxxg   fonksiyonunu göz önüne alalım. Açıktır ki,  

bu fonksiyon  ,0  aralığında sınırlı ve sürekli fonksiyondur. Fakat süreklilik 

modülü tanımında 1 nt  ve nx   alınırsa n  için 01  nn  

iken     21  ngng  dir. Bu durumda, düzgün sürekli değildir. 

Dolayısıyla bu ağır şart yerine  ,0*
2C  uzayı alınmıştır.   

 

 
2.2.Ağırlıklı Yaklaşımlar 
 

Bu bölümde Teorem 2.1.1’deki verileri kullanarak  xfTn ;,,   operatörünün  

yaklaşım özelliklerini araştıracağız. 
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Teorem 2.2.1: 
 
 
Herhangi bir   ,0*

2Cf  fonksiyonu için   
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eşitliği elde edilir. 
 
 
İspat:  
 
Biz öncelikle E.A.Gadjieva ve E.İbikli tarafından 1997 yılında yayınladıkları  

makaledeki Bernstein-Chlodowsky tipli polinomların ağırlıklı yaklaşım  

metodllarını kullanacağız. Bu durumda  xfTn ;,,   operatöründe gerekli 

sadeleştirmeler yaparsak aşağıdaki eşitliği; 
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elde ederiz.  
 
Binom açılımı ve  xfTn ;,,   operatörünün tanımından açıktır ki, 
 
                           xTxT nn ;1;1 ,,,,

   
 

                                        
rn

n

r

n

n

r

n
r

n

b
x

n
n

nb
x

n
n

































 

 
2

2

2

2

0

2





  

 

                                       
n

nn

n

b
x

n
n

nb
x

n
n























 


2

2

2

22





  

                                        

                                       
nn

n
n

n
n

















 


2

2


  

 
                                      1                                                                         (2.1) 
 
dir. Bu durumda  
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elde edilir. 
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eşitliği elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte r  yerine 1r  yazılırsa 
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elde edilir. Binom açılımından,   
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olarak bulunur. Şimdi benzer şekilde    2ttf   alınırsa 
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yazılabilir. Yukarıdaki eşitlikte 2n
r  ekleyip çıkaralım. Bu durumda 
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elde edilir. Şimdi  xfTn ;,,   ve  xfTn ;,,


  operatörlerinin tanımlarını  
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türünden bulalım. Bu durumda, 
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olup (2.2),(2.5) ve (2.6) ‘dan 
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Teorem 2.1.1 ‘deki anlık yaklaşımlarında olduğu gibi bir   ,0*
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olarak gerçeklenir. Bu durumda (2.8) ‘den istediğimiz sonucu elde ederiz. 
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Teorem 2.2.2:  
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eşitliği gerçeklenir. 
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dir. Yukarıdaki eşitsizlikte 
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 eşitsizliği elde edilir. Şimdi  xfTn ;  dizisinin tanımını dikkate alarak 
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olarak bulunur. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafından n  için limit  
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elde edilir. 
 
 
 
 
 
 
2.3.  xfTn ;,,   Operatörünün Türevindeki Yakınsaklık 

 

Bu bölümde 03   ve 13   alarak  xfTn ;,,   operatörünü klasik anlamdaki  

Bernstein-Chlodowsky operatörüne dönüştüreceğiz. Böylelikle Ibragimov- 
Gadjiev tipli operatörler için A.D.Gadjiev ve N.İspir tarafından 1999 yılında  

yayınlanan makaledeki verileri  10  ve birinci bölümdeki Tanım 1.2.2’yi 

kullanarak  xfTn ;,,  operatörünün türevindeki yakınsaklığını elde edeceğiz. 
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Teorem 2.3.1:  
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ikinci, üçüncü ve dördüncü toplamda r  yerine 1r  yazarsak 
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