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OZET

BERNSTEIN-STANCU-CHLODOWSKY POLINOMLARININ

YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

OKTEN, Onur
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali, YUksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Ali ARAL

Aralik 2012, 79 sayfa

Bu calisma iki bolimden olugsmaktadir.

Birinci bélimde, Bernstein-Stancu-Chlodowsky tipli operatdrlerin tanimi

verilmis ve sinirsiz araliklar zerinde f ve f' ‘nin sureklilik modull yardimi
ile yakinsaklik 6zellikleri incelenmigtir. Ayrica f ‘nin konveks ve artan olmasi

durumda operatorinde konveks ve artan oldugu gosterilmistir.

ikinci boéllimde, bu operatoriin tiirevi verilmis ve Lipschitz uzaylarinda tiirevin

yakinsakligi incelenmigtir.

Anahtar kelimeler: Bernstein-Stancu polinomlari, sureklilik moduld,

monotonluk



ABSTRACT

CONVERGENCE PROPERTIES OF

BERNSTEIN-STANCU-CHLODOWSKY POLYNOMIALS

OKTEN, Onur
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Advisor: Assoc. Prof. Dr. Ali ARAL

December 2012, 79 pages

This thesis consist of two section.

In first section, Bernstein-Stancu-Chlodowsky operators are given and we
investigate approximation properties of these operators on unbounded

intervals via the modulus of continuity of / and f'.
Also, it is shown that if f is convex and increasing then these operators are

also convex and increasing.

In second section, it is given that derivative of these operators and

convergence of derivative of these operators are investigated.

Key Words: Bernstein-Stancu polynomials, modulus of continuity,

monotonicity
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TESEKKUR

Tezimin hazirlanmasi esnasinda higbir yardimi esirgemeyen, biz geng
arastirmacilara buyuk destek olan ve tez galismalarim esnasinda, bilimsel
konularda daima yardimini gérdugum degerli hocam, Sayin Dog¢. Dr. Ali
ARAL’a, calismalarim esnasinda beni daima destekleyen Kirikkale
Universitesi Matematik Bolumindeki degerli hocalarima ve beni yalniz

birakmayan sevgili aileme tesekklr ederim.
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1.BERNSTEIN-STANCU-CHLODOWSKY TiPINDEKiI OPERATORLERIN
YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

1.1. Girig

Bernstein-Stancu tipli operatorlerin, Gadjiev ve Ghorbanalizadeh tarafindan

asagidaki genellestiriimesi 2010 yilinda tanimlanmistir [1]:

o n+ B, " r+ao, \(, o ' n+a, -
Sn,a’ﬂ(f,x)—( . ];f(—n+ﬁ,](r{x n+ﬁ2](”+ﬂ2 X] )

(04 n+ao
2 _<x< 2

n+p, n+p,

0<a, <a, <p, <p, dir. Bu caligmada, Korovkin teoremi kullanilarak diizgin

Burada, 0, Bk =12 pozitif reel sayl ve

yakinsaklik teoremi ispatlanmis sureklilik modulu yardimi ile yakinsaklik hizi

verilmigtir. Ayni makalede operatorun iki degiskenli durumu da incelenmistir.

1937 yilinda Chlodowsky, Bernstein operatorinin sinirsiz araliklar tUzerine
bir genellestirmesini tanimlamigtir [2] Bu calismadan ilham alarak, Gadjiev
ve Ghorbanalizadeh tarafindan tanimlanan operatérin genigleyen sinirsiz
aralik Gzerine bir genellesmesi Aral ve Acar tarafindan asagidaki sekilde

tanimlanmistir [3]:

"

et (2 S eeon g 28] (355

n n

a, +a,

n
b <x<

n — bn Ve (bn)
n+p, n+p,

pozitif artan, n — o iken (b, ) — o ve

n1

b—” — 0 Ozellikte ki bir dizidir.
n



n,

Bu tezde T, ,(f;x) operatériinin bazi sekil koruma &zellikleri, yani f
fonksiyonu [0,0) araliginda artan (azalan) oldugunda, T, ,(f;x)

operatorinin de [0,oo) araliginda artan (azalan) oldugu ve f fonksiyonu

n

[0,50) araliginda konveks (konkav) oldugunda, T, ,(f;x) operatérinin de

[0,oo) arahiginda konveks (konkav) oldugu verilmigtir.

Ayrica Tn,a,ﬁ(f;x) operatorinun hem f ve f' fonksiyonlarinin sureklilik

moduld ile iligkisi incelenmig, hem de Ta,ﬁ(f;x) operatoranun agirlikli

n,

yaklasim ozellikleri verilmigtir.

T, .z (f;x) operatériiniin bazi 6zel durumlari asagidaki gibi verilebilir:

1. a,=a,=a,=p,=p,=0 ve b, =1 oldugunda klasik Bernstein

polinomlarini,

2. a,=a,=a, =p, =L, =0 oldugunda klasik Bernstein

Chlodowsky tipli polinomlarini,

3. a,=a,=0,=0ve b =1 oldugunda D.D. Stancu tarafindan

1968 yilinda yayinlanan makaledeki klasik Bernstein-Stancu

polinomlarini [4],

4. o, =0 ve b, =1 oldugunda A.D.Gadjiev ve

A.M.Ghorbanalizadeh tarafindan yayinlanan makaledeki

polinomlarin degistiriimis Bernstein-Stancu halini

elde ederiz.



1.2. Temel Kavramlar
Bu bdlimde tezde kullanacagimiz bazi kavramlari tanitacagiz.

B,[0,0) uzayiile

G <a, (1+7)

esitsizligini saglayan fonksiyonlarin sinifini gosterecegiz. Burada M, f

fonksiyonuna bagli pozitif sabittir.

Burada C[O,oo) uzayl, [0,oo) arahginda surekli fonksiyonlarin sinifi olmak

uzere

C,[0,%0) = B, [0,00) 1 €[0,0)

ve

C:[0,00) = {f € C,[0,00): lim |f(x2| <oo}

0 | 4 x

ise tezde kullanacagimiz agirlikli uzaylar olarak adlandiracagimiz fonksiyon

sinifidir.

Tanim 1.2.1:

f :[a,b] > R herhangi bir fonksiyon ve a <x, <x, <..<x, <b olsun.
Bu durumda f[x,]= f(x,) olacak sekilde f fonksiyonuna bagli bélinmiis

farklar tanimi

B f[x],...,xn]—f[xo’x,,...,xn_,J
Xy ] -

xn _xO

f[xo,x] yeees

esitligi ile verilir.



Tanim 1.2.2:

h, pozitif sabit bir sayi olsun. A", ileri fark operat6rii ve f’in tanim araligindaki
X,,%,,...,x, Noktalari ve her k € N igin,
thf(xj): f(xj)’
Akhﬂf(x.f): Akhf(x.m )—A"hf(xj),h 20

egitlikleri yardimi ile verilir.

Bu tanimi g6z éninde bulundurarak ileri fark operatérini toplam ifadesi

olarak asagidaki sekilde verebiliriz:

k

Akhf(x)z Z(_ l)k_s (l; )f(xjﬂl(xj =Xy +]h)

s=0

olarak gercgeklenir.
Tanim 1.2.3:

Her x,,x, €[a,b] igin

() +(1=2)f(x,) = f(Ax, + (1= A)x, ), A €[0,1]

esitsizligini saglayan fonksiyona [a,b] araliginda konveks fonksiyon denir.

Tanim 1.2.4:

X ve Y lineer uzaylari birer fonksiyon uzayi ve

L:X—> Y
f o> L(f)g

donusumi, L operatorl olsun.



Her />0 igin

L(f)=0

esitsizligi saglaniyorsa L operatorine pozitif operator denir.
Tanim 1.2.5:

L, lineer pozitif operatdr ve her ¢ igin f(¢)< g(¢) olsun. Bu durumda

L(f (e} x) < L(g(e)x)

esitsizligi saglaniyorsa L operatdrine monoton operator denir.

Tanim 1.2.6:

Kabul edelim ki f* fonksiyonu [a,b] araliginda tanimlanmis sinirli bir

fonksiyon olsun. Keyfi 6 > 0 sayisi ve t,x e [a,b] icin

w(f;0)= sup|f(t)- f(x)

|t=x|<8

seklinde tanimlanan w(f;é) fonksiyonuna, f fonksiyonunun

araligindaki sureklilik modulu denir.

Ayrica sureklilik modull tanimindan asagidaki 6zellikler gecerlidir:

1. 6, ve 6, pozitif sayllariigin 6, <6, ise

w(f;51)5 w(f;52)
oldugu aciktir. (Monoton 6zellik)

2. m bir dogal sayi olmak Uzere
w(f;md) < mw(f;5)

esitsizligi saglanir.

[a.2]



3. Keyfi 1 >0 reel sayisiigin

w(f;48) < (1+2)w(f36)
esitsizligi saglanir.
4. Her x,t €|a,b] igin

t—x|)

£(0) = F(x) <l

esitsizligi saglanir.
Tanim 1.2.7:

f :[a,b] > R fonksiyonu verilsin. Her ¢ > 0 sayisi ve her x, y [a,b] igin

x— /<6 oldugunda

olacak sekilde 6 25(8) sayllari bulunabiliyorsa f fonksiyonuna [a,b]

Uzerinde diuzgun sureklidir denir.
Tanim 1.2.8:

L: X — Y operatoru verilsin. D(L)c X, L 'nin en genis tanim kiimesi olmak
lizere her f e D(L) igin
(70N, <M1l
esitsizligini saglayan M € R* varsa L ye D(L) de sinirli operator denir.
I, =inf i |2 (rsx)|, < mr], |

sayisina L operatorinin normu denir.



1.3. Bernstein-Stancu-Chlodowsky Operatorlerinin Yakinsaklik

Ozellikleri
Lemma 1.3.1:

Herhangi bir £ >0 tamsayisi igin,

k n+k o,
7 ) :(n+k)! 1 (n+k+ﬂ2] AL r+a, b
n+k,o,f (f,X) b . Z hf n+ k + ﬂ] n+k

n! -, n+k oy

X(,, x o ' n+k+a, x o
"Ab,, n+k+pB, ) \n+k+p, b,
esitligi gecerlidir. Burada % = _ b , /e badli ileri fark operatorindeki
n+k+p,

artma miktaridir [5].

ispat:

Tn’a’ﬂ(f;x):(n+ﬁ2]n " f(a3x+ﬁ3 r+a, ]

n = n+pB "

x(" X a, ' nta, x "
"A\b, n+p,)\n+p, b,

operatorinde a, =0 ve g, =1 alindiginda klasik anlamdaki Bernstein-

Chlodowsky operatériine donusur. Bu durumda;

N [nt B, & (e Yy X % ’ nra, * -
Tn’a’ﬂ(f,x)—( " ] ;f(n+ﬂ] bn](r{bn I’l+ﬂ2] (n+ﬂ2 bn]

dir. 7, ,(/;x) operatériinde n —n+k yazilirsa;
n+k+p, "k r+a
T x)=| ——2 7y
n+k,a,ﬂ(f ) ( n+k ] ,Z_(:‘f(n+k+ﬁ] n+k]



x(””‘ x o ' n+k+a, x S
"D n+k+pB, ) \n+k+p, b,,

n+k n+

olur. 7, , . » (f;x) operatériinde k -kez tiirev alirsak

7 s (m){w]n ff[”;“‘bn%}(:*")f’(x)

n+k = \n+k+p,

elde edilir. Burada,

p r n+k—r
P(x):dk x oo n+k+a, x
dx" \ b n+k+p, ) \n+k+p, b,

n+

dir. Simdi P(x) fonksiyonuna Leibnitz kuralini uygularsak

f(X):{bx *“ ] ve g(x)z{”+k+a2 B xk]"”"’

. ntk+p, n+k+p, b

n+

olmak Uzere

x o, r
xX)= —
f() (b n+k+ﬂ2]
d( x a, ’ 1 x a, "
= — - =r -
dx\b,, n+k+p, b, \b n+k+p,

2 r 12 r=2
- lietsa) e (i)
X bn+k l’l+k+ﬂ2 bn+k bn+k l’l+k+ﬂ2

3 r 3 r=3
- d{ @ ] :r(r_l)(r_z){ ! ]{ x e ]
dx’\b,, n+k+p, b, ) \b n+k+p,

n+

yazilabilir ve benzer sekilde devam edilirse,

Ir . ° r r! ( 1 ]S( x o, ]r_s ,> s
_ 2 — _ ' T
dxs (b n +k +ﬁ2] (l’ S)' bn+k bn+k n+ k +ﬁ2

n+k
0,r<s

bulunur. Bdylece



n+k—r
n+k+a X
glx)= - -
n+k+p, b,

:>i n+k+a2_ X n+k—r_(n+k—r -1 n+k+a2_ X n+k—r—1
dx l’l+k+ﬂ2 b k bn+k l’l+k+ﬂ2 bn+k

n+

2 n+k—r
= d {n+k+a2_ al ] z(n+k—r)(n+k—r—l)
k

d’\n+k+pB, b
2 n+k—r-2
y 1 ntk+a, x
bn+k l’l+k+ﬂ2 bn+k
d’ {n+k+0¢2 x

n+k—r
= — - ] z(n+k—an+k—r—1Xn+k—r—2)
dx ‘

n+k+p, b
3 n+k—r-3
y -1 n+k+a, x
bn+k l’l+k+ﬂ2 bn+k

ifadelerinden asagidaki esitlik kolaylikla gorulebilir:

n+

n+

de n+k+a, x S
d*\n+k+pB, b,

n+

k—s n—r+s
=@+k—ﬂ@+k—r—ﬂ(n—r+&ﬂ{_4] {n+k+a2_ x]
b b,..

n+k l’l+k+ﬂ2 n+
! hs@+k—rﬁ ntk+a, x nqﬂ
b, @—r+ﬂ!n+k+ﬂ2 b,

k—s n—r+s
— —7r)
[ 1) (n+k ﬁ(n+k+a2_ x) r—s<n
. .

b (n—r+s)\n+k+p, b

0,r—s>n

n+k n+

Bu durumda;




WX . ntk+a, x m_r
b, n+k+p, n+k+p, b,

:{ 1 ]"Sko(,;)( ! (n+k—r)!(_1)k_s

b, r—s)! (n+s—r)!

WX o . ntk+a, x m_r
b, n+k+p, n+k+p, b,

olarak bulunur. Bu ifade operatorde yerine yazilirsa

sl S

7 ()
n+k = \n+k+p,

b —s)!(n+s—r)!

n+k

k
« 1 ] ko(/;)(rl’! (l’l+k—7’)!(_1)k_s

WX o . ntk+a, x m_r
b n+k+p, n+k+p, b,

n+k n+

(n+k+ B\ [ rta . \(n+ k)
(S )

n+k = n!

k p r—s n+s—r
y 1 (fx_l)k_s x a, n+k+a, X
b poary b n+k+p, n+k+p, b,

n+k n+k n+

elde edilir. Simdi, » yerine r +s yazarsak bu durumda operator,

Tn(flz,a,ﬂ (f’ X)

(kB k) 1Y
n+k n b,

n+

XZ(: bx o ntk+a, x
= n+k+p,) \n+k+p, b,,

n+

10



k n+k
| n
:(n+k). 1 (n+k+ﬂ2] ZA,;f r+o, b,
n b, n+k pury n+k+pf

n+

X(,, X oo ' n+k+a, x "
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+p, b,

elde edilir.

Teorem 1.3.1:

f, [a,b] arahidinda konveks bir fonksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart f’in

ikinci merteben béliinmiis farklarinin pozitif olmasidir [5].

ispat:

f’inikinci merteben bolinmus farklar pozitif olsun.

Bu durumda a < x, < x, <x, <b olmak Uzere

xz]: f[xl’x2]_f[x0’xl]

Xy, =X

f[xo’xn

oldugundan f[x,,x,,x,]|>0 olmasiigin f[x,,x,]- f[x,.x,]> 0 olmalidir.

Bu durumda

]: f(x2)_f(xl)_f(xl)_f(xo)zo

X, — X, X, — X,

f[x]’XZ]_f[xO’xl]Z 0= f[x]’x2]_f[x0’xl

A (x] _xo)(f(xz)_f(xl ))2 (xz —-X )(f(xl)_f(xo))
A (x] _xo)f(x2)+(x2 —-X )f(xo)2 (xz _xo)f(xl)

0 =%) 122 ()

(xz _xo) (xz _xo)
yazilabilir. 1= (v, =) icin 1-1 = (v, = x) oldugundan
(xz _xo) (xz _xo)



Ay +(1=A)x, =x (x =) G

elde edilir. Dolayisiyla
f[x]’xz]_f[xo’xl]2 0= (l_i)f(xz)"'if(xo)zf(ﬂxo +(l—l)x2)

& f.[a,b] araliginda konvekstir.

14.7,,, (f;x) Operatériiniin Sekil Koruma Ozellikleri

Bu boélimde, Bernstein-Stancu-Chlodowsky operatdrinin monotonluk ve

konvekslik 6zelliklerini verecegiz.

Teorem 1.4.1:

fec?0,0) ve f'(x), [0,:0) araliginda monoton artan olsun. Eger f(x), [0,0)

araliginda konveks(konkav) fonksiyon ise n>2 igin 7, , , (f;x) operatoru

[0,0) araliginda konveks(konkav) dir [5].

ispat:

T, .z (f;x) operatériiniin 6nce birinci tirevini hesaplarsak

s[5 S o ) (2

n n

olmak lzere,

12



N n+p, nn_]fax"‘ﬂ r+a]b (n_, —n|x ' n+a, x "
e, ") A b, \b, n+p, ) \n+pB, b,

n r=0

yazilabilir. Simdi ikinci toplamda r yerine r+1 yazarsak

d
En,a,ﬂ( ,X)

13



(n+ B &, r+a, A X a ' nta, x "
‘( n j“3;f(“3x+ﬁ3n+ﬂ]b"](’{b,, n+ﬂ2]{n+ﬂz b,,]
G P e e |

) i (n_] i_ az r n+a2 _i n—r—1
b, )" \b, n+pB,)\n+p, b,

elde edilir. Benzer sekilde ikinci basamaktan tlrev alinirsa

d2
dx*

(n+p, PN +OC] X ' n+o, x o
_( n jaﬂzof{““m B, ]({ n+ﬂ2]{n+ﬂz b,,]

+(l’l+ﬂ2 ]na3 n-1 |:f’{a3x+ﬂ3 r+1+0{1 bn]—f’{a3x+ﬂ3 r+a, bn]j|
n = n+p, n+pf,

Tn,a,ﬂ (f,X)

14



><n(n—l)(,,_2 X oy "~ n+a, x "
> V'Ab, n+p, n+p, b,
+[l’l+ﬁ2]na ifr 0!x+ﬁ F+05]b n (n—l)
" 3r:0 3 3n+ﬁ] n —b r
X ' nta, x !
b, n+p, n+pf, b,
(n+ﬁ2]" "{ { r+l+a, ] { r+a, ﬂ
t— f a3x+ﬂ3—bn _f a3x+ﬂ3 bn
n =0 n+ﬂ1 n+ﬂl

y n(n—l) (,,_2 x o r nt+a, x T
-b: )" Ab, n+pB,)\n+pB, b,

elde edilir. Simdi Gg¢lncu ve dorduncu toplamda » yerine »+1 yazalim.

15



Bu durumda,

d2

ax’
n+ﬂ2 ! 2 - " r+a] n X a2 ' n+0£2 X o
=|l——| «a oLx+ b —— -
(= wremen e ol -0 ) (552
n n—l
+(ﬂ+ﬂ2] a, {f’{a3x+ﬂ3r+l+a] bn]—f’{a3x+ﬂ3r+a] bn]j|
n+ n+pf,
r n—r—1
y i("“l i_ a, n+0£2 _i
el G

n+p, ) & o, r+lto ) n(,.,
+(—] aSZf(a3x+ﬁ3 n+ﬁ] bn]bn(r )

y X a ' nta, x "
b, n+p, n+pf, b,

+(%]n n_2|:f{a3x+ﬂ3 Mbn]_f{a3x+ﬂ3 Mbn]}
0 n+ n+p,

Tn,a,ﬂ (f,X)

16



(n+ B - rta Vo x o \[(nta, x)
_( ]a32f{a3x+ﬂ3n+ﬂ]bn](r{b n+ﬂ2]{n+ﬁz bn]

n r=0 "

+(%]n 3 {2a3f'{063x+ﬂ3 mbn]_2a3f’{a3X+ﬂ3 1 b”ﬂ
n+pf n+p

n = !

X i(n—l X% r nta, x o
b, "Ab n+p, n+p, b,

n

~

+(%]nn_2{f{a3x+ﬂ3Mbn]_2f{a3x+ﬂ3mbn]
O n+p,

" n+ B,

r=

+f{a3x+ﬁ3 ’::;] b"]}

1

yazilabilir.
rta,, (1.1)

r+l+a
7 :063X+ﬁ3 n+—ﬁ‘bn, (1.2)
1

r+2+a
T, :a3x+ﬁ3 n+—ﬁ]bn (13)
1

esitliklerinden,

d
ZT;:,a,ﬁ (f’x)
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n+p, ,, ; a, ' n+a, x o
( ] zf T°({n n+ﬂ2]{n+ﬂ2 b,,]

n+ﬂ2 n n—1 ’ e i o i_ o, ' n+ao, _i "
+(T] 20@;”(@) f(To)]{b ](r {b n+ﬁ2] {n+ﬂ2 b ]

X{L . ],{nmz_i]n_,_z
b, n+p, n+pf, b,

olarak bulunur. Tanim 1.2.1 ve (1.1),(1.2),(1.3)'den;
f@)-2/@)+ fz)= 1)) 1) -1r@)- /(7))

= (e e =)= flrom Jm - 7o)

r+2+a, r+l+a,
+ - +
T] 7 { ax+ f, ) n] [0‘3)5 By nt B n]j|
r+l+a, r+ao,
+ b + b
To 7 { a;x+ f; nt ] {053)( B; ) nﬂ
T] T2 |: a3x+ ﬂfsrbn +2ﬂ3bn +a]ﬂ3bn]_{a3x+ ﬂfsrbn +ﬂ3bn +a]ﬂ3bn ]j|
n+ﬁ, I’l+ﬂ]
TO T] |: a3x+ ﬂfsrbn +ﬂ3bn +a]ﬂ3bn]_{a3x+ ﬂfsrbn +a]ﬂ3bn ]j|
n+ﬁ, I’l+ﬂ]
_ ﬁSbn ﬁSbn
el 22| sl 2
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_ Bsb, f[To,TpTz](TZ —‘L'O)

n+ B,

_ ﬁ3bn
= n+ B, f[To’Tl’Tz] (0%

L Burb, +2Bb, vaiBb,) (b, +aiBib,
n+ﬂ, ’ I’l+ﬂ]

_[ Bsb, 2[3;b,
= nt B f[TO’T]’TZ] n+ﬁ]]

_ ﬁ3bn ’
_2(n+ﬁ]] f[To’Tlafz]

yazilabilir. Yukaridaki esitlik ve Teorem 1.3.1 ‘den
S(e3)=2/(5,)+ f(zy)2 0
olup hipotezden f"(z,)>0 dir. Ayrica f'(x) monoton artan oldugu igin
/(@)= ()20
dir. Dolayisiyla

d2
FTn,a,ﬂ (f,X)Z 0

oldugundan T, ,(f;x) operatérii konvekstir.

Teorem 1.4.1 ‘de a, =0 alinirsa agagidaki sonug kolaylikla elde edilir.
Ayrica o, =0 alindiginda f fonksiyonun turevlenebilir olmasina gerek

yoktur.

Sonug 1.4.1:

f € C[0,) olsun. Eger f(x), [0,0) araligi lizerinde konveks fonksiyon ise

T,,;(f;x) operatoride [0,0) araligi iizerinde konvekstir [5].
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Teorem 1.4.2:

Eger f(x), [0,oo) araligi Uzerinde monoton artan (ya da monoton azalan) ise
T, (f:x) operatoriide her n>2 igin [0,%0) araligi iizerinde monoton artan

(ya da monoton azalan) ‘dir [5].

ispat:

Biliyoruz ki Lemma 1.3.1 ‘den herhangi bir £ >0 tamsayisi icin,

() ) _(n+k)! Y n+k+ B\ & rto;
Tn+k,a,ﬂ(f’x)_ (b k] ( ] ZAhf(ﬂ+k+ﬂ] bn+k]

n! - n+k pry

X(,, x o ' n+k+a, x "
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+p, b,

dir. Bu esitlikte £ =1 alinirsa,

n+ln+l+8,\ & r+a
T! ; — 2 A] 1 b
n+l,a,ﬂ(f x) (b ]( n+1 ] ; hf(n_'_l_'_ﬁ] n+1]

n+l

X(,, x o ' n+l+a, x "
"Ab,,, n+l+p,) \n+l1+B, b,

olarak yazilabilir.

a n+a
2_p <x< 2

n

n+p, n+p,

Ayrica b, esitsizliginde n yerine n+1 yazilirsa

a, < X <n+l+0¢2

n+l+B, b, n+l+p,

elde edilir. Buradan da
x o >0vea2+n+l—x>0
b, n+l+p, n+l+pB, b,

oldugundan

20



x o ' n+l+a, x H>0
b, n+l+p,){n+l+p, b, -

elde edilir. Diger taraftan f(x) monoton artan (ya da monoton azalan)

olup Tanim 1.2.2 ‘den k£ =0 igin,

AT]f(x.f): Akhf(x.m )—A"hf(xj)
r+0£ r+0£ 0 r+0£]
hf(n+1+ﬁ] ] hf( +2+ﬁ]b ]_Ah (n+1+ﬁ]b"”]
r+a, r+a
Zf(mbm]—f(mbm]

A LEN 50 yadaA A <0
hf(n+l+ﬂ] n+l Y hf I’l+1+ﬂ] n+l

olarak gerceklenir. Dolayisiyla,
n+laﬂ(f X) (yadaTHaﬂ(f X) )

oldugundan 7, , , (f;x) operatord monoton artan(ya da monoton azalan) ‘dir.

Lemma 1.4.1:

f €Cl0,0) olsun. Her ne N ve x €[0,) igin asagidaki dzellikler
gerceklenir [5] :

1) T, x)=1,

2) Tn’a,ﬂ(t;x):a3x+(};:22]ﬁ3x+( ) ]ﬁ3 s

e Bser nthy %
3) Tn,a,ﬁ(f ,x)_(a3x+n+ﬂ]b] +ﬂ3(n+ﬂ] ](x n+ﬁ2b"]
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X{zxa3+2ﬂ3a1bn_'_ﬂs(n_l){n"‘ﬂz]{x_ o, b] B; bn]’
n+pf, n n+pf, n+p, n+p,

ispat:

1) f(z)=1 olsun. Bu durumda,

L l’l+ﬂ2 r+a, " i_ a, ' n+a, _i o
n,a,ﬂ(f’x)_( ] Zf{a X+ﬂ3 ﬂ] n](r)(bn l’l+ﬂ2] {n+ﬂ2 bn]

nn (n) i_ az r n+a2_i n—r
= VA\b, n+p,)\n+pB, b,

2) f(¢)=¢ olsun. Bu durumda,

AN P C i e[S
:[n"‘ﬁz] {Z%X( )(b n+ﬁ2] (Z:Zj _bi]
F+O£] n i
+Z_;‘( n+ﬁ1 ] (bn n+ﬁ2]

(
G e el
J

nta, X
Zﬂ3{ +ﬂ1] {n n+ﬂ2 (”"'ﬂz bn]

n+a, _i
n+ﬁ2 bn

=1
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a, S () X% rn+a2_in_r
+ﬁ3(n+ﬁ] ]bnr—o (r)(bn n+ﬁ2] (n+ﬁ2 bn] }

yazilabilir. ikinci toplamda » yerine r+1 yazip, gerekli dizenlemeleri

yaparsak

Tn,a,ﬂ (t’ X)

_n+ﬁ2n C () X rn"'az_in_r
‘( n H%x;(’)(bn n+ﬁ2Mn+ﬁ2 b,,]

23



elde ederiz.

2 r n—r
r+a, AN X a, n+oa, x
PP S o+ b X - X
3 ) ] (’)(b n+ﬂ2]{n+ﬁ2 b]

3) f(t)=+* olsun. Bu durumda,

n

n B 2
Ui 22 L oxa, Bob | RO |y prp| T
; a3 x xa, fs n(n_'_ﬁ] Bsb, n+

x(" X a, ' nta, x "
"A\b, n+p,)\n+p, b,

n+p, a, rn+a2_i o
( HZ“ (’{b,, n+ﬁ2Mn+ﬁ2 b,,]
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< r+a, ' n+o, x "
Sreenn ol ()
p2 7 X > nta, x o

+;ﬁ3 ("‘ﬁ]] {b__n"'ﬁz](n"'ﬁz bn] }

_(n+p, S 2” x nta, x o
_[ . H’”Z {b,, n+ﬁ2Mn+ﬁ2 b]

n

1 7 X a n+a X
+2xa. b ) 2_ =
Pib, 2 n+p, ( b, n+pB,) \n+pB, b

n

u o X o n+a X
+2xa, B, Y| —— |1 = -—=2 2 X
S\ n+ B b, n+p, n+p, b

n

+Zn:ﬁ2b2 (r2 +20‘1’”+0512)(n{i_ a, ]r(n+a2 _i]nr}
3%n 2 r
r=0

(n"‘ﬁ]) b, n+p, n+pB, b

n
yazilabilir. Gerekli sadelestirmeler ve dizenlemeler yaplilirsa

Tn,a,ﬁ(tz;x)
_[”"‘ﬁz ]n azxzzn:(n X a ' n+a, x v
U n gy b, n+p,)\n+p, b

r n-r
n S () X a, n+o, Xx
+2xat, Bib, (- {_ - _x

n+p, b

r n—r
o u X o n+a X
+2x0; b, : (:l {__ : ] : __]
0

n+p, )= b, n+p,)\n+p, b,
(r +2ar+a]) W\ X a, : n+a, x o
L ae S e ¥ ey s

_ n+ B, a2 C (n X o ’ n+o, x v
n ’ r=0 ' bn n+ﬁ2 n+ﬁ2 b

n
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r n-r
n S (a) X a, n+o, Xx
+2xat,Bib, (- {_ - _

n+ B, )3

r n—r
o u X o n+a X
+2x0 3D, : (:l {__ : ] : __]
0

n+p, )iz

2 x oa, ) nta, x "
+Zﬂ3 " (n ﬂ])( E_”"'ﬂz] ]

+Zﬂ3

( X a, n+o, Xx

( ﬂ]) b, n+p, n+p, b,

Nx  a ) n+ta, x o
+Zﬁ3 ﬁ]) ( {_n n+ﬁ2 (n_'_ﬁZ bn }

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafindaki dérdunci toplamda » ekleyip

cikarirsak

Tap (tz;x)

r n-r
n S () X a, n+o, Xx
+2x0;b, (r—] {__ -

r n—r
o u X o n+a X
s [ 2o ()
0

2 n r n-r
" 2b2a—1 " X o n+o, x
A, (n+p,) ,_0( b, n+p,)\n+p, b,
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elde ederiz. Gerekli dizenlemeler yapilirsa

SR
:[n"‘ﬁz]n a2 C (n X o ’ n+o, x v
n ’ r=0 ' bn n+ﬁ2 n+ﬁ2 b

r n-r
n S (a) X a, n+o, Xx
+2x0a; 55, (r—] {__ -

N n{ x o« ]r{n ta, x ]H
B (o5 _x
(l’l+ﬂ]) r=0 bn l’l+ﬂ2 l’l+ﬂ2 bn
272 n r n-r
+3—b”220512r(f{i— ) ] {”"‘0‘2 _i]
(l’l+ﬂ]) r=0 bn l’l+ﬂ2 l’l+ﬂ2 bn

NP o () (SN | EAL A A
(n+ﬁ]) = b, n+p, n+p, b,

r n—r
o u X o n+a X
+2x0; 3D, : (:l {__ : ] : __]
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n S () X a, r n+o, Xx o
+2xa,3.b | —— —— -
P "{n+ ]],Z‘(’"]{bn n+ﬂ2]{n+ﬁ2 bn]

o u X o ' n+a X i
+2xa.B:b | —— " —— 2 2 _
P "(nw]],zo(’{bn n+ﬂ2]{n+ﬂz b,,]

+ﬂ32bfn(n—l) - (,,_2 x o ' n+a, x v
(l’l+ﬂ])2 r=2 " bn l’l+ﬂ2 l’l+ﬂ2 bn

nBb(1+2a) & x  a, \(n+a, x)
() =
(l’l+ﬂ]) r=l bn l’l+ﬂ2 l’l+ﬂ2 bn

elde edilir. Simdi ikinci ve besinci toplamda r yerine r+1, doérdlncu
toplamda r yerine r+2 yazilirsa

Tap (tz;x)

(n+ﬁ2 ]n
n




a, S () X ay rn+a2_in_r
+2m3ﬁ3b”{n+ﬂ,]rzo(’{bn n+ﬁ2]{n+ﬁ2 b,,]
ﬂ32b5n(”_1) X o S 2y X % ' n+a, x e
’ (n+B,) (bn n+ﬂ2] Z;'( {bn n+ﬂ2]{n+ﬁ2 b]
nﬂ32bf(l+2a]) X o < (- X o ' n+a, x "
’ (n+p,) (bn n+ﬁ2];(’ {bn n+ﬂ2]{n+ﬁ2 b]

272 0‘12 S (n X a ' n+a, x o
+ﬁ3bn(n+ﬁ])zrz_(;(r{bn n+ﬁ2](n+ﬁ2 b] }
[—n+ﬁ2]n{a§x{ " ]+2xa3ﬁ3bn ? (i— = ]( ? ]_
n n+p, n+p\b, n+p, \n+p,
a, no )
+2xa3ﬂ3bn{n+ﬁ]]{n+ﬁ2]
Bibn(n—1)( x o, 2{ n ]H
+— —_—
(n"'ﬂ])z b, n+p, n+p,
B 2a)( x o { n ]""
(n"'ﬂ])z b, n+p, \n+p,

272 alz n '
+ﬁ3bn (n+ﬁ,)2 (""‘ﬁz] }

elde edilir. Bu esitlik ile

Tap (tz;x)

:a§x2+2xa3ﬁ3bn(L](i— % ][n+ﬁ2]
n+p, \b, n+p, n

+2xa3ﬂ3bn{ a, ]_i_ﬂ;bjn(n_zl){i_ @, ]Z(n"'ﬂzjz
n+p, (n+ﬁ]) b n+p, n

n
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2
(Z]

C] ﬁ] )2
_—{a3x+—mbn] +ﬂ3{ k 2]{x_ 2 bn]
n+ﬂ] n+ﬂ] n+ﬂ2

X(2x0{3+2ﬂ3a]bn+ﬂ3(n_l){n+ﬂ2]{x— a, b]+ B; bn]

n+pB, n n+pB, n+pB, ") n+p,

. npib? (1+2a,)(i_ a, ](n+ﬁ2
(n+p,) b, n+p, n

n

]w;bs

yazilabilir.

Teorem 1.4.3:

f €C,[0,0) olsun. Bu durumda sonlu herhangi bir [0, 4] araligi Gizerinde,

im7,, ,(f3x)= f(x)
dir [5].
ispat:
feC, [O,oo) oldugu i¢gin, dyle bir sabit ¢ > 0 pozitif sayisi vardir ki @ <c

esitsizligi saglanir. Ayni zamanda Lemma 1.4.1 ‘den acgiktir ki,

T,.,(Lx)-1=0,

Tn,a’ﬁ(t;x)—x‘ = A(% +{%]ﬁ3 —1]+{0ﬁ -, ]ﬂfﬁbn’

max

0<x<4

n+pf, n+pf,

max

0<x<4

Tn’a’ﬁ(tz;x)—xz‘

2
= A (a2 —1)+ 240, B,— b, +{&bn]
n+p, n+p,

+_[3 1£j:£21 14____£z2___b
N n+p, n+p, "
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x{2Aa3+2ﬂ3a]bn+ﬂ3(n_l){n+ﬂ2]{z4— a, bn]+ By bn]
n+pf, n n+pf, n+p, n+p,

dir. Dolayisiyla; yukaridaki egitliklerde, n — o iken b, —>0ve a,+f,=1
n

sartlari goz onunde tutulursa,

Jim MaX T,op (l;x)— 1‘ =0, (1.4)
Jim fax T,op (t;x)—x‘ =0, (1.5)
Jim Tax Tn,a,ﬂ(tz;x)—xz‘ =0 (1.6)

n—®0

elde edilir. Simdi 7, ,(f;x) operatériinii dikkate alarak bir 7,(/;x) dizisi

tanimlayalim:

o
0<x<—2-p
f(X) X n+ﬁ2 n
Tn(f;x): Tnaﬂ(f;x) , % bnSXSn+a2bn
o, n+ ] n+ﬁ2
f) 2% < x<w
n+p,
dir. Ayrica bu diziyi;
o
flx),0<x<—"2—p,
T( 'x): "+ Py
n s a
T ;x) ,——b, <x< A4
n,a,ﬂ(f x) n+ﬁ] n X

seklinde de tanimlayabiliriz. Agiktir ki;

T, (fo)_f”c[o,A] - Lbn:aj@
wehy S e,

T, 5 (fix)= f(x) (1.7)

olup (1.4),(1.5) ve (1.6)’dan
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i 1 (1;x)—1||C[O,A] =0,
lim T, (t;x)—x”c[o,A] =0,
fim [ 07:x)- xz”C[O,A] =0

n—®0

egitlikleri saglanir. Korovkin Teoremi ‘nin butun sartlari saglandigindan, her

surekli f fonksiyonu igin;

lim T"f_f”c[o,A] =0 (1.8)

n—®0

dir. Dolayisiyla (1.7) ve (1.8) ‘den

T, (fix)-f]=0

. max
lim o,

n—»o0 b,<x<4,
n+p

olup ispat tamamlanir.
Teorem 1.4.4:

f €C,[0,0) olsun. Bu durumda herhangi bir 4 >0 ve her x 0, 4] igin,

Tn,a,ﬂ(f;x)_f(xx < Cw1+A(f: b_n]

n

esitsizligi saglanir. Burada C,n’den bagimsiz bir sabittir, w,,,(f;.) ise f

fonksiyonunun [0,1 + 4] araligindaki siireklilik moduldir [5].

ispat:

A>0 ve xel0,4] igin,

E :{r:a3x+ﬁ3 TG, 21+A},
+
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r+a,

E:’:{r:a3x+ﬁ3 bnSl+A}

n+p,

olacak sekilde iki nokta cimlesini dikkate alahm. Lemma 1.4.1'ive T, , , (f;x)

operatdrunun lineerlik kuralindan,

T up (f;x)_ f(xx

"

n+p, r+a, W\ X a, : n+oa, Xx v
—= —— -— —1.
= jgf(%”ﬁ%w,b"](’{bn n+ﬁ2](n+ﬁ2 b,,] ﬂx){
n+f, " r+a, X o ' n+a, x o
(P S o )
_[n+ﬁ2]"2”:f(x)(n x o : n+a, x "
n =0 ‘\b, n+p,)\n+pB, b,
n+ B, & r+a B N X ’ n+a, x H
( p jﬁif{a3x+ﬂ3—n+ﬂlan f(x)}(r{bn n+ﬂ2J(n+ﬂ2 an
n+p, " r+a, 3 X ' ntoa, x nir
S( p j;f(a3x+ﬂgn+ﬁlbn] f(%(r{bn n+ﬂ2] (n+ﬁ2 bn]

r+a ) N ' nta, x "
:f(a3x+ﬂ3n+ﬁlbn] f(X*r{bn n+ﬂ2](n+ﬁ2 bn]

<I +1!

elde edilir. f e C[O,oo) oldugundan 6yle bir C, pozitif sabit bir sayi vardir ki
If(x)<Cxel0,4] (1.9)

esitsizligi saglanir.

f €B,[0,) ve de x €0, 4] oldugundan dyle bir C, pozitif sabit bir sayi

vardir Ki
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‘f(asx"‘ﬁs e bn]

n+p,

<C{1+(0¢3x+ﬁ3r+a‘ bn] } (1.10)

n+p,

esitsizligi gerceklenir.

(1.9) ve (1.10) esitsizlikleri kullanilirsa asagidaki esitsizlik;

r+a,
f{oc3)c+ﬂ3 Py bn]

1

<

‘f{a3x+ﬂ3 " b,,]—f(x) . +/ ()

+ 5

2
<C, 1+(oz3x+ﬁ3 ;:Z‘ bn] }+C,
1

n+p,

0 2
<C, 1+(0¢3x+ﬁ3 rra, bn] +1}

2
<C, 2+(a3x+ﬁ3 ra b,,] }

n+p,

C, =max{C,,C, } olmak {izere elde edilir. Diger taraftan r ¢ E' ve x [0, 4]
icin aciktir ki;

+a
! >1

r
ax+f
’ 3n+ﬁ1

b, —x

dir. Bu durumda,

r+a, 3
‘f{%x M b,,] f(X){

2
<C, 2+(053x+ﬁ3 ;:;‘ b, —x+x] }

1

2
<G, {x(oz3 ~1)+ B, ra bn} +2x{x(a3 ~1)+ B, ra bn}+x2 +2}

n+p, n+p
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<G x(a3 _1)+ B,

r+a,

2
"t B bn} (4+4x+x2)

2
<C,| xlo, -1)+ B, ’::Z‘ bn} (4+2)
1

r 2
+
<C, x(a3—1)+/33 ;+Z] n:|
L 1

C, = C,(4+2) olmak lizere elde edilir. Yukarida ki esitsizligin her iki tarafina

T, .z (f;x) operatériinii uygularsak

Tn,a,ﬂ(f;x)_f(xx
"o, 2 r n—r
£C4(n+ﬂ2j x(a3—1)+ﬂ3r+a‘ b, (,r, x o nta, x
n =0 n+ﬂ] bn l’l+ﬂ2 n+ﬂ2 bn
"o, 2 r n—r
§C4(n+ﬁ2) %erﬁ3r+oc1 b, (f x o nta, x
n r=0 n+ﬁl bn n+ﬁ2 n+ﬁ2 bn
—2xc4(”+ﬁ2) apt Tl o) BT
n ~ n+ B, b, n+p, n+p, b,

+xzc4(n+ﬁ2) (f X o n+to, x
n r=0 bn n+ﬁ2 n+ﬁ2 bn

na.pB (l;x)}

(tz;x)—2xT (£;x)+x°T,

<c,ir s

n,a,f

elde ederiz. Lemma 1.4.1 ‘den,

T ap (f;x)_ f(xj

2
<C4{a3x+ pren bn]
n+p,

wp| PP oy
’ n+ B, n+p, "
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« 2xa3+2ﬂ3a]bn+ B; b +ﬂ3(n_1){n+ﬂ2]{x_ o, b]]
B B

n+pB, n+p, "

—2x{a3x+(’;1ﬁ? ]ﬁ3x+(—0}2 -:[0;12 ]ﬁ3bn}+x2}

elde edilir. 0<a, <a, < B, < B, ve a, + B, =1 ifadelerinden

2 2
+ 2x—a‘b” +o b, Bi+al b, R
n+p, n+p, n+p,

2
< C{%”@Aa] + A+ 20,)+24a, +2Aa])+(b7”] (a2 B? + a2 )]

olarak bulunur.

b b—”s 1/b—” dir.
n—0 n n n

Ayrica lim — =0 oldugundan yeterince buyuk n-lerigin
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Bu durumda,

I < C4(b—”(2Aa] + A(l+2a, )+ 24a, +2Aa])+b—"(0622ﬁ32 +ap; )]
n n

<C, 2w, + A1 +20,)+24a, +24a, + a2 B +ai B2}

3 |

C, =C,2Aa, + A(1+2a,)+ 24a, +24a, +a} B2 +a’B: | olmak iizere
b
I'<c,
n

elde edilir. Simdi de 1] ifadesini hesaplayalim. Bunun icin sureklilik

moduliiniin Tanim 1.2.6 ‘daki 3. ve 4. ozelliklerini kullanalim. Bu durumda

_|(n+ B, " r+a, B X0 : n+a, x "
2 3 e 2 |- i - (e

r+a, Nx  a, V(n+a, x)\
7j{oe3x+/33n+ﬁ] b"]_f(x){(r{z_n+ﬁ2] (n+/32 _Z]

n+p, " r+a, L\ X a, ' n+a, x "
< w a,—1)+ b —— -—
( n ]r_o | Sl =) By , )( b, n+ﬁ2](n+[32 bn]
n+ﬂ2 " r+a
- w1+A f:_’l X(a3 _1)+ﬂ3 bn
n r=0 n n+ﬂ]
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r+a,

x((x3 _1)+ﬂ3 nt

b, Wi p (f : 5n)

n+p, "L 4
4 ]62

n n r=0

x(" x ' nta, x "
"\b, n+p,)\n+p, b,

n+ B, & ) N X0 rn+a2_in_r
+(T] ;wHA(f'an)(r{bn ] { b ]

1

n+ B, n+p, n

r+a,

x((x3 _1)+ﬂ3 b,

< [M]n ~ Wia (f : 5n) "

n 5;, r=0

Y X0 r”"'az_in_r .
X(r{b n+ﬂ2]{n+ﬂ2 b] +w1+A(f-5n)

n n

n+p,

elde edilir. Burada &, n’e bagli bir dizidir. Yukaridaki esitsizlige Cauchy

Schwartz-Bunyakovsky Esitsizligi'ni uygularsak

"
In

1/2

n+ B, & _ r+a, o X a ' nta, x o
A5 S o) (5|

r n—r 12
« n+py ) n12(n X o n+oa, x
n = VA\b, n+pB,)\n+pB, b,
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n r n—r 12
+x2[n+[32] L (: x nta, x
n r=0 bn n+ﬁ2 n+ﬁ2 bn

T Wi (f : 5n)

< w1+A (f : 5n )%\/Tn,a,ﬂ (tz;x)_ 2XTn,a,ﬂ (t’ X)+ szn,a,ﬂ (l’ X) + I/V]+A (f : 5n)

olarak yazabiliriz. Lemma 1.4.1’den

" 1
In < w1+A (f : 5n )5_
bn

X {afxz + 2a1a3ﬁ3xm
1

b,
(n+B,)

B n+pf, e o, b
’ n+p, n+p, "

x{2xa3+2ﬂ3a]bn+ ﬂ3 b +ﬂ3(n—l){n+ﬂ2]{x__a2 b]]

n+ n+p, " n n+ n+p, "

+ ﬂ32a]2
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—2x{a3x+(’;1ﬁ? ]ﬁ3x+(—0}2 -:[0;12 ]ﬁ3bn}+x2}
T Wia (f : 5n)

elde edilir. 0<a, <a, < B, < B, ve a, + B, =1 ifadelerinden

1
[r’z’ < w1+A (f : 5n )5_

sw1+A(f:5n)5i{ b, [24a, + A1+ 20, )+ 240, +24a,]

n+p,

12

{ il ] (257 +afﬂ§)}

n+p,

T Wi (f : 5n)

<w, (116, )Si {%"[2/1(1, + A1+ 20, )+ 2A4a, +2A4a, ]

b 2 1/2

+(7n] (azzﬁsz +0‘12ﬁ32 )}
+w1+A(f:5n)

esitsizligi yazilabilir.

by

b *< 1/b—” dir.
n—»0 n n n

Ayrica lim — =0 oldugundan yeterince buyUk n-ler igin
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Bu durumda

I"<wA(f:6 )Si {b [24a, + A1 +2a,)+24a, +24a,]
12
Dfazprvarp: )}
n

T Wi (f : 5n)

<wia(f:6, )i\/%" pAa, + A1 +2a,)+ 24a, +24a, + B +al B2}

n

+w1+A(f:5n)
C, = 2da, + A1+ 2a,)+24a, + 240, +a’B? +a’ B2} olmak iizere
" 1 b,
I <w1+A(f'5n)5 \/C67+w1+A(f g )
1 [b,
SN VA )5_\/;\/C_+w1+A /o
<(*)1+A { \/7\/—4_1]
elde edilir.

Ozel olarak &, :1/b4 alinirsa
n
|b [n |b
I"<w N e N ey TG
n 1+A{f n ]{ bn n 6 ]

ez

w

< w1+A{

elde edilir. Dolayisiyla
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Lo (fi0)= f(6) ST+ 1

bn . bn
£C57+w1+A{f.\/;](\/C_6+l)

C, = max(CS, Cs +l) olmak Uzere

Ty (f33)= £ (x) < C7|:b7"+w1+A{f:\/%]:l

esitsizligi gerceklenir. Ayrica limb—” =0 oldugundan, yeterince buyuk n-ler

n—0 n

icin;

b—”s\/Z ve Cf\/zﬁwm\{f:\/z]
n n n n

olarak yazilabilir. Bu durumda

Ty (f33)= £ (x) < C7|:b7"+w1+A{f:\/%]:l

C= {Q = + C7] olmak Uzere
¢,
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Tn,a,ﬂ(f;x)_f(xx < thA(f:\/%]

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 1.4.5:

f.f"€C,[0,0) olsun. Bu durumda herhangi bir 4 >0 ve her x [0, 4] igin,

T,.,(fix)=f(x) <M b_nw{f,; b_n]
n n

esitsizligi saglanir. Burada M , n’den bagimsiz bir sabittir, w,(f";.) ise f"

fonksiyonunun [0, + 4] araligindaki siireklilik moduldir [5].

ispat:

y ., ; r+a :
Ortalama Deg@er Teoremi’ne gore &,x ve a,x+ f3,——-b, arasinda bir nokta
n+

1

olmak lzere,

f(%“ﬁs i; b,,]—f(x) =((a3 ~l+ B 212 b,,]f'(f)

(@00 2% )

1

[( s, ItE bn]<f'<¢>—f'<x>>

n+p,

yazilabilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafina Tn,a,ﬂ(f;x) operatorinu

uygularsak

T, (fix)- f(x)
{22
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s n+pf n+ B,
x(” X a ' n+ta, x i
"Ab, n+p,)\n+p, b,
NNt B, " B r+a, N X a ’ n+0¢2_i'H
‘f(x)( . jZ((a 1)x+ﬂ3n+ﬂlb"J(’{bn n+ﬂ2Mn+ﬂz b,J

(T8 5 e, % Yt o)

n+ f,

x(” X o ' nta, x "
"\b, n+pB,)\n+p, b,
e n+p, ) & r+a, X0 : n+a, x o
f(xﬂl( ; jg(%”ﬁ%wb”](’{m n+ﬁ2Mn+ﬁ2 bn]

n+ B, & N XA rn+ozz_i'H
_( " Jg’c(’{bn n+ﬂ2Mn+ﬂz bj }

S [l . 2 (b 2, Y0 )|

x(" X a, ' nta, x "
"A\b, n+p,)\n+p, b,

=1,+1,

elde ederiz. O halde
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Tn,a,ﬁ(f;x)_f(xx S|[1|"'|[2|

olur. ilk 6nce |7,| i hesaplayalim. Lemma 1.4.1’den

I, = f'(x){Tn,a,ﬁ (t;x) - xTn,a,ﬁ (1;x)}

=f'(x){a3x+ ntpy Bix +

) —n+ﬂ1 Bsb, —x.l}

n+p, n+p,

Illl=‘f'(x>{a3x+ 1Py g | ﬂsbn—x}

S|f'(x) a,x+ (n 5, J/ﬂx + (al —% JﬂSbn - X
n

n+p, + B

eldeedilir.0<a, <a, < B, <B,,a,+ p, =1 igin ve f fonksiyonunun x e [O, A]

araliginda f' fonksiyonu sinirli oldugundan,

o,X + (n + 5 J/ﬂx + (al — % J[ﬂbn - X
B n

n+p, + B,

HAEVAS)

b

SO EORVATRS L e

<l (e - %

esitsizligi elde edilir.

Ayrica limb—” =0 oldugundan, yeterince buyuk n-ler igin;

n—0 n
b (b,
cfﬁigw{f:._]
n n

olarak yazabiliriz. Bu durumda

IAESVACY (2 —az)(%"j
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M, = | olmak Uzere,

|Il|£M1\/Zw1[f':\/ZJ
n n

elde ederiz. Simdi |7,| yi hesaplayalim. O halde

SN, —as)
C

f

B 3 - 2% ) )

n r=0 1

x(" x ' nta, x "
"A\b, n+p,)\n+p, b,

("Zﬁz ] (@s e B 00, ](f'(é)—f’(x)%

I.|=
| 2| —0 n+p,

x(” x o ' n+a2_in_r
"\b, n+pB,)\n+pB, b,

|12 S(%jni((as _l)x"'ﬂs rre an
n

r=0 n+ﬂl

x(" x ' nto, x "
"Ab, n+p,)\n+p, b,

yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte sureklilik modulinin Tanim 1.2.6 ‘daki 4.

(£1(€)- 1))

Ozelligini ve
r+a,

(a3_l)x+ﬁ3n+ﬁ n

1

€ =<

egitsizligini kullanirsak
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r+a,
bn
+p

1

x(" x ' nta, x "
"A\b, n+p,)\n+p, b,

w1(f’:|§—x|)

n+ B, ) & r+a, , r+a,
<| —= 1)+ b lw : 1)+ b

( - ],ox(% Al {f o -1 pe ]

NOESECARI CAT N
' bn n+ﬂ2 I’l+ﬂ2 bn

n+p, " r+a, , O r+a,
<| —= 1)+ b |w = 1)+ b
( n ]rox(afs ) ﬂ3n+ﬂ] n 1{f 5n X(a3 ) ﬂ3n+ﬂ] n]

x(” X ' nto, x o
' bn n+ﬂ2 I’l+ﬂ2 bn

elde ederiz. Simdi ise sureklilik modulinin Tanim 1.2.6 ‘daki 3. 6zelligini

kullanalim. Bu durumda

|12|S[n+nﬁ2] w1(f’:5n)

n

<2

r=0

r+a,

x(as _1)+ﬂ3 n+ B

r+ao,

x(as - 1)+ B,

bn

bn

|

{HL
5n

x(” X ' nto, x o
' bn n+ﬂ2 I’l+ﬂ2 bn

2

n r=0

n+p

1 1

r+a,

x((x3 _1)+ﬂ3 n+ B b, w1(f’35n)

1

x(" x ' nta, x "
"\b, n+p,)\n+p, b,
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+[—”+ﬂ2]néi[x(a3 s b,,] w,(f':6,)

1

x(" x ' nta, x "
"A\b, n+p,)\n+p, b,

esitsizligi gergeklenir. Burada &, n'e baglh bir dizidir. Yukaridaki esitsizligin

birinci toplaminda Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky Esitsizligi’'ni uygularsak

17|

< (”+ﬁ2]"" xa, = 1)+ g, %0 2(" x o a V[(nta, x)7 N
N no )=l ‘n+ B, ") Vb, n+B, ) \n+p, b

n

n+ By ) &2 X o r”"'az_in_r .
Sy sy (o] T

+[M]néi‘{x(a3 _1)+ﬂ3 ;j_(;l bn] w1(f’:5n)

1

x(" x ' nta, x "
"\b, n+p,)\n+p, b,

elde ederiz. Teorem 1.4.4’Un ispatindan

n

< (”+ﬁ2]"" xa, = 1)+ B, %0 2(" x o a V[(nta, x)7 N
N no )=l ‘n+ B, ")V Ab, n+B, ) \n+p, b

+[M) éz":[x(% ~1)+ B, 212‘1 b,,) w,(f':8,)

x(" x ' nta, x "
"A\b, n+p,)\n+p, b,
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! bn bn 1 !
<w,(f 35,1)1/6’67 +C 75—w1(f :8,)

olarak yazilabilir. Ozel olarak &, :1/b4 alinirsa

n

b b b b
N e D i O e

M, =,/C, +C, olmak lzere,

b b
1| <M, —"w{f’: —"]
n n

esitsizligi yazilabilir. Bu durumda

Tn,a,ﬂ(f;x)_f(xx S|[1|"'|[2|

<M b_nw{fu /b_n]% /b_nw{fu /b_n]
n n n n
<(M, +M2),/b—”w1{f’:‘/b—"]
n n

M =M, + M, olmak Uzere,

T,.,(fix)=f(x) <M b_nw{f,;\/Z]
n n

elde edilir.
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2.YENi BERNSTEIN-STANCU-CHLODOWSKY TiPiNDEKI
OPERATORLERIN AGIRLIKLI YAKLASIMLARI

2.1.Girig

Asagidaki polinomlar, 1937 yilinda |.Chlodowsky olarak tanitilan

genellestiriimis Bernstein polinomlaridir [2]. Bu klasik anlamdaki Bernstein-

Chlodowsky tipli operatorler,

-3 fo o) 1]

£.[0,:0) arahiginda tanimli bir fonksiyon, [0,5,]c[0,0) alt ciimlesi ,(b,)

n1

pozitif artan bir dizi ve bu dizi n — « iken (b,) - ve b, 0 szellikte bir
n

dizi olacak sekilde tanimlanmistir.

E.A. Gadjieva ve E.ibikli tarafindan 1997 yilinda yayinlanan makalede,
Bernstein- ChlodowsKky tipli operatorlerinin agirlikli yaklagim 6zellikleri ortaya

konulmustur [6] Bagka bir genellestiriimis Bernstein- Chlodowsky tipli

operatorleri A.D. Gadjiev, |.Efendiev ve E.ibikli tarafindan 1998 yilinda ele
alinmigtir [7].

A.D.Gadzhiev’in 1974 ve 1976 yillarinda yayinladigi makalelerindeki gibi,

Korovkin tipi teoremlerindeki pozitif lineer operatorler, Cz[O,oo) uzayinda

tanimlanmamis fakat C;[0,»0) uzayindan Bz[O,oo) uzay! Uzerine giden

operatériin bir normu tanimlanarak asagidaki formlar elde edilmistir [8,9]:

Teorem 2.1.1:

L,, C,[0,:0) uzayindan B,[0,:0) uzayina giden lineer pozitif operatérlerin

n’

dizisi olsun. O halde
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lim

n—x0

L, (t";x)—x"

=0,v=0,12
2
dir. Bu durumda herhangi bir 1 € C;[0,) fonksiyonu igin,

lim|

n—x0

Lf=1l,=0
olarak gercgeklenir.
feC, [O,oo) uzayi oldugunda asagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 2.1.2:

(L,),., bir lineer pozitif operatér dizisi olmak izere Teorem 2.1.1°deki kosullar
saglandiginda bir 1~ e C,[0,) fonksiyonu igin,

lim|,f" =1

#0
2
olarak gercgeklenir.
[0,oo) arahginda sureklilik modull igin f fonksiyonunun surekliligi yetmez.

Ornegin, g(x)=coszx?,x €[0,:0) fonksiyonunu géz dniine alalim. Agiktir ki,

bu fonksiyon [0,oo) araliginda sinirli ve surekli fonksiyondur. Fakat sureklilik

moddilii taniminda ¢t =+n+1 ve x=+/n alinirsa n— o icin ‘\/n+1—\/;‘—>0
ken |g(Vn+1)-glVn)>2 dir. Bu durumda, diizgin sirekii degildir

Dolayisiyla bu adir sart yerine C;[0,:0) uzayi alinmistir.

2.2 Agirhikh Yaklagimlar

Bu bolumde Teorem 2.1.1°deki verileri kullanarak 7, , , (f;x) operatériiniin

yaklasim ozelliklerini arastiracagiz.
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Teorem 2.2.1:

Herhangi bir f e C;[O,oo) fonksiyonu igin

Tap (f;x)_ f(xx

lim sup =0
n— a n+a 1+ X2
x{ 2 p,, Zb,,}
n+f, = n+p,

esitligi elde edilir.

ispat:

Biz 6ncelikle E.A.Gadjieva ve E.Ibikli tarafindan 1997 yilinda yayinladiklari
makaledeki Bernstein-Chlodowsky tipli polinomlarin agirlikli yaklasim

metodllarint kullanacagiz. Bu durumda Taﬂ(f x) operatorinde gerekli

sadelestirmeler yaparsak asagidaki esitligi;

=2 A s ()

elde ederiz.

Binom acilimi ve 7, , , (f;x) operatdriiniin tanimindan agiktir ki,

Tn,a,ﬂ (l’ X) = Tr:a,ﬂ (l’ X)

(n+ﬂ2]" " (n) X a ' nta, x o
n = \b, n+p,)\n+p, b,

n b n+p, n+p, b

n

n+ﬁ2]" no )
n n+p,

=1 (2.1)

n

n n
%] X +"+az_1]

{
{

dir. Bu durumda
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T, ,(x)-1]

lim sup =0
n— a n+a 1+ x2
x{ 2 b, —2 b,,}
n+f, " n+p,

elde edilir.

T, ;(/:x) operatérinin taniminda f(¢)=¢ alinirsa

Tn*,a,ﬂ(t;x)z(”*ﬁz]"iﬁ(:)(bi_ a, ]’(“az _bi]n_,

n n l’l+ﬂ2 l’l+ﬂ2 n

(n+ B & x o r n+a2_in_r
_( n ];("‘){b,, n+ﬂ2]{n+ﬁz bn]

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlikte » yerine » +1 yazilirsa

Tn*,a,ﬂ(t;x)

n r+l n—r-1
_(nE B ) ) X n+ta, x
_( n ]Z( ){b,, n+ﬂ2] {n+ﬂ2 b,,]

_(n+p, "i_ o, & X ' nta, x "
_( n ]{b n+ﬂ2]rZ§(' ){b,, n+ﬂ2]{n+ﬁ2 b,,]

elde edilir. Binom acgilimindan,

Tn*aﬂ
w n b, n+p, \b, n+p, n+p, b

n

ﬂ n r+n—r-1
n-+ X [04 X [04 n+ao X
(t; x) — 2 2 2 2 ]

n b n+p, \n+p,

n

(n+B ) x o
n b, n+p,
olarak bulunur. Simdi benzer sekilde f(¢)=¢* alinirsa

e e e S o

n n-1
(n+p, X a, n ]

n =n ., n+p, n+p, .,
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yazilabilir. Yukaridaki esitlikte Lz ekleyip ¢ikaralim. Bu durumda
n

n r(r—l)(n) X o ' nta, x "
S n* VA\b, n+p,)\n+p, b

n

+(n+ﬁ2]" ”L(n) X a ' nta, x H
n “n’\b, n+pB,)\n+p, b

T:,a,ﬂ (tZ;x): (l’l + ﬂz n

n

' n(n—l)(,,_z) x o r n+a, x o
S w0 VAb, B, ) \n+p, b

n+p,Y Sl x o ' n+a, x v
+( n ],Z,“n(r_])(bn n+ﬂ2]{n+ﬁ2 b]

n

elde edilir. Simdi birinci toplamda » yerine »+2 ; ikinci toplamda » yerine

r+1 yazahm. O halde

ﬁ,a,ﬁ(tz;x)
_(n+ﬂ2]n"_2(n—1](n2 nta, x S
- n r=0 n ' n l’l+ﬂ2 l’l+ﬂ2 bn
+(n+ﬂ2]nln_]l(:_]){ ] {n+a2_x] "~

n ni=n b, n+ﬂ2 n+p,
_(n+ﬂ2]"(n—1] x o 2”‘2(,,_2) X a, ' nto, X e
U n n \b, n+p, ) S A\b n+p,)\n+pB, b,

+ n+ﬂ2jn X o lnz_]:l("“)i_ o, ' n+a, x "
n b, n+p, )n=n" \b, n+p,)\n+p, b

n

olarak bulunur. Binom agilimindan

Trap (t2§x)

_(n+ﬂ2]"(n—1) x o ’ n "
- n n b, n+p, n+p,
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+(n+ﬂ2]n x o Y a Y

n b, n+p,)n\n+p,

:(n+ﬂ2j2(n—1]{i_ a, ]2+l(”+ﬂ2]n{i_i] (2.4)
n n \b, n+p, n n b, n+p,

elde edilir. Simdi 7, ,(f;x) ve T, ,(f;x) operatérlerinin tanimlarini

kullanarak ve f(t)=¢ alarak T, ,(f;x) operatérini T, ,(f;x) operatdrii

tdrtnden bulalim. Bu durumda,

Tn,a,ﬁ(t;x)Z(n;ﬂz]nZn;{a x+ﬂ3r+a] ] { n+ﬂ ] {2122_5]_
j nta, x "
n l’l+ﬂ2 l’l+ﬂ2 bn
+(n+ﬂ2] 5. n b, i_ a, n+a2_i o
n+p, b n+p, n+pf, b,
n+p, a, 2. ' n+a, x o
( ] ﬂ n+ﬂ]b rO(r){ n n+ﬂ2](7l+ﬂ2 bn]

=axT), ,(Lx)+ (ﬁ3n+ﬁ n]TZa,ﬂ(t;x){&n;

(n+ﬂ2

+

bn ]Tn*a B (l X)

1

olarak buluruz. (2.1) ve (2.3) ‘deki verileri kullanirsak

N n n+ﬁz_£_ , @,
Tn,a,ﬂ(t’x)_a3x+(ﬁ3n+ﬁ]b"]( n ](b,, n+ﬁ2]+(ﬁ3"+ﬁlbn]

oy o PP | pp | PP ] (ﬁs = b]

n+p n+p \n+p, n+p "
n+ n+ a —a

= o, X+ 5% n+p, +.b, P, =2
n+p n+p, \ n+p,

elde ederiz. Bu durumda,

55



. Tn,a,ﬂ (t’ X)— X‘
lim sup —
n—0 xe 2% _% n+o, b 1 + X
n+f, " n+p,
, n+ n+ o, -«
= lim sup ~layx + Byx P, + Bsb, Py | & =2, —-X
wa{ %, "*%}H n+ B, n+p, \ n+p,

n+fy " n+ By

olup 0<a, <, <B, <pB, ve a, +f, =1 ifadelerinden yararlanirsak

T tx)—x _
lim  sup —ﬂﬂi—;——LHMH%+ﬂ3ﬁiﬁi—J+ nthy gy [ =%
n#"’x{ %, Vl+a2bi| 1+x n— n+ﬂ] n+ﬂ] n+ﬁ2
n+f, " n+p,

<(a,+B,)-1+1.0
=0 (2.5)

olarak gergeklenir. Benzer sekilde f(¢)=¢* alarak T, ,(/;x) operatSrini

T, op (f;x) operatérii tiirinden bulalim. Bu durumda,

Tn,a,ﬁ(tz;x)
_[i’l+ﬁ2]n < le+ﬁ I’+Ol]b 2(n) i_ a, ' n+a, _i o
U )= e ) YA, n+B, ) \n+pB, b,
20632)(2(”+ﬂ2]n - (:){i_ a, ]r{n+a2 _i]n_r
n r=0 bn n+ﬂ2 l’l+ﬂ2 bn
n+p, r+a, X ' n+a, x o
+( n jzzxa3ﬂ3{ +ﬂ1]n(r){bn n+ﬂ2]{n+ﬂ2 bn]

n+ B, & r+0{1 2,, x o ' n+o, x o
+( " ];{f* +5, ](){b,, n+ﬁ2]{n+ﬂ2 b,,]

yazilabilir. Yukaridaki esitlikte ikinci ve uglincl toplamlari agip, dizenlersek
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n n+ B, nnﬁn X% rn+a2_x -
+2m3ﬂ3{ + By b"]( n ] Z;‘n() b, ”+ﬁz] {”+ﬁ2 b"]
+2xo, B, %, b, (n+ﬂ2 ]n n (:l) X% r nta, X -
+ B n r=0 bn n+p, n+p, bn

a, 2n+ﬂ2"" A X a r”"‘az_in_r
+{ﬂ3n+ﬂ]bn]( n ] ;(r){bn n+ﬂ2](n+ﬂ2 bn]

olarak elde ederiz. Simdi 7, , , (f;x) operatdriiniin tanimini kullanalim.

Bu durumda,

Tap (tz;x)

_a3x Tnaﬂ(l x)+ 2xa3ﬁ{#bn]Tnaﬂ(t x)+2xa3ﬁ{nfﬁ bn]Tn*aﬂ(l x)
1 1

2 * 2, 20m 5 |, '
(ﬁ3 + B, ) T"’“’ﬂ(t ’x) (ﬁ3 (n+[3] )2 — b ]Tn,a,ﬂ(t’x)

2
a] *
b | T 1;
+{ﬂ3n+ﬂ] n] n,a,ﬂ( ,X)

olarak bulunur. (2.1),(2.3) ve (2.4) ‘deki verilerden faydalanarak
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—alx’ + {2xa3ﬂ3 Lbn]+{&bn]
n+p, n+p,
B n+p, e o, b
’ n+p, n+p, "

X{zxa3+2ﬂ3a1bn_'_ﬂs(n_l){n"‘ﬂz]{x_ o, b]+ B; b]

n+ n n+ n+pB, ") n+p "

elde ederiz. Aciktir ki,

Tn’a’ﬂ(tz;x)—xz‘

lim su
n—>°0x{ o, bp'l*'azb} 1+x2
n+p, "’n+ﬂz "
ﬁ 2
a
= lim sup Slosx’ + 2xa,fy— b |+ 225
n—)oox{ @, wb}lﬁ‘x n+ﬁ] n+ﬁ]
n+f, "’n+ﬂz "
B, n+pf, e o, b
n+p, n+p,
2
x32xa, + ﬁ3a‘bn+ b, b,
n+p, n+p,
+ﬂ3(n_1) n+p, Y o, b,
n n+p, n+p,
_x2‘
. x? ) n+p Bin-1)(n+p
= lim sup g a; + B, 2 2a, + 2 21 |-1
" x{az b,,wb} +Xx n+p, n n+p,
n+fy, "n+py "

0 S TR (PRSP P Ul
1+ x? e p " ‘n+p " ’ n n+p,
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+ﬁ3(n+ﬁ2](2ﬁ3a] b + B; bn—ﬁS(n_l)( @, bn]\]}
n+ B, |\ n+p, n+pf, n n+pf,

+ 1 2{{ Bsa, bn] —{ﬂ3 a, bn](2ﬂ3a1 b — Bsb, ((n_l)az_ll]}}
I+x° |\ n+p, n+p, n+p, n+p, n

=a; +2a,B,+ B -1=0 (2.6)

olarak gercgeklenir.

Simdi 7, ,(f;x) operatdriinii dikkate alarak bir T, (f;x) dizisi tanimlayalim:

a
0<x<—2-p
Slx) 0<x < ob,
a n+a
T(f;x)=<T ix) ,—2—b <x< 2 h 2.7
n(f X) n,a,ﬁ(f X) n+ﬁ] n X n+ﬁ2 n ( )
f(x),ZiZjbn£x<oo

dir. Buradan,

T ap (f;x) - f(xj

lim|7, ()= /1, = mx{ af}jp,,m " (238)
n+By By "

olup (2.2),(2.5) ve (2.6) ‘dan

=0

2

limHTn(t”; )—x”

n—x0

olarak gercgeklenir.

Teorem 2.1.1 ‘deki anlik yaklagimlarinda oldugu gibi bir f e C;[0,)
fonksiyonu igin,
lim|T, ()~ ], =0

n—0

olarak gergeklenir. Bu durumda (2.8) ‘den istedigimiz sonucu elde ederiz.
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Teorem 2.2.2:

0<a, <a, <, < B, olsun. Bu durumda herhangi bir 1 e C;[0,) igin

. 1 Tnaﬂ(f;x)_f(xx
lim — — =0
nlil;lo ,bn x{ azszl,)m—azbﬂ} 1+X2

n+fy " n+p,

esitligi gerceklenir.

ispat:

f e C;[0,0) oldugundan

1meQ!=K
oo ] 4 x

!
olacak sekilde bir K , sabiti vardir. Ayni zamanda fonksiyonlarin yeterli

sartlar altinda

1me@§=o
o] 4+ x

olarak da gergeklenir. (Omegin, p(x)= /(x)- K, (1+x*)).

Bu durumda limit tanimindan, yeteri kadar buyuk bir x, > 0 oldugunda x > x,

icin

¥£%<g (2.9)

olacak sekilde bir ¢ pozitif sayisi vardir. Bu kosullar altinda (2.7)’de tanimli

T,(f;x) dizisini kullanalim. O halde agiktir ki

L g B s 1 L)) 1) )
\/Zos)mo 1+ x? _\/ZOS)CSI?CO 1+ x? \/Zx»}: 1+ x?

60



T, (f;x)-
dir. Yukaridaki esitsizlikte \/l_sup (/5x) 2f(x)| ifadesi i¢in Uggen

bn x>x) 1+x

egitsizligini kullanalim. O halde

L BUsx)- /()
\/b_0<x£>o 1+ x?

LU R () f()
_\/Zos;cgo 1+x? \/b_»f: 1+x°

sup 2 (f’ X)_f(XM + ! sup f xl sup |f l
_\/_O<x<x0 1+x2 \/Zx»co 1+x \/b_x>x01+x

elde edilir. f € B,[0,) oldugundan

|f(t)|£Kf(l+t2)

olacak sekilde bir K , sabiti vardir.

T,(f;x)
sup

\/Zx»co 1+x2

Yukaridaki egitsizligi ifadesinde yerine yazalim.

Bu durumda

1 T,(/5x)- f(x)
\/Eossljgo 1+x°

Lo B 1 ) )
_\/b—0<x<x0 1+x° \/Z)»xo 1+x° \/b_x>x01+x
oL B0 n(K,(+)x] )

1 .
\/EOSxSxO 1+x? \/Zigf 1+x? \/b_x>x01+x
nli+)x) 1 )

1
< su K sup + sup

; 1
\/b_o<x<€0 1+ x? +\/Z fx>x0 1+ x? \/b_x>x01+x

1+1
f||C[OxO \/_||f|| sup (( ) 1+ \/b_sup|f x) (2.10)

xX>x, 1+x xX>x, 1+x

J_,,
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esitsizligi elde edilir. Simdi 7,(f;x) dizisinin tanimini dikkate alarak

up ((1+t2);x1

\/b_x>x0 1+X2

ifadesini hesaplayalim. Agiktirki 0<a, <o, <, < 3,

‘den
I 0 IR o L0
\/E»f: 1+x? _\/E»XI: 1+x°
063 +20£3ﬁ3 3ﬁ3 a, 1 alﬁ.’)

b b, B J_n(“ﬁ]b”)

L 207, 1 Bn-1) 1 B
\/_n+ﬁ] ! \/Z n \/_n+ﬁ]

elde edilir. Yukaridaki esitsizligi (2.10) ‘da yerine yazarsak

L Lsx)- /)
\/ZOS)KPOO 1+x?

ree) /(%)

1
—_— f”C[OxO \/—”f” Su]i’ 1+ x +\/b_§1>1£1+x
1
Tn f)_f”C[O,xo]
a; +2a,B, .a.B, «a 1 [ op;
2 b
+||f||2{ Jb, * Jb, n+pB \/_(n+ﬁ, ”]
1 2a]ﬁ32b N 1 ﬁf(n—l) 1 B
Jo, n+ B b, n b, ntB "
+—— sup|f(x)|

\/b_x>x0 1+X

elde ederiz. Bu durumda (2.9) ‘dan
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L Lsx)- /()
\/Zos;fw 1+x?

1
Sﬁ T”(f)_f”C[O,xo]
o; +2a,p, o, B, «a 1 ( ap ’
2 b
IR 2By (2, )
L 2ef5, 1 Bin-1) 1 B
\/b_n+ﬂ] " \/Z n \/Zn+ﬂ] "
1
+—c

olarak bulunur. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafindan n — oo igin limit

alinirsa birinci terim Korovkin’s Teoremi’nden olmak tizere

) T )
tim — sup T,(f3x) f(x)|:1im 1 up o (f3X) f(x)(zo
n%w\/aogx«;o 1+x2 naoo\/z @, ’H’azb 1+x2

Xe{m ”,m ”}
elde edilir.
2.3. T, ,(f;x) Operatériiniin Tiirevindeki Yakinsaklik

Bu bolumde a;, =0 ve g, =1 alarak 7, , , (f;x) operatériinii klasik anlamdaki

Bernstein-Chlodowsky operatorine donugsturecediz. Boylelikle Ibragimov-
Gadijiev tipli operatorler icin A.D.Gadjiev ve N.Ispir tarafindan 1999 yilinda

yayinlanan makaledeki verileri [10] ve birinci bélimdeki Tanim 1.2.2'yi

kullanarak 7, , , (f;x)operatoriiniin tirevindeki yakinsakligini elde edecegiz.
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Teorem 2.3.1:

f fonksiyonu [O,oo) arahiginda (k—l)-kez tirevlenebilir ve & -yinci tlrevi

surekli bir fonksiyon olsun. Ayni zamanda 0 < a <1 ve k£ >1 tamsayisi igin f

fonksiyonun turevi Lip;, sinifina ait olsun. Bu durumda,

) 5 (f33)= 19 (x)

lim sup =0
n—m a ko, } 1+ x“
X€| nko by
n+k+p, n+k+p,
esitligi gergeklenir.
ispat:
Biz Ortalama Deger Teoremi’nden biliyoruz ki
+a (b, )
A r+a, b, :f(k) [ P — (2.11)
h(n+k+ﬁ1 k] ( %n+k+mf
T <é. < rto tk b,.. olacak sekilde bir & sayisi vardir.

n+k+p " n+k+p "

Bu durumda

_r+o +9’kb

r n+k ’O<0r<1
n+k+p,

olarak secelim. O halde birinci b6lum Lemma 1.3.1 ve (2.11)’den herhangi

bir £ >0 tamsayisi igin,

T;l(flz,a,ﬂ(f;x)
(n+ k) 1 “nrk+ ) +
n+k) n 5 L r+a,
_ ) PRI
n! (b k]( n+k ] gj hf(n+k+ﬂ] "”‘]

X(,, x o ' n+k+a, x "
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+p, b,
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k)! k " 0 k
_ (n+k) [n+ +ﬁ2] Zf(k)(r+a]+ ) bmj

Cnl(n+k+ B ntk = n+k+p

X(,, x o ' n+k+a, x "
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+p, b,

esitligini elde ederiz. Kolaylikla gorulebilir ki

lim (n+k)

=1
= pl(n+k+ B,)

dir. Bu durumda

T3 s (f52) = W (x)
(n+k)' (ﬂ+k+ﬁ2]n+k 1 (k) r+0¢1+9k (k)
- LA T N
n(n+k+p) n+k = 4 n+k+p "t )
X(,, x o : n+k+oa, x o
"A\b,, n+k+pB,)\n+k+p, b,

) (n+k) (n+k+ﬁ2]"_
o (x)(n!(n+k+ﬁ])" n+k 1

elde ederiz. /) e Lip® oldugundan

T8 s (f32) = F ()
n+kn a
<y (n+k)! [n+k+ﬂ2]
n!(n+k+ﬂl)k n+k =
X(,, x o : n+k+oa, x o
"A\b,, n+k+pB,)\n+k+p, b,

(n+k)! (n+k+ﬁ2]k_l
n(n+k+p) n+k

gerceklenir. Simdi Holder’s Esitsizligi'ni ve asagdidaki esitsizlikte

r+o,+0k
— 2 O
n+k+p, "

— X

+r(x)
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M, =max{M,M,} olmak lizere
rO) < | W), + M,x
SMf(l+x“)

esitsizligini kullanalim. Bu durumda

T4 s (%)= W (x)

n+k o,
<y (ntk) [n+k+ﬂ2] e +0k,
n!(n+k+ﬂl)k n+k o
x(,, x o : n+k+oa, x v
"\b,, n+k+pB,)\n+k+p, b,
) (n+k) (n+k+ﬁ2]k_1
n!(n+k+ﬁ])k n+k
2

p=— Ve qzi icin
a 2-a

+Mf(1+x“

T4 0 s (%)= W (x)

<M (n+k) [n+k+ﬂ2]k
nn+k+p) n+k

a—
a

— X

ntk+ B, & |r o, +60,k
( n+k ],Z_(‘; ‘ n+k+p buvi

X(,, x o r n+k+oa, x -
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+p, b,

{(Mj e
n+k p—r
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r ner ]—E
X(’l X _ o, n+k+0¢2 B X
Nbyu n+k+p, ) \n+k+p, b,

(n+k) (n+k+ﬁ2]k :
n!(n+k+ﬁ])k n+k

<M (n+k)! [n+k+ﬁ2]k
nn+k+p) n+k

2
. [_"””ﬁz] b(rea 0k,
n+k o\ n+k+p,
x(n r % ' n+k+oa, x n_r
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+p, b,

) (m(n(f Z -]i)!ﬁ] ) ](ﬂ Jrnk:kﬁ2 ]k -

+Mf(1+xa)

@
2

+Mf(1+x“

elde edilir.

i,a,ﬂ (fax)

:(_”+k+ﬂ2]nz”:f rtao, tk, (1] - o, \(n+k+a, x )7
n+k =\ nvk+p, ") b n+k+p, )\ n+k+p, b,

n+k

olacak sekilde bir fn,a,ﬂ (f;x) operatérii tanimlayalim. Bu operatorii kullanarak

aciktir ki

r+a,+k
n+k+p """

olmak Uzere

) L ) (n+k)! ntk+pB, ) [~ o
Tl (i) )<t — (n+k+ﬁ1)k[ i ] (S 5
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+ M, (145 (2.12)

) (n+k)! (n+k+ﬁ2]k_1
n!(n+k+ﬁ])k n+k
dir. Simdi 7,,,, , ((t—x)z;x) operatériinii hesaplayalim. Bu durumda,

oot
n 2
:(n+k+ﬂ2] Z”: r+a,+kbn+k_x
n+k o\ n+k+p,
X(,, x o ' n+k+a, x "
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+p, b,

:(“’”ﬂz]"( ! ]Zzn:((r+a,+k)bn+k—x(n+k+ﬂ,))2

n+k n+k+p,) =
X(,, X oo ' ntk+a, x "
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+pB, b,

:(n+k+ﬂ2]"{ bok ]n(r+a]+k)2

n+k n+k+p,) =
X(,, x o ' n+k+a, x "
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+pB, b,

- [Mj 2x(n+k+ B )b, {;]

n+k n+k+p,

y (r+a]+k)(f x o n+k+a, x
= b n+k+p,) \n+k+p, b,

n+k n+

2

R {;] (s k4 B

n+k+p,

_(n+k+ﬂ2]" b,.. gt I’Z(" X a ' ntk+a, x o
n+k n+k+p, )= “\b,, n+k+pB,)\n+k+pB, b,
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_'_(n+k+ﬂ2 ]"{n-'_b;j_ﬂ] Zn“zr(a, +k)

n+k p—ry

X(,, x o ' n+k+a, x "
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+pB, b,

X(,, x o ' n+k+a, x "
"Ab,, n+k+pB,)\n+k+pB, b,

—[M]nzx(mkw, B, %]

n+k n+k+p,

WX a (n+k+a x )
2] _n+k2+ﬂ]{n+k+ﬂ2_b ]
r=0 2 2 k

n+k n+

—[M]nzx(mkw, B, %]

n+k n+k+p,

n+k n+

z X a (n+k+a x )
k n _ 2 2
<2 (et )(’{b n+k+ﬂ2] {n+k+ﬂ2 b k]

n+k+p,

R {;]Q(x(n ki)

yazilabilir. Son esitligin sag tarafindaki ilk toplamda r ekleyip ¢ikaralim.

O halde

o))

" 2
(n+tk+p b,, . T
_( n+k 2] {n+k-l|€—ﬂ]] ,o(rz ”Xr)

WX o ' n+k+a, x "
b, n+k+p, n+k+p, b,
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NEELET (b, Zzn:r(” X a ' ntk+a, x "
n+k n+k+p, ) = "\b n+k+pB, ) \n+k+pB, b,

n+

+[”+"+ﬂ2]" Pk S 2r(a, +k))

n+k n+k+p,) =
WX o ' n+k+a, x "
b, n+k+p,)\n+k+p, b,

{”*"”ﬂ”{ o ] (e, + 47 (2)

n+k n+k+p,) =
WX ' n+k+a, x o
b, n+k+p,)\n+k+p, b,

- [#j 2x(n+k+ B )b, {;]

n+ n+k+p,
xzn:r(f x o ntk+a, x i
pry b n+k+p, ) \n+k+p, b,.,

- [Mj 2x(n+k+ B )b, {;]

n+k n+k+p,

n+k n+

. X a (n+k+a x )
k n _ 2 2
2l )(’{b n+k+ﬂ2] {n+k+ﬂ2 b k]

. {;] (s k4 B

n+k+p,

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

.

_(n+k+ﬂ2]” b, )
n+k n+k+p, )%

=

Il
]

70



WX ' n+k+a, x o
b, n+k+p, n+k+p, b,

+(n+k+ﬂ2]" b,.. g n(""] X a ' ntk+a, x "
n+k n+k+p )= V' A\b,, n+k+p,)\n+k+p, b,

WX ' n+k+a, x o
b n+k+p,) \n+k+p, b,

n+

WX ' n+k+a, x o
b, n+k+p, n+k+p, b,

- [#j 2x(n+k+ B )b, {;]

n+ n+k+p,

xzn:n(""] x oo ' nt+k+a, x "
SV b n+k+p, ) \n+k+pB, b,

- [Mj 2x(n+k+ B )b, {;]

n+k n+k+p,

< X a (n+k+a x )
k n _ 2 2
x2lon + )(’{b n+k+ﬂ2] {n+k+ﬂ2 b k]

n+k n+

R {;]Q(x(n ki)

n+k+p,

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafindaki birinci toplamda » yerine »+2,

ikinci, tguncu ve dordincu toplamda r yerine r+1 yazarsak
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apll=2:)

:(n+k+ﬂ2]n n+k n2nn l(nZ)
n+k n+k+p ) =

WX o ' n+k+a, x o
b, n+k+p, n+k+p, b,

- [#j 2x(n+k+ B )b, {;]

n+ n+k+p,
4 r+l n—r—1
] (,,_, X a, n+k+a, X
x > n\, - -
s b, n+k+p, n+k+p, b,

- [#j 2x(n+k+ B )b, {;]

n+ n+k+p,

n

y (a +k)(" X oo ' n+k+a, x "
e "“Ab,., n+k+p,) \n+k+p, b,

n+
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R {;] (el ks )

n+k+p,

elde ederiz. Gerekli dizenlemeler yapilirsa

.

n 2 2
_ n+k+p, b, n(n—l x o
n+k n+k+pf, b n+k+p,

n+k

n—

2(,,_2 X a ' ntk+a, x T
= b n+k+p,) \n+k+pB, b,,

n+k n+

+(n+k+ﬂ2]" b,.. 2n X a
n+k n+k+p, b,., n+k+p,

X"“(,,_] x ' ntk+a, x "
=" A\b,, n+k+p,)\n+k+pB, b,

n 2
+(l’l+k+ﬂ2] bn+k 2n(a] +k) X _ a,
n+k n+k+pf b n+k+p,

n+k

X"“(,,_] x ' ntk+a, x "
=" A\b,, n+k+p,)\n+k+pB, b,

X

XZ(: bx o ntk+a, x
= n+k+p,) \n+k+p, b,

n+k n+

n 2
(B oy g L[
n+k n+k+p, b n+k+pf,

n+k

X”“(,,_] x ' ntk+a, x "
=" A\b,, n+k+p,)\n+k+pB, b,
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in:(n x o r n+k+a, x v
=\b n+k+pB,) \n+k+p, b,

2
1 2
+ +k+
b Gk
2 2 2

_(l’l+k+ﬂ2] bn+k I’l2 X _ )

n+k n+k+pf, b,., n+k+p,

2 2

_(n+k+ﬂ2] b,.. X a

n+k n+k+p, b, n+k+p,
+(n+k+ﬂ2] b,.. (x o

n+k n+k+p, b,y nt+k+p,

+k+ b ’ b ’
+(l’l ﬂz] n+k 2n(a]+k X _ @, ik (a]+k

n+k n+k+p, b, n+k+p, n+k+p,
_(n+k+ﬁ2 o b,., x o e b (a]+k)+x2

n+k n+k+p, \b,,, n+k+p, n+k+p,

2 1 2

n 2
= +k+ b
) [ty Gtk )=t

n+k n+k+p,

+( b ]( ! ]Z(x(n+k+ﬂ2)—a2bn+k)

+2n(a]+k)(b””‘ ]{ ! ]Z(x(n+k+ﬂ2)—a2bn+k)

n+k )\ n+k+p,

2 1 ’ > [ 2xn 1
ity | e (2L ek )b
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- 2x(a] + k{b”—”‘] +x°

n+k+p,

:n(n_l)( ! ]{ ! ]ZXZ(MH;;Z)Z

n+k)\n+k+p,

_z( " ]{ ! ]zx(n+k+ﬂ2)a2b,,+k

n+k)\n+k+p,

2 2 2
1
+( L ] aib’,, + buuk ! nx(n+k+p,)
n+k) \n+k+p, n+k )\ n+k+p,
b 1Y b Y
—( nik ] na,b, ., +2a, +kn| = x(n+k+p,)
n+k)\ n+k+p n+k \n+k+p

2 2
2y + k)n[ Dus ] LV, b2 — | (o, +4)
n+k \n+k+p, n+k+p,

_(2"”]( ! ](x(n+k+ﬁ2)—a2bn+k)—2x(a,+k ”n—+k]+x2

n+k )\ n+k+p, n+k+pB,
_ ( n )n+k+ﬁ2 4 z_n( 1 )2 n+k+p,
n+k )\ n+k+p, n+k)\n+k+p,

+x{ Du H( 2 ]az—Z(al+k)—2( " ] (n+k+ﬁ2]a2

n+k+p )|\n+k n+k)\n+k+p,
+2(061+k+1)( L ](n+k+ﬁ2]}}
n+k \n+k+p,
+{ Dy ]{( " ]az—(aﬁk{—b’”" ﬂ +2a2(L]}
n+k+p, n+k n+k+p, n+k

olarak bulunur. Bu durumda
_ ( n ] n+k+p, 4 Z_n( 1 )2 n+k+p,
& n+k )\ n+k+p, n+k)\n+k+p,
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O_n{( bn+k ]{( 2n ]aZ—Z(al-l-k)—Z( n ](ﬂ"‘k"‘ﬁZ]az
n+k+p )|\n+k n+k)\n+k+p,
+2(061+k+1)( " ](n+k+ﬁ2]}}
n+k\n+k+p,
Tn:{ bn+k ]“:( n ]az—(a]+k{ bn+k ]j| +2a2( n ]}
n+k+p, n+k n+k+p, n+k

alinirsa

~

T,.0p ((t —x)z;x): xX’y, +xo, +1,

elde edilir. Yukaridaki esitligi (2.12)'de yerine yazarsak

) L ) (n+k)! ntk+pB, ) [~ o
T”k"”’ﬁ(f’x) f (XXSMn!(n_i_k_{_ﬂl)k( Tk ]Tn,a,ﬁ((t x) ,X)T

(n+k)! (n+k+ﬁ2]k_l
n(n+k+p) n+k

<M (n+k)! [n+k+ﬂ2
n!(n+k+ﬁl)k n+k

et [ -

elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinda 6nce (%) ile carpip

+Mf(1+x“)

a

k
] [xzyn +x0, +Tn]2

+Mf(1+x“

1+x

a, n+k+a,

sonrada x e ks
n+k+p, n+k+p,

bm} uzerinden supremum alalim.

Bu durumda,

a

k
j (1+1 a)[xZJ/n +xo0, +Tn]2
b

Doy U= fYG) ek (n+k+ﬂ2

(1+x%) T onlnrk+B ) n+k
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+M

!

(n+k)! (n+k+ﬁ2]k_l
n(n+k+p) n+k

- ) 5 (f36)= £ W (x)
x{ ay o mktay, } (1+xa)

k k
ntk+py " nvk+p, "t

a

(n+k) (n+k+ﬁ2)k 1 )
<M 2
n!(n+k+ﬁl)k Ntk X{ . bSUkaMZb }(l—i—xa )[x Y, +xo, +Tn]

k k
ntk+py " ntk+p, "t

(n+k)! (n+k+ﬁ2]k_l
n(n+k+p) n+k

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo igin limit alinirsa

+M

f

) 5 (f33)= 19 (x)

lim sup - =0
n— a, n+k+o, 1+x
X€| n+k> bn+k
n+k+p, n+k+p,

elde edilerek ispat tamamlanir.
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