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1. GIRIS

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak sekilde a > 0 reel sayis1 varsa, T ye Lipschitz doniisiimii denir. Bu esitsizligi
saglayan en kii¢iik a sayisina T nin Lipschitz sabiti denir. T Lipschitz doniisimii i¢in
a <1 ise T doniistimiine biiziilme doniistimii, « = 1 ise T Lipschitz doniisiimiine

genislemeyen doniisiim denir. x # y olacak sekildeki her x,y € X icin

d(Tx,Ty) < d(x,y)

oluyorsa T ye biiziilebilir doniisiim denir.

Biizlilme doniisiim prensibi olarak da bilinen Banach Sabit Nokta Teoremi ile tam
metrik uzaylarda ilk sabit nokta teoremi verilmistir. Fonksiyonel Analizin klasikleri

arasinda yer alan bu teorem asagidaki gibidir.

Teorem. (Banach) “(X,d) bir tam metrik uzay ve f: X — X doniisiimii her
x,y € Xve bir a €[0,1) icin d(fx, fy) <ad(x,y) esitsizligini sagliyorsa f
dontisimii bir tek z € X sabit noktasina sahiptir, iistelik her x € X i¢in y, = f"x

seklinde tanimlanan {y,,} dizisi z noktasina yakinsar”.

Bu teoremin uygulamali matematikten baslayarak, matematigin pek c¢ok alaninda
oldugu gibi sabit nokta teori alaninda da 6nemli kullanima sahiptir. Banach sabit
nokta teoremi, doniislimiin sabit noktasinin varligin1 garanti ettigi gibi, bu konuda
caligmalar yapan Brouwer ve Schauder gibi diger matematikgilerin verdigi sabit
nokta teoremlerinden farkli olarak, sabit noktanin tekligini ve nasil bulunabilecegini

de gostermektedir.



Sabit nokta teori ¢alismalar1 sadece yukarida bahsedilen tam metrik ve normlu
uzaylarla sinirli kalmayip, sirali Banach uzaylari, diizgiin uzaylar, fuzzy metrik

uzaylar v.b. uzaylarda da yapilmistir

1922 den baglayarak Banach teoreminin pek c¢ok genellemesi yapilmis ve
yapilmaktadir. Bu ¢alismalar, bir donilislimiin sabit noktasinin varliginin, 0
donilisiimiin tanimina bagli oldugu gibi tanimlandigr kiimenin yapisina da bagh
olmasi esasina dayanmaktadir. Bilindigi lizere sabit nokta teori calismalar1 bir
doniislimiin sabit noktasinin hangi kosullar altinda var oldugu, varsa tek olup

olmadig, tek ise nasil bulunabilecegi sorularina cevap aramaktadir.

Kannan 1968’de Banach teoremindeki biiziilme sart1 yerine a € [0,%) olmak tizere
d(fx, fy) < a(d(x, fx)+d(y, fy)) esitsizligini kullanmistir. 1971°de  Reich,
Banach ve Kannan sabit nokta teoremlerini @ + 8 + y < 1 sartin1 saglayan pozitif
reel sayillar olmak {izere d(fx, fy) <ad(x,y)+pd(x, fx)+ yd(y, fy)
esitsizligini kullanarak bir sabit nokta teoremi ispatlamistir. Ayrica yine 1971°de
Ljibomir Ciri¢ o = sup{ad(x,y) + Bd(x,y) +yd(x,y) + 28d(x,y):x,y € X} <
1 olacak sekilde a,B,y,6:X%—>[0,1) ile tanimh fonksiyonlar olmak
izere,  d(fx, fy) < ad(x,y) +Bd(x, fx) +yd(y, fy) + 6[d(x, fy) + d(y, fx)]

esitsizligini kullanarak bir sabit nokta teoremi ve ispat1 verip bu esitsizligi saglayan

dontistimleri de genellestirilmis biiziilmeler olarak adlandirmistir. Benzer sekilde

e €0, mlxy)=maks {dxy),d(x fx),d, fy),5 1A fy) + d@, 01}

olmak tizere d(fx,fy) <am(x,y) genellestirilmis bilizilme esitsizligini
kullanarakta sabit nokta teoremleri yapilmistir. Yine ¢ bazi sartlar1 saglamak tizere

lineer olmayan biiziilme denilen

d(fx fy) < p(d(x,y)

ve genellestirilmis lineer olmayan biiziilme denilen

d(fx fy) = e(m(x,y))



esitsizlikleri kullanilarakta sabit nokta teoremleri yapilmistir.

1974°de, Ljbomir Ciri¢ “A generalization of Banach’s contraction principle”, adli
makalesinde genellestirilmis biiziilme olarak kullanilan % [d(x,Ty) + d(y,Tx)] sart1

yerine maks{d(x,Ty),d(y,Tx)} terimi alinarak elde edilen doniisiim igin “Sabit
nokta teoremi gecerliligini korur mu?” sorusuna cevap aramistir. Bu problemin
¢Ozlimii yeni bir ispat metodu gelistirilmesi geregini ortaya koydu. Ciinkii mevcut iyi

bilinen yontemler, temel olarak
d(Tx,T?x) < d(x,Tx),Vx € X

esasina dayanmaktadir. Ancak bu ifade quasi-biizlilme denilen doniisiimlerde gegerli
degildir. Bu durum ayrintili olarak Ljbomir Ciri¢ in, “Fixed Point Theory

(Contraction Map Principle), Belgrad,2003”, adl1 kitabinda incelenmistir.

1.1. Kaynak ozetleri

Metrik uzay, topolojik uzay ve fonksiyonel analiz ile ilgili temel kavramlari i¢in
Kocak’in “Genel Topolojiye Giris ve Coziimli Alistirmalar” adli kitabi ile Soykan’in
“Fonksiyonel Analiz” adli kitab1 kullanilmistir [1,2]. Kismi siralama bagimtisi ve
temel ozellikleri ile ilgili kavramlar i¢in Ozer, Coker ve Tas’mn “Soyut Matematik”
adl kitabi temel kaynak olmustur [3]. Kismu sirali kiimeler tizerinde verilen Knaster-
Tarski ve Tarski sabit nokta teoremlerinin ispati i¢in Granas ve Dugundji nin *“ Fixed
Point” adli kitabindan yararlanilmistir [4]. Sabit nokta teorinin temel kavramlari ve
Ciri¢ tipinde sabit nokta teoremleri icin Ljbomir Ciri¢ in “Fixed Point

Theory(Contraction Mapping Principle) ” adl1 kitabindan [28] yararlanilmistir.

Sirali metrik uzaylarda sabit nokta teorisi i¢in temel iki kaynak olan Ran ve
Reurings’in “A fixed point theorem in partially ordered sets and some applications to

matrix equations” ile Nieto ve Rodriguez-Lopez’in “Contractive mapping theorems



in partially ordered sets and applications to ordinary differential equations” adli
makalelerinden faydalanilmistir [5,23].

Kismi sirali metrik uzaylarda temel bagintilar i¢in Mathews’in “Partial metric
topology”, ve O’Neill in , “Partial metrics, valuations and domain theory”’adli
makalelerinden yararlanilmistir . Oltra ve Valero’nun, “Banach’s fixed point theorem
for partial metric spaces”, Altun, Sola, Simsek’in, “Generalized contractions on
partial metric spaces”, Altun, ve Sadarangani nin “Corrigendum to Generalized
contractions on partial metric spaces’’, Altun ve Erduran nin “Fixed point theorems
for monotone mappings on partial metric spaces”, adli makaleleri ve [6,7,9,10,11,12,

13,14,16,18,19,20,22,23,26,27] kaynaklarindan faydalanilmistir.

Ortak sabit noktanin varhigi ile lineer olmayan doniisiimler igin sabit nokta

teoremlerinin bazi1 6rnekleri [8, 15, 17, 21, 24, 25] makalelerinden incelenmistir.

1.2. Calismanin Amaci

1974 yilinda Ciri¢ makalesinde,(X,d) bir metrik uzay olsun. T:X — X bir quasi-

biiziilme ve X tizerinde T- orbital tam olsun. Bu durumda;

a) Tdonisiimii u € X olacak sekilde bir tek sabit noktaya sahiptir.

b) Herhangi xeX i¢in lim,,_,.,, T™ x = u dur.

c) d(T™x,u) < %d(Tx, x) tir.

oldugunu gostermistir. Bu makalenin metrik uzay lizerine ve kismi metrik uzaylar

lizerine genislemeleri vardir.

Bizim bu tezde amacimiz Ljbomir Ciri¢ in verdigi anlamda quasi biiziilme ve kismi
metrik uzayda quasi biiziilme yapisini arastirmak ve Francesca Vetro ve Stojan
Radenovic’in App. Math. Comp. dergisinde 2012 de yayinlanan “Nonlinear 1p-quasi-

contractions of Ciri¢ type in partial metric spaces” adli makalesini arastirmaktir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Metrik ve Topolojik Kavramlar

Tanmim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime olmak tizere d: X X X — R fonksiyonu her

x,y,z € X igin
a) dix,y)=0ex=y
b) d(x,y)=d(y,x)

c) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

kosullarin1 sagliyorsa d ye X lizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

Tanmm 2.1.2. (X,d) herhangi bir metrik uzay olsun. Bir x, € X ve r > 0 bir reel

say1 olsun.

B(xy,7) = {x € X:d(xy,x) <1}

kiimesine x,merkezli r yarigapl agik yuvar,

D(xq, 1) = {x € X:d(xp,x) <1}

kiimesine x,merkezli r yarigapli kapali yuvar,

S(xg, ) ={x € X:d(xg,x) =71}

kiimesine x, merkezli r yarigaph yuvar yiizeyi denir.

Tanmim 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay ve U da X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

Eger her x € U i¢in B(x,r) € U olacak sekilde bir v > 0 sayis1 varsa U kiimesine

d-agik kiime denir.



Tamm 2.1.4. Bir (X,d) metrik uzaymda bir U alt kiimesi i¢in X\U d-agik ise, U

kiimesine d-kapali kiime denir.

Onerme 2.1.1. (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

a) (X,d) igindeki her agik yuvar d-agik bir kiimedir.
b) (X, d) igindeki her kapali yuvar d-kapali bir kiimedir.

Tamm 2.1.5. (X, d) bir metrik uzay, x € X ve A, B € X olsun. Bu durumda

d(A,B) = inf{d(a,b):a € A,b € B}

degerine A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik denir.

d(x,A) = inf{d(x,a):a € A}

degerine X noktasinin A kiimesine olan uzakligi,

diam(A) = sup{d(a,b):a,b € A}

degerine A kiimesinin ¢ap1 denir. Kisaca d(A4) olarak gosterilir.

Eger d(A) < oo ise A kiimesine sinirli kiime, d(A) = oo ise A kiimesine sinirsiz kiime

denir.

Tanim 2.1.6. Bir (X,d) metrik uzay, {x,}, terimleri X de olan bir dizi olsun. Eger
her € > 0 i¢in bir ny € N sayis1 n > n, 6zelligindeki her n € N i¢in x,, € B(x, €)
olacak sekilde varsa {x,} dizisine x € X noktasina yakimsiyor denir. Bu durum

X, — x seklinde gosterilir.

Onerme 2.1.2. Metrik uzayda yakinsak bir dizi tek bir noktaya yakinsar.



Tamim 2.1.7. (X, d) bir metrik uzay ve {x,} de X de bir dizi olsun. n; < nj,, olmak

lizere {xy, } dizisine {x,} dizisinin bir alt dizisi denir.

Onerme 2.1.3. (X,d) bir metrik uzay olsun. {x,} dizisi yakisak ise her {xn, } alt

dizisi de ayn1 noktaya yakinsar.

Onerme 2.1.4. (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A nin d-kapal1 olmas1 igin
gerekli ve yeterli kosul {x,} € A olacak sekildeki her {x,} dizisi i¢in x, = x

oldugunda x € A olmasidir.

Tamm 2.1.8. (X, d) bir metrik uzay ve {x,} de bu uzayda bir dizi olsun. Eger her
€ > 0 i¢in m,n = n, oldugunda d(x,, x,;) < € olacak sekilde bir n, € N var ise
{x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy

dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise (X, d) ikilisine tam metrik uzay denir.

Onerme 2.1.5. Bir (X,d) metrik uzayinda yakinsak her {x,} dizisi bir Cauchy

dizisidir.
Onerme 2.1.6. (X, d) metrik uzayimndaki her Cauchy dizisi smirlidir.

Onerme 2.1.7. (X, d) bir metrik uzay {x,}, X de bir dizi ve ¥7_, d(x,, ;1) < ©

olsun. Bu durumda {x,,} bir Cauchy dizisidir.
Ispat. m,n € N, m > n icin
d(xn'xm) < d(xn' xn+1) + ot d(xm—lfxm)
= N d(xi, Xig1)
< Z;X;n d(xii xi+1)

olur. 372, d(x;, x;41) verilen serinin kalan terimi oldugundan

lim,_ e d(xp, xym) =0



elde edilir ki bu {x,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Tanmm 2.1.9. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar, T: X — Y herhangi bir fonksiyon ve
x € X olsun. T fonksiyonunun x noktasinda siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart X
icinde herhangi bir {x,} dizisi x ¢ yakinsak iken, Y i¢indeki {Tx,} dizisinin Tx e

yakinsak olmasidir.

Tamm 2.1.10. X bos olmayan bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin bir sinifi olsun.

Eger t sinifi,

a) 0,X€eT
b) T ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti 7 ya aittir
c) T ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi T ya aittir

sartlarin1 sagliyorsa 7 sinifina X tizerinde bir topoloji ve (X,7) ikilisine de bir

topolojik uzay denir.

Tamm 2.1.11. (X, t) bir topolojik uzay ve X in bazi agik alt kiimelerinin smifi
olsun. X in her agik alt kiimesi § nin elemanlarinin herhangi bir sayida birlesimi

olarak yazilabiliyorsa 8 ya t i¢in bir tabandir denir.

Tamm 2.1.12. (X, ) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bu durumda A {izerindeki
7, ={A N G: G € t} topolojisine T dan A iizerine indirgenmis topoloji veya alt uzay

topolojisi denir.

Tamim 2.1.13. X bos olmayan bir kiime olsun. X tlizerinde asagidaki 6zelliklere sahip
bir f bagntisina kismi siralama bagintis1 ve (X, ) ikilisine de kismi sirali kiime

denir.

a) B yansimalidir, yani her x € X igin xfx dir,
b) p ters simetriktir, yani her x,y € X i¢in xfy ve yfx ise x = y dir,
C) p gegislidir, yani her x,y, z € X i¢in xfy ve yfz ise xfz dir.



Bir kismi siralama bagmtisin1 gostermek ig¢in 8 simgesi yerine bundan sonra <
gosterimini kullanacagiz. Boylece xfy yerine x < y yazip bunu “x,y den Once
gelir” ya da “x kiiglik esit y” seklinde okuyacagiz. x < y ile x >y aym anlama

gelecektir. Ayrica x < y ve x # y ise bu durumu x < y bigiminde gosterecegiz.

Ornek 2.1.1. R reel sayilar kiimesi iizerinde bilinen < bagmtis1 bir kismi siralama

bagmtisidir.

Tanim 2.1.14. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. x,y € X i¢cin x < y veya y < x

oluyorsa x ile y elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar denir.

Tamm 2.1.15. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. X in biitiin elemanlar1 birbirleri ile
karsilastirilabilir ise bu < bagintiya tam siralama bagntisi, (X, <) ikilisine de tam

siralt kiime denir. X kiimesinin tam siralt alt kiimesine de bir zincir denir.

Tanmm 2.1.16. (X, <) kismi siral1 bir kilme ve a € X olsun. Eger X kiimesinin higbir
elemant a dan daha biiylik degilse a ya X in maksimal elemani denir. Buna gore a, X
in bir maksimal elemanidir ancak ve ancak x € X ve a < x ise a = x dir. Benzer
sekilde bir b € X i¢in, X kiimesinin hi¢bir eleman1 b den daha kiigiik degilse b ye X
in minimal elemani denir. Buna gore b, X in bir minimal elemanidir ancak ve ancak

x€eXvex <biseb = xdir.

Tamm 2.1.17. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. X in biitiin elemanlarindan daha
biiyiik esit olan a € X elemanina X in en biiylik (maksimum) elemani denir. Yani her
x € X icin x < a olacak sekildeki a € X elemanina X in en biiyiik eleman1 denir.
Yine X in biitiin elemanlarindan daha kiigiik esit olan b € X elemanina X in en kiigiik
(minimum) elemani denir. Yani her x € X i¢in b < x olacak sekildeki b € X

elemanina X in en kii¢iik eleman1 denir.

Tamm 2.1.18. (X, <) kismi sirali bir kiime ve A € X olsun. Her x € A i¢in x < a
olacak sekilde bir a € X varsa a elemanina A kiimesinin bir iist sinir1 denir. Yine her
x € A igin b < x olacak sekilde bir b € X varsa b elemanina A kiimesinin bir alt

sinir1 denir.



Tamm 2.1.19. (X, <) kismi sirali bir kime ve A € X olsun. Asagidaki sartlari
saglayan a € X elemanina A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 veya supremumu denir ve

a = supA ile gosterilir.

i) a, A nin bir iist stniridir, yani her x € 4 i¢in x < a dir.
i) a, A nin st sinirlar1 kiimesinin en kiiglik elemanidir, yani ¢, A nin bir st

sinir1 ise a < c dir.

Benzer sekilde asagidaki sartlar1 saglayan b € X elemanina A kiimesinin en biiyiik alt

smir1 veya infimumu denir ve b = inf A ile gosterilir:

) b, A nin bir alt siniridir, yani her x € A4 i¢in b < x dir.
i) b, A nin alt smirlar1 kiimesinin en biiyiikk elemanidir, yani d, A nin bir alt

sinir1 ise d < b dir.

Tamm 2.1.20. (X,<) kismi sirali bir kiime olsun. X in bos olmayan her alt
kiimesinin en kiiclik eleman1 varsa X e iyi sirali kiime, < bagmntisina da iyi siralama

bagintis1 denir.

Teorem 2.1.1. (Zorn Lemmasi) Bos olmayan ve her zinciri bir iist sinira sahip olan

kismi siralt bir kiimenin maksimal elemani vardir.

Tanmim 2.1.21. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Eger her x,y € X i¢in {x,y}
kiimesinin supremumu ve infimumu varsa (X, <) ikilisine bir latis (6rgii) denir.
Genellikle bir latiste sup{x,y} = x Vv y ve inf{x,y} = x Ay gosterimleri kullanilir.
Eger X in bos olmayan her A alt kiimesinin supremumu ve infimumu varsa (X, <)
ikilisine bir tam latis denir. Tam sayilar kiimesi bilinen siralamaya gore bir latistir

fakat tam latis degildir.
Tamm 2.1.22. (X, <) kismi siralt bir kiime ve T: X — X bir fonksiyon olsun. Eger

x <y olacak sekildeki her x,y € X i¢cin Tx < Ty oluyorsa T fonksiyonuna

azalmayan (artan, izoton, sira korur) fonksiyon denir.
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Teorem 2.1.2. (Knaster-Tarski) (X,<) kismi sirali bir kiime ve T:X — X bir

azalmayan bir doniisiim olsun. Asagidaki iki sart1 saglayan bir x, € X noktasinin var

oldugunu kabul edelim:
a) X0 < Txg
b) {x € X:xy < x} kiimesi i¢indeki her zincir bir iist sinira sahip

Bu durumda T bir maksimal sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X icinde

Q={xeXix<Tx}Nn{x €X:xy < x}

kiimesini g6z Oniine alalim. xy € Q oldugundan @ kiimesi bos degildir. Ayrica Q
icindeki her zincir bir supremuma sahiptir. C, @ da bir zincir olmak tlizere u = supC
denirse her ¢ € C igin ¢ < u olup T azalmayan oldugundan Tc < Tu olur. Yine
¢ € C oldugundan ¢ < Tc < Tu olur. Bu ise Tu nun da C nin bir st sinirt oldugunu
gosterir. Fakat u = supC oldugundan u < Tu olmalidir. Bu ise u € Q oldugunu
gosterir ki buradan Q nun her zincirinin Q da bir iist sinirinin var olmasi demektir. O
halde Zorn Lemmas1 geregi Q nun z gibi bir maksimal elemani vardir. z € Q
oldugundan z < Tz ve T azalmayan oldugundan Tz < TTz olur ki bu x, < z ve

< Txy < Tz oldugundan Tz € Q olmasini gerektirir. Fakat z,Q nun maximal

eleman1 oldugundan z = Tz olmalidur.

Teorem 2.1.3. (Tarski) (X, <) bir tam latis ve T: X — X bir azalmayan bir doniisiim

olsun. Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. X bir tam latis oldugundan X in kendisi bir supremuma ve infimuma sahiptir.
Bu nedenle x, < Tx, olacak sekilde x, € X vardir. Boylece

Q={xeX:x<Tx}

kiimesi bos degildir. Yine X tam latis oldugundan @ nun supremumu vardir.

u = supQ diyelim. O halde her x € Q i¢in x < u olup T azalmayan oldugundan
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Tx < Tu ve istelik x < Tu olur. Bu durumda u = supQ oldugundan u < Tu dur.
Diger taraftan Tu < TTu oldugundan Tu € Q dur. Boylece Tu < u olup u =Tu

elde edilir.

Tamm 2.1.23. X bos olmayan bir kiime olmak iizere X ilizerinde hem bir < kismi
siralama bagintis1 hem de bir d metrigi varsa X e sirali metrik uzay diyecegiz ve
bunu (X, <, d) Uglisi ile gosterecegiz. Eger X kiimesi d metrigine gore tam ise bu

uzaya sirali tam metrik uzay adin1 verecegiz.

Tamim 2.1.24. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun.

0(x,T) ={x,Tx,...,T™x, ...}

kiimesine T nin x € X noktasinda orbiti denir.

Tamm 2.1.25. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. 0(x,T)
orbitindeki her Cauchy dizisi X de bir noktaya yakinsak ise X e T-orbital tamdir
denir.

Tanim 2.1.26. X bos olmayan bir kiime ve T:X — X bir doniisiim olsun. 0(x, T)
orbitindeki her bir {x,} dizisi i¢in i¢in x,, = z iken Tx,, - Tz oluyorsa T ye z € X

noktasinda orbital stireklidir denir. Eger T doniisimii X in her noktasinda orbital

surekli ise o zaman T orbital stireklidir denir.

12



3.ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Kismi Metrik Uzay

Kismi metrik kavrami bos olmayan bir X kiimesi lizerinde Matthews tarafindan 1994
yilinda tanimlanmistir. Kismi metrik uzayin en énemli 6zelliklerinden biri noktanin
kendine olan uzakliginin sifir olmayabilecegidir. Simdi kismi metrik uzayimn tanimini

ve bu uzayin 6zelliklerini verelim.

Tamim 3.1.1. X bos olmayan bir kiime ve p: X X X — [0, o) bir fonksiyon olsun.

Her x,y € X igin;

(P x =y e pl,x) =plxy) =p®»,y)
(P2) p(x,x) < p(x,¥)
(P3) p(x,¥) = p(¥, %)
(P4) p(x,y) <p(x,2) + p(z,y) — p(2,2)

sartlar1 saglanirsa (X, p) ikilisine kismi metrik uzay denir.

Eger p(x,y) =0 ise (P1) ve (P2) ozeliklerinden x =y oldugu goriiliir. Fakat

x =y ise p(x,y) sifir olmayabilir.

Ornek 3.1.1. Her metrik uzay bir kismi metrik uzaydir.

Ornek 3.1.2. p:[0,0) X [0,0) — [0,), p(x,y) = maks{x,y} seklinde tanimli

fonksiyon bir kismi metriktir. Gergekten; x = y ise

p(x,x) =x=y=p,y) =pxy)

dir.

p(x,x) =p(,y) =p(x,y)
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ise x = y bulunur. Béylece (P1) saglanir.

p(x,x) = x < maks{x,y} = p(x,y)

olup (P2) saglanur.

p(x,y) = maks{x,y} = maks{y,x} = p(y,x)

yani simetri 6zelligi (P3) de saglanir. Son olarak

p(x.y) <p(x,z) +p(z,y) —p(z2)

oldugunu gosterelim. Eger z < x < y ise

rx,y) =ysy+x—-z=pz)+plzy) -pz2)

olup (P4) saglanir. Eger x < z < y ise
rix,y)=y<z+y—-z=pxx)+plzy) -pz2)

olup (P4) saglanir. Eger x <y < z ise
p(x,y)=y<z=z+z-z=px2)+p(zy)—p(z2)

olup (P4) saglanir. Boylece p, X tizerinde bir kismi metriktir.

Ornek 3.1.3. a <b olmak iizere I tim [a,b] araliklarimin bir kiimesi olsun.
p:1 X1 - [0,0), p([a,b],[c,d]) = maks{b,d} — min{a, c}, seklinde tanimlanan

fonksiyon I {izerinde bir kismi metriktir.

Ornek 3.1.4.X =R olmak iizere, p(x,y) = e™@stx¥} geklinde tamimlanan p

fonksiyonu X tizerinde bir kismi metriktir.
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Tamm 3.1.2. (X, p) herhangi bir kismi metrik uzay olsun. Bir x € X ve her € > 0

reel sayis1 verildiginde

By(x,e) ={y € X:p(x,y) <p(x,x) + €}

kiimesine x merkezli € yarigapl agik yuvar,

B,(x,&) = {y € X:p(x,y) < p(x,x) + £}

kiimesine ise x merkezli € yarigapli kapali yuvar denir.

Not 3.1.1. (X,p) bir kismi metrik uzay olsun. Her x€X igin
{Bp(x,€):x € X, e > 0} acik yuvarlar ailesini taban kabul ederek X iizerinde bir T,

topolojisi olustururuz. Bu topoloji T, topolojisidir.
Ornek 3.1.5. X = [0,) kiimesi iizerinde kismi metrigi p(x,y) = maks{x,y}

olarak alalim. Simdi p metrigine gore X in elemanlarinin herhangi bir € > 0 i¢in agik

komsuluklarini bulalim.

By(x,e) ={y € X:p(x,y) <p(x,x) + €}

={y € X:maks{x,y} < x + €}

=[0,x +¢)
olarak bulunur. Boylece bu ac¢ik yuvarlardan elde edilen taban
B ={[0,a): ae(0, )}

bi¢gimindedir. O halde

7, = {0,X} U {[0,a):a € (0,)}
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olarak elde edilir.

Onerme 3.1.1. p, X iizerinde bir kismi metrik ise pS: X x X — [0, o)

p°(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)

bi¢iminde taniml1 fonksiyon X de bir metriktir.

Ispat. Her x,y € X igin

p°(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y) =0

dir. Ciinkii p(x,x) < p(x,y) ve p(y,y) < p(x,y) dir.

x=y=p°xy) =2pkxy) —plx)—ply)
=2p(x,x) — 2p(x,x) =0

veps(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y) = 0ise x = y oldugunu gosterelim.

2p(x,y) = p(x,x) + p(y,y)
<ply)+pQy)

ve

2p(x,y) = p(x,x) + p(y,y)
< p(x,x) +p(xy)

olup bu p(x,x) = p(y,y) = p(x,y) oldugunu gosterir ki buradan x = y elde edilir.

p°(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)
=2p(y,x) —p(y,y) —p(x,x) = p°(y,x)
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yani simetri 6zelligi de saglanir. Son olarak p*(x,y) < p*(x, z) + p*(z, y) oldugunu

gosterelim.

pi(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)
<2[p(x,2) +p(z,y) —p(z,2)] —p(x,x) —p(¥,y)
=2p(x,2z) —p(x,x) —p(z,2) + 2p(z,y) —p(z,2) —p(¥,y)
=p°(x,2) +p°(z,y)

olup p?®, X tizerinde bir metriktir.

Yukarida Onermeden farkli olarak p, X {izerinde bir kismi metrik ise

pV:X XX - [0,0), p¥(x,y) =p(x,y) —min{p(x,x),p(y,y)} ile tammh p%
fonksiyonuda X tizerinde bir metriktir.

Onerme 3.1.2. (X,p) bir kismi metrik uzay olsun. Bu taktirde p* ile p* metrikleri

denk metriklerdir.

Ispat. p° metriginin tanimi geregi

p*(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)
=px,y) —p(,x) +pxy) —p®.y)

< 2p¥(x,y) @.1)

yazilir. Ayrica p* nin tanimindan

p" (x,y) = p(x,y) — min{p(x, x),p(y, y)}
< p(x,y) —min{p(x,x),p(y, y)} + p(x,¥) — maks{p(x,x),p(y,y)}
=2p(x,y) —p(e,x) —p(y,y)
=p°(x,y) (3.2)

yazilir. Boylece (3.1.) ve (3.2.) esitsizliklerinden
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“p*(6y) <p¥(x%,y) < p°(x,y)
elde edilir.

Onerme 3.1.3. (X,p) bir kismi metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. {x,}

dizisinin bir x € X noktasina yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart
p(x,x) = lim,_4 p(x, x;,)
olmasidir.

Ispat. Kabul edelim Ki x,, — x olsun. O halde her & > 0 i¢in en az bir N > 1 sayisi

vardir 6yle ki her n = N i¢in x,, € B, (x, €) dur.
0<plxpx)—plx,x)<e

bulunur. Her € > 0 i¢in bu esitsizlik dogru oldugu i¢in

limy,,e p(x, X,) = p(x, %)

dir. Tersine;

limy, 00 p (%, %7) = P(x, %)

ise her € > 0 i¢in en az bir N > 1 sayisi vardir dyle ki her n > N igin
p(x, x,) <p(lx,x) + ¢

olur. Boylece her € > 0 i¢in en az bir N > 1 sayis1 vardir dyle ki her n > N igin

Xn € By(x, &) olur. Bu da x, — x demektir.
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Tanim 3.1.3. (X, p) bir kismi metrik uzay olsun.

1) {x,}, X de bir dizi olmak tizere, eger lim, ;00 P (X, x,) limiti var ise {x,,}

dizisi X de bir Cauchy dizisidir.

i) X deki her Cauchy dizisi X de yakinsak ise yani x € X igin

p(x,x) = lim, 00 P (xp, Xp,) Oluyorsa X e tamdir denir.

iiif) Eger {x,}, X de bir dizi olmak iizere lim, ;40 P(Xp, X)) = 0 oluyorsa

{x,}, dizisine X de bir 0-Cauchy dizisi denir.

iv) (X,p) kismi metrik uzayinda her 0-Cauchy dizisi 7, topolojisine gére X de
p(x,x) = 0 olacak sekildeki x € X noktasina yakinsak ise o zaman (X, p)

uzayina 0-tamdir denir.

Not 3.1.2. Kismi metrik uzaylarda yakinsak bir dizinin Cauchy dizisi olmasi

gerekmez.
Ornek 3.1.6. R~ = (—oo, 0] kiimesi iizerinde p(x,y) = —min{x, y} kismi metrigini

alalim. Buradan (X,p) ikilisi bir kismi metrik uzaydir. x,, = {0,—1,0—1,...} bu

uzayda bir dizi olmak iizere;

lim, o, p(x,, —1) = lim,_ o (— min{x,,—1}) =1 = p(-1,-1)

olup {x,} dizisi —1 e yakinsar. Fakat lim p(x,, x,) limiti yoktur. Buradan {x,}

n,m—co

dizisinin Cauchy dizisi olmadig1 goriiliir.

Asagidaki lemma p® ile p arasindaki iligskiyi vermekte olup sabit nokta ¢alismalari

icin sonug elde etmekte dnemli bir rol oynar.

Lemma 3.1.1. (X, p) kismi metrik uzay olsun.
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1) {x,} dizisinin (X, p) de bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,}
nin (X, p®) de bir Cauchy dizisi olmasidir.

i) (X,p) nin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X, p®) nin tam olmasidir.
Ispat. pS ile p" metrikleri birbirine denk oldugundan ispat1 p” igin verelim.

i) {x,} dizisi (X, p) de bir Cauchy dizisi olsun. Boylece her € > 0 i¢in n, € N vardir

oyleki m,n = ng iken |p(x,, X)) — al < 2 olacak sekilde a € R vardir. Buradan her

m,n = n, igin

pw(xnr xm) = p(xn' xm) - min{p(xn: xn)' p(xm' xm)}
= p(xp, Xm) — a + a — min{p(xy, %), P (Xmy X)) }
< |p(xn: xm) —al+|a- min{p(xn'xn)' p(xm' xm)}l

<Z+i=¢
2 2

elde edilir ki buradan {x,} disinin (X,p") uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu

goruliir.

Simdi {x,}, (X,p") da bir Cauchy dizisi ve s=% olsun. Her m > n, igin

pY (xn, xm) < %olacak sekilde ny, € N vardir. Boylece

P (X, %) < [P0y Xn) — Py X)) | + 2y X))
= pr(xn'xnk) + p(xnk' xk)
<1+ p(xp,, Xn,)

elde edilir ki bu {p(x,, x,)} dizisinin R de sinirl oldugunu gosterir. Boylece a € R
vardir oyle ki {p(xnk, xnk)} alt dizisi a ya yakinsar. Diger taraftan {x,}, (X,p") de

bir Cauchy dizisi oldugundan & > 0 i¢in n, € N vardir 6yleki n,m > n, iken

Y (X, X)) < golur. Buradan
lp (e, %) = PGy Xm) | < 2pY (e, ) < €
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elde edilir ki bu {p(x,,x,)} dizisinin R de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Boylece lim,_,, p(x,,, x,,) = a olur. Ayrica

|p(xn: xm) —aql
< p(xnr xm) - min{p (xn' xn)» p(xm' xm)} + |min{p(xn: xn)' p(xm: xm) —al

= pw(xn: xm) + |min{p(xn, xn): p(xm’ xm) - al

oldugu kullanilirsa limy, ;400 P (Xn, X)) = a bulunur ki bu {x,} nin (X,p) de bir

Cauchy dizisi oldugu gosterir.

i) (X,p") tam metrik uzay olsun. {x,}, (X,p) de bir Cauchy dizisi ise (X,p") da
bir Cauchy dizisidir. (X,p") tam oldugundan x € X vardir Oyle ki
lim, o p¥(xp,x) =0 dir. {x,}, (X,p) de bir Cauchy dizisi oldugundan
limy,_,e p(xp, x,) = p(x,x) oldugunu goéstermek ispat i¢in yeterli olacaktir. € > 0

olsun. Bu durumda n, € N vardir 6yle ki n = ng iken p% (x,,, x) < golur. Boylece

IpCen, %) — p(x, X)| = maks{p(xn, x,), (%, )} — min{p (xn, xn), (%, %)}
= 2 {3 (maks{pGen, 200, P, 0} + min{p e, 20), DG 0N
~2min{p Gy, 2,)-p(x, %))

_9 [0, xn)+p(x,x)
2

— min{p(x,, x,,), p(x, x)}]

< 2[p(xp, x) — min{p (xn, x,), p(x, X)}

=2p% (x,, x) < &
elde edilir ki bu (X, p) nin tam oldugunu gosterir.
Tersine (X, p) tam iken (X, p") tam metrik uzay oldugunu gosterelim. {x,}, (X,p")
de bir Cauchy dizisi ise (X,p) de bir Cauchy dizisidir. (X,p) tam oldugundan

limy, 1400 DX, X)) = limy, 00 DXy, x5) = p(x,x) olacak sekilde x € X vardur.

Boylece € > 0 ve her n > n, igin
maks{|p e, x) — pGn, X)), [p O, x) — p(x, X)) < €
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olacak sekilde n, € N vardir. Sonug olarak her n > n, icin

pw(xn' X) = p(xnrx) - min{p(xwxn): P(x' X)}
= |p(xn, x) — min{p(xy, x,), p(x, )}
<¢&g

olur ki bu (X, p*) nin tam metrik uzay oldugunu gosterir.

3.2. Sirah Metrik Uzaylarda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Ran ve Reurings 2007 yilinda Banach sabit nokta teoremiyle Tarski nin sabit nokta
teoreminden esinlenerek asagidaki sabit nokta teoremini ispatlamistir.

Teorem 3.2.1. (Ran-Reurings) (X, <, d) bir sirali tam metrik uzay ve T: X = X Dbir
donligim olsun. T siirekli, azalmayan bir doniisim olmak iizere, x <y olacak
seklindeki her x,y € X i¢in d(Tx, Ty) < kd(x,y) sartin1 saglayan bir k € [0,1) var
olsun. Eger bir x, < Tx, olacak sekilde bir x, € X varsa T bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. x, € X teoremin ifadesinde belirtilen nokta olsun. Eger x, = Tx, ise ispat

biter. xy # Tx, oldugunu kabul edelim. Boylece x, < Tx, ve T azalmayan
oldugundan

Xo < TXO < TZXO << T"xo < e

elde edilir. O halde her n € N i¢in T" 'x, < T™x, oldugundan bu noktalar igin

biiziilme sart1 kullanilabilir. Boylece

d(Tn+1x0, Tnxo) = d(TTnxo, TTTl—le)
< kd(T™xo, T 1x0)

olur ve buradan

d(T™x,, TMxo) < k™d(Txq, Xo) (3.3.)
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elde edilir. m > n olsun. O halde

d(meO, Tnxo) S d(meO, Tm_lxo) + + d(Tn+1x0, TnxO)
S (km_l + km_z + + kn)d(TxO, xo)

KM—k™
o1k

d(Txg,x0)

le
S E d(Txo, XO)

oldugundan {T"x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,_,., T"x, =y

olacak sekilde y € X vardir. T siirekli oldugundan

y = limyooT™" 1xy = T(limy, 0o T"xy) = Ty

olur ki bu y nin T nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.1. de x, < Tx, olacak sekilde bir x, € X noktasinin varligi yerine
Txg < xo olacak sekilde bir x, € X noktasinin varligi da kullanilabilir. Ayrica bu

teoremde T nin azalmayan olma sart1 yerine artmayan sart1 da kullanilabilir.

Teorem 3.2.1. de T nin siirekliligi yerine ek bir sart konularak agagidaki teorem ifade
edilebilir.

Teorem 3.2.2. (Nieto) (X, <, d) bir sirali tam metrik uzay, T: X — X azalmayan bir
doniisim olsun. x < y olacak sekildeki her x,y € X icin d(Tx,Ty) < kd(x,y)
esitsizligini saglayan k € [0,1) sayis1 var olsun. Ayrica xq < Tx, olacak sekilde
Xy € X var ve X kiimesinin agagidaki sart1 sagladigin1 kabul edelim.

“X i¢inde x,, = x olacak sekildeki azalmayan her {x,,} dizisi i¢in x,, < x (3.4)

Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. Teorem 3.2.1 in ispatinda oldugu gibi lim, ., T"xy =y € X oldugu
gosterilebilir. Simdi Ty = y oldugu gosterilebilir. Boylece (3.4.) sartindan her n € N
icin T™x, < y dir. O halde bu noktalar i¢in biiziilme sart1 kullanilirsa

d(Ty,y) < d(Ty, T"* 1xy) + d(T™ 1x,y) < kd(y, T™xy) + d(T™1xq,y)

elde edilir. n - oo i¢in T'y = y bulunur.

Not 3.2.1. Yukaridaki iki teoremde de eger X kiimesi

“Her x,y € X i¢in {x, y} ctimlesi alt ve {ist sinira sahip olsun. ” (3.5)
sartin1 sagliyorsa T nin sabit noktasinin tekligi garanti edilir.

Bunu goérmek igin 6nce her x € X i¢in lim,_,,, T"x = y oldugunu gorelim.

Eger x < xy veya x, < x ise T™"x < T™x, veya T"x, < T"x elde edilir. Boylece

biiziilme sart1 kullanilirsa

d(T™x, T™xy) < k™d(x, xy)

elde edilir. n - oo i¢in

lim, e T"x = lim,, T"Xxy =y

olur.

Eger x ile x, karsilastirilamiyor ise (3.4.) sartina gore, X, < X < X; Ve X, < Xo < X
olacak sekilde x;, x, € X vadir. Boylece T azalmayan oldugundan T"x, < T"x <
T™x; ve lim,_ o, T"x; =lim,_, T"x, =y elde edilir. Buradan lim,_,T"x =y
olur. Simdi sabit noktanin tekligini gérmek i¢in z, T nin bagka bir sabit noktasi ise
Tz =zolup T"z = z dir. Yani {T"z} dizisi hem y ye hem de z ye yakinsar. Bu

durumda y = z olup T bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Burada dikkat edelim ki X bir latis ise (3.4.) sart1 daima saglanir. Diger taraftan (3.4.)

sart1 saglanmazsa T nin sabit noktasi tek olmayabilir.

Ornek 3.2.1. X = R ve d alisilmis metrik olsun.X iizerinde x,y € X i¢in

x<Sye{(x=y)veya(x,y € [1,4] iginx < y)}

seklinde tanimli < bagintis1 goz ontine alalim. T: X — X doniistimii

2X ,X<1
X+5
TX=4 —— A<x<4
3
2X-5 4 < X

seklinde tanimlansin. Bu doniisiim Teorem 3.2.1 in biitiin sartlarin1 sagladigi kolayca

goriilebilir. Bu ylizden T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
Ornek 3.2.2. X; = {(1,0),(0,1)} c R? ve X, iizerinde
xxy)<(@zt)yeox<zvey<t

ile tamimli < siralama bagintisin1 gbz oniline alalim. Boylece X; farkli elemanlar
karsilastirlamayan kismi sirali bir kiimedir. Diger yandan d, Oklid metrigiyle (X;,d)
tam metrik uzaydir. T:X; - X;, T(x,y) = (x,y) Ozdeslik doniisimi siirekli ve

azalmayandir. Ayrica (z,t) < (x,y) olacak sekildeki her (x,y), (z,t) € X; i¢in

d(T(x, ), T(z, t)) < kd((x, v), (z, t))

esitsizligini saglayan k € [0,1) vardir. Ciinkii X; in elemanlar1 sadece kendileriyle

karsilastirilabilir.

Ayrica (1,0) < T(1,0) = (1,0) dir. Bu durumda Teorem 3.2.1 in biitiin sartlari

saglanir. O halde X; in en az bir sabit noktaya sahiptir. Ayn1 zamanda Teorem 3.2.2
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de uygulanabilir. Clinki {(x,, y,)} € X; azalmayan ve (x,y) € X; e yakinsayan bir
dizi ise {(x,, yn)} dizisi her n € N i¢in (x,,y,) = (x,¥y) seklinde bir sabit dizi
olmalidir. Boylece (x,y) limiti dizideki biitiin terimler i¢in bir {ist sinir1 olur. Yani
(3.4.) sart1 saglanir. Bu ise Teorem 3.2.1. ve Teorem 3.2.2. nin sartlarinin sabit

noktanin tekligini garanti etmedigini gostermektedir.

Aymi sartlar altinda X, = {(x, —x)| x € R} tizerinde tanimli T: X — X taniml1 birim
doniistimiinii gbz Oniline alalim. X, de farkli iki noktanin karsilastirilamayacagi
aciktir. Ayrica Teorem 3.2.1. ve Teorem 3.2.2. deki tiim sartlarin saglandig1 kolayca
goriilebilir. Burada verilen T doniisiimiiniin sonsuz sayida sabit noktas1 vardir. Ornek
3.2.1 ve Ornek 3.2.2. deki 6rneklerin her ikisinde de (3.5.) sart1 saglanmaz. Bir kismi
siralt kiimede (3.4.) ve (3.5.) sartlar1 birbirinden bagimsizdir.

Ornek 3.2.3. < bagintis1 Ornek 3.2.2 deki gibi olmak iizere (R?, <) kismi siralt
kiimesini g6z Oniine alalim. Bu durumda (3.4.) ve (3.5.) sartlarinin her ikisi de
saglanir. Gergekten, (x,y),(z t) € R? igin (maks{x,z}, maks{y,t}) € R? ve
(min{x, z}, min{y, t}) € R? {(x,y),(z,t)} kiimesinin sirasiyla iist ve alt siniridur.
Eger {(x,,y,)} dizisi, R? de azalmayan ve (x,y) noktasina yakinsayan dizi ise bu
durumda {x,} ve {y,} dizileri R de azalmayan ve sirasi ile x ve y ye yakinsayan
diziler olur. Bu durumda hern €N i¢in x, <X Vve y, =<y olacagindan

(X ¥n) = (x,y) olur. Yani (3.4.) sart1 saglanir.

3.3. Quasi Biiziilme Doniisiimleri

Banach sabit nokta teoremi ortaya atildiktan sonra bu teoremin bir¢ok genellemesi
ortaya  ¢itkmustir.  Bunlardan  birisi de 1971 yilinda ortaya atilan
[d(x,Ty) + d(y,Tx)]/2 yerine maks{d(x,Ty),d(y,Tx)} alinmasi durumudur. Bu
problemin ¢ozlimiiniin aragtirtlmasi i¢in bilinen yollardan daha farkli bir ispat
yontemi bulma gereksinimi duyulmustur. Verilen bu yeni biiziilme ¢esidi bilinen
ispat yontemlerinde de temel teskil eden d(Tx,T?x) <d(x,Tx) ilkesine

dayanmamaktadir.
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Tamim 3.3.1. (X, d) metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. V x, y € X igin

d(Tx,Ty) < Amax{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)} (3.6.)

olacak sekilde A € [0,1) varsa T ye quasi-biiziilme denir.

Quasi bliziilmeler i¢in sabit nokta teoremleri 1972 de ispatlanmistir ve bu konuyla

ilgili ana teorem [14] Ciri¢ tarafindan verilmistir.

Asagida verilen rnekte her x € X icin (3.6.) esitsizliginin, d(Tx,T?x) < d(x,Tx)

esitsizligini gerektirmedigi gosterilmistir.

Ornek 3.3.1. X = [0,3] U [4,5] kiimesi iizerinde alisilmis metrik verilsin. T: X — X

dontisimi
_ (0, x€1[0,3]
T(x) ‘{3 | x € [45]
seklinde tanimlasin. Bu durumda herhangi X € [4,5] igin

d(x,Tx) <2, d(Tx,T?x) =3 olur. Buradan d(Tx,T?x) > d(x,Tx) olur. Yani
herhangi x € X igin d(Tx,T?x) < d(x,Tx) saglanmaz.

Simdi T doniisimiiniin (3.6.) sartim1 saglandigini gésterelim. x € [0,3] ve y € [4,5]

olsun.  Bu durumda d(Tx,Ty)=3, d(y,Tx)=4 olur. Buradan

d(Tx, Ty) = %4 < %maks{d(x, Ty),d(y,Tx)} olur. Béylece her x,y € X i¢in 1 = %

ile birlikte T dontistimii (3.6.) deki yeterli kosullar saglar.
Simdi Ljbomir Ciri¢ in ana teoremini verelim [14].

Teorem 3.3.1. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir quasi-biiziilme olsun. Ayrica X

T-orbital tam olsun. Bu durumda;

a) T doniisiimii bir tek u € X sabit noktasina sahiptir.
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b) Herhangi x € X i¢in lim,,_,,, T™ x = u dur.
c) d(T"x,u) < %d(x, Tx) dir.

Ispat. x € X keyfi bir eleman olsun. Asagidaki kisaltmalari kullanacagiz.

0(x,n) = {x,Tx,T?x, ..., T"x}, a(x,n) = diam(O(x, n))
0(x) ={x,Tx,.., T"x, ...}, a(x)=diam(0(x))

[1k olarak;
a(Tx,n—1) < Aa(x,n)

esitsizliginin saglandigini gosterelim.

a(Tx,n—1) =d(T/x,T*x) olacak sekilde 1<j<k<n vardr.

biiziilmeyi kullanarak (3.6.) esitsizliginden

a(Tx,n—1) = d(TT/"*x, TT* 'x)
< Amaks{d(T'~1x,T¥x),d(T/~1x,T/x), d(T* 1x, T*x),
d(T/™2x, T*x),d(T* x, T/ x)}
< Mdiam{T/*x,T/x, T/ x, ..., T*x})
< Adiam({x, Tx, T?x, ..., T"x})
=Aa(x,n)

olur. Boylece (3.7.) esitsizligi ispatlanmig olur.
Bazi k < nigin

a(x,n) = d(x, T*x)
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oldugunu iddia ediyoruz. Eger a(x,n) =0 ise esitsizligin saglandig1 goriliir.
1<j<k<nicin a(x,n) >0 ve a(x,n) = d(T/x, T*x) oldugunu kabul edelim.
(3.7.) esitsizliginden

a(x,n) = d(T/x,T¥x)
= a(T/x,n —j)
= a(T(T'"1x),n —))
<Aa(T''x,n—j+1)
< Aa(x,n)
olur ki bu bir ¢eligkidir. Boylece (3.8.) esitsizligi ispatlanmis olur.

Simdi a(x) in sinirli oldugunu goésterelim. (3.7.), (3.8.) ve liggen esitsizliklerinden

a(x,n) = d(x, T*x) < d(x,Tx) + d(Tx, T*x)
<d(xTx)+ a(Tx,n—1)
<d(x,Tx) + Aa(x,n)

elde edilir. Buradan,

alx,n) < ﬁd(x, Tx) (3.9.)

elde edilir. a(x, n) tanimi dikkate alindiginda {a(x,n)} dizisi azalmayandir ve ayrica

lim,,_,., a(x,n) = a(x) dir. Boylece (3.9.) esitsizliginde n — oo igin

a(x) < % d(x, Tx) (3.10.)
olur ki bu bize a(x) in sinirli oldugunu gésterir.

Simdi {T™x} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. n = 0,1,2, ... i¢in;

Bn(x) = a(T"x)
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olsun. Bu durumda 0 < B,(x) < a(x) ve {B,,(x)} dizisi artmayandir ve alttan sinirli
oldugundan yakinsaktir. Boylece lim,,_,o, 8,,(x) = B(x) vardir ve her n > 0 igin
B(x) < Bp(x) dir. Simdi (3.7.) den n — oo igin

a(Tx) < la(x) (3.11)
;)Iur. Bu esitsizlik kullanilarak

Bri1(x) = a(T™1x)a(TT"x) < Aa(T™x) = A, (x)

elde edilir. Her n = 0 i¢in B(x) < Bp+1(x) oldugundan

B(x) < ABn(x)

olup buradan n — oo igin

B(x) < AB(x)

elde edilir. Boylece 1 < 1 oldugundan B(x) = 0 olmalidir ki bu {T™x} dizisinin bir

Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X, T- orbital tam oldugundan

lim, o, T"x =u

olacak sekilde u € X vardir. (3.6.) den

d(Tu, TT™x)
< Amaks{d(u, T"x),d(u, Tu),d(T"x, T"" 1x),d (u, T"*1x),d(T"x, Tu)}

olur. Buradan n — oo i¢in;

d(Tu,u) < Ad(u,Tu)
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bulunur. 2 <1 oldugundan d(Tu,u) = 0 olur. Buradan Tu = u elde edilir. (3.6.)

den sabit noktanin tekligi goriiliir. Boylece (a) ve (b) siklar ispatlanmis oldu.
(3.11.) da ayni1 islem n kez yapilirsa
a(T™x) = a(TT™ 1x)
< Aa(T™" 1x) = 2a(TT"™ ?x)
< 22a(T™2%x) = 22a(TT" 3x)
< 1a(x)
elde edilir. Daha sonra (3.10.) esitsizligini kullanirsak
a(T"x) < A" —d(x, Tx)
olur. m,n € Nvem > nigin
d(T™x, T™x) < a(T"x) < 2—d(x, Tx)
olup m — oo igin (c) nin de saglandig: goriiliir.

Onerme 3.3.1. T doniisiimii sabit noktaya sahip bir quasi biiziilme déniisiimii olsun.

O zaman bu T doéniisiimii bu noktada stireklidir.

Ispat. u, T nin bir sabit noktas1 ve {y, } dizisi de u ya yakinsayan bir dizi olsun. Biz

Ty, = Tu = u oldugu gostermeliyiz. (3.6.) den

d(TyTU Tu) S Amak’s{d (yn' u), d(}’n» Tyn)’ d(ul Tu)l d(y‘l’ll Tu)l d(ul Tyn)}
< Amaks{d(yn, u), d(Yn, Typ), d(w, Ty,)}
< Ad(yp,u) + Ad(u, Ty,)

elde edilir. Buradan;
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yl
d(Tyn' Tu) = 11 d(ynr u)-
olur. Béylece lim,,_,,, Ty,, = Tu olup ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.2. (X,d) bir metrik uzay olsun. S, Xin herhangi bir bos olmayan kapali
alt kiimesi ve T:S — S bir quasi biiziilme olsun. Eger T, S de sabit noktaya sahip ise

X tamdir.

Ispat. Teoremdeki tiim sartlar saglansin fakat X tam olmasin. O zaman X de alinan
en az bir {x,} Cauchy dizisi yakinsak degildir. Kabul edelim ki her n # m igin

d(xp, Xm) > 0o0lsun. 0 < A < 1 olmak iizere herhangi bir x € X i¢in
r(x) = inf{d(x,, x):x, #x,n=0,1, ...}

seklinde tanimlansin. Agiktir ki {x,} dizisi yakinsak olmadigindan her x € X i¢in
r(x) > 0 dir. {x,} nin {xnj} alt dizisini secelim. {nj} pozitif tamsayilarin alt dizisini
ny = 0 ve n; sayisin1 n;_; den biiyiik esit bir tamsay1 olarak tanimlayalim. Yani her
Lk=nj,j=1icin d(x;,x) < Ar(xy;_,) olsun. {x,} Cauchy dizisi oldugundan bu
dizi olusturulabilir. Simdi her j i¢in Tx,, = Xnj, tanimlansin. Herhangi n > m > 0

i¢cin

d (T, Totm, ) = d (X Xmy, ) < A1 (2, ) < Ad (2 2, )
< Amaks{d (xn ), Xm, ) d (Xn sy, ) d (X X, )
d (X Xy, ) (X X, )}
= Amaks{d (xn,, Xm, ), d (%n;, T2, ) @ (X, T2 )

vd (x”j' Txmf) d (xm]., Txnf)}

vardir. Bu nedenle S = {xnj} iizerinde T-quasi biiziilmedir. Agiktir ki S kapalidir ve
T, S igerisinde sabit noktaya sahip degildir. Bu bir geliskidir. Yani (X,d) metrik

uzayi tamdir.
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Simdi metrik iizerinde lineer olmayan bazi quasi biiziilmeleri verecegiz.

Teorem 3.3.3. (X,d) tam metrik uzay, T:X — X orbital siirekli doniisim ve
@:[0,40) - [0,+0) sagdan siirekli fonksiyonu her t > 0igin ¢@(t) <t sartin
saglasin. pveq sabit pozitif tamsayillar olmak {izere her x,y€X ve

P={01,..,p}, Q={01,...,q} igin

d(TPx,Ty) < maks{p[d(T"x,T*y)], ¢ [d (T7x, Tr'y)],

(p[d(TSx,TS'y)]:r,r’ € P;s,s' € Q} (3.12)
olsun. Eger ¢(t)
@ (t) azalmayan fonksiyon (3.13)
tlirg[t —@)] =+ (3.14)

sartlarin1 saglarsa T doniisiimii u € X olacak sekilde bir tek sabit noktaya sahiptir ve

herhangi x € X i¢in lim,,_,,, T"x = u dur.

Ispat. ilk olarak herhangi bir x € Xicin {T"x}i2, smurlihgm gostermeliyiz.

n herhangi bir pozitif tamsay1 olsun.
5,(x) = diam({x, Tx,T?x, ..., T"x}) = d(T'x, T’/ x) (3.15.)

olacak sekilde i = i(n) ve j = j(n) pozitif tamsayilar1 var olsun. ¢’nin monotonlugu

g0z Oniine alindiginda (3.12.) deki esitsizlikten asagidaki esitsizlik elde edilir.

d(T?Px,Ty)
< @[maks{d(T"x,T*y),d(T"x, Tr'x),d(TSy, Tsly): r,r'eP ve s,s'eQ}] (3.16.)
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Genelligi bozmaksizin kabul edelim ki p<gq, i <j ve p<i,q <jolsun. j <gq
durumu asikardir. 1k olarak &§,(x) > 0 ve i > p oldugunu gosterelim. (3.16.) den ve

¢’nin monotonlugundan

8, (x) = d(TPT"Px, TIT/"9x)
< p[diam{T"Px, ..., T'x, T/, ..., T/x}]
< @[, (x)] dir.

0 <t icin @(t) <t oldugu igin bu bir celiskidir. Buradan i <p dir. Ucgen

esitsizliginden

d(Tix, T/x) < d(T'x,TPx) + d(TPx, T'x)

ve q < j oldugundan (3.15.) 1 kullanirsak

8, (x) < d(T'x, TPx) + d(TPx, TIT/~9x) (3.17))
elde edilir. (3.16.) den

d(TPx, TIT/79x) < ¢[diam{x, Tx, ..., TPx, T/~ x, ..., T/x}]

Ve ¢ nin monotonlugundan

d(TPx, TIT/79x) < @[5, (x)]

saglanir. (3.17.) kullanildiginda agiktir ki;

8, (x) — ¢[8, ()] < d(T'x,TPx) < K (3.18))

olacak sekilde K = maks{d(T™x,TPx): m € P} vardir. {6,,(x)} azalmayan bir dizi
oldugu i¢in limd,, (x) mevcuttur. limé,(x) = +oo olsun. (3.14.) dan (3.18.) un sol
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tarafi siirsiz olurken sag tarafi sinirhidir. Bu bir ¢eliski olup lim,_,o 6,(x) =

8(x) < 400 olur ve

§(x) = diam{x, Tx,T?x, ..., T"x, ...} < +o0 (3.19)
elde edilir. Simdi {T™x} in bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. n = 0,1,2, ...igin,
a, = 6(T"x) = diam({T"x, T"*x, ..., }) (3.20)
olur. (3.19.) kullanirsak {a,} smirli negatif olmayan bir dizidir. a,41 < a,
oldugudan {a,} baz1 ¢ > 0 i¢in yakinsaktir. Simdi @ = 0 oldugunu gostermeliyiz. n
keyfi say1 ve r, s herhangi pozitif tamsayilari icinn + q < r,s olsun. (3.16.) den
d(T"x, TSx) = d(TPT"Px, TITS %)

< @|diam{T"Px,T" P*1lx, .., T x}]

< @[6(T"7Px)] < @[6(T"x)]
olacagindan
sup{d(T"s, T*x):n+q <r,s} < @[6(T"x)]
olur. Buradan

Unip S @ (an)

dir. Bu nedenle a < a,,, oldugundan, a < ¢(a,) olur. Kabul edelim ki a > 0

olsun. Her t > 0 igin ¢@(t) < t ve ¢ nin sagdan siirekli olmasindan

a = liman—m* pay) <a

olur ki bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden a = 0 dir. Bu durumda
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lim,_, o diam({T"x, T"*'x,..,}) =0

dir ve buradan da {T"x} Cauchy dizisdir. X in tamligindan

lim,_,x, =u (3.21)

olacak sekilde u € X vardir ve x, = T"x,, dir. T orbital siirekli oldugundan

Tu=1lim, 0 T x, =1lim,_ 00 Xp41 = U

olur ki bu u,T nin bir sabit noktasidir. (3.12.) ve her t > 0igin @(t) <t

oldugundan T nin sabit noktas1 tektir.

3.4. Kismi Metrik Uzayda Lineer Olmayan Ciri¢ Tipi 1 —Quasi-Biiziilmeler

Lemma 3.4.1. (X,p) kismi metrik uzay ve {x,} € X olsun. Eger x,, » x € X ve

p(x,x) = 0ise her z € X i¢in lim,,_, ; , p(x,, 2) = p(x, 2) dir [8].

Tanmm 3.4.1. X bos olmayan bir kiime ve f,g:X — X bir doniisiim olsun. Eger
x € X i¢in fx = gx ise x noktasina f ve g nin ¢akisik noktasi denir. Her gx = fx
olacak sekildeki x € X i¢in gfx = fgx oluyorsa f ve g donisimlerine zayif

bagdasik denir.

Tamim 3.4.3. X bos olmayan bir kiime olsun. (X,p) kismi metrik uzay ve (X, <)

kismi siraliysa (X, p, <) uzayina sirali kismi metrik uzay denir.

Tanmm 3.4.4. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. x,y € X i¢in x < y veya y < x

oluyorsa x ile y elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar denir.
Tammm 3.4.5. f,g:X — X iki doniisiim, her x,y € X i¢in gx < gy iken fx < fy

oluyorsa fdoniisiimiine g-azalmayan denir. Eger g doniisiimii X iizerinde birim

doniigiimii ise f donilistimii azalmayan doniistimdiir.
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Y: [0, +00) - [0, +0) asagidaki 6zelliklerle tanimli reel degerli Y fonksiyonlarinin

kiimesi W olsun.

(i) Y azalmayan bir fonksiyon;

(i) () =0;

(i) limy, o00(x — P(x)) = +o0;

(iv)  Herr > 0igin lim,_,+ y(t) <.

Not 3.4.1. (iv) den ve Y(r) < lim,_+ Y (t) < r oldugundan her 0 < r igin Pp(r) < r
olur. Dahasi (i) ve (iv) den her r > 0 i¢inlim,,_,, , Y™ (r) = 0 elde edilir.

Tanmm 3.4.6. (X,p) kismi metrik uzay ve f,g:X — X donilisim olsunlar. Her
X,y € X igin;

p(fx, fy) < maks{y(p(gx, gy)), ¥ (p(gx, %)), ¥(p(gy. ),
w(plgx, ), ¥(plgy, fx))} (3.22)

saglayan 1: [0, +00) — [0, +00) fonksiyonu varsa f doniisiimiine g-1-quasi biiziilme

denir.

Tanim 3.4.7. (X, p, <) swrali kismi metrik uzay olsun. gy < gx olacak sekildeki her
x,y € X i¢in (3.22.) sartim saglayan : [0, +0) — [0, +00) fonksiyonu varsa f’ye
g-Y siral1 quasi biiziilme denir. g bir birim doniisiimil ise f donlisimi g-p- siral

quasi biiziilmedir.

Tanim 3.4.8. fX c gXolsun. Her x, € X i¢in {x,} c X dizisi, her n €N i¢in

gxn = fxn_1 seklinde tamimlansin. x, baslangic noktasiyla {fx,}dizisi f-g
dizisidir. 0,,(xg) = {gx¢, fx0, fx1, .., fxn} Ve O(xy) = {gxo, fX0, [X1, e [Xr, e }

olarak tanimlansin. Bir A kiimesinin ¢apida

D(A) = sup{p(x,y):x,y € A}

37



seklinde gosterilir. Ayrica dikkat edilmelidir ki A < B iken D(A) < D(B) dir.
Bu boéliimde g-i-quasi biiziilme i¢in bazi ortak sabit nokta teoremleri verecegiz.

Teorem 3.4.1. (X, p) kismi metrik uzay ve f,g: X = X, fX € gX olacak sekilde iki
dontisim olsun. f dontisimiiy € W ile birlikte g-y-quasi biiziilme sartlarini
saglasin. gX uzayi, X uzaymin O-tam alt uzayi ise f ve g doniisiimleri c¢akigik
noktaya sahiptir. Bunlara ek olarak f ve g donisiimleri zayif bagdasiksa bu iki
doniisim X te bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. Ustelik herhangi bir x, € X

baslangic noktasi ile olusturulan {fx,} dizisi (f-g dizisi) sabit noktaya yakinsar.

Ispat. x, € X sabit bir nokta olmak iizere fX c gX oldugundan x, baslangi¢ noktali
{fx,} dizisini (f-g dizisi) olusturabiliriz. Simdi O(x,) smurlt oldugunu gosterelim.

Bunun igin ilk olarak her n € N ve her bir 0 < i,j < n i¢in

p(Fxi, f2) <9 (D(0n(x0))) (3.23)
oldugunu gostermeliyiz.
Her bir 0 < i,j < n i¢in f doniisiimii g-1p-quasi biiziilme oldugundan

p(fxi, fx;)

< maks{¥ (p(gx1,9%7)), (920 f2)), ¥ (p (9% 7))
W (p(gxi 7). 9 (p(g3;, fx:) )}

<9 (D(0n(x0)))

olur. lp(D(On(xo))) <D(0n(x0)) oldugundan Not 3.4.1. ve (3.23.) esitsizligi

geregi her n > 1 icin D(0,(x0)) = p(gxo, fx) olacak sekilde 0 < k <n vardr.
Yy fonksiyonunun (iii) Ozelliginden her L<x ve h<x—y(x) igin
h =p(gxy, fx,) <L olacak sekilde L reel sayis1 vardir. (3.23.) esitsizligini

kullanarak her n > 1 igin
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D(0,(x0)) = p(gxo, fx1)
< p(gxo, fx0) + p(fx0, fxk)
< h+ (D(0n(x0)))

olur. Buradan her n € N igin
D(0y(x0)) = YD (0n(x0)) < h

dir. Bu durum her n € N igin D(0,,(x,)) < L olmastyla miimkiindiir. Buradan
D(O(xo)) = lim,,_, ;0 D(0,(xy) < L oldugundan O(x,) smurhdir. Her kK > 1 igin
O(fxx) = {fxk, ., fxpn, ...} scklinde tanimlanirsa her f, g-y-quasi biiziilme

doniisiimii her k € N i¢in

p(0(fx)) <% (D(0(fxi-1))) (3.24.)
saglanir. (3.24.) den

D(0(fx)) < ¥ (D(0(fxo))

olup {fx,} dizisi (f-g dizisi) 0-Cauchy dizisidir.

gX, X in O0-tam altuzay1 oldugundan

limy 400 p(fXn, 2) = limy 400 P(g2Xn, 2) = p(2,2) = p(gu, gu) = 0

olacak sekilde z = gu € gX vardir.

Simdi u nun f veg doniisimlerinin cakisik noktasi, yani fu = gu oldugunu

gosterelim. Eger d = p(gu, fu) > 0 ise
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limn—>+oo p(gxn: gu) = lirnn—>+oo p(gxn; fxn) = lirnn—>+oo P(gu, fxn) =0

oldugundan yeterince biiyiik n € N i¢in

p(gxn, gu) < d,p(gx,, fx,) < d,p(gu, fx,) < d

olur. Lemma 3.4.1. kullanirsak lim,,_, , o, p(gxy, fu) = d oldugundan n — oo i¢in

maks{p(gu, fu), p(fxn-1, fu)} > d*

olur. Yeterince biiylik n € N i¢in

p(fxn, fu) < maks{y(p(gxn, gu)), W(p(gxn, fxn)), Y(p(gu, fw))
W (p(gxn fu) W(p(gu, fx,))}
= maks{y(p(gu, fu)), Y(p(gxn, fu))}
= P(maks{p(gu, fu), p(fxn-1, fw)})

oldugu aciktir. 1 fonksiyonun (iv) 6zelliginden n — o i¢in

p(QU, fu) = limy, 0o (f X, fu0)
< lim, Y (maks{p(gu, fu),p(fxn-1,f2)})
<p(gu fu)

olacagindan bu bir geligkidir, yani gu = fu dur. Boylece f ve g doniisiimleri ¢akisik
noktaya sahiptir.

Simdi f ve g donisiimleri zayif bagdasik ise f ve g doniisiimlerinin z ortak sabit
noktaya sahip oldugunu gostermeliyiz. fz = fgu = gfu = gz oldugunu biliyoruz.

Eger fz + z = fu ise;

p(fu,fz)
< maks{p(p(gu, 92)), v (p(gu, fw)), Y(p(9z f2)), Y (p(gu. f2)), Y (p(9z fu))}
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=y(p(fu, f2))
<p(fufz)

olur ki bu bir ¢eligki oldugundan fz = gz = z dir. Ortak sabit noktanin tekligi g-i-
quasi biiziilmenin tanimindan kolayca elde edilir. Ayrica herhangi bir x, € X i¢in

{fx,} dizisi (f-g dizisi) sabit noktaya yakinsar.

Not 3.4.2. Her 0 < A < 1vet € [0,4) i¢cin Y: [0, +00) = [0, +0), YP(t) = At ile

taniml1 fonksiyon olmak tizere W ye aittir. Teorem 3.4.1. den asagidaki sonug agiktir.

Sonu¢ 3.4.1. (X,p) kismi metrik uzay ve f,g:X = X, fX c gX olacak sekilde iki

doniistim olsun. Her x, y € X igin

p(fx, fy) < Amaks{p(gx, gy),p(gx, fx),p(gy, fy), v(gx, fy),p(gy, fx)}

olacak sekilde 0 < A < 1 var olsun. gX uzay1 X uzayinin 0-tam alt uzayi ise f ve g
dontigimleri ¢akisik noktaya sahiptir. Bunlara ek olarak f ve g doniisiimleri zayif
bagdasiksa bu iki doniisiim X te bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. Ustelik herhangi
bir x, € X baslangi¢ noktasi ile olusturulan {fx,} dizisi (f-g dizisi) sabit noktaya

yakinsar.

Ornek 3.4.1. X =[0,+00) N Q kiimesi p(x,y) = maks{x,y} kismi metrikle
donatilmis  olsun. Aciktir ki (X,p) O-tam kismi metrik uzaydir.
f,9:X — X dontistimleri

olarak tanimlansin. Kolayca goriilebilir ki f dontigimii her t € [0,+0) igin
%(t) =— seklinde tammli :[0,+00) - [0,+c0) fonksiyonu ile birlikte

g-- quasi biiziilmedir. Bu d alisgilmis metrigine gore (X,d) tam degildir.

Dolayistyla f doniisiimii i¢in Teorem 3.3.1. uygulanamaz.
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Ornek 3.4.2. X = {1,2,3} kiimesi iizerinde p: X X X — [0, +o0) fonksiyonu

p(1,2) =p(2,1) =p(2,3) =p(3,2) =1
p(1,3) =p(3,1) =
p(1,1) =p@3,3) =
p(22)=0

3

2
1
2

olarak tanimlansin. Aciktir ki p, X {lizerinde bir kismi metriktir, ancak p(1,1) # 0
oldugundan p, X iizerinde bir metrik belirtmez. f:X - X donisimi
fl1=2, f2=2, f3=1ve g:X - X donlisiimiide her x € X i¢in gx = x seklinde
tanimlansin. Y € ¥ ise t > 0 igin Y =§ seklinde tanimlansin. f donistimii bir

g-Y-quasi biizlilme doniisiimiidiir. Gergekten;

Eger x,y € {1,2} ise p(fx,fy) = p(2,2) = 0olup (3.22.) esitsizligini saglar. O

zaman y = 3 i¢in asagidaki ti¢ durum vardir.

p(f1,f3) =p(21)=1<
= maks(p(p(1.3)). ¥ (p(L D). (PG ) (1L £3),9@3, D))
p(f2,f3)=p21) =1 s%%
= maks{p(p(2,3)), ¥(p2 £2)), ¥ (@3, £3)), ¥ (p(2 £3)), w(p(3, £2))}
p(f3,f3) =pA1) =<3

= maks{(p(3,3)), W (p(3,£3))}

wilnN
N | W

Dolasiyla Teorem 3.4.1. in biitiin hipotezleri saglanir. Burada f ve g nin ortak sabit
noktast 2 dir. Diger taraftan Teorem 3.3.1. bu Ornege uygulanamaz. Ciinki p®

metrigine gore x = 1, y = 3 alinirsa

p*(f1,£3) =p°(2,1) = g £ gz
=maks{(p*(1,3)), ¥(p*(L f1)), ¥ (p*3,£3)), v (p*(L 3)), ¥ (p* 3, f 1)}
= gmaks{ r®(1,3),p°(1,2),p*(3,1),p*(1,1),p*(3,2)}
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elde edilir.

Simdi de sirali kismi metrik uzaylar i¢in bazi sabit nokta sonuclarinit verelim.

Teorem 3.4.2. (X,p, <) sirali kismi metrik uzay ve f,g: X - X, fX c gX olacak
sekilde iki dontisiim olsun. Kabul edelim ki f doniisimii ¢ € W ile g-sirali quasi
bliziilme ve “<*“ siralama bagmtisina gore g-azalmayan donlisim olsun. Eger

asagidaki sartlar saglanirsa

(i) gxo < fx, olacak sekilde x, € X vardir.
(i)  {gx,}, gu € X noktasina yakinsayan X de azalmayan dizisi i¢in, her
n € Nicin gx, < gu ve gu < ggu vardr.

(ili)  gX uzayi O-tamdur.

0 zaman f ve g doniisiimleri X uzayinda gakisik noktaya sahiptir. Ustelik, f ve g

doniistimleri zayif bagdasik ise, 0 zaman bu iki doniisiim ortak sabit noktaya sahiptir.

baslangi¢ noktasi olsun. gx, < fx, ve fx, = gx; oldugu i¢in gx, < gx; olur. f

doniigiimii g azalmayan oldugundan fx, < fx,; dir. Bu sekilde devam edildiginde

g%Xo S fXo = gx1 < fX1 = gXp S S fXn = GXpyq S0

olur. Eger bazi n ler igin fx, = fXx,41 1€ gXn4q1 = fXn = fXn41 olacagindan bu
bize x,,,1 In f ve g doniisiimleri igin bir ¢akisik nokta oldugunu gosterir ve boylece
ispat biter. O halde her n € N igin p(fx,, fXn+1) > 0 oldugunu kabul edelim. Her
n €N igin gx, < gx,,,; oldugundan Teorem 3.4.1. deki gibi {fx,} dizisinin
(f — g dizisi) bir 0-Caucyh dizisi oldugu gosterilebilir. gX uzay1 X uzayinin 0- tam

alt uzay1 oldugundan
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limy, 400 P(f Xy, 2) =limy 100 P(gxn, 2) = p(2,2) = p(gu, gu) =0

olacak sekilde z = gu € gX vardir. Simdi u nun f ve g doniisiimlerinin ¢akigik

noktasi yani fu = gu oldugunu gosterelim

d =p(fu,gu) > 0ise

limy 400 P(G2Xn, gU) = iMoo P(GXn, ) = liMysy 00 P(GU, fx) = 0
oldugundan yeterince biiyiik n ler i¢in

p(gxn, gu) < d,p(gxn, fx,) <d,p(gu, fx,) < d

elde edilir. Lemma 3.4.1 geregi, lim,,_,,, p(gxy, fu) = d olup ve bdylece n =

i¢in
maks{p(gu, fu), p(fxn_1, fu)} » d*

olur. (ii) sartindan her n € N i¢in gx,, < gu olacagindan yeterince biiyiik n ler igin

p(fu, fxn) < maks{p(p(gu, gx,)), Y(p(gu, fu)), Y(p(gxn, f 1))
(pgw, fx)), Y(p(gxn, fu))
= maks{y(p(gu, fu)), Y(p(gxn, fu))}
= p(maks{p(gu, fu), p(fxn-1, fW)})

elde edilir. n - oo i¢in
p(gu, fu) = limy, ;0 p(fxp, fu)

< lim,_, 4o Y(maks{p(gu, fu),p(fxp-1,f2)})
<p(gu, fu)

44



oldugundan bu bir ¢eliski olup gu = fu olur. Buradan u noktasi fveg

doniigiimlerinin ¢akisik noktasidir.

Simdi f ve g doniistimleri zayif bagdasik olmas1 durumunda f ve g doniistimlerinin
z ortak sabit noktasina sahip oldugunu gosterecegiz. fz = fgu = gfu = gz olup
(if) sartindan gu < ggu = gz olur. f donlsimi g-i -swrali quasi biiziilme

oldugundan

p(fz, fu)

< maks{y(p(gz gw)), ¥(p(gz f2)), Y(p(gu, fw)), Y(p(gz fu)), Y(p(gu, f2))}
= (p(fu, f2))

<p(fu fz)

olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda fz = gz = z olup z noktas1 f ve g doniistimleri

i¢in ortak bir sabit noktadir.
Not 3.4.2. ve Teorem 3.4.2. den asagidaki sonug verilebilir.
Sonu¢ 3.4.2. (X,p,<) sirali kismi metrik uzay ve f,g:X —» X, fX c gX olacak

sekilde iki doniistim olsun. f donilisiimi “< “ siralama bagintisina gére g-azalmayan

dontisiimdiir. gy < gx olacak sekildeki her x,y € X icin
p(fx, fy) < Amaks{p(gx, gy), p(gx, fx),p(gy. fy), p(gx, fy), p(gy, fx)}
olacak sekilde 0 < A < 1 var olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa
(i) gxo < fx, olacak sekilde x, € X vardir.
(i)  {gxn}, gu € X noktasina yakinsayan X de azalmayan dizisi i¢in, her

n € Ni¢in gx,, < gu ve gu < ggu vardr.

(i)  gX uzayi O-tamdur.
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0 zaman f ve g doniisiimleri X uzayinda cakisik noktaya sahiptir. Ustelik, f ve g

doniistimleri zayif bagdasik ise, 0 zaman bu iki doniisiim ortak sabit noktaya sahiptir.
Ornek 3.4.2. X = [0,2] kiimesi

_ |x—J’| »x,ye[o,l]
poy) = {maks{x, v} o yIn (1,2] # 0

kismi metrikle donatilmis olsun. Ag¢iktir ki (X, p) uzay1 0-tam kismi metrik uzaydir.

f,g:X — X doniistimleri, her x € X i¢in

2X X €E 0,1

L 2]

gx=%, fx=9 1 Xe 34
2 |

%? xe(1,2]

olarak tanimlasin. f ve g doniisiimleri iki ortak sabit noktaya sahiptir. Bu yiizden f

dontisiimii g- 1 -quasi biiziilme degildir.

(X, p) uzayinda

xsye (x=y)yada (x,y € (1,2] ve x < y)

ile taniml1 sirali bagintisi ile y: [0, +00) — [0, +0)

,t €0,1]
£ € (1,2]

N | e+

Yo =12,

2
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fonksiyonunu g6z Oniine alirsak f doniisimii g-1 -sirali quasi biiziilme ve g

azalmayandir. Teorem 3.4.2. den f ve g doniisiimleri ortak sabit noktaya sahiptir.

Simdi Teorem 3.4.2. ve Sonu¢ 3.4.2. ortak sabit noktanin tekligi i¢in ek bir sart

verecegiz.

Teorem 3.4.3. Teorem 3.4.2. nin tiim sartlar1 saglansin. Ayrica her x,y € gX ve v,
baslangi¢ noktasiyla olusturulan {fv,} dizisi (f-g dizisi ) i¢in x < gvy, y < gv, Ve
lim,,_, p(fVn—1, fv) = 0 olacak sekilde v, € X varsa 0 zaman f ve g doniistimleri

bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. z # w olacak sekilde z, w € X noktalari, f ve g doniisiimlerinin ortak sabit
noktalart olsun. Eger z vew Karsilastirilabilirse hipotezden f donisimi g-y-
biizilme oldugundan z =w dir. Eger z ve w noktalar1 karsilastirilamiyorsa
Z =gz < gvy,w = gw < gv, olacak sekilde bir vy € X vardir. f doniisimii g

azalmayan ve gz < gv, oldugu igin

97 = f2 < fvo = gn,

olur. Bu sekilde devam edilirse her n € N i¢in
9z =fz < fvn = gvn

olur. Buradan her n € N igin

p(fvn, f2) < maks{y(p(gvn, 92)), Y (p(gvn, fv2)), ¥ (p(92z f2))
W(p(gvn, £2)), ¥(p(gz, fv))}
= maks{z/;(p(fvn_l, fZ)), l/J(p(fUn_p fvn))f l/)(p(fZ, fvn))}

olur. Eger

maks{y (p(fvn-1, £2)), Y(0 Frn-1, fvu)) ¥ (P(f2 frn))} = W(p(f2 frn))
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olursa

p(fz frn) < Y(p(fz, frn))
<p(fz fvy)

olur ki bu bir ¢eliskidir. Teoremin hipotezinden lim,_ . p(fvn_1, fvn) =0 Ve

yeterince biiylik n ler i¢in

p(fvn, f2) < Y(p(fvn-1,f2)) (3.25)

elde edilir. (3.25.) den ve her t > 0 i¢in ¥(t) < t oldugundan {p(fv,, fz)} azalan
dizi ve altan sinirli oldugundan, lim,_ . p(fv,,z) =7r =0 dir. Eger r > 0ise

(3.25.) te n = 400 igin

r <im0 W(P(fOns, f2) <T

olur ki bu bir ¢eligkidir. Yani r = 0 dur.

Benzer sekilde p(fw, fv,) — 0 elde edilebilir. Bu yiizden n — o igin

0 <pWw,2z) =p(fw,fz) < p(fw, fry) + p(fvn f2) = 0

olur ki bu da bir ¢eligkidir. Bu nedenle f ve g doniisiimleri bir tek ortak sabit
noktaya sahiptir.

Sonug¢ 3.4.3. Sonug 3.4.2. . nin tiim sartlar1 saglansin. Ayrica her x,y € gX ve v,
baslangic noktasiyla olusturulan {fv,} dizisi (f-g dizisi ) i¢cin x < gvy, y < gv, Ve
lim,,_, p(fVn_1, fv) = 0 olacak sekilde v, € X varsa 0 zaman f ve g doniistimleri

bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
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Not 3.4.2. Teorem 3.4.1., Teorem 3.4.2. ve Teorem 3.4.3. den

() p(fx fy) < maks{p(p(gx, g)), ¥ (p(gx. f2),¥(p(gy, f¥))}
(i) p(fx.fy) <
malkes { (p(gx, 9)), ¥ (p(gx, £20), W(p(gy, ), (FLLLELOID))

sartlarindan birini saglayan f, g: X — X doniisiimleri i¢in ortak sabit nokta sonuglari

elde edilir.
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4.TARTISMA VE SONUC

Bu calismada Ljbomir Ciri¢ tarafindan verilen quasi biiziilmeler ve bunun kismi
metrik uzaya genislemesi olan Francesco Vetro ve Stojan Radenovic tarafindan
Applied Math. And Computation dergisi 219(2012), sayfa 1594-1600" da yayinlanan
“Nonlinear 1-quasi contractions of Ciri¢-type in Partial metric spaces” adli makalesi

incelenmistir.
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