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OZET

METRIK UZAYDA KUME DEGERLI DONUSUMLER ICIN SABIT NOKTA

TEOREMLERI
MINAK, Giilhan

Kirikkale Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Ishak ALTUN
Eyliil 2013, 101 sayfa

Bu tez caligmasinda, temel olarak tam metrik uzaylarda kiime degerli
doniisiimler icin bazi sabit nokta teoremleri incelenmistir. Ilk olarak, tez boyunca
kullanilacak metrik uzay ile ilgili temel tanimlar ve teoremler verilmistir. Sonra, tam
metrik uzaylarda kiime degerli doniisiimler i¢in 6nemli sabit nokta teoremlerinden
Nadler, Reich ve Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremleri detayli bir sekilde
incelenmistir. Daha sonra, tezin asil kisminda dort ana teorem verilmistir. Bunlar
kiime degerli F-biiziilmeler i¢in sabit nokta teoremi, kiime degerli genellestirilmis F-
biiziilmeler i¢in sabit nokta teoremi, kiime degerli a-gegcisli (a,-gegisli) dontistimler
icin sabit nokta teoremi ve son olarak kiime degerli hemen hemen a-gecisli (.-
gecisli) doniisiimler igin sabit nokta teoremleridir. Burada literatiirde ilk defa
tanimlanan Kiime Degerli Pseudo Picard Operator kavrami kullanilmistir. Elde
edilen sonuglar, literatiirde daha oOnce verilen sabit nokta sonuglarmin birer 6z

genellestirmesi oldugunu gosteren 6rneklerle desteklenmistir.

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Kiime Degerli Dontisiim, a-Gegisli Dontisiim,
a.-Gegisli Doniistim, Zayif Picard Operator, Pseudo Picard

Operator, F-Biiziilmeler



ABSTRACT

FIXED POINT THEOREMS FOR MULTIVALUED MAPPINGS ON METRIC
SPACE
MINAK, Giilhan
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. ishak ALTUN
September 2013, 101 pages

In this thesis, some fixed theorems for setvalued mappings in complete metric
spaces are mainly examined. Firstly, fundamental concepts of metric spaces and
some well-konown theorems are given which will be used throughout thesis. Also,
Nadler, Reich and Mizoguchi-Takahashi fixed point theorems which are some of
important theorems for setvalued mappings in complete metric spaces are deeply
examined. In main section of thesis four main theorems are presented. These are
fixed point theorem for setvalued F-contractions, fixed point theorem for setvalued
generalized F-contractions, fixed point theorem for setvalued a-admissible mappings
and fixed point theorem for setvalued almost a-admissible mappings. The concept of
setvalued Pseudo Picard Operator defininig as first time in literature is used. Being a
generalization of fixed point theorems in literature of the results obtaining in this

thesis is showed with examples.

Key Words: Fixed Point, Multivalued Map, a-Admissible Map, a,-Admissible Map,
Weakly Picard Operator, Pseudo Picard Operator, F-Contraction.
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1. GIRiS

X bos olmayan bir kiime ve 7' : X — X bir doniigiim olsun. Eger x = Tx
olacak gekilde x € X varsa o zaman x noktasina 7" nin sabit noktasi denir. Yani T’
doniisiimii altinda degismeyen bir noktaya 7' nin bir sabit noktas: denir. Ornegin
X = R olmak tizere Tz = 22 doniisimiiniin x = 0 noktasi bir sabit noktasi olmasina
ragmen Tr = x + 2 geklinde tanimlanan doniistimiin X de hig bir sabit noktasi
yoktur. O halde bir doniigiimiin sabit noktasinin varligi, o déniigiimiin tanimina
bagli oldugu gibi tanimlandigi kiimenin yapisina da baghdir. Bu nedenle sabit nokta
teori ¢alismalar: bir doniigiimiin sabit noktasinin hangi kosullar altinda var oldugu,

varsa tek olup olmadigi, tek ise nasil bulunabilecegi sorularina cevap aramaktadir.

Sabit nokta teorisi matematigi bir cok dal ile iligkilidir. Ornegin, nonli-
neer fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operator teori ve genel topoloji bun-
lardan baghcalaridir. Tarihsel olarak sabit nokta teori caligmalari iki ana yonde
gelismektedir. Bunlardan birincisi, tam metrik uzay {izerinde biiziilme ve biiziilme
tip doniisiimler icin sabit nokta teoridir. Ikincisi ise normlu uzaylarin kompakt ve
konveks alt kiimeleri iizerinde tanmimh siirekli operatorler icin sabit nokta teoridir.
Normlu uzaylarda sabit nokta teori 1910 yilinda Brouwer ile baglamistir. Brouwer
R™ nin kapali birim yuvarindan kendisine taniml siirekli her doniigiimiin bir sabit
noktasinin var oldugunu gostermistir. Bunun reel eksende 6zel bir durumu su sek-
ildedir: 7" : [0,1] — [0, 1] stirekli bir doniigiim ise 7" nin bir sabit noktas1 vardir.
Brouwer’in bu teoreminin sonsuz boyutlu uzaylara genisletilmesi diigiiniilmiis fakat
Kakutani bu teoremin sonsuz boyutlu uzaylarda gecerli olmadigini gosteren asagi-
daki ornegi vermistir:

(I2, ||lly) Hilbert uzaymi ve bunun C' = {z = {z,} € ly: ||z]|, < 1} kapal

birim yuvarim goz oniine alahm. 7" : €' — C' doniigiimii

Tx = {\/ 1— Hang,xl,xg, ey Ty, }

1



olarak tanimlansin. Bu durumda her x = {x,,} € [y i¢in

2 2 2
ITall, = /1= )2+ ol + foaf® + o+ 2 + .

2 2
— 1= ]l + )2

=1

olur. Ayrica T doniisiimii siireklidir. Simdi 7" nin sabit noktasinin var oldugunu

kabul edelim ve bu nokta zo = {z{”} olsun. O halde, llzoll, = || Tzol], = 1 olur.

Fakat,
Txy = {\/1—H:U()Hg,:c(()l),xéz),...,xén),...}
{O,xél),xé2),...,xé"),...}
= z,

— {al o, )

oldugundan xél) =0, x(()Q) =0,..., xén) =0 veya 29 = {0,0,...,0,...} bulunur. Bu ise
|zo||, = 1 olmasi ile celigir.

Ancak yine de Brouwer sabit nokta teoremi baz ek sartlarla birlikte 1930
yilinda Schauder tarafindan sonsuz boyutlu uzaylara agagidaki sekilde genigletilmigtir:
X bir Banach uzay1, C; X uzaymin kompakt, konveks bir alt kiimesi ve T': C' — C'
siirekli bir déniigiim olsun. Bu durumda, T doniisiimii C' de en az bir sabit noktaya
sahiptir.

Diger taraftan, tam metrik uzaylarda sabit nokta teori ¢caligmalar: 1922 yilinda
Banach ile baglamigtir. Banach literatiirde biiziilme doéniigiimii prensibi olarak da
adlandirilan gu teoremi ifade ve ispat etmigtir: (X,d) bir tam metrik uzay ve

T : X — X bir biiziilme doniigiimii olsun.Yani her x,y € X icin
d(Tx, Ty) < kd(z,y)

olacak sekilde bir £ € [0, 1) var olsun. O zaman 7" doniistimiiniin X de bir tek sabit
noktas vardir. Ustelik X deki herhangi bir baglangic noktasindan elde edilen Picard
iterasyonu 7" nin sabit noktasina yakinsar. Biiziilme doniigiim prensibi, matematikte
¢ok 6nemli problemlerin ¢oziimiiniin varligr ve tekligi icin iyi bir aractir. Bu one-
mimden dolay1 bu prensip ¢cogu aragtirmacilar tarafindan genisletilmis ve genellestir-

ilmigtir.



Ote yandan, 1969 da Nadler, Hausdorff metrigini kullanarak, kiime degerli
biiziilme kavramini verip, biiziilme doniigiim prensibinin kiime degerli versiyonunu
ispatlamigtir.

(X, d) bir metrik uzay olmak tizere P(X), X in bos olmayan tiim alt kiimelerinin
smifiny, B(X), X in bog olmayan tiim smirh alt kiimelerinin simfini, C(X'), X in bos
olmayan tiim kapali alt kiimelerinin sinifin1 ve CB(X) de X in bos olmayan tiim ka-
pali ve simirli alt kiimelerinin simifini gostersin. 7' : X — P(X) doniigiimii i¢in, eger
x € Tx olacak gekilde bir z € X varsa bu noktaya 7T kiime degerli doniigiimiiniin
bir sabit noktasi denir. Ornegin, X = [0, 1] olmak iizere To = [z*, 2?] seklinde
tanimlansin. O zaman x; = 0 ve x5 = 1 bu doniisiimiin sabit noktalaridir.

(X,d) bir metrik uzay, A C X ve v € X olsun. z noktasmmin A kiimesine
olan uzaklig

D(z,A) =inf{d(z,y) : y € A}

ile tammlanir. A, B € P(X) igin
(A, B) =sup{D(z,B) : x € A}

ve

H(A, B) = max {5(A, B),6(B, A)}

seklinde tamimlansin. A, B € B(X) ise hem 0(A, B) ve hem de H(A, B) birer reel
sayidir. Ayrica iyi tanimli olmalari nedeni ile § ve H, B(X)xB(X) tizerinde birer reel
degerli fonksiyondurlar. Yine H, CB(X) iizerinde bir metriktir. Bunun bir metrik
oldugu ileriki boliimlerde gosterilecektir. Bu metrige Hausdorff metrigi denir.
(X, d) bir metrik uzay ve T': X — CB(X) kiime degerli doniisiim olsun. Eger
her z,y € X igin
H(Tz,Ty) < kd(z,y)

olacak gekilde bir k£ € [0,1) sabiti varsa T" ye kiime degerli biiziilme doniigiimii ad
verilir. Nadler, tam metrik uzayda tanimh her kiime degerli biiziilme doniigiimiiniin
bir sabit noktasinin var oldugunu ispatlamigtir.

Nadler’in bu teoreminden sonra gelismeye baslayan kiime degerli doniigtimler

icin sabit nokta teori de tek degerli doniisiimler i¢in verilen sabit nokta teoremlerine
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paralel sekilde diferensiyel ve integral igermelerin ¢oziimlerinin varhiginda kullanil-

maktadir.

1.1 Kaynak Ozetleri

Metrik uzay ve topolojik uzaylar ile ilgili temel kavramlar i¢in Kogak'in
"Genel Topolojiye Girig ve Coziimlii Aligtirmalar", Mucuk’un "Topoloji ve Kate-
gori" ile Soykanin "Metrik Uzaylar ve Topolojisi" adh kitaplar1 kullanilmigtir[1, 2, 3]
. Kiime degerli déniigiimler i¢in baz tamimlar ve kavramlar i¢in Agarwal, O’Regan
ve Sahu'nun "Fixed Point Theory for Lipschitzian-type Mappings with Applica-
tions" adh kitab1 temel alinmisgtir[4] . Daha sonra tezin asil amaci olugturan
Nadler sabit nokta teoremi i¢gin Nadler’in "Multivalued contraction mappings" adl
makalesi, Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremi i¢in Mizoguchi ve Takahashi’nin
"Fixed point theorems for multivalued mappings on complete metric spaces" adl
makalesi, a-gecisli dontistimlerle ilgili sabit nokta teoremleri i¢in Samet, Vetro ve
Vetro’nun "Fixed point theorems for a-y-contractive type mappings" adli makalesi,
kiime degerli a-gegisli ve a,-gecisli doniistimlerle ilgili sabit nokta teoremleri igin
Asl, Rezapour ve Shahzad’in "On fixed points of a-i-contractive multifunctions"
adli makalesi, F-biiziilmeler i¢cin Wardowski’'nin "Fixed points of a new type of con-
tractive mappings in complete metric spaces" adli makalesi incelenmistir[s, 6, 7, 8, 9] .
Ayrica, Nadler sabit nokta teoreminin genellestirmeleri igin Reich’in "Some remarks
concerning contraction mappings" ile "Some problems and results in fixed point the-
ory" adli makaleleri, Mizoguchi-Takahashi fonksiyonunun 6zellikleri i¢cin Du'nun "On
coincidence point and fixed point theorems for nonlinear multivalued maps", "Cou-
pled fixed point theorems for nonlinear contractions satisfied Mizoguchi-Takahashi’s
condition in quasiordered metric spaces" ve "Some new results and generalizations
in metric fixed point theory" adli makaleleri, Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teo-
reminin ¢ok bir basit ispat1 i¢in Suzuki’nin "Mizoguchi-Takahashi’s fixed point theo-
rem is a real generalization of Nadler’s" adli makalesi, (c)-kiyaslama fonksiyonunun
ozellikleri i¢gin Berinde'nin "Iterative Approximation of Fixed Points" adh kitab in-
celenmigtir|io, 11, 12, 13, 14, 15, 16] . a-gegisli ve a,-ge¢isli doniigiimlerle ilgili sabit nokta

teoremlerinin genellestirmeleri icin Mohammedi, Rezapour ve Shahzad’in "Some re-
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sults on fixed points of a—w—Cirié generalized multifunctions" adli makalesi incelen-
mistir[17] . Kiime degerli zayif Picard (MWP) operatoriin tanimi ve bu operatorler
i¢in sabit nokta teoremleri Rus’un "Basic problems of the metric fixed point theory
revisited (II)", M. Berinde ve V. Berinde’nin "On a general class of multivalued
weakly Picard mappings" adli makalelerinden ve Minak ve Altun’un "Mizoguchi-
Takahashi type fixed point theorem" adli ¢aligmasindan yararlanilmigtir[is, 19, 20] .
Kiime degerli Pseudo Picard (MPP) operatériin tanimi ve bu operatorlerle ilgili sabit
nokta teoremleri icin Minak, Acar ve Altun’un "Multivalued Pseudo Picard Opera-
tors and Fixed Point Results" adli makalesinden yararlanilmigtir[21] . F-biiziilmeler
icin sabit nokta teoreminin genellestirmeleri i¢in Altun, Minak ve Dag’in "Multival-
ued F-Contractions On Complete Metric Space" adli ¢alismasi ve Acar, Durmaz ve
Minak’in "Generalized multivalued F-contractions on complete metric spaces" calis-
masi incelenmigtir|22, 23] . Son olarak elde edilen sonuglarin sirali metrik uzaylara
uygulanmasinda Feng ve Liu'nun "Fixed point theorems for multi-valued increasing

operators in partially ordered spaces" adli makalesinden yararlanilmigtir|24] .

1.2 Calismanin Amaci

Samet, Vetro ve Vetro, 2012 yilinda sabit nokta teorisinin en énemli teo-
remlerinden biri olan Banach biiziilme prensibinin bir genellestirmesini agagidaki
sekilde vermiglerdir: "(X,d) tam bir metrik uzay, T : X — X bir a-gecigli, v € ¥

ve a: X X X — [0,00) bir fonksiyon olsun. Her z,y € X i¢in

a(z, y)d(Tz, Ty) < P(d((z,y))

esitsizligi var olsun. Eger, a(zg, Txo) > 1 olacak sekilde bir zg € X var ve T siirekli
ise o zaman T bir sabit noktaya sahiptir."

Diger yandan, biiziilme doniistim prensibinin bir bagka genellestirmesini de
Wardowski, 2012 yilinda bir ¢aligmasinda agagidaki sekilde vermistir: "(X,d) tam
bir metrik uzay, 7 : X — X bir doniisiim ve ' € F olsun. d(Tx,Ty) > 0 olacak
sekildeki her z,y € X igin

T+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,y)) (1.1)
5



olacak sekilde bir 7 > 0 var olsun. O zaman T nin tek bir sabit z noktasi vardir.
Ustelik her zg € X igin {T™x¢} dizisi T nin bu sabit z noktasina yakinsar."

Daha sonra bu teoremler pek ¢ok yazar tarafindan genellestirilmis, uygula-
malar1 yapilmis, farkli uzaylarda ispatlar: verilmistir. Bu tez ¢alismasinda bu ¢alis-
malar:1 detayli bir sekilde irdeleyerek bunlarim kiime degerli versiyonlarini gz oniine

alip yeni sabit nokta sonuclarinin elde edilmesi amaclanmigtir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Bazi Temel Metrik ve Topolojik Kavramlar

Bu kisimda tez boyunca sikca kullanacagimiz, metrik uzay, metrik uzayda acik
ve kapali yuvar, topolojik uzay ve metrik uzayin topolojisi, temel topolojik kavram-

lar, metrik uzayda yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamlik kavramlarini hatirlatacagiz.

Tanim 2.1 X bos olmayan bir kiime olmak tizere asagidaki sartlar, saglayan d :

X x X — R* fonksiyonuna bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir.
a) d(z,y) =0 ancak ve ancak © =y,
b) herz,y,z € X i¢in d(z,y) = d(y, z),
c) herz,y,z € X i¢ind(x,y) <d(z,z)+d(z,vy).
Tanim 2.2 (X, d) herhangi bir metrik uzay, ro € X ve r > 0 bir reel sayr olsun.
B(zg,r) ={z € X : d(xg,x) < r}
kiimesine xog merkezli v yaricaph agik yuvar,
D(zg,r) ={x € X : d(xg,z) <1}
kiimesine xoq merkezli v yaricapl kapalr yuvar,
S(xzg, 1) ={x € X : d(xg,x) =1}
kiimesine xo merkezli v yaricapl yuvar ylizeyi denir.

Tanim 2.3 (X, d) bir metrik uzay ve U, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger her x € U i¢in B(xz,r) C U olacak sekilde bir r > 0 sayist varsa U kiimesine
acgik kiime denir. Eger U¢ = X\U kiimesi a¢ik ise o zaman U kiimesine kapali kiime

denir.

Onerme 2.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur.
7



a) (X,d) uzayindaki her ag¢ik yuwvar agik bir kiimedir.

b) (X,d) uzayindaki her kapali yuvar kapale bir kiimedir.

Tamim 2.4 X bos olmayan bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin bir sinafi olsun.
Eger m sitnifo, asaqudaki sartlar: saglhyorsa o zaman 7 simifina X dizerinde bir topoloji

ve (X, 1) ikilisine de bir topolojik uzay denir.
a) 0.Xer,
b) 7 ya ait sonlu sayidaki elemanlarn arakesiti T ya ait,

c) 7 ya ait keyfi sayrdaki elemanlarin birlesimi T ya aittir.

Tanim 2.5 (X, 7) bir topolojik uzay ve 5 C T olsun. Eger T nun her elemani 3

nin bazr elemanlarimin birlesimi olarak yazilabiliyorsa 5 ya T topoloji i¢in bir taban

(baz) denir.

Tanim 2.6 Bir (X, 1) topolojik uzayinda T nun elemanlarina agik kiimeler denir.
A C X dgin A° = X\ A kiimesi agik ise A kiimesine kapali kiime denir. A kiimesini
kapsayan tim kapal kiimelerin arakesitine A nan kapanisy denir ve A ile gosterilir.
A kiimesinin kapsadign tiim ac¢ik kiimelerin birlesimide ise A kiimesinin i¢i denir ve
A° ile gosterilir. Birxz € X noktasini iceren her G agik kiimesi igin (G\ {x})NA # ()
1se v € X noktasina A man bir yrgilma noktasy denir. A nan tim yigilma noktalarinin

kiimesi A’ ile gosterilir.

Tanim 2.7 (X,7) bir topolojik uzay, {r,} € X bir dizi ve v € X olsun. Eger
x € G olacak gekildeki her G agik kiimesi i¢in, n > ng oldugunda x, € G olacak
sekilde bir ng € N wvarsa {z,} dizisi v € X noktasina yakinsar denir ve bu durum

lim,, .o , = x yada kisaca x, — x seklinde gosterilir.

Tamim 2.8 (X, 7) ve (Y, 0) topolojik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon ve v € X
olsun. Eger f(x) € V olacak sekildeki her V € o i¢in x € U ve f(U) C V olacak
gekilde bir U € T varsa f fonksiyonuna x € X noktasinda siireklidir denir. Eger f

fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f ye bir siirekli fonksiyon denir.

8



Tanim 2.9 (X, 71) ve (Y, 72) ki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon ol-
sun. (X, 71) uzayinda x noktasina yakinsayan her {x,} dizisi ic¢in (Y, T9) uza-
yinda { f(x,)} dizisi f(x) noktasina yakinswyorsa f fonksiyonuna x noktasinda dizisel
stireklidir denir. f fonksiyonu X wzayimin her noktasinda dizisel stirekli ise f ye X

de dizisel stireklidir veya kisaca dizisel strekli denir.

Uyar1 2.1 Her siirekli fonksiyon dizisel streklidir, fakat genelde tersi dogru degildir.

Ancak, metrik uzaylarda stireklilik ve dizisel streklilik kavramlary birbirine denktir.
Tanim 2.10 (X,d) bir metrik uzay, x € X ve A, B C X olsun. Bu durumda
D(A, B) =inf{d(a,b) :a € A,b € B}
degerine A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik,
D(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}
degerine x noktasinin A kiimesine uzakhge,
d(A) =sup{d(a,b) :a € A,be B}

degerine A kiimesinin ¢apr denir. Eger d(A) < oo ise A kiimesine sinarl kiime,

d(A) = oo ise A kiimesine simarsiz kiime denir.

Tanim 2.11 (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda
74 ={U C X : U kimesi (X,d) uzaynda acik}

stmafe X dizerinde bir topolojidir. Bu X tzerindek: T4 topolojisine metrik topolojisi
veya d metriginin trettigi topoloji denir. (X, 74) ikilisine de metrik topolojik uzay

denir.

Tanim 2.12 (X, d) bir metrik uzay, {x,}, terimleri X de olan bir dizi olsun. Eger,
her € > 0 i¢in bir ng € N sayisy, n > ng ozelligindeki her n € N i¢in x,, € B(x,¢)
olacak sekilde varsa {x,} dizisine x € X noktasina yakinswyor denir. Bu durum
T, — x veya lim, . x, = x ile gosterilir. x noktasina {x,} dizisinin limiti ads

verilir.



Teorem 2.1 Metrik uzayda yakinsak her dizinin limiti tektir.

Tanim 2.13 (X,d) bir metrik uzay, {x,}, X de bir dizi olsun. ny < ng., olmak

tizere {x,, } dizisine {x,} dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 2.2 (X, d) bir metrik uzay olsun. {x,} dizisi yakinsak ise o zaman her

{zn, } alt dizisi de yakinsaktur ve ayni noktaya yakinsar.

Tanim 2.14 (X, d) bir metrik uzay, {x,}, X de bir dizi olsun. Eger her e > 0 i¢in
bir ng € N sayise, m > n > ng ozelligindeki her m,n € N i¢in d(z,,x,) < € olacak
sekilde varsa {x,} dizine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X, d) metrik uzayimndaki her
Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise o zaman bu uzaya tam metrik

uzay denir.

Teorem 2.3 Bir (X,d) metrik uzayinda yakinsak her {x,} dizisi bir Cauchy dizi-

sidir. Ayrica her Cauchy dizisi sinwrlidar.

Onerme 2.2 (X, d) bir metrik uzay, {x,}, X de bir dizi ve 320 | d(vp, Tpi1) < 00

olsun. Bu durumda {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir.
Ispat. Her m,n € N ve m > n icin
d<xm xm) S d<xm xn-{-l) +eF d<xm—1a xm)

m—1
- Z d(zi, Tit1)

o0
< E d(zi, Tit1)
i=n
olur. >~ d(x;, z;+1) verilen serinin kalan terimi oldugundan n — oo igin

lim d(x,,z,) =0

n—o0

elde edilir ki bu {z,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. m

Tanim 2.15 (X, d) ve (Y,e) metrik uzaylar, f : (X,d) — (Y,e) bir fonksiyon ve
xo € X olsun. Eger her e > 0 i¢in f(B(xo,0)) C B(f(x0),¢) olacak sekilde bir § > 0
varsa, diger bir deyisle her ¢ > 0 i¢in d(zo,x) < 6 oldugunda e(f(xo), f(x)) < €
olacak gekilde bir 6 > 0 sayist varsa [ fonksiyonu xg noktasinda sireklidir. Eger f

fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise [ ye bir siirekli fonksiyon denir.
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Tanim 2.16 (X, d) bir metrik uzay, © € X ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Eger,

her e > 0 i¢in
(B(z,e)\{z})NA#D

oluyorsa x € X noktasina A nmin bir ypqulma noktasidr denir. A man tim ypgilma
noktalarimin kiimesi A’ ile gosterilir. AU A’ kiimesine A mun kapanise denir ve A ile

gosterilir.

Onerme 2.3 (X, d) metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi ve x, A nan bir ygilma
noktasi olsun. O zaman her bir B(x,¢) ag¢ik yuvart A man sonsuz sayida elemanini

icerir.

Teorem 2.4 (X,d) metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. O zaman bir
x noktast A man bir pgilma noktasidir ancak ve ancak x, — x olacak sekilde A

kiimesinden x den farkl xq,x9, 3, ,x,, -+ elemanlariny segmek mimkindiir.

Teorem 2.5 (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. © € A dur

ancak ve ancak x, — x olacak sekilde A iginde bir {x,} dizisi vardar.

Uyar1 2.2 (X, 1) topolojik uzaynda v € A iken x, — = olacak sekilde A icinde bir

{x,} dizisi bulunmayabilir. Ornegin,

7={U CR:R\U sayabilir} U {0}

olmak tzere (R, 7T) sayilabilir tiimleyenler uzayimi goz éniine alalvm. 2 € (0,1) ol-

masina ragmen (0,1) de 2 noktasina yakinsayan hi¢bir dizi yoktur.

Sonug 2.1 (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. O zaman A kapalidir ancak ve

ancak A daki yakinsak her dizinin limiti A dadar.

Teorem 2.6 (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. © € A dir

ancak ve ancak her e > 0 igin B(x,e) N A #£ 0 dor.

Teorem 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt kimesi olsun. O zaman

x € A dir ancak ve ancak D(z, A) = 0 dr.
11



Ispat. Ilk olarak z € A olsun. Bu durumda Teorem 2.6 geregince her ¢ > 0 icin
B(z,e)N A # 0 olur. Buna gore her e > 0 i¢in d(z, z.) < ¢ olacak sekilde bir z. € A
vardir. Bu nedenle

D(z,A) = inf{d(z,y) :y € A} =0

olmak zorundadir. Ciinkii eger inf {d(x,y):y € A} = 8 > 0 olsayd1 o zaman her
y € Aigin d(x,y) > > 0 ve buradan B(z,3) N A = () olurdu ki bu bir ¢eligkidir.
Tersine D(z, A) = inf{d(z,y) : y € A} = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
her € > 0 igin d(z,z.) < € olacak sekilde bir x. € A vardir. Boylece her ¢ > 0 i¢in

B(z,¢) N A # () olur. Buna gore Teorem 2.6 geregince z € A bulunur. m

Sonug 2.2 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in kapalr bir alt kiimesi olsun. D(x, A) =

0 dir ancak ve ancak v € A dir.

Tamim 2.17 Bir (X, 7) topolojik uzayinda agik kiimelerin bir ailesi {G; :i € 1}
olsun. Eger A C X i¢in
AclJa

el

oluyorsa {G; : i € I} ailesine A kiimesinin bir a¢ik ortiisi denir. Eger, agik ortinin
n
Acl]a,
k=1

olacak bigimde bir {G;, : k=1,2,--- ,n} alt ailesi var ise, bu aileye A kiimesinin

sonlu bir alt ortisi denir.

Tanim 2.18 (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A kiimesinin her a¢ik
ortistiniin sonlu bir alt ortisi varsa A kiimesine kompakt kiime denir. Eger, X

kompakt bir kiime ise (X, T) topolojik uzayina kompakt topolojik uzay denir.

Teorem 2.8 Bir (X, 1) kompakt topolojik uzayimin kapaly her alt kimesi de kom-
paktar.

Tamim 2.19 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in farkly her nokta ¢iftini iceren

ayrik agik kiimeler varsa (X, 1) topolojik uzayina Hausdorff uzay denir.

Teorem 2.9 Bir (X, 7) Hausdorff uzayimin kompakt her alt kiimesi kapalidar.
12



Teorem 2.10 (X, 7) bir topolojik uzay, A, X in bos olmayan bir kompakt alt kiimesi
olsun. Eger f: A — R siirekli ise f(a) = sup f(A) ve f(b) = inf f(A) olacak sekilde

a,b € A vardr.

Teorem 2.11 Bir (X, d) metrik uzayr kompakttir ancak ve ancak bu uzayda her

dizinin yakinsak bir alt dizist varder.

Teorem 2.12 (X, d) metrik uzay ve A ile B, X in bog olmayan alt kiimeleri olsun.

Eger A kompakt ise D(A, B) = D(p, B) olacak sekilde bir p € A noktasi vardar.

Ispat. A iizerinde f(z) = D(x, B) = inf {d(z,y) : y € B} ile tamml reel degerli
siirekli fonksiyonunu gézoniine alalim. A kompakt oldugundan f fonksiyonu A iiz-
erinde bir minimuma sahiptir, yani f(p) = inf,c4 f(z) olacak gekilde bir p € A

vardir ve bu nedenle

D(A, B) = inf D(z, B) = inf f(z) = f(p) = D(p, B)

€A T€EA

olur. Bir bagka ifade ile D(A, B) = D(p, B) olacak sekilde bir p € A noktasi vardir.

Sonug 2.3 (X, d) bir metrik uzay, v € X ve A, X in kompakt bir alt kiimesi olsun.
O zaman d(x,a) = D(x, A) olacak sekilde bir a € A vardar.

Tanim 2.20 X bos olmayan bir kiime olsun. X tzerinde asagidaki ozelliklere sahip
bir 5 bagintisina kismi siralama bagintisy ve (X, ) ikilisine de kismi siraly kiime

denir.

a) [ yansymaldir, yani her x € X igin zfz dir.
b) [ ters simetriktir, yani her z,y € X i¢in xSy ve yfx ise x =y dir.
c) [ gegislidir, yani her x,y,z € X i¢in xSy ve yfz ise xfBz dir.

Bir kismi siralama bagintisini gostermek icin 5 simgesi yerine < gosterimini
kullanacagiz. Boylece xf8y yerine x < y yazip bunu "x, y den 6nce gelir" yada "x

kiiciik esit y" biciminde okuyacagiz.
13



2.2. Kiime Degerli Doniisiimler ve Hausdorff Metrigi

Bu kisimda kiime degerli doniigiim, kiime degerli doniisiimiin sabit noktasi,
iistten ve alttan yari siireklilik kavramlar: kisaca ele alinacaktir. Ayrica Hausdorff

metrigi ve baz1 ozellikleri incelenecektir.

Tanim 2.21 X wve Y bog olmayan ki kiime olsun. T'C X x Y ise T ye X den
Y ye bir kiime degerli (¢ogul degerli) dondigim denir. T : X — P(Y') ile gosterilir.
Burada P(Y), Y nin bog olmayan tim alt kiimelerinin sinafidir. T : X — P(Y)

kiime degerli dontigimiiniin tersi
(r,y) €T & (y,x) €T
seklinde tanimlanar.

T, X den Y ye bir kiime degerli doniisiim ve x € X olsun. 7" nin x noktasin-

daki goriintiisii

Tr={yeY:(x,y) €T}

kiimesidir. Yine A C X igin

T(A)=|] Tz

T€EA

kiimesi A nin T kiime degerli doniisiim altindaki goriintiisiidiir. Ayrica,

UTx:{yEY:T_l(y)ﬂA#@}
€A
dir. Gergekten,
uweT(A)= )Tz

z€A

dre Aiginu € Tx

dr € Aigin (z,u) € T
Jo € Aigin 2 € T (u)
T u)NA#D

ue{yeY T (y)NnA#0}

(A

bulunur. B C Y icin

T (B)=JT W)

14



kiimesine B nin 7! altindaki goriintiisii (veya T’ altindaki ters goriintiisii) denir.

Benzer sekilde

UT 'y ={zreX:TenB#0}
yeB
oldugu gosterilebilir.
Tanim 2.22 T : X — P(X) dondgimi i¢in xo € Txy olacak sekilde xo € X varsa

bu noktaya T nin sabit noktasr denir. T dontisiimiiniin sabit noktalarimin kiimesi

F(T) ile gosterilir. Yani

FT)={re X :zeTz}

dor.
Ornek 2.1 X = [0,1] olmak iizere T : X — P(X) déndigiimii
{1} , 0<z<g
Tx=< [0,1] , T = %
0,1—-2] , t<z<1

1

5, 1" min bir sabit noktasidar.

oldugu gériilebilir. Burada 1 € T = [0,1] oldugundan

Tamim 2.23 X ve Y iki topolojik uzay ve T : X — P(Y') bir kiime degerli doniigim
olsun. Eger'Y deki her kapaly kiimenin ters gorintisi X de kapalr oluyorsa, T ye
tsten yary stirekli, Y deki her a¢ik kiimenin ters gorintiisi X de agik ise T ye alttan
yary stirekly dontigiim denir. Eger bir kiime degerli dontigiim hem alttan hem de

tstten yary stireklt ise bu dontisiime streklidir denir.

Ornek 2.2 7 :[0,1] — P([0,1])

{3}, 0<z<}
EERNERIINEEY
|3} b<osd




seklinde tanimlansin. O zaman T dondisimi dstten yary streklidir ancak alttan
yary strekli degildir. Clinki V = (}1, %) agik kiimesi i¢in T—1 (V) = {%} olup a¢ik

degildir. Burada dikkat edelim ki her kapali kiimenin ters goriintisi de kapalidar.
Ornek 2.3 T :R — P(R) doniisiimii
{0y , =z#0
Ty =
-1,1] , =0
seklinde tamimlansin. O zaman T déniigimai tstten yare stireklidir ancak alttan yar:
stireklt degildir. K kapalr kiimest i¢in

(

R , 0ekK

TYK)=% {0} , 0¢ Kve KN[-1,1] £0

\ 0 , KNn[-1,1]=0

oldugundan T dontistimi tstten yar sureklidir. Ancak U = (%, 2) acign icin T (U) =
{0} olup agik degildir. O halde T déondisimi alttan yary sirekli degildir.

Ornek 2.4 T :R — P(R) doniisiimii

{0} , ©=0
seklinde tamimlansin. O zaman T dénitigimi alttan yar sireklidir ancak distten yar:
strekli degildir. Bu déniigimde bir agik kiimenin ters goriuntisi ya R\ {0} ya R
yada O dur. Dolapswyla T doniisiimii alttan yar siireklidir. Ancak, K = [%,2}
kapaly kiimesi i¢in T~ (K) = R\ {0} olup kapalr degildir. O halde T doniisiimii

tstten yary sirekli degildur.

(X, d) bir metrik uzay ve K(X), X in bos olmayan tiim kompakt alt kiimelerin
smifi olsun. O zaman K(X) C CB(X) C C(X) ve £(X) C CB(X) C B(X) oldugu
agiktir. A, B € P(X) igin

d(A, B) =sup{D(x, B)} = sup inf d(z,y)

z€A reAYEB
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ve

H(A,B) = max{6(A,B),8(B,A)}

= max {Sup inf d(z,y),sup infl d(z, y)}

reAYEB zeBYE

seklinde tanimlansin.

Ornek 2.5 X = R kiimesi alisilmas metrik ile géz oniine alinsin. A = [1,2] ve

B =[4,00) kiimeleri igin
(A, B) =3, §(B,A) =0
oldugundan
H(A,B) =max{0(A, B),d(B,A)} =

bulunur. 6 nin simetrik olmadige buradan gorilebilir.  Yani genelde §(A, B) #
(B, A) dur. Ayrica, 6 ve H i P(X) x P(X) dzerinde tanimle reel degerli fonksiy-

onlar olmadigr da gorilmektedir.

Uyar1 2.3 Eger A ve B kiimeleri (X,d) metrik uzayimin sirle alt kiimeleri ise
(A, B), 0(B,A) ve H(A, B) birer reel sayidir. O halde 6 ve H, B(X) x B(X)

tizerinde tanamly reel degerli fonksiyonlardar.

Ornek 2.6 X = R kiimesi alisilmis metrik ile goz onine alinsin. A = 2,4] ve
B = (2,4) kiimeleri igin
d(A,B)=6(B,A)=0

oldugundan

H(A, B) = max {6(A, B),3(B, A)} = 0

bulunur. Burada H(A,B) = 0 olmasina ragmen A # B dir. Yani H : B(X) x
B(X) — R fonksiyonu bir metrik degildir.

Teorem 2.13 (X, d) bir metrik uzay, A, B € P(X) olsun. O zaman
H(A,B) =sup{|D(x,A) — D(z,B)| : z € X}

dir.
17



Ispat. Her z € X ve her b € B icin
D(xz,A) < d(x,b)+ D(b, A)
yazilabilir. D(b, A) < H(A, B) oldugundan
D(z,A) <d(x,b) + H(A, B)
olup bu esitsizlik her b € B igin de gegerlidir. Dolayisiyla
D(z,A) < D(z,B) + H(A, B)
veya
D(z,A) — D(z,B) < H(A, B)
yazilabilir. Benzer gekilde
D(z,B) — D(z,A) < H(A, B)
elde edilir. O zaman her x € X i¢in
|D(z,B) — D(z, A)| < H(A, B)

olur ki buradan

sup |D(z, A) — D(z, B)| < H(A, B)

zeX
elde edilir. Diger taraftan

5(B,A) = sup{D(b,A):be B}

sup{D(b,A) — D(b,B) : b€ B}

IN

sup{D(z,A) — D(z,B) :x € X}

IN

sup{|D(z,A) — D(z,B)| : x € X}
olur. Benzer gekilde

d(A, B) <sup{|D(z,A) — D(z,B)| :z € X}
oldugu gosterilebilir. O zaman

H(A,B) = max{d(A,B),0(B,A)}
< sup{|D(z,A) — D(z,B)|: x € X}

bulunur. O halde (2.1) ve (2.2) den istenilen esitlik elde edilir. =
18
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Uyar1 2.4 A ve B, reel saylarn bos kiimeden farklh tsten swnarl ki alt kiimes:
olsun. Bu durumda
sup (AU B) = max {sup A, sup B}
dir. Gercekten
ACAUB = supA<sup(AUB)
ve
BCAUB = supB <sup(AUDB)
oldugundan
max {sup A, sup B} < sup (AU B) (2.3)

elde edilir. Simdi x € AU B olsun. O zaman x € A veya x € B dir. Dolayisiyla
x < sup A veya v < sup B dir. Buradan ise x < max {sup A, sup B} elde edilir.olur.
O zaman

sup (AU B) < max {sup A, sup B} (2.4)
olur. O halde (2.3) ve (2.4) den istenilen egitlik elde edilir.
Asgagidaki 6nermede § nin bazi 6zellikleri incelenmigtir.

Onerme 2.4 (X, d) bir metrik uzay ve A, B,C € B(X) olsun. O zaman asajrdaki

ozellikler saglanar.
1. 6(A,B)=0< ACB
2. BCC = 6(A,C)<6(A,B)
3. (AU B,C) =max{6(A,C),(B,C)}
4. 0(A,B) <§(A,C)+6(C, B)
Ispat. A, B,C € B(X) olsun.
1.

§(A,B)=0 sup{D(z,B)} =0

T€A

her x € Aigin D(z,B) =0

her € Aicin x € B

t ¢ ¢ ¢

ACB
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2. BC C olsun. Her z € X i¢in D(z,C) < D(z, B) dir. Bu durumda her x € A
i¢cin de D(z,C) < D(z, B) esitsizligi saglandigindan §(A, C') < §(A, B) elde

edilir.

3. Uyar1 2.4 goz 6niine alinirsa

S(AUB,C) = sup_ {D(z,C)}
= max{sup {D(x,C)},sup {D(x,C’)}}
TEA reB

elde edilir.

4. a € A,b € B ve c € C olsun. O zaman
d(a,b) <d(a,c)+d(c,b)

olur. Burada b € B iizerinden infimum alinirsa

D(a,B) < d(a,c) + D(c, B)
elde edilir. D(e, B) < 6(C, B) oldugundan

D(a,B) < d(a,c) 4+ 6(C, B)
olur. Son esitsizlikte ¢ € C' iizerinden infimum alinirsa

D(a,B) < D(a,C) + d(C, B)
olur. Yine D(a,C) < §(A, C) oldugundan

D(a,B) <46(A,C)+6(C,B)
olur. Boylece a € A iizerinden supremum alinirsa

d(A,B) < (A, C)+0(C, B)

elde edilir.
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Uyar1 2.5 Onerme 2.4 de B kiimesi kapaly ise
)(A,B)=0< ACB
ifadesinin dogru oldugu aciktir.

Onerme 2.5 (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda H, CB(X) izerinde bir

metriktir.

Ispat. H i CB(X) x CB(X) iizerinde tanimmli bir reel degerli fonksiyon oldugu
agiktir. Ayrica tammdan H(A, B) = H(B,A) dir. Simdi A, B € CB(X) olsun. O

zaman
H(A,B)=0 < max{0(4,B),i(B,A)} =0
< 0(A,B)=0ved(B,A) =0
< ACBve BCA
& A=DB
bulunur. Son olarak a, b, ¢,d € [0, 00) igin

max {a + b, ¢+ d} < max{a,c}+ max {b,d}
ozelligini kullanarak A, B,C € CB(X) igin

H(A, B)

max {3(A, B), (B, A)}

IN

max {6(A,C) + 6(C, B),8(B,C) + 5(C, A)}

IN

max {6(A4, C),8(C, A)} + max {§(B, C), 5(C, B)}

H(A,C)+ H(C, B)

elde edilir. Yani H : CB(X) x CB(X) — R bir metriktir. Bu metrige Hausdorff
metrigi denir. m

Hausdorff metriginin d ye bagh oldugu agagidaki érnekle gosterilebilir. Ayrica,
eger (X, d) tam metrik uzay ise (CB(X), H) ve (K(X), H) metrik uzaylar1 da tamduir-

lar.
Ornek 2.7 X =R iizerinde dy(z,y) = |z — y| ve

1, z#y
0, z=y
21
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metriklerini goz ontine alalvm. Bu durumda A = [0,1],B = [3,5] kimeleri i¢in
Hi(A,B) =4 ve Hy(A, B) = 1 olur. Burada dikkat edelim ki her iki kiimede d; ve

dy metrigine gore kapaly ve sinarlidir.

Lemma 2.1 A, B € CB(X) vea € A olsun. O zaman her € > 0 igin
d(a,b) < H(A,B) +¢

olacak sekilde bir b € B vardur.

Ispat. a € A i¢in
D(a, B) = inf {d(a,y) : y € B}

olur. Infimumun tanimindan her € > 0 icin
d(a,b) < D(a,B) +¢
olacak gekilde bir b € B vardir. Diger taraftan
D(a,B) < §(A,B) < H(A,B)

oldugundan her € > 0 igin
d(a,b) < H(A,B) + ¢

olacak sekilde bir b € B vardir. m

Lemma 2.1 i asagidaki sekilde de ifade edebiliriz.
Lemma 2.2 A, B € CB(X) vea € A olsun. O zaman her g > 1 igin
d(a,b) < qH(A, B)
olacak sekilde bir b € B vardar.

Ispat. Eger H(A, B) =0 ise A= B dir. Bu durumda b, a olarak almirsa her ¢ > 1
icin

d(a,b) < qH(A, B)
olacak gekilde bir b € B vardir. Simdi H(A, B) > 0 olsun. Bu durumda

e=(q—1)H(AB) >0
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olarak secilirse Lemma 2.1 geregince her ¢ > 1 igin

d(a,b) < H(A,B)+e¢
= H(A,B)+(¢—1)H(A,B)
= qH(AvB)

olacak sekilde bir b € B vardir. m

Onerme 2.6 (X,d) bir metrik uzay olsun. Her A, B,C,D € CB(X) i¢in
H(AUB,CUD) <max{H(A,C),H(B,D)}

egitsizlige saglanar.

Ispat. Onerme 2.4 dikkate alnirsa

S(AUB,CUD) = max{d(4,CUD),5B,CUD)} (2.5)

IN

max {d(A,C),§(B, D)} (2.6)
< max{H(A,C),H(B,D)}

olur. Burada (2.5) i¢in
6(A1 U AQ, Bl) = Inax {5(141, Bl), 5(142, Bl)}

ozelligi, (2.6) igin
B; C Al U A2 = (5(141 U Ag) < (5(31)

ozelligi kullanildi. Benzer sekilde
d(CUD,AUB) <max{H(A,C),H(B,D)}
bulunur. O zaman H 1 tanimi geregi

HAUB,CUD) = max{6(AUB,CUD),§(CUD,AUDB)}
< max{H(A,C),H(B,D)}

elde edilir. m
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Lemma 2.3 (X,d) bir metrik uzay ve T : X — CB(X) kiime degerli doniigim ve

z € X olsun. O zaman her x € X i¢in
D(z,Tz) <d(z,x) + D(z,Tz)
dar.
Ispat. Her = € X icin
D(z,Tz) = inf{d(z,y):y €Tz}
< inf{d(z,z) +d(z,y):y € Tz}
= d(z,x) +inf{d(z,y) :y € Tz}
= d(z,z)+ D(z,Tz)
elde edilir. m

Lemma 2.4 (X, d) bir metrik uzay ve T : X — CB(X) kiime degerli doniigim ve

z € X olsun. O zaman her x € X i¢in
D(z,Tz) < D(2,Tx) + H(Tx,Tz)
dir.
Ispat. Her v € X igin D(2,Tz) < d(2,v) + D(v,T%) oldugundan her v € T icin
de D(z,Tz) < d(z,v) + D(v,Tz) esitsizligi saglanir. Ayrica D(v,Tz2) < H(Tx,Tz)

oldugundan her v € Tz i¢gin D(z,Tz2) < d(z,v)+ H(Txz,Tz) olur. v € Tx iizerinden

infimum alinirsa istenilen elde edilir. =

2.3 Kiime Degerli Doniisiimler icin Bazi1 Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda kiime degerli Lipschitz doniigiimii, kiime degerli biiziilme doniigiimii
kavramlar1 hatirlanacak ve bu tip doniisiimler i¢in Nadler ve Reich tarafindan verilen

sabit nokta teoremleri incelenecektir.

Tanim 2.24 (X,d) bir metrik uzay ve T : X — CB(X) kiime degerli doniigim

olsun. Eger her x,y € X i¢in

H(Tz,Ty) < Ld(z,y) (2.7)
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olacak sekilde bir L > 0 sabiti varsa T ye kiime degerli Lipschitz dontigimii adu
verilir. (2.7) esitsizligini saglayan L saylariin en kii¢igine T nin Lipschitz sabiti
denir ve k ile gosterilir. Eger k < 1 ise T ye kiime degerli biiziilme donitigiimii, k = 1

1se genislemeyen doniistim ady verilir.

Teorem 2.14 (Nadler) (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — CB(X) bir kiime

degerli bliziilme dontisimii olsun. O zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. 7 nin Lipschitz sabiti 0 < k < 1 olsun. zy € X keyfi olmak iizere z; € Tz

secelim. O zaman Lemma 2.1 geregince

d(zy,m9) < H(Txo, Ta1) + k
olacak sekilde bir x5 € T'x; vardir. Yine

d(xq,23) < H(Txy, Txs) + K

olacak sekilde bir z3 € Txy vardir. Bu sekilde devam edilerek her n € N igin

Tni1 € Tz, ve

d(xp, Tps1) < H(Txp—q1, Txy,) + k"

olacak gekilde X iginde bir {z,} dizisi elde edilir. Her n € N i¢in

d(xp, tpy1) < H(Tx, 1,Tx,)+E"
< kd(n 1, w0) + K"
< k[H(Tznp—2,Txp )+ k"] + k"
— kH(Tan 5, Trn 1)+ 2k"
< Kd(wp_g, Ty 1)+ 2K"

< k"d(xg, 1) + nk"

bulunur. Diger taraftan ) k" < oo ve ) nk™ < oo oldugundan

n=0 n=0
D d(wn, w0s) < [k"d (0, 71) + nk"]
n=0 n=0
— d(xo,xl)Zk:”—l—an:”
n=0 n=0
< o0
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olur. Bu bize {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan

lim,, ., ©, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Bu durumda
D(xp1,T2) < H(Tx,, T2) < kd(z,, 2)
oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa
D(z,Tz)=0
olur. Yani z € Tz = Tz dir. O halde z, T nin bir sabit noktasidir. m

Ornek 2.8 X = [0,1] kiimesini alisilmas metrik ile goz oniine alalom. f :[0,1] —

[0,1]

241, zel[i]
olmak tizere T : X — CB(X) doniigiimii her x € X i¢in Tax = {f(x)} U{0} seklinde
tammlansin. O zaman T bir kiime degerli biizilme dontsgimidir. Ayrca F(T) =
{O, %} dir. Bu 6rnektende anlasilacage tizere kiime degerli biiziilme dondistimiiniin

sabit noktasi tek olmayabilir.

Teorem 2.15 (Reich) (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — CB(X) bir doniigim

olsun. Her xz,y € X i¢cin
H(Tz,Ty) < aD(xz, Tx) + bD(y,Ty) + cd(z, y)

olacak sekilde a + b+ ¢ < 1 ézelligine uygun negatif olmayan a,b ve ¢ sayilar, var

olsun. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Eger a + ¢ = 0 ise her z,y € X icin
H(Tz,Ty) < bD(y, Ty)
esitsizligi saglanir. Bu durumda = € X keyfi bir nokta olmak iizere y € Tz igin

D(y,Ty) < H(Tz,Ty) < bD(y,Ty)
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olur ki bu D(y,Ty) = 0 olmasi ile miimkiindiir. O halde y € Ty dir. Simdi a4c¢ > 0
ve g € X keyfi bir nokta olsun. x; € T'ry noktasini alahm. O zaman Lemma 2.1
geregince

d(z1,m9) < H(Txo, Tx1) + (a4 ¢)

olacak gekilde x5 € T'z; vardir. Bu durumda

d(l’l, £C2)

IN

aD(xo, Txo) + bD(x1, Tx1) + cd(xo, 1) + (a + ¢)

< ad(zg, 1) + bd(x1, ) + cd(g, 1) + (@ + )

olur ki buradan

elde edilir. Yine Lemma 2.1 geregince

(a+c)?
1-0

d(l’g, l’g) S H(TZE17T£L‘2) +

olacak sekilde x3 € T'xs vardir. Bu durumda

(a+c)?

d(rz,3) < aD(x1,Ta1) +bD(22, Txy) + cD(y, 22) + 1—b
2
< ad(z1, 22) 4 bd(z2, 13) + cd(21, T2) + (altcb)

olur ki buradan

2
a—+c a—+c
d(z2,x3) < - bd($17$2) + (1 - b>

2
a—+c a—+c a—+c a-—+c
< R
= <1—b) {1—bd<x°’x1)+1—b}+(1—b)
2 2
a-+c a-+c
= <1—b> d(xo,x1)+2<1_b>

elde edilir. Bu gekilde devam edilerek A = ‘;—sz < 1 olmak tizere

d(l’n, ZL‘n_H) S )\nd(l'o, 1’1) + nA\"

ve x,11 € Tz, ozelliklerine uygun X icin de bir {z,} dizisi elde edilir. O zaman

Z d(zp, Tpi1) < d(zo, 1) Z A"+ Z nA"
n=0 n=0 n=0
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olup Z A" < oo ve Z nA" < oo oldugundan {z,} dizisi bir Cauchy dizisidir. X

tam oldugundan hm,Hoo x, = z olacak sekilde z € X vardir. Boylece

D(In-l-la TZ)

IN

H(Tx,,Tz)

IN

aD(zy, Tx,) +bD(2,Tz) + cd(zy, 2)

IA

ad(xy,, xpi1) +0D(2,T2) + cd(xy, 2)
olup n — o0 i¢in limit alinirsa
D(z,Tz) <bDd(z,T=z)

olur ki bu D(z,Tz) = 0 demektir. Yani z € Tz dir. Dolaysiyla T" bir sabit noktaya

sahiptir. m

2.4 Mizoguchi-Takahashi Fonksiyonu ve Ozellikleri

Kiime degerli sabit nokta teoremlerinin en onemlilerinden biri Mizoguchi
ve Takahashi tarafindan elde edilmistir. Bu kesimde, énce Mizoguchi-Takahashi
fonksiyonu ve ozellikleri incelenecek ve daha sonra Mizoguchi-Takahashi sabit nokta

teoreminin iki farkli yoldan ispatina deginilecektir.

Tanim 2.25 ¢ : [0,00) — [0,1) bir fonksiyon olsun. Eger her t € [0,00) igin
limsup, ,+ ¢(s) < 1 oluyorsa bu ¢ fonksiyona bir Mizoguchi- Takahashi fonksiyonu

denir ve kisaca MT -fonksiyonu seklinde gdsterilir.
Uyar: 2.6 ¢ : R — R bir fonksiyon olsun. t € R i¢in

lim sup p(s) =inf sup ¢(s)

st e>00<s—t<e

dir.

Ornek 2.9 ¢ :[0,00) — [0,1) artmayan veya azalmayan bir fonksiyon ise o zaman

@ bir MT -fonksiyondur.

Ornek 2.10 ¢ : [0,00) — [0,1), @(t) = ¢ € [0,1), sabit fonksiyonu bir MT -
fonksiyondur.
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Ornek 2.11 ¢ : [0,00) — [0,1) fonksiyonu

s re (0.
o(t) =

0 t¢(0,7]

seklinde tanimlansin. O zaman ¢ bir MT -fonksiyon degildir.

Ornek 2.12 ¢ : [0,00) — [0,1) fonksiyonu

0 te[loo)

seklinde tanimlansin. O zaman ¢ bir MT -fonksiyondur.

Lemma 2.5 ¢:[0,00) — [0,1) foksiyonunun bir MT -fonksiyonu olmas i¢in gerek
ve yeter sart her t € [0,00) igin oyle v € [0,1) ve ¢ > 0 saylary vardur ki her

s € [t,t+ &) igin p(s) < ry dir.

Ispat. Eger ¢ bir M7 —fonksiyonu ise o zaman her ¢ € [0, 00) i¢in lim sup,_,,+ k(s) <
1 saglanir. O zaman her bir ¢ € [0, 00) igin
sup p(s) <1

SE[t,t+et)
olacak sekilde £, > 0 vardir. Bu ytiizden

sup p(s) <r <1

SE[tt+er)

olacak gekilde r; € [0, 1) bulanabilir. Dolayisiyla her s € [t,t + ;) i¢in ¢(s) < 7y dir.

Tersinin dogru oldugu aciktir. m

Teorem 2.16 ¢ : [0,00) — [0,1) bir fonksiyon olsun. O zaman asagidaki ifadeler
denktir.

i) ¢ bir MT -fonksiyonudur.

ii) Hert € [0,00) ve hers € (t, t+ 5,@) icin ¢ (s) < riY olacak sekilde ri" € [0,1)

ve 6%1) > 0 vardar.
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iii) Hert € [0,00) ve her s € [t, t+ 81(52)} icin ¢ (s) < r? olacak sekilde rl® € [0,1)

ve 5152) > 0 vardar.

iv) Hert € [0,00) ve her s € (t,t + 8,53)] icin o (s) < r® olacak sekilde r® € [0,1)

ve 61(53) > 0 vardar.

v) Hert e [0,00) ve her s € [t,t + eMY igin ¢ (s) < r® olacak sekilde r'* € [0,1)

ve 8154) > 0 vardar.

0 <supp(z,) <1
neN

dar.
vii) Herhangi bir {x,} C [0,00) kesin azalan dizisi i¢in

0 < supp(z,) <1
neN

dir.
Ispat. Asagidaki asamalan takip ederek ispat1 yapalim.

(a) ()& (ii). Ik 6nce (i)=-(ii) oldugunu gosterelim. ¢ nin bir M7 -fonksiyon
oldugunu kabul edelim. O zaman her ¢ € [0, 00) i¢in
sup ¢(s) <1

t<s<t+et
olacak sekilde ¢; > 0 vardir. R nin yogunlugundan

sup ¢(s) <r <1

t<s<t+et

olacak sekilde r, € [0,1) vardir. Bu ise her s € (t,t+¢;) i¢in ¢ (s) < n

demektir. Tersinin yani (ii)=-(i) oldugu agciktr.

(b) (ii)<(iii). r® = ve & = M alrsak (iii)=-(ii) olur. Tersine (ii) yi

kabul edelim. ¢ € [0,00) verilsin. Kabuliimiizden her s € <t,t—|—€§1)> icin

@ (s) < rt(l) olacak sekilde Tt(l) €[0,1) ve ggl) > 0 vardir. 5%2) = sgl) ve

r? = max {1, (1), (t+") |
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alirsak, o zaman her s € [t,t—i—egﬂ icin o (s) < r? ve r® € [0,1) dir.

Boylece (ii)=-(iii) ispatlandi.
(c) (iii)=-(iv)=-(ii) ve (iii)=-(v)=(ii) gerektirmeleri agiktir.

(d) (v)=(vi). (v) nin oldugunu kabul edelim. {z,}, [0,00) da artmayan bir dizi
olsun. O zaman

to = lim z, = inf x,, > 0
neN

dir. Kabuliimiizden her s € [t,t+¢,,) icin ¢ (s) < ry, olacak gekilde ry, € [0, 1)
ve g4, > 0 vardir. Ote yandan n > [ ozelligindeki her n € N igin tq < z,, <

to + &4, olacak sekilde [ € N vardir. Bu yiizden her n > [ i¢in ¢ (z,,) < 1y, dir.

U:max{¢($1)a<ﬁ($2)>"' ,@(In),ﬁo}

olsun. O zaman her n € N igin ¢ (z,) < n dir. Bu yiizden 0 < sup,,cy ¢(z,,) <

1 dir. Dolaysiyla (vi) saglanir.
(e) (vi)=(vii) gerektirmesi agiktir.

(f) Son olarak (vii)=-(v) gerektirmesini ispat edelim. (vii) saglansm. O zaman (v)
saglanir. Gergekten, aksini kabul edelim. Yani, her r € [0,1) ve her ¢ > 0
i¢in oyle bir ¢y € [0, 00) elemam var ki s € [to, to + €) igin ¢ (s) > 7 esitsizligi
saglanir. Bu yiizden 1 = ¢ (tg) € [0,1) ve e = 1 > 0 igin ¢ (s1) >
sartin saglayan s; € [to, %o + €1) var olmahdir. Son esitsizlik s; # to olmasii
gerektirir. Dolayisiyla ty < s; dir. g + €5 < s; olacak sekilde €5 > 0 segelim
ve 9 = max {gp (s1),1— %} olsun. O zaman 75 ve €9 igin ¢ (s2) > 7o sartin
saglayan sy € [to,t9+e2) bulabiliriz. Bu ayrica tg < so < s; olmasii gerektirir.
Boyle devam edilirse her n € N igin

1 1
n) > Tn = n— ,].—— Zl——
s> remmacfto - 211

olacak gekilde kesin azalan {s,} C [to,00) C [0, 00) dizisi olusturabiliriz. Bu
ise sup,,cy ¢(z,) > 1 demektir ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla (vii)=(v) gerek-

tirmesi dogrudur.
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1972 yilinda Reich bir ¢alismasinda asagidaki teoremi ispatlamigtir.

Teorem 2.17 (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — K(X) bir donisim olsun.
k:(0,00) — [0,1), hert € (0,00) igin

lim sup k(r) < 1

r—tt

ozelligini saglayan bir fonksiyon olmak tizere her x,y € X, x # y i¢in
H(T'z,Ty) < k(d(z,y))d(z,y)
esitsizligi saglansin. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Reich bu teoremi ispatladiktan sonra 1974 yilinda asagidaki problemi ortaya

atmstir.

Problem 2.1 Teorem 2.17 de K(X) yerine CB(X) alindiginda T bir sabit noktaya

sahip midir?

Reich’in bu problemi iizerine bir ¢ok caligma yapilmigtir. Bu problemin
¢oziimii tam olarak yapilamasada bazi kismi cevaplar verilmistir. Bunlardan en
onemlisi Mizoguchi ve Takahashi tarafindan 1989 yilinda elde edilmistir. Mizoguchi

ve Takahashi, Reich’in sorusunda k tizerindeki

lim sup k(r) <1

r—tt
sartinin her ¢ € [0, 00) icin saglanmasi halinde K(X) yerine CB(X) almabilecegini

gostermigtir.

Teorem 2.18 (Mizoguchi-Takahashi) (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X —
CB(X) bir doniigim olsun. k : (0,00) — [0,1), hert € [0, 00) igin

lim sup k(r) <1

r—tt
ozelligini saglayan bir fonksiyon olmak tizere x # y olacak sekildeki her x,y € X
¢cm
H(Tz,Ty) < k(d(z,y))d(z,y)

esitsizligi saglansin. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. T nin sabit noktaya sahip olmadigim kabul edelim. Yani her z € X icin
D(z,Tx) >0
olsun. k fonksiyonu tizerindeki sart dikkate alinirsa her ¢ > 0 icin Syle M(t) ve e(t)
pozitif sayilar1 vardir ki her r € (¢,t + e(t)) igin
k(r) < M(t) <1

dir. Simdi x; € X noktasin goz 6niine alalim. ¢; = D(zy,Tz) diyelim. O zaman

her y € Tz igin D(xy,Txq) < d(z1,y) olmasi durumunda

d(ty) < min {e(tl), (ﬁ - 1) tl}

esitsizligini saglayan d(t;) pozitif sayisin secelim.

e(x1) = min { dgtl) , 1}

1

diyelim. Dolayisiyla
d([El,fL’Q) < D(J}l,Tl'l) —|—E($1)D(5E1,Tl’1)
= (1+€($1)) D((L’l,TZEI)

olacak sekilde zo € T'z; vardir. 7' nin sabit noktaya sahip olmamasi1 kabuliinden

x1 # w9 dir. Bu durumda
D(z9,Txy) < H(Txy,Txs)

k}(d(l’l, IL‘Q))d(Jfl; IZ))

IA

oldugundan

D(l‘l, Tl'l) — D(ZEQ, Tﬂfg)

v

D(xq,Txq) — k(d(z1, x2))d(21, 22))

1
> md(%, T9) — k(d(x1, 22))d(71, 72)
1
= m — k(d($1, l’g)) d(l’l,l'g)

olur. Ayrica
t1 = D(x1,Tx) < d(z1,29)
< D(zy,Txy) +e(x1)D(xy, Txq)
<ty +d(ty)

< 11+ 6(t1)
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oldugundan

yazilabilir.
d(tq) 1
elay) < < -1
(1) < ty - M(t)
oldugundan
1
> M(t
1+ () (1)
elde edilir. Boylece
1
—— — k(d(xy, >0
1 +€(.T1) ( (xl 1'2))

dir. Simdi en az bir xy € T'xy i¢in D(x1,Tx1) = d(x1,x2) olmasi durumunda

D(l’l, Tl‘l) — D(I‘Q, Tﬂfg)

v

D(Il, TZL'1> — H(Tl'l, Tl‘g)

> D(x1,Txy) — k(d(x1, 22))d(x1, 22))

(1 — k(d(x1,22))] D(x1, Tx1)

olur. Yine ty = D(x, Txs) diyelim. O zaman her y € Tz, i¢in D(xq, T'z3) < d(x2,y)

olmasi durumunda e(ts) ve M (t3) igin

0 < d(ts) < min {e(tg), (@ - 1) tg}

esitsizligini saglayan d(t2) pozitif sayisini segelim ve

s(a:Q):min{@ L 4 —1}

ty 27ty

diyelim. Benzer sekilde
d(xe,x3) < (1 + e(x2)) D(x2, Txs)

ve
1

D(xy, T — D(xz3, T > | —
(w2, Twy) (w3, Tw3) 1+€(t2)

— k’(d(.ﬁlﬁg, 1‘3)) d(x2,333) >0
esitsizliklerini saglayan x3 € T'zs segebiliriz.

t
5(1’2) S L 1
t2
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oldugundan

d(l’g,l’g) < (]_ +8(ZL‘2)) D(JIQ,TIQ)
< t
= D(xq,Tzy)

< d(ﬂ?l,xg)
elde edilir. Simdi, en az bir x3 € Tz, igin D(x9, T'x2) = d(x2, x3) olmasi durumunda
D(zo, Txs) — D(x3,Tx3) > [1 — k(d(x2,z3))] D(22, Tx3) >0

ve

d(IQ,ZL’g) = D(IQ,T?L’Q) < D(Il,TZL'I) < d([El,Ig)

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek X iginde agagidaki 6zelliklere uygun bir {z,}

dizisi elde edilir.
i) Tpe1 € Tay,

it) A{d(xn,rpi1)} ve {D(x,, Tx,)} dizileri azalan,

ii7)  D(an, Tn) — D(@pi1, Tnsr) > {#) — k(d(an, an))} (T, Tnsr)-
Buradaki §(z,,),

0<d(x,) <

S|

esitsizligini saglayan bir reel sayidir. {d(x,,x,41)} dizisi azalan oldugundan negatif

olmayan bir reel sayiya yakinsar. O zaman k tizerindeki sart diisiiniiliirse

lim sup k(d(xp, zp41)) <1

n—oo

dir.
e B(d(tn, i)
T () Tn Bntl
denilirse
hmniilﬁo ap > hmniilﬁo T limnsg};)o k(d(xp, xpi1)) >0

olacagindan yeterince biiyiik n ler igin

D(xy,, Tx,) — D(xpi1, Tpy1) > bd(xy, Tpiq)
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esitsizligini saglayan b > 0 sayisi vardir. Diger taraftan {D(z,,Tx,)} dizisi azalan

oldugundan yakinsaktir. Boylece her m,n € N, m > n icin

m—1
d(xp, ) < Zd(l'jvxj—i-l)

j=n
1 m—1

< 3 [D(zj, Txj) — D(xj1, Tj41)]

Jj=n

1

= —|D(x,,Tx,) — D(z,,, Tx,,)| — 0, (m,n — o0
b

elde edilir. O halde {z,} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan

lim z, = xg

n—oo

olacak gekilde z¢ € X vardir. Eger z¢ # x,, ise
H(Tzo, Tx,) < k(d(xg, x,))d(x0, ) < d(z0,21)
olur. Eger xg = z,, ise
H(Txo, Tx,) < d(xg, )
olur. Ayrica
D(p 41, Two) < H(Two, Tp) < d(z0, 70)
oldugundan n — oo igin

D(l‘o, T{L‘()) =0
bulunur ki bu bir celigkidir. Dolayisiyla T" bir sabit noktaya sahiptir. m
Sonug 2.4 (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — CB(X) bir doniigim ve «, her

t € (0,00) i¢in 0 < a(t) < 1 ozelligine sahip monoton artan bir fonksiyon olsun.

Eger her xz,y € X i¢in
H(Tz,Ty) < afd(z,y))d(x,y)
egitsizliqi saglaniyorsa, o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Her t € (0,00) i¢in 0 < a(t) < 1 ve o monoton artan oldugundan her
t € (0,00) igin limsup,_,,+ k(s) < 1 saglamir. O zaman Mizoguchi-Takahashi teore-

minden 7" nin bir sabit noktas: vardir. =
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Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoreminin ispati hem uzun hemde karmasgik
goriilmektedir. Bu teorem bir kag yazar tarafindan da farkl yollarla ispatlanmistir.
Burada daha basit ve anlasilir olmasi nedeni ile Suzuki tarafindan yapilan ispata
deginecegiz. Bunun icin énce M7 -fonksiyonu ile ilgili agagidaki lemmay: ifade ve

ispat edelim.

Lemma 2.6 ¢ :[0,00) — [0,1) fonksiyonu bir MT -fonksiyon olsun. 3 : [0,00) —
[0,1),

seklinde tanwmly B fonksiyonu da bir MT -fonksiyondur.

e(t)+1
2

B(t) < 1 demektir. Ayrica ¢(t) < 1 oldugindan p(t) < # < 1 elde edilir,

Ispat. Her t € [0,00) icin ¢(t) < 1 oldugundan < 1 olur ki bu ise 0 <
yani her ¢ € [0,00) icin p(t) < S(t) dir. Simdi ¢ € [0,00) sabit bir eleman olsun.
¢ :[0,00) — [0, 1) fonksiyonu bir M7 -fonksiyon oldugundan her s € [t, ¢ + ¢) igin
©(s) < ry olacak gekilde r, € [0,1) ve g, > 0 vardir. A\ = % olsun. O zaman her
s € [t,t +¢) igin

p(s) <t = pls)+1<r+1 = fs) =2t <l =),

den f(s) < \; elde edilir. Dolayisiyla 8 bir M7 -fonksiyondur. m

Teorem 2.19 (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — CB(X) bir déniigim ve « da

bir MT -fonksiyon olsun. O zaman her x,y € X i¢in
H(Tx,Ty) < ald(z,y))d(z,y)

egitsizligi saglaniyorsa o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. 3 :[0,00) — [0,1) fonksiyonu §(t) = 1%“(” olarak tamimlansin. Lemma 2.6
geregince (3 bir M7 -fonksiyondur. x,y € X, x # y keyfi iki nokta olsun. v € Tx

ve € = Md(m, y) > 0 diyelim. Lemma 2.1 geregince d(u,v) < H(Tx,Ty) + €
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olacak sekilde v € Ty vardir. Boylece

du,v) < H(Tx,Ty)+ wd((x, Y)
< a(d(e,)de.y) + 20T g,
_ Lrallea),,
= Bld(z,y))d(z,y)
olur. Yani her 7,y € X ve u € T icin
) < H(d(z, )iz, v) (2.)

olacak gekilde bir v € Ty vardir. Simdi xg € X ve x; € Tz olsun. Eger xq = x; ise
o zaman g, 1" nin bir sabit noktasi olur. Boylece ispat tamamlanir. Simdi z¢ #

olsun. O zaman (2.8) den

d(.fEl, 1'2) S ﬁ(d(ﬂ?o, .Tl))d(l'o, .1’1)

olacak sekilde x5 € T'xr; vardir. Eger ;1 = x5 ise o zaman x1, T" nin bir sabit noktasi

olur. Boylece ispat tamamlanir. z; # x5 olsun. O zaman (2.8) den

d(fl?g, LU3) S ﬁ(d(&?l, IQ))d(QJl, IQ)

olacak sekilde x3 € T'xy vardir. O zaman bu sekilde devam edilirse, her n € N i¢in

Tpi1 € Tz, ve
d(Tpy1, Tny2) < B(d(2n, Tpg1))d(T0, Trgr)

ozelliklerine uygun X de bir {z,} dizisi olugturulabilir (Bu dizinin ardigik ter-
imlerinin birbirinden farkli oldugu kabul edilebilir, aksi halde ispat biter). Her
t € [0,00) icin B(t) < 1 oldugundan {d(x,,xn+1)} dizisi R de artmayan bir dizidir
ve alttan sinirh oldugundan {d(x,,x,41)} dizisi A > 0 sayisma yakimsar. [ bir
MT -fonksiyonu oldugu i¢in limsup,_,+ 5(s) < 1 ve S(A) < 1 dir. Dolayisiyla her
s € [\, A+ ¢) i¢in [(s) < r olacak sekilde r € [0,1) ve € > 0 vardir. Her n > kg
icin A < d(z,, zn41) < A+ € olacak sekilde bir ky € N segebiliriz. O halde n > kg

ozelligindeki her n € N igin

d($n+17 xn—l—Q) S B(d(xnv xn—&-l))d(xna xn—i—l)

< rd(xn, Toat)
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oldugundan

o) ko 00
Z d(xm $n+1) < Z d<xn> anrl) + Z d(l‘n, anrl)
n=1 n=1 n=ko+1

ko 0o
= Z d(l’n, l’n—l—l) + Z d(:pn—ﬁ—ly $n+2)
n=1

n=ko

IA

ko 0o
D d(@n, wa) + Y rd(wn, 2ns)
n=1

n=ko

IN

ko 0o
D d(@n, wagn) + > d(wk, Tro11)
n=1 n=1

< o0

elde edilir. O zaman {x,,} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,, ., x,, =

z olacak sekilde z € X vardir. Boylece

D(zyp41,T2) < H(Tx,,Tz)
< B(d(zn, 2))d(zn, 2)
< d(zn, 2)
olup n — oo i¢in limit alimrsa D(z,7z) = 0 olur ki bu ise z € Tz demektir.

Dolayisiyla T bir sabit noktaya sahiptir. m
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde tezin orijinal kismini olusturan calismalara yer verecegiz. 1lk
olarak tek degerli doniistimler i¢in F-biiziilme kavrami goz oniine alinarak bunun
kiime degerli versiyonu tanimlanacak ve kiime degerli F-biiziilme doniisiimleri i¢in
bir sabit nokta sonucu elde edilecektir. Ardindan bir genigletme ile genellestirilmis
kiime degerli F-biiziilme kavrami ile bu tip doniisiimler i¢in sabit nokta teoremi
elde edilecektir. Daha sonra a-gegisli doniistim kavrami incelenecek ve Mizoguchi-
Takahashi sabit nokta teoreminin a-gecigli doniisiimler géz oniine alinarak bir is-
patina deginilecektir. Son olarak «-gecigli doniigiimler yardimiyla kiime degerli
pseudo Picard operatorii tanimlanacak ve bu tip operatorlere 6rnek olmasi bakimin-
dan bazi sabit nokta teoremleri elde edilecektir.

3.1. F-Biiziilmeler igin Sabit Nokta Teoremleri

Bu kesimde Wardowski tarafindan tanimlanan ve bilinen biiziilme kavramini
da kapsayan F-biiziilme doniisiimii tanimi incelenecek ve bazi sabit nokta teoremleri
verilecektir.

F asagidaki sartlar saglayan biitiin F' : (0,00) — R doniigiimlerinin ailesi

olsun.

(F1) F kuvvetli artandir. Yani her a, § € (0,00) igin o < 3 iken F(«r) < F(5) dur.

(F2) Pozitif sayilarin her {a, } dizisi i¢in lim,, ., a,, = 0 dir ancak ve ancak lim,, ., F(a,) =

—oo0 dir.

(F3) lim,_ o+ o F(a) = 0 olacak sekilde bir k € (0,1) vardar.

Tanim 3.1 (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniigiim ve F € F olsun. Eger
d(Tz, Ty) > 0 ozelligindeki her x,y € X igin

T+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,v)) (3.1)

olacak sekilde bir 7 > 0 varsa T ye bir F-biiziilme ady verilir.
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Agagida F ailesine ait bazi 6rnekler verilmigtir. Bu ¢rnekler yardimiyla lit-
eratiirde bulunan baz biiziilme doéniisiimlerinin bir F'-biiziilme olduklar1 goriilmek-

tedir.

Ornek 3.1 F; : (0,00) — R dondisiimii Fi(a) = In(a) seklinde tanwmlansim. O
zaman Fy € F oldugu agiktir. Eger T bir Fy-buzilme ise o zaman d(Tz,Ty) > 0

ozelligindeki her x,y € X i¢in
d(Tz, Ty) < e "d(z,y) (3.2)

saglanwr. Ayrica d(Tz, Ty) = 0 olacak sekildeki her x,y € X i¢in (3.2) egitsizligi de
saglamir. Boylece T dondisimii L = e~ sabiti ile birlikte bir Lipschitz dontistimiidiir.
L =e77 <1 oldugundan T bir biizilme doniigimiidiir. Dolayiswyla her biiziilme bir

F-bliziilmedir.

Ornek 3.2 F, : (0,00) — R déniigiimii Fy(o) = o+ In(c) seklinde tansmlansim. O
zaman Fy € F oldugu a¢iktir. Eger T bir Fy-biizilme ise o zaman d(Tx,Ty) > 0

ozelligindeki her z,y € X i¢in

d(T!E,Ty) ed(Tz,Ty)fd(:r,y) < e T (33)
d(z,y)
saglanar.
Ornek 3.3 F; : (0,00) — R doniisiimii F3(a) = _\/La seklinde tanimlansin. O

zaman F3 € F oldugu agiktir. Eger T bir F3-bizilme ise o zaman d(Tx,Ty) > 0
ozelligindekt her x,y € X i¢in
1

(1 +7/d(z,y))?

d(Tz, Ty) < d(z,y)

saglanar.

Ornek 3.4 F, : (0,00) — R dondisimii Fy(a) = In(a? + a) seklinde tanvmlansin.
O zaman Fy € F oldugu a¢iktir. Eger T bir Fy-biizilme ise o zaman d(Tx,Ty) > 0
ozelligindekr her x,y € X i¢in

—T

d(Tx, Ty)(d(Tz, Ty) + 1) <.
d(z,y)(d(z,y) +1)  —

saglanar.
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Uyar:1 3.1 (F1) ve (3.1) esitsizliginden her F-buzilme, bir bizilebilir dontsimdir.
Yani, T bir F-biizilme ise d(Tx,Ty) > 0 ézelligindeki her x,y € X icind(Tx, Ty) <

d(z,y) saglamr. Bu yiizden her F-biizilme donisimii streklidir.

Uyar1 3.2 Hy, Hy € F olsun. Eger her a > 0 i¢in Hi(a) < Hs(a) ve G = Hy — Hy
azalmayan bir dontisim ise o zaman her Hy-bizilme bir Ho-blizilmedir. Gergekten

Uyary 3.1 geregince d(Tx,Ty) > 0 ézelligindeki her x,y € X ig¢in
G(d(Tz,Ty)) < G(d(z,y))
elde edilir. O zaman d(Tx,Ty) > 0 ozelligindeki her x,y € X i¢in

T+ Hy(d(T, Ty)) < 7+ Hi(d(Tx,Ty)) + G(d(Tx, Ty))

< Hi(d(z,y)) + G(d(z,y))
= Hy(d(z,y))
olur.
Simdi 2012 yilinda Wardowski tarafindan verilen teoremi ifade ve ispat ede-
lim:

Teorem 3.1 (X, d) tam bir metrik uzay ve T : X — X dondsimii F-buzilme olsun.
O zaman T nin bir tek sabit noktasy vardur. Ustelik herhangi bir zo € X igin {T"x}

dizisi T min sabit noktasina yakinsar.

Ispat. Ilk olarak 7' nin sabit noktasmm var olmasi halinde tek olmas: gerektigini
gosterelim. Gergekten z ile w, T nin farkl iki sabit noktasi olsun. O zaman d(z,w) =

d(Tz,Tw) > 0 oldugundan (3.1) esitsizliginden
T < F(d(z,w)) — F(d(Tz,Tw)) =0

elde edilir ki bu bir geligkidir. O halde T" nin sabit noktas1 varsa tektir.

Simdi 7" nin bir sabit noktasinin var oldugunu goésterelim. Bunun i¢in keyfi
bir ¢y € X noktasini ele alalim. Her n > 0 tamsay1 i¢in x,.; = Tz, olacak gekilde
X de bir {z,} dizisini goz 6niine alalim ve v,, = d(x,11, z,) olsun. Eger x,,,11 = x,,
olacak sekilde bir ny € N varsa, o zaman T'z,,, = x,, olur. Boylece ispat tamamlanir.
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Simdi her n > 0 tamsay1 i¢in z,,1 # x, oldugunu kabul edelim. O halde her n > 0

tamsay1 igin 7,, > 0 oldugundan (3.1) egitsizliginden
F(v,) S F(yp1) =7 S F(yp0) =27 < - < Fyg) —n7 (3.4)
esitsizligi elde edilir. (3.4) esitsizliginden n — oo i¢in limit alimirsa

lim F(v,) = —00

n—oo

elde edilir. Bu yiizden (F2) den

lim v, =0

olur. O halde (F3) den
lim v, F(7,) =0
olacak gekilde bir k£ € (0,1) vardir. Ayrica (3.4) esitsizliginden her n > 0 tamsay1
icin
InF (1) = 1nF () < —vint <0 (3.5)

olur. (3.5) esitsizliginden n — oo i¢in limit alimirsa

lim 7%n =0 (3.6)

n—oo

bulunur. Dolayisiyla (3.6) dan her n > n; icin v*n7 < 1 olacak sekilde bir n; € N

sayis1 vardir. Sonug olarak her n > n; igin

bulunur. O halde m > n > n; olacak sekildeki her m,n € N i¢in

d<xna xm) < d(xna xn+1> + d(-fnJrla :Un+2) +---+ d(-fmflv xm)

= 7n+’7n+1+"'+7m71
m—1

= Z i

< Z%‘

o0

1
2

1=n

IN
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olup Y 5 serisinin yakmsakhgmdan {z,} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X
i=1

tam oldugundan lim,, .., =, = 2z olacak sekilde bir z € X vardir. Son olarak, 7" nin

stirekliliginden

d(z,Tz) = lim d(x,, Tx,) = lim d(z,,x,11) =0

n—oo n—o0

olur. Boylece z = T'z olup ispat tamamlanir. m

Ornek 3.1 ve Ornek 3.2 de tanmli F; ve F, doniisiimlerini goz 6niine alalim. O
zaman her o > 0 igin F (a) < Fy(a) ve Fy— F} doniisiimii kuvvetli artan oldugundan
Uyar1 3.1 geregince her biiziilme doniisiimii (3.3) biiziilme sartin1 saglar. Ancak

bunun tersi dogru olmayabilir. Bunun icin asagidaki ¢rnegi verelim.

Ornek 3.5 X = {xn = @ 'n € N} kiimesi alisilmas metrik ile birlikte goz

oniine alinsin. O zaman (X, d) tam bir metrik uzaydwr. T : X — X dondisumii

1 , n=1
Tx, =
Tp1 , N>1
seklinde tamimlansm. Ornek 3.1 de tammlanan Fy(o) = In(a) igin T, bir F-

biiziilme degildir. Yani T dontigimi bir bizilme dontisimi degildir. Gercekten,

. d<Txn7 TCL’1> . Tp—1 — 1
hm —_— = hm E—
n—oo  d(xy,, ) n—oo I, — 1

(n—1)n 1

= lim —2——
n—oo n(nt1)

o 1

. ont—n-2

= lim ———

n—oon? 4+ n — 2

=1

dir. Ote yandan Ornek 3.2 de tamumlanan Fi(o) = a + In(a) i¢in T, 7 = 1 ile
birlikte bir Fy-biiziilmedir. Bunun i¢in asagidaki durumlar, goz éniine alalim. Her

m,n € N i¢in
ATy, Tx,) >0 (M>2An=1)V (m>n>1))

dir.
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Durum 1 m > 2 ven =1 i¢in

d(TIWH Txl)ed(Ta:m,Tml)fd(xm,xl) _ LTm—1 — ]'emm_lfxm
d(l’m, ,Il) Tm — 1
m“—m—2 _

— —_—C m
m2+m — 2
< e ™
< et
olur.
Durum 2 m >n > 1 i¢in
d<T$ma Txn) d(Txm,Ten)—d(Tm,an) _ LTm-1 — xn_leszlfxnflfzm‘i’wn
d(xpm, ) Ty — Tp
m+n—-1
= —— ¢
m+n+1
< e
< et

olur.
Simdi F-biiziilme doniigiimlerinin kiime degerli versiyonunu verelim.

Tanim 3.2 (X, d) bir metrik uzay, F € F ve T : X — CB(X) bir donisim olsun.
Eger H(Tx,Ty) > 0 ézelligindeki her x,y € X i¢in

r+ F(H(Tx,Ty)) < Fd(z,1)) (3.7)
olacak sekilde bir T > 0 varsa T ye kiime degerli F'-biiziilme denir.

Eger Ornek 3.1 de tammlanan Fi (o) = In (o) doniigiimii goz oniine alinirsa,

her kiime degerli biiziilme, bir kiime degerli F-biiziilme olur.

Teorem 3.2 (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — K(X) kiime degerli F-biizilme

olsun. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. zy € X olsun. Her z € X icin Tz bos olmadigindan, z; € Tz, olacak sekilde

x1 € X secilebilir. Eger x; € T'xy ise, o zaman x1,T nin bir sabit noktasi olur ve
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boylece ispat tamamlanir. 27 ¢ T'zq olsun. Tx; kapal oldugundan D(zq,Tz1) > 0

dir. Ote yandan, D(zy, Tzy) < H(Txo, Tz;) ve (F1) den
F(D(1,Tay)) < F(H(Txo, Ta1))
olur. Dolayisiyla (3.7) esitsizliginden
F(D(xy,Tx)) < F(H(Txo,Txy1)) < F(d(z1,20)) — T (3.8)

elde edilir. Tz kompakt oldugundan, d(zi,z5) = D(x1,Tz) olacak sekilde x5 €

Tz vardir. Bu durumda (3.8) esitsizliginden

F(d(z1,22)) < F(H(Tx,Tx1)) < F(d(21,20)) — T

elde edilir. Eger bu sekilde devam edilirse, her n > 0 tamsaysi i¢in 11 € T'x,, ve
F(d(xp, 2p11)) < F(d(p, n-1)) — 7 (3.9)

olacak sekilde X de bir {x,} dizisi elde edilir. Eger z,, € Tz,, olacak sekilde bir
no € N var ise o zaman z,,,, 7' nin bir sabit noktasi olur ve boylece ispat tamamlanir.
Bu yiizden her n > 0 tamsayisi i¢in x,, ¢ T'z,, oldugunu kabul edelim ve her n > 0
tamsayisi i¢in a, = d(x,,T,41) olsun. O zaman her n > 0 tamsaysi i¢in a, > 0

oldugundan ve (3.9) esitsizligini kullanarak
F(a,) < Flap—1) — 7 < F(ap—2) — 27 < -+ < F(ag) — n1 (3.10)

bulunur. (3.10) esitsizliginden n — oo i¢in limit alinirsa lim,, . F'(a,) = —oo elde
edilir. Bu yiizden (F2) den

lim a, =0

n—oo

olur. O halde (F3) den
lim a®F(a,) =0

olacak gekilde bir k € (0,1) vardir. Ayrica (3.10) egitsizliginde her n > 0 tamsay1
icin
a¥F(a,) — afF(ag) < —afnt <0 (3.11)

olur. (3.11) esitsizliginden n — oo i¢in limit alinirsa

lim na® =0 (3.12)

n—oo
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bulunur. Dolayisiyla (3.12) ifadesinden her n > n; igin v¥nr < 1 olacak sekilde bir

ny € N sayis1 vardir. Sonug olarak her n > ny igin

bulunur. Boylece m > n > n; olacak sekildeki her m,n € N i¢in

d(l’n, xm) S d(l’n, anrl) + d(anrl; xn+2> +-+ d<$m717 xm)

= 7n+fyn+1+"'+7mfl
m—1

= Z Vi

< Z%‘

o0

1
<D

1=n

olup Y -5 serisinin yakinsakhgmdan {z,} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X
i=1
tam oldugundan lim,, ., x, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Diger taraftan

(3.7) esitsizliginden H(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki x,y € X i¢in
H(Tx,Ty) < d(z,y)

elde edilir ve boylece her z,y € X icin
H(Tx,Ty) < d(z,y)

olur. O zaman

D(xp41,T2) < H(Tx,,Tz) < d(zp, 2) (3.13)

olacagindan (3.7) esitsizliginden n — oo igin limit alimirsa D(z,7z) = 0 bulunur.
Dolayisiyla z € Tz = Tz elde edilir ki bu 7" nin bir sabit noktaya sahip oldugunu

gosterir. Boylece ispat tamamlanir. m

Uyar1 3.3 Dikkat edelim ki Teorem 3.2 de her x € X i¢cin T'x kompaktir. Bu ytizden
Reich probleminde oldugu gibi asagidaki soru akla gelebilir.

Problem 3.1 Teorem 3.2 de K(X) yerine CB(X) alindiginda T' bir sabit noktaya
sahip midir?
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Bu sorunun cevabir da tam olarak bilinmese de, F' iizerine bir sart eklenerek

Problem 3.1 e kismen Teorem 3.3 de bir cevap verilmistir.

Teorem 3.3 (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — CB(X) kiime degerli F-
biiziilme olsun. Ayrica F asagqdaki sarty saglarsa o zaman T bir sabit noktaya

sahiptir.
(F4) inf A > 0 olacak sekildeki her A C (0,00) kiimesi i¢in
F(inf A) = inf F/(A)
dar.

Ispat. zo € X olsun. Her z € X icin Tz bos olmadigindan, z; € Tz, olacak sekilde
xr1 € X secilebilir. Eger x; € T'x; ise, o zaman x1,T nin bir sabit noktasi olur ve
boylece ispat tamamlamir. z; ¢ Ty olsun. Tz kapah oldugundan D(xy,Tz;) > 0
dir. Ote yandan, D(zy, Tz1) < H(Txo, Txy) ve (F1) den

F(D(x1,Tzy)) < F(H(Txo,Tx1))
olur. Dolaysiyla (3.7) esitsizliginden
F(D(x1,Ta1)) < F(H(Txo, Ta1)) < F(d(w1,20)) — 7 (3.14)
elde edilir. Dikkat edelim ki D(z1,Tx1) > 0 dir. (F4) den

F(D(x1,Tx)) = inf F(d(z1,y))

yeTT
olur ve boylece (3.14) egitsizliginden
inf F(d(a1,y)) < F(d(a1,20)) = 7 < F(d(21,20)) - % (3.15)
yclry

bulunur. O zama (3.15) esitsizliginden

F(d(l’l,ﬂfg)) S F(d(l‘l, ZL’Q)) —

bo |

olacak sekilde x5 € T'xy vardir. Eger x5 € Txs ise ispat biter. Aksi takdirde biz aym
yolla
F(d(l’g,.ﬁCg)) S F(d(ﬂfg, LC1>) —
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olacak sekilde x3 € Txy elde edebiliriz. Bu sekilde devam edildiginde her n > 0

tamsayisi i¢in z, 11 € T'x,, ve

F(d(zp, xpi1)) < F(d(Tp, Tp-1)) —

N

olacak gekilde X de bir {x,} dizisi elde edilir. Ispatin geri kalan kismi, Teorem 3.2
ispatinda oldugu gibi yapilabilir. m

Uyar:1 3.4 (F1) sartime saglayan sirekli her F fonksiyonu (F4) sartine saglar.

Asagidaki ornek, kiime degerli F-biiziilme doniisiimii olan fakat kiime degerli
biiziilme doniistimii olmayan dontistimlerin var oldugunu gostermesi bakimindan

onemlidir.

Ornek 3.6 X = {xn = n(”;l) in € N} kiimest alisilmas metrik ile birlikte goz

ontine alinsin. O zaman (X, d) tam bir metrik uzaydwr. T : X — K(X) dondgimi

{z1} , T =@

Tz

{xhx%' o 7xn—1} y U= 1Tn

geklinde tanamlansin. O zaman T donisimi F(a) = o+ Ina ve 7 = 1 ile birlikte
kiime degerli F'-biiziilmedir. Bunun i¢in asagidaki durumlary g6z oniine alalvm. Her

m,n € N i¢in
HTzp,,Tr,) >0 (m>2An=1)V(m>n>1))

dur.

Durum 1 m > 2 ven =1 i¢in

H(T$m7 TfL‘1> H(Tzm,Tx1)—d(zm,@1) _ Tm—1 — X1 eTm—1—Tm
(T, 1) Ty — T1
m? —m — 2 .

—m —m
= — e M<e™<e
m2+m—2

elde edilir.
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Durum 2 m >n > 1 i¢in

H(T{L’m, Txn) eH(Txm,Ta:n)—d(xm,xn) _ Tm—1 — Tn-1 e¥m—1"Tn-1—Tm+Tn
d(Tpm, ) Tm — Tp
m+n—1 __ _ _
— DT cenmm o gnem S e 1
m+n+1

elde edilir.

Bu yiizden T bir kiime degerli F'-biizilmedir. Ayrica Teorem 3.2 veya Teorem
3.3 nin diger sartlar da saglanwr. O halde T, X de bir sabit noktaya sahiptir. Ote

yandan
lim H(Tz,,Txy) O 1

n—oo  d(xy,, 1) Cnooo x, — 1

=1

oldugu i¢in T kiime degerli biiziilme dontistimi degildir.

Tanim 3.3 (X, d) bir metrik uzay, F € F ve T : X — CB(X) bir donisim olsun.
Eger H(Tx,Ty) > 0 ézelligindeki her x,y € X i¢in

H(Tz,Ty) >0=71+F(H(Tz,Ty)) < F(M(z,y)) (3.16)

olacak sekilde bir 7 > 0 varsa T ye genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme denir.

Burada

N | —

M(x,y) = max {d(:c, y), D(z,Tx), D(y,Ty), = [D(z,Ty) + D(y, Tx)]}

dir.

Eger Ornek 3.1 de tammmlanan Fy (o) = In (o) doniigiimii goz oniine alinirsa,
bu durumda her genellestirilmis kiime degerli biiziilme, bir genellestirilmis kiime

degerli F-biiziilmedir.

Teorem 3.4 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — K(X) genellestirilmis kiime
degerli F-biiziilme olsun. FEger T wveya F siirekli ise o zaman T bir sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. zo € X olsun. Her z € X icin Tz bos olmadigindan, z; € Tz, olacak sekilde

xr1 € X secilebilir. Eger ;1 € T'xy ise, o zaman x1,7T nin bir sabit noktasi olur ve
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boylece ispat tamamlanir. 27 ¢ T'zq olsun. Tx; kapal oldugundan D(zq,Tz1) > 0

dir. Ote yandan, D(zy, Tzy) < H(Txo, Tz;) ve (F1) den
F(D(x1,T)) < F(H(Txo,Tx1))

olur. Dolaysiyla (3.16) egitsizliginden

F(D(l’l,Tfl)) < F(H(TI(),TZL'l))
< F(M(zo,71)) — 7
d(xo, 1), D(x0,Tw0), D(21, T'1),
L R
5 [ D(xo, Twy) + D(x1, Tx0)]
< F(max {d(wo,xl), %D($0,Tﬂfl)}) -7
< F(max {d(l’o,l’l), % [d(x0,$1> + D($1,T751)]}) -7
< F(max {d(zo, z1), D(21,T21)}) — 7

F(d(zg,x1)) — T (3.17)

yazilabilir. T'zy kompakt oldugundan d(xy, z5) = D(z1, Tx;) olacak sekilde xo € T'zy

vardir. O zaman (3.17) esitsizliginden
F(d(zy,22)) < F(H(Tx,Tx1)) < F(d(21,20)) — T
elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde her n > 0 tamsayisi ic¢in z,, 1 € T'x,, ve
F(d(xp,vp1)) < Fd(xp, zp_1)) — T (3.18)

olacak gekilde X de bir {z,} dizisi elde edilir. Teorem 3.1 deki gibi {x,,} dizisinin X
de bir Cauchy dizisi oldugu gosterilebilir. X tam oldugundan lim,, ., x,, = 2z olacak
sekilde bir z € X vardir.

Eger T siirekli ise lim,, .o, Tz, =Tz ve
D(z,,Tz) < H(Tx,,Tz)

dir. Son esitsizlikte n — oo i¢in D(z,7Tz) = 0 elde edilir. Dolayisiyla z € Tz dir.
Simdi F siirekli olsun. Bu durumda biz iddia ediyoruz ki z € Tz dir. Aksini kabul

edelim. Yani, z ¢ Tz olsun. Bu durumda her n; > ng i¢in D(x,, 11,T%) > 0 olacak
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sekilde ng € N ve {z,,} nin bir {z,, } alt dizisi vardir. Aksi halde her n > n; i¢in
xn € Tz olacak sekilde ny € N vardir ki bu ise z € Tz olmas1 demektir. Bu ise

z ¢ Tz olmas ile gelisir. O halde ny > ng i¢gin D(z,,+1,72) > 0 oldugundan

T+ F(D(vy41,T2) < 7+ F(H(Tx,,,T7))
< F(M(zy,,2))
d(zp,, 2),d(xn,, Tn+1), D(2,T%),
S[D(@p,, Tz) + d(z, Ty 11)

IN

F(max

elde edilir. F' nin siirekliligi kullanilirsa &k — oo i¢in 7+ F(D(z,Tz2)) < F(D(z,T%))
bulunur ki bu ise bir celigkidir. Bu yiizden z € Tz elde edilir ve boylece ispat

tamamlanir. =

Uyar1 3.5 Ornek 3.6 goz oniine alindiginda T genellestirilmis kiime degerli F -

biziilmedir, fakat genellestirilmis kiime degerli biiziilme degildir.

3.2 Kiyaslama Fonksiyonlar: ve a-Gegisli Doniistimler

Bu kisimda kiyaslama fonksiyonlar: ve bazi 6zellikleri incelenecek, ardindan (c)-
kiyaslama fonksiyonlar: kullanilarak a-gecisli tek degerli dongiimler icin baz1 sabit
nokta teoremleri gbz oniine alinacaktir. Buradaki bilgiler sonraki kisimlara alt yapi
olugturacaktir.

Ik olarak 1 : [0,00) — [0, 00) bir fonksiyon olsun. 1 icin asagidaki sartlar:

goz oniine alalim.
¥,) 1 azalmayan bir doniisiim,

y) lim, " (t) =0, Vt > 0,

hg) > () < oo, VE > 0.

n=1
Kisalik olmas1 bakimindan ® = {1 : ¥, ve 1, saglanir} ve U = {4 : 1), ve 14
saglanir} diyelim. Literatiirde @ ailesine ait fonksiyonlara kiyaslama fonksiyonlari,
U ailesine ait fonksiyonlara da (c)-kiyaslama fonksiyonlar1 adi verilir. Tamimlardan
U C & oldugu aciktir. Yani her (c)-kiyaslama fonksiyonu bir kiyaslama fonksiy-

onudur.
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Lemma 3.1 Eger ¢ € ® ise o zaman hert > 0 i¢in (t) < t dir.
Ispat. 1, den her ¢ > 0 icin lim,_. ¢"(t) = 0 dir. En az bir t, > 0 icin 1 (ts) > t,
oldugunu kabul edelim. 1) azalmayan bir doniisiim oldugundan
to < P(to) < P(W(t)) < -+ <Y (tg) < -+
olur. Son esitsizlikte n — oo icin limit alinirsa

to < lim ¢"(to) =0

n—oo

olur ki bu celigkidir. O halde her ¢ > 0 i¢in ¢(¢) < t dir. =
Lemma 3.2 Eger ¢ € ® ise o zaman 1(0) = 0 dur.

Ispat. ¢(0) # 0 olsun. Bu durumda t(0) = t; > 0 dir. 9 azalmayan bir déniisiim
oldugundan v (0) < v (¢;) ve buradan da Lemma 3.1 geregince

olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde ¥(0) =0 dir. =
Lemma 3.3 Eger ¢ € ® ise o zaman 1, sifir noktasinda streklidir.

Ispat. ¢ € ® olsun. O zaman Lemma 3.2 geregince 1)(0) = 0 dir. t, — 0 olsun.
Y(t,) — ¥(0) = 0 oldugunu gosterecegiz. t, — 0 oldugundan ¢, — 0T olur ki bu

ise her n € N i¢in 0 < ¢,, demektir. ¢ azalmayan bir doéniisiim oldugundan

0=1(0) <¥(tn) < tn

elde edilir. Son egitsizlikten n — oo igin limit almirsa ¢ (t,) — ¥(0) = 0 olur. O

halde 1, sifir noktasinda siireklidir. m

Ornek 3.7 ¢ : [0,00) — [0,00) fonksiyonu \ € [0,1) olmak tizere ¢(t) = At sek-

linde tanmamlansin. O zaman ¢ € U oldugu agiktar.

Ornek 3.8 ¢ : [0,00) — [0,00) fonksiyonu

Wl
(e}
IN
~
VAN

Wl

b(t) =

Wi
AN
~

L
8

I

seklinde tanimlansin. O zaman ¥ € ¥ olur.
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Ornek 3.9 ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu ¢(t) = ILH seklinde tanimlansin. Bu
durumda ¢ € O\ dir.

Tanim 3.4 X bos olmayan bir kime, o : X x X — [0,00) bir fonksiyon ve T :
X — X bir donigiim olsun. Eger a(x,y) > 1 olacak sekildeki her x,y € X i¢in

a(Tx,Ty) > 1 oluyorsa o zaman T ye a-gegisli doniigim denir.

Ornek 3.10 X = [0,00) olmak dizere T : X — X doniigiimii her x € X igin
Tx =+ vea: X xX —[0,00) fonksiyonu

seklinde tanimlansin. O zaman T doniisimii a-gegislidir.

Ornek 3.11 X = (0,00) olmak tizere T : X — X doniisiimii her v € X igin

Tr=Inz vea: X x X — [0,00) fonksiyonu

seklinde tanimlansin. O zaman T doniisimi a-gegislidir.

Samet, Vetro ve Vetro, (c)-kiyaslama fonksiyonlarini ve a-gegisli doniigtim-
leri kullanarak a-1-biiziilme kavramini ortaya atmiglardir. Ardindan bu yeni tip
biiziilmeler icin baz sabit nokta teoremleri elde etmiglerdir. Elde edilen sonuclar

literetiirde sirali metrik uzaylarda verilen sabit nokta teoremleri ile yakindan ilgi-

lidir.

Tanim 3.5 (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniigim, 1) € ¥ vea : XxX —

[0,00) bir fonksiyon olsun. O zaman her z,y € X igin

a(z,y)d(Tz, Ty) < P(d((z,y)) (3.19)

oluyorsa T déniigiimiine bir a--biiziilme denir.
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Uyar: 3.6 Tamvm 3.5 da eger a(z,y) = 1 ve § € [0,1) olmak tizere ¢(t) = dt

seklinde alinmirsa her biiziilme déoniisiimiinin bir a-1-biiziilme oldugu gorilir.

Tamim 3.6 (X, 7) bir topolojik uzay {x,}, X de bir dizi ve v € X olsun. Eger
a: X xX — |0,00) fonksiyonu asagudaki sart saghyorsa o ya (B) ozelligine sahiptir

denir.
(B) Hern € N i¢in a(zp, xpi1) > 1 ve x, — x iken a(x,,x) > 1 dir.

Tanim 3.7 X bog olmayan bir kiime olmak tizere eger o : X x X — [0, 00) fonksiy-

onu agagidaki sarty saglyorsa o zaman X e (H) 6zelligine sahiptir denir.
(H) Herz,y € F(T) i¢in a(x,z) > 1 ve a(y, z) > 1 olacak sekilde z € X vardr.

Teorem 3.5 (X, d) tam bir metrik uzay, T : X — X bir a-gegigli, a-1-biizilme
dondigimi olsun. Eger o(xg, Txg) > 1 olacak sekilde bir xo € X var ve T strekli ise

o zaman T" bir sabit noktaya sahiptir.

ispat. xo € X hipotezde bahsedilen nokta olsun. Her n € N icin z,, = T"z¢ =
Tz, olacak gekilde X de bir {z,} dizisi tammlayalim. Eger z,, = x,,.1 olacak
sekilde bir ny € N varsa o zaman x,,, 7' nin bir sabit noktasi olur. Boylece ispat

tamamlanir. Dolayisiyla her n € N i¢in z,, # x,,+1 olsun. T, a-gecisli oldugundan
a(xg, 1) = axg, Trg) > 1 = a(Tx, Tx1) = w1, 22) > 1
dir. Bu sekilde devam edilirse her n € N i¢in
Ty, Tpi1) > 1 (3.20)

elde edilir. (3.19) esitsizliginde x = x,,_1 ve y = x,, alarak ve (3.20) esitsizligini goz

oniinde bulundurarak

d(xp, 1) = d(Txp_q,Txy)

IN

O{({L'n_l, xn)d(TfL‘n—lv Txn)

< ¢(d($n—17 an))
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elde edilir. Tiimevarim yontemiyle her n € N i¢in

AT, Tpg1) < P (d(20, 71))

olur. Simdi, her m,n € N, m > n i¢in

m—1
d(xnaxm) < Zd(xk>$k+l)
k=n

IN

Sy (d(zo, )

IN

> vk (d(wo, 1))

olup 3222 " (d((zo, 1)) serisinin yakinsakhgndan {z,} dizisi X de bir Cauchy
dizisi olur. X tam oldugundan lim,,_,., z,, = 2z olacak sekilde bir z € X vardir. T
stirekli oldugundan

z = lim z,,; = lim Tz, =T(lim z,) =Tz

n—oo n—oo n—oo

elde edilir ki bu 7" nin sabit noktasinin var oldugunu gosterir. Boylece ispat tamam-

lanir. =

Uyar1 3.7 Teorem 3.5 de T nin strekliligi yerine o man (B) ézelligine sahip olmast

kullanalabilir.

Teorem 3.6 (X, d) tam bir metrik uzay, T : X — X bir a-gegisli, a-1p-biizilme
dontigimi olsun. o(xg, Txg) > 1 olacak sekilde bir xog € X wvar oldugunu kabul

edelim. Eger o, (B) ézelligine sahip ise o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 3.5 in ispatinda oldugu gibi {z,} dizisinin (X,d) metrik uzaynda
bir Cauchy dizisi oldugu gosterilebilir. X tam oldugundan lim, .., z, = 2 olacak
sekilde bir z € X vardir. Diger tarafdan o min (B) 6zelligine sahip olmasi ve (3.20)
esitsizliginden her n € N icin

a(rn, 2) > 1 (3.21)
56



dir. (3.19) ve (3.21) esitsizliginden

d(z,Tz) < d(z,2ps1) + d(Tpi1,T2)
= d(z,2p41) + d(Tz,, T2)
< d(z,2p41) + a2y, 2)d(Tx,, Tz)
< d(z,wp1) + Y(d(20, 2))

elde edilir. 1, t = 0 noktasinda siirekli oldugundan ve son esitsizlikten n — oo igin

d(z,Tz) = 0 olur. Yani z = T’z elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Ornek 3.12 X = R kiimesini aligimas metrik ile goz oniine alalim. T : X — X

dontisiim/i
.
2m—% , x>1
Tx = o p<z<1
0 , z <0

seklinde tanimlansin. O zaman
d(T1,72) =2 >1=4d(1,2)
oldugundan T bir biizilme dondigimi degildir. Simdi, o : X x X — [0, 00) fonksiyonu

1, z,y€l0,1]
a(z,y) =
0 , z¢][0,1] veyay ¢ [0,1]

geklinde tanimlansin. O zaman T dondgimi her t > 0 i¢in (t) = % ile birlikte bir

a--biiziilmedir, ¢ilinki her x,y € X i¢in
1

egitsizligi saglanar. Ayrica xo = 1 i¢in «(1,T1) = a(1, %) =1 dir. Simdi T nin o-
gecisli dondigiim oldugunu gosterelim. a(xz,y) > 1 olsun. O zaman o nan tanwmindan
z,y € [0,1] dir. O halde Tx = 5 € [0,1] ve Ty = § € [0, 1] oldugundan o(Tx, Ty) >
1 dir. Son olarak T’ siirekli oldugundan Teorem 3.5 in tim sartlar: saglandi. O halde

T nin bir sabit noktast vardr.
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Uyar1 3.8 Yukaridaki ornektende anlagilacage tizere Teorem 3.5 sabit noktanin tek-

ligini garanti etmez. Cinkii 6rnekte 0 ve 3/2, T nin iki sabit noktasidar.

Ornek 3.13 X = R kiimesini aligimas metrik ile goz oniine alalim. T : X — X
déondigiimdi

2x—% , T>1

8

seklinde tanimlansin.

d(T1,T2) = Z S 1=d(1,2)

oldugu i¢in T bir biiziilme donitisimi degildir. Ayrica T stirekli olmadigindan Teorem

3.5 bu drnege uygulanamaz. Jimdi, o : X x X — [0,00) fonksiyonu

1, z,y€l0,1]
O‘(l'ay) =
0 , xz¢][0,1] veyay ¢ [0,1]

geklinde tanimlansin. O zaman T dondgimi her t > 0 i¢in (t) = i ile birlikte bir

a--bliziilmedir, ¢ilinki her x,y € X i¢cin
1

egitsizligi saglamir. Ayrica zo = 1 igin «(1,T1) = a(1, i) =1 dir. Simdi T nin
a-gegigli doniigim oldugunu gdosterelim. o(x,y) > 1 olsun. Bu durumda o mn
tanmvmandan x,y € [0,1] dir. O halde Tx = § € [0,1] ve Ty = 4 € [0, 1] oldugundan
a(Tz,Ty) > 1 dir. Son olarak, o mn (B) ozelligine sahip oldugunu gdsterelim.
Her n € N i¢in a(xy,, xy11) > 1 ve x, — x olacak sekilde X de bir {x,} dizisi var
olsun. Hern € N i¢in a(xp, xp11) > 1 oldugu icin o man tansmandan her n € N i¢in
z, € [0,1] dir. Dolayswla x, — x oldugundan x € [0,1] olmaldir. O halde her
n € N i¢in a(z,,x) > 1 dir. Bu yiizden o, (B) ozelligine sahip olup Teorem 3.6 in
tiim sartlar saglanir. O halde T nin bir sabit noktast vardar.
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Uyar: 3.9 Yine Teorem 3.6 da sabit noktanin tekligini garanti etmez. Crlinki yukar:-

daki ornekte 0 ve 3/2, T' nin iki sabit noktasidar.

Teorem 3.7 Teorem 3.5 veya Teorem 3.6 nin sartlarina ek olarak X, (H) ézelligine

de sahip olsun. O zaman T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. z ve w, T nin iki sabit noktasi olsun. O zaman X in (H) 6zelliginden dolay1
a(z,u) > 1 and a(w,u) > 1 olacak gekilde bir u € X vardir. T, a-gegisli oldugundan
her n € N i¢in

alz, T"u) > 1 (3.22)

ve

a(w, T"u) > 1 (3.23)
olur. Bu yiizden (3.19) ve (3.22) esitsizliklerinden her n € N i¢in
d(z,T"u) = d(Tz T(T" 'u))
< alz, T" u)d(Tz, T(T" u))
< Y(d(z, T M)
elde edilir. Buradan ¢ azalmayan bir fonksiyon oldugundan her n € N igin
d(z, T"u) < " (d(z,u))

bulunur. Son esitsizlikten n — oo icin limit alimirsa 7"u — 2z elde edilir. Benzer
olarak (3.19) ve (3.23) esitsizliklerini kullanarak n — oo igin 7"u — w elde edilir.
Metrik uzaylarda limit noktasinin tekliginden z = w elde edilir. Boylece ispat
tamamlanir. =

Simdi a--biiziilme doniigiimleri i¢in bazi genellestirmeler verelim.

Tanim 3.8 (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir donigim, ) € YV vea : XxX —

[0,00) bir donigim olsun. O zaman her x,y € X i¢in
a(z,y)d(Tz, Ty) < d(m(z,y)) (3.24)
oluyorsa T ye Cirié tip a-p-genellestirilmis biiziilme denir. Burada
(i, y) = ma{d(z, ), d(z, Ta), d(y, Ty), 3 d(a, Ty) + d(o, o)}

dor.
59



Uyar: 3.10 Tamim 3.8 da eger a(z,y) = 1 ve § € [0,1) olmak tizere (t) = dt
seklinde alinirsa o zaman her Cirie tip genellestirilmis biziilmeler bir Ciric tip a-

W-genellestirilmis biiziilmedir.

Teorem 3.8 (X,d) tam bir metrik uzay, T : X — X bir a-gecisli ve Ciric tip
a-h-genellegtirilmis biizilme dontigimi olsun. Ayrica o(xo, Txo) > 1 olacak sekilde
bir xog € X wvar oldugunu kabul edelim. Eger T siirekli veya «, (B) ozelligine sahip
ise o zaman T bir sabit noktaya sahiptir. Ek olarak X, (H) ézelligine de sahip ise o

zaman T nin sabit noktast tektir.

Ispat. z, € X hipotezde bahsedilen nokta olsun. Her n € N icin =, = T"z¢ =
Tz, 1 olacak gekilde X de bir {z,} dizisi tammlayalim. Eger z,, = x,,.1 olacak
sekilde bir ny € N varsa o zaman x,,, 7" nin bir sabit noktasi olur. Boylece ispat

tamamlanir. Dolayisiyla her n € N i¢in z,, # x,,4+1 olsun. T, a-gecisli oldugundan

a(xg, 1) = alxg, Tro) > 1= a(Tx, Tx1) = w1, 22) > 1

dir. Bu sekilde devam edilirse her n € N i¢in

(X, Tpi) > 1 (3.25)

elde edilir. (3.24) esitsizliginde = = x,,_; ve y = x,, alarak ve (3.25) esitsizligini goz

oniinde bulundurularak

d(xp, 1) = d(Txp_1,Txy)

IN

O{({L'n_l, xn)d(TfL‘n—lv Txn)

Y(m(@n-1,2,)) (3.26)
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elde edilir ki burada

d<wn717 xn)a d(t%nfl; Txnfl)a d(fL’n, Txn)a

m(z,_1,,) = max
%[d(xnflu T'Tn) + d(l’n, Txnfl)]

U

= Imnax

——

(xn 1, xn) (xnfla 'Tn)a d(xn; anrl)a
[

% d(xn 1 xn—s—l) + d<xn7 xn)]

1

§d($n71, 5Un+1)}

d(xn—la xn)a d(mn, $n+1)7
%[d(xnflv Tp) + d(Tp, Tpy)]

(Z’n,l, 'Tn)v d<xn; fEn+1)}

= max{d(x,_1, %), d(Tpn, Tpi1),

= Imnax

=

= max{

dir. Eger en az bir n € N i¢in d(x,—1, z,) < d(xy,, Tn41) ise (3.26) esitsizliginden

IA

W
< Y(max{d(rp1,Tn), d(Tn, Tny1)})
¢<d(xm xn+1>)

< d(xp, Tngt)

d(l’n,l'n+1) m«mnfbxn))

olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde her n € N i¢in d(z,,_1,%,) > d(zp, zpe1) dir.
Boylece

A2, Tpy1) < P(d(2n-1, 7))

olur ve buradan her n € N i¢in

d(xpn, Tpa1) < " (d(z0, 1)) (3.27)

elde edilir. Simdi her m,n € N, m > n i¢in

m—

1
d('rn7:rm) S d('rkv'rk+1)
k=n

m—1

> v*(d(wo, 1))

k=n
0

< Zw (w0, 21))

olur. Y > ¢"(d(xo,x1)) serisinin yakinsakligindan {z,} dizisi X de bir Cauchy

IN

dizisi olur. X tam oldugundan lim,, .., z, = z olacak sekilde bir z € X vardir.
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Eger T siirekli ise
z= hm Tpr1 = lim Tz, =T(lim z,) =Tz

n—oo n—oo

elde edilir ki bu 7" nin sabit noktasiin var oldugunu gosterir.

Simdi «, (B) 6zelligine sahip olsun. (3.25) esitsizliginden her n € N igin
a(rn, 2) > 1 (3.28)

dir. (3.24) ve (3.28) esitsizliklerinden

d(z,Tz) < d(z,2p41) + d(Tps1,T2)
= d(z,xp41) + d(Tx,, T2)
< d(z,xpns1) + alxy, 2)d(Tx,, Tz)
< d(z,2n11) + Ym0, 2)) (3.29)

elde edilir ki burada

d(zp, 2),d(zn, Txy,),d(z,Tz),

m(x,,z) = max )
sld(zn, T2) + d(z, Txy,)]

= max

d(xp, 2),d(xp, Tpi1),d(2,T2),
Hd(z, T2) + d(z, Tn41)]

bulunur. §imdi d(z,7'z) > 0 oldugunu kabul edelim. (3.27) esitsizligini ve lim,, o z, =

z oldugunu goz 6niine alirsak, her n > ng igin d(z,,z) <
d(2,T2) Tz)

d(z,T
# ve d(xp, Tpi1) <

olacak sekilde ng € N vardir. Bu yiizden her n > ng i¢in

d(xp, 2),d(xp, Tpi1),d(2, Tz),

sd(zn, 2) + d(2,Tz2) + d(z, Tp41)]
< d(z,Tz)

m(x,,z) < max

bulunur. Simdi (3.29) egitsizliginden her n > ng igin
d(z7 TZ) < d(Z, xn-l—l) + ¢<d(za TZ))
elde edilir. Son egitsizlikten n — oo igin limit alinirsa

d(z,Tz) <Y(d(2,Tz)) < d(z,T=)
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olur ki bu geligkidir. O halde d(z,72) = 0 yani z = Tz elde edilir. boylece T' nin
bir sabit noktas1 vardir.

Simdi X in (H) 6zelligine sahip oldugunu kabul edelim. z ve w, T nin iki sabit
noktasi olsun. O zaman X in (H) 6zelliginden dolayr a(z,u) > 1 and a(w,u) > 1

olacak sekilde bir u € X vardir. T', a-gegisli oldugundan her n € N igin
alz,T"u) > 1 (3.30)

ve

a(w, T"u) > 1 (3.31)

elde edilir. Bu ytizden (3.24) ve (3.30) esitsizlikleri kullanilarak

d(z, T"" ) = d(Tz, T(T"u))

IA

alz, T"u)d(Tz, T(T"u))
< Y(m(z, T"u))

elde edilir ki burada
m(z,y) = max {d(z, T"u),d(z, T"'u)}
bulunur. Yani
d(z, T" 'u) < ¢ (max {d(z, T"u),d(z, 7" u) }) (3.32)

bulunur. Genelligi bozmaksizin her n € N igin d(z,7™u) > 0 olsun. O zaman
d(z,T"u) > d(z, T""'u) olmahdir. Aksi halde bir geligki elde edilir. O halde biz

(3.32) den ve 1 azalmayan bir fonksiyon oldugundan her n € N i¢in
d(z,T" ') <4 (d(z, TMu)) < -+ < 9" (d(2,u))

bulunur. Son esitsizlikten n — oo icin limit alinirsa 7"y — 2 elde edilir. Benzer
olarak (3.24) ve (3.31) esitsizlikleri kullanilarak n — oo i¢in 7" "4 — w elde edilir.
Metrik uzaylarda limit noktasinin tekliginden z = w elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir. m
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Ornek 3.14 X = [0,00) kiimesini algilmig metrik ile goz oniine alalbm. T : X —
X dontistimii
2r—35 | x>1
Ty =

wis

vea: X x X —[0,00) fonksiyonu

1, z,y€l01]
a(:v,y) =
0 , z¢][0,1] veyay ¢ [0,1]

seklinde tanimlansim. d(T1,T2) =2 ve m(1,2) = 3 oldugu igin

d(T1,T2) < 6m(1,2)

olacak sekilde hi¢ bir 6 € [0,1) sayst bulunamadigindan T, Ciric tip genellestirilmis

biiziilme déndigiimii degildir. Fokat T dontisimi her t > 0 igin ¥ (t) = & ile birlikte

bir Ciri¢ tip a--genellestirilmig biiziilmedir, ¢linki her x,y € X i¢in

1 1
ala)d(Te,Ty) < gd(a.y) < gm(z.y)

egitsizligi saglanir. Ayrica zo = 1 igin o(1,T1) = a(1, %) =1 dir. Simdi T nin
a-gegisli oldugunu gosterelim. a(x,y) > 1 olsun. O zaman o man tanymindan x,y €
0,1] dir. O halde Tx = 5 € [0,1] ve Ty = £ € [0,1] oldugundan o(Tz,Ty) > 1
dir. Son olarak o min (B) ézelligine sahip oldugunu da géosterelim. Her n € N
icin a(xy, Tpy1) > 1 ve x, — x olacak sekilde X de bir {x,} dizisi var olsun. Her
n € N i¢in a(x,, xmi1) > 1 oldugu i¢in « man tanymandan her n € N i¢in x,, € [0, 1]
dir. Dolayswyla x, — x oldugundan x € [0,1] olmaldir. O halde her n € N i¢in
a(xp,x) > 1 dir. Bu yizden o, (B) ozelligine sahiptir. Dolayiswyla Teorem 3.8 in

tiim sartlar saglanyr. O halde T nin bir sabit noktasy vardar.

Uyar1 3.11 Dikkat edelim ki Teorem 3.8, eger X, (H) ézelligine sahip degilse sabit
noktanmin tekligini garanti etmemektedir. Yukaridaki érnekte X, (H) ozelligine sahip

olmayip 0 ve 5/3, T nin iki sabit noktasidar.
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3.3 Kiime Degerli a-Gegisli ve a,-Gegisli Doniisiimler

Bu kesimde a-gegisli doniigiimlerin kiime degerli versiyonlar1 gozoniine alinarak

kiime degerli doniistimler icin bazi sabit nokta teoremleri elde edilecektir.

Tanim 3.9 (X,d) bir metrik vzay, T : X — P(X) bir kiime degerli doniigim,

Y eW vea: X x X —[0,00) bir doniigiim olsun. Eger her z,y € X i¢in
a(z,y)H(Tz,Ty) < P(d(z,y))
oluyorsa T ye kiime degerli a-1)-biiziilme;
a.(Tx, Ty)H(Tx, Ty) < (d(z,y)),
oluyorsa T ye kiime degerli au,-1)-biiziilme doniisimii denir. Burada
a,(Tz, Ty) = inf{a(a,b) : a € Tz, b € Ty}

dir. Benzer olarak d(x,y) yerine M(x,y) almarak T ye sirasu ile Cirié tip kiime
degerli a-1)-genellestirilmis biiziilme ve Cirie tip kiime degerli a.-1)-genellestirilmais

biiztilme denir.

Tamim 3.10 X bog olmayan bir kiime, T : X — P(X) bir kiime degerli déniigim

vea: X x X — [0,00) bir dontigim olsun.

(a) eger a(x,y) > 1 olacak sekildeki her x € X wve y € Tx igin; a(y,z) > 1

esitsizligi her z € Ty i¢in saglanwyorsa T ye a-gegisli denir.

(b) eger a(xz,y) > 1 olacak sekildeki her x € X vey € Tx i¢in a.(Tz,Ty) > 1

oluyorsa T ye au.-geciglt denir.

Uyar1 3.12 Her a,-gegisli doniisiim ayni zamanda bir a-gecisli dontisimdiir. Ama

tersi genelde dogru degildir.

Ornek 3.15 X = [—1,1] kiimesini goz oniine alalim. o : X x X — [0,00) fonksiy-

onu



geklinde tanmimlansin. Ayrica T : X — P(X) dontigimi

{2} . 2¢{-1,0}
Ter=4q {0,1} , z=-1
{1} , z=0
seklinde tanvmlansin. O zaman v = —1, vey = 0 € Tx = {0,1} i¢cin oz, y) > 1
olmasina ragmen o, (Tx, Ty) = a.({0,1},{1}) = 0 dwr. Dolayiswyla T' bir a.-gegisli
doniistim degildir. Simdi T nin a-gegisli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in asagidaki

durumlar sonucunda T déniisimiinin a-ge¢iglt oldugu gorilmektedir:

Durum 1 Eger x = 0 ise 0 zaman y = 1 ve a(x,y) > 1 dir. Ayrica, z = —1 €

Ty ={-1} i¢in a(y,z) > 1 dir.

Durum 2 Eger x = —1 ise 0 zaman y € {0,1} ve a(z,y) > 1 dur. Ayrica her

z €Ty i¢in ay,z) > 1 dur.

Durum 3 Eger x ¢ {—1,0} ise o zaman y = —x ve a(x,y) > 1 dwr. Ayrica

z=x € Ty = {x} oldugu i¢in a(y, z) > 1 dir.

Simdi, Mohammadi, Rezapour ve Shahzad tarafindan kiime degerli a--

biiziilme déniigiimleri icin verilen sabit nokta teoreminin ifade ve ispatini inceleyelim.

Teorem 3.9 (X,d) bir tam metrik uzay, o : X x X — [0, 00) bir fonksiyon, 1 € ¥
kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X — CB(X) a-ge¢isli ve kiime degerli a-1-biiziilme
dontigimi olsun. Ayrica, o(zg,x1) > 1 olacak sekilde xo € X ve x1 € Txy var
oldugunu kabul edelim. Eger T stirekli veya «, (B) ozelligine sahip ise o zaman T

bir sabit noktaya sahiptir.

ispat. xo € X ve x1 € Tz hipotezdeki noktalar olsun. Eger x; = z( ise o zaman

ispat biter. x; # xy olsun. Buradan
D(z1,Tx1) < alxg,z1)H(Txo, T11)
< ¥ (d(xo,21))
olur. Eger x; € T'ry ise o zaman x1, T nin sabit noktasi olur. x; ¢ Txy ve ¢ > 1

olsun. O zaman

0 < D(x1,Tz1) < q¥p (d(xo, 1))
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dir. tg = d(xg,x1) diyelim. O zaman ¢y > 0 ve D(z1,Tx1) < q (tp) dir. Dolayisiyla
d(z1,m9) < q (to) olacak sekilde xo € Txy vardir. ¢ kuvvetli artan bir fonksiyon

oldugundan
¥ (d(z1, 22)) < ¢ (q¥ (t))

olur. xs # w1 oldugu kabul edilebilir. Aksi halde ispat biter. Simdi ¢; = %
olsun. «(zg,x1) > 1 ve T, a-gegisli oldugundan her u € Tx; igin a(zy,u) > 1 dir.

u = x9 € Txq alirsak a(zq,x2) > 1 olur. O zaman ¢; > 1 ve

d(xe, Tzy) < a(xy,29)H(Tx1,Txs)

< Yﬂ (d(xlv 372))

elde edilir. Eger xo € T'xs ise 0 zaman x5, 1" nin sabit noktasi olur. xs ¢ Ty olsun.
O zaman

0 < D(x2,Tx2) < 1t (d(z1, 22))

dir. Bu yiizden d(z2,23) < @0 (d(x1,22)) = ¢ (q¢ (to)) olacak sekilde x5 € T'xo
vardir. Dolayisiyla x5 # x5 ve 9 (d(29,23)) < ¥* (qup (to)) dir. a(zy,z5) > 1 ve

T, a-gegisli oldugundan her v € Tz igin a(za,v) > 1 dir. v = z3 € Tz, alirsak

Y2 (g(to))

D(d(w2,73)) olsun. O zaman ¢, > 1 dir. Ayrica

a(xg,x3) > 1 olur. go =

d(zs, Tzs3) < a(xe,x3)H(Txe, Tx3)
S ¢(d($27$3))
olur. Bu gekilde devam edildiginde her n € N i¢in x, € Tz, 1,2, # Tp_1,

Ty, Tpy1) > 1 ve d(zn, 2np1) < V" (g0 (to)) olacak sekilde X de bir {z,} dizisi

elde edilir. Simdi, her m,n € N, m > n ic¢in

=

d(xp, Tm) < d(zk, Tri1)

3

il
3

3
L

IN

VN g (1))

il
3

<

V" aw (1))

NE

o

=n

olur. 3222 "(qv (to)) serisinin yakmsakligindan {z,} dizisi X de bir Cauchy dizisi

olur. X tam oldugundan lim,, .. x, = 2z olacak sekilde bir z € X vardir.
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Eger T siirekli ise, o zaman

D(z,Tz) = lim D(xy41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0

olur ve bdylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidur.
Simdi, «, (B) 6zelligine sahip olsun. Bu durumda her n € N igin a(z,,z) > 1 dir.

Dolayisiyla

D(xn+17 T'Z)

IN

H(Tx,,Tz)

IN

a(xy, z)H(Tx,, Tz)

< (d(zn, 2)) (3.33)

elde edilir. Ayrica lim,, . d(z,,z) = 0 ve 1, 0 noktasinda siirekli oldugundan (3.33)
esitsizliginde n — oo icin D(z,T%) = 0 bulunur ve béylece z € Tz = Tz dir. Yani
z, T' nin bir sabit noktasidir. Boylece ispat biter. m

Simdi de Asl, Rezapour ve Shahzad tarafindan kiime degerli a,-1-biiziilme

doniisiimleri i¢in verilen sabit nokta teoreminin ifade ve ispatini inceleyelim.

Teorem 3.10 (X, d) bir tam metrik uzay, o : X x X — [0, 00) bir fonksiyon, ¢ € ¥
kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X — C(X) a.-gegisli ve kiime degerli cv,-1)p-biiziilme
doniigtimi olsun. Ayrica, a(xg,z1) > 1 olacak sekilde xo € X ve x1 € Txg var
oldugunu kabul edelim. Eger T stirekli veya o, (B) ozelligine sahip ise o zaman T

bir sabit noktaya sahiptir.

ispat. xo € X ve x1 € Tz hipotezdeki noktalar olsun. Eger x; = x( ise o zaman
ispat biter. x; # x¢ olsun. Eger x; € Tz ise o zaman z7, T nin sabit noktasi olur.
x1 ¢ Txy ve g > 1olsun. a(xg,z1) > 1 ve T, a,-gegisli oldugundan o, (Txg, Txq) > 1
dir. Bu durumda
0 < D(xy,Txy)
< a.(Txo, Txy)H (T, T1)

< qa.(Txog, Txy)H(Txo, Txq)
olur. O halde

0 < d(x1,x2) < qau(Tag, Tx)H(Txo, Txy) < qtb (d(x0,21))
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olacak sekilde xy € T'zy vardir. Ayrica xo # x1 ve a(xy,x2) > 1 dir. Bu yiizden T,
a,-gegisli oldugundan o, (Txy, Txe) > 1 dir. tg = d(xg,x1) diyelim. Buradan ¢ty > 0
ve d(x1,22) < qi (to) dir. ¥ kuvvetli artan bir fonksiyon oldugundan

Y (d(w1,m2)) <9 (g2 (to))

dir. ¢; = % olsun. O zaman ¢; > 1 dir. Eger xy € Tzs ise 0 zaman xo, T

nin sabit noktasi olur. x5 ¢ T'z5 olsun. O zaman
0 < D(w9,Txs) < ay(Txy, Txe) H(Twq, Txs) < qrovs(Txy, Txg)H(Txy, Txs)

dir. Bu ytizden

0 < d(wg,w3) < qrovg(Twy, Tag)H(Txy, Tre) < qrap (d(z1,22)) = (q¥ (to))

olacak gekilde x5 € Ty vardir. Dolayisiyla s # xa, oz, 23) > 1 ve ¥ (d(xq, x3)) <
V2 (qip (o)) dir. ¢o = % olsun. O zaman ¢ > 1 dir. Eger x3 € T3 ise o

zaman 3, T nin sabit noktasi olur. z3 ¢ Tx3 olsun. O zaman
0< D(.Ig, TIg) < Oé*<TJI2, T(Eg)H(T(EQ, TZL’3) < QQOZ*<T$2, TIg)H(T(EQ, Txg)

dir. Bu yiizden

0 < d(v3,24) < qoau(Txo, Tx3)H(Tw2, T3) < qot (d(wa, 73)) = ¥° (q¥) (o))

olacak sekilde x4 € T'x3 vardir. Bu sekilde devam edildiginde her n € N i¢in z,, €
T2n_1,Tn # Tp1, a(Tn, Tpgr) > 1 ve d(xy, Tny1) < V" gy (to)) olacak sekilde X

de bir {x,} dizisi elde edilir. Simdi, her m,n € N, m > n igin

3

d(@“m fl?m) < d (@“k, $k+1)

=
Il
3

3
L

IN

V(g0 (to))

=
Il
3

gy (1))

M8

<

=
3

oldugundan ve 372, 9" (qy (o)) serisinin yaksakhigmdan {z,} dizisi X de bir

Cauchy dizisi olur. X tam oldugundan lim,,_,,, x, = z olacak sekilde bir z € X
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vardir.

Eger T siirekli ise, o zaman

D(z,Tz) = lim D(xy41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0

n—oo n—oo

olur ve boylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidir.
Simdi, «a, (B) 6zelligine sahip olsun. O zaman her n € N igin a(z,,z) > 1 elde

edilir. T, a,-gegisli oldugundan her n € N i¢in a,.(Tx,, Tz) > 1 dir. Dolayisiyla

D(z,T=z)

IN

H(Tz,Tx,) + D(Tx,, 2)

IA

H(Tz Tx,) + d(zps1, 2)

IN

@ (Txy, T2)H(Tx,, T2) + d(2p1, 2)

P(d(wn, 2)) + d(@n i1, 2)

IN

elde edilir. Ayrica lim,, . d(x,,2) = 0 ve ¥, 0 noktasinda siirekli oldugundan son
esitsizlikten n — oo icin D(z,T%) = 0 olur ve boylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T

nin bir sabit noktasidir. Boylece ispat biter. m

Ornek 3.16 X = [0,00) kiimesini aligilmis metrik ile goz onine alabm. T : X —
C(X) doniisimii
[23: — %, oo) , T>1
Tr =
[0, 2] , 0<r<1

vea: X x X —[0,00) fonksiyonu

1, z,y€el01]
a(z,y) =
0 , z¢][0,1] veyay ¢ [0,1]

geklinde tanimlansin. Bu durumda T dondsimi her t > 0 igin ¥ (t) = % ile birlikte

bir o, --bliziilmedir, ¢iinki her x,y € X i¢in
1

dir. Ayrica xg = 1 ve x; = % e Tl = [0,%] icin Oz(l,%) =1 dir. Simdi T nin
a,-gegisli oldugunu gosterelim. o(x,y) > 1 olacak sekildeki her v € X vey € Tx
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icinz € (0,1 vey € Te = [O, g] olur. O zaman Ty = [O, f] olacagindan

. (Tz, Ty) = inf{a(a,b) ca € [0, g} b e [0, %]} =1

dir. O halde T bir o.-gegigli doniigimdiir. Son olarak o man (B) ozelligine sahip
oldugunu da gosterelim. Her n € N i¢in oz, x,11) > 1 ve x, — x olacak sekilde
X de bir {x,} dizisi var olsun. Her n € N i¢in a(x,,x,11) > 1 oldugu i¢in o nin
tanamandan her n € N i¢in x, € [0,1] dir. Dolayswyla x,, — x oldugundan (X, d)
metrik uzayinda x € [0,1] dr. O halde her n € N i¢in a(x,,x) > 1 dir. Bu yiizden
a, (B) dzelligine sahiptir. Dolayiswyla Teorem 3.10 in tim sartlary saglanar. O halde
T nin bir sabit noktasy vardwr. Dikkat edelim ki T nin sonsuz coklukta sabit noktas:

vardar.

Teorem 3.11 (X, d) bir tam metrik uzay, o : X x X — [0, 00) bir fonksiyon, ¢ € ¥
kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X — CB(X), a-gegisli ve Ciric tip kiime degerl:
a-1)-genellegtirilmis biizilme olsun. Ayrica a(xg, 1) > 1 olacak sekilde xy € X wve
x1 € Tz var oldugunu kabul edelim. Eger T' siirekli veya o, (B) éozelligine sahip ise

o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. o € X ve 2, € Tz, hipotezdeki noktalar olsun. Eger z; = z, ise o zaman

ispat biter. x; # xy olsun. O zaman

D(z1,Tx1) < alxg,z1)H(Txo, T11)

< ¢ (M(zo,71))

olur ki burada
d(l’o, fL‘l), D(ZL‘O, TCI?()), D(I’l, Tl‘l),

M (zg, 1) = max
% [D(.’L'(), Tfl?l) + D(.I'l, Tfl?())]

= mnax

1
d(l’g, 331), D(IE1, T[L'1>, §D((E0, T[L'l)}

< max ¢ d(xg, z1), D(z1,Tx7)

75[
d(zo,x1), D(xy, Tx1)}

1 d(zo, 71) + D(ml,TJﬁ)]}

—

= max
dir. Eger d(zo,z1) < D(xq,Tz1) ise

D(ZL’I, T$1) S w (D(xl, Tl‘l))
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olur ki buradan D(zy,Tx1) = 0 dir. Bu ise bir geligkidir. O halde d(zg,z;) >
D(xy,Txq) dir. Boylece
D(z1, Tz1) < 9 (d(w0, 1))
bulunur. Eger x; € Tx; ise o zaman x1, T nin sabit noktasi olur. 1 ¢ Tx; ve ¢ > 1
olsun. Bu durumda
0 < D(x1,Ta1) < qyp (d(xo,21))

dir. ty = d(wo,x1) diyelim. Bu yiizden t¢ > 0 ve D(z1,Tx1) < qu(ty) dir.
Dolayisiyla d(zq1,x2) < qu (to) olacak sekilde xy € Ty vardir. ¢ kuvvetli artan

bir doniisiim oldugundan

Y (d(z1,2)) <P (q¥ (to))

dir. Dikkat edelim ki x5 # x; dir. ¢4 = % olsun. Bu durumda ¢; > 1 ve

d(ze, Tzy) < a(xy,29)H(T21,Txs)
< Y (M(x1,72))
olur ki burada

d<m17 Jfg), D(I‘l, T$1)7 D(I‘Q, T.’,UQ),

M(x1,22) = max
% [D(JTl, TZEQ) + D(.I’Q, TZL‘l)]

= Inax

1
d(lL‘l, ZEQ), D([EQ, TZL‘Q), §D(ZL’1, T[L‘Q)}

< max

d([L‘l, IQ), D(l‘g, T[L‘Q), % [d(l’l, {232) + D(l‘g, T[L‘Q)]}
d(l’l,l’g), D(JIQ,T[L’Q)}

—

= max
dir. Eger d(z1,z5) < D(xq, Tz3) ise
D(z2, Twz) < 9 (D(x2,Tx2))

olur ki buradan D(zy, Txs) = 0 dir. Bu ise bir geligkidir. O halde d(z1,z5) >
D(x9, Txs) dir. Boylece
D(zg, Tzg) < 9 (d(1,79))

bulunur. Eger x5 € T'xs ise 0 zaman x5, T nin sabit noktasi olur. xs ¢ Txy olsun.
Bu durumda

0 < D(x2,Txs) < 1t (d(z1, 22))
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dir. Bu yiizden d(z2,23) < i (d(x1,22)) = ¢ (q¢ (to)) olacak sekilde x5 € Txo
vardir. Dolayisiyla x3 # x5 ve 1 (d(zg, 23)) < ¥° (q¥ (to)) dir. ¢o = % olsun.
O zaman ¢ > 1 dir. Ayrica

d(zs, Tzs) < a(xe,x3)H(Txe, Tx3)
P (M (22, 23))

IA

olur ki burada

d(IQ, 173), D(l’g, TIQ), D(Ig, TLI?3),
[D(fL’Q, T[E3) + D(l’g, T{EQ)]

M(l‘g, 333) = Imnax

1
2

= Imnax

1
d(IQ, [E3), D(Z)’Jg, TIg), §D(ZL’2, T.Z'g)}

< max

d(902, $3)7 D(I& T903)7 % [d(@a xS) + D(£E3, T‘”3)]}

= max d(xg, xs), D($37 Tx3)}

—~

dir. Bu sekilde devam edildiginde her n € N i¢in x,, € Tx,,_1, %, # T,_1 Ve

d(xm%wl) < W*l(qw (t())) (3'34)

olacak gekilde X de bir {z,} dizisi elde edilir. Simdi m > n o6zelligindeki her

m,n € N i¢in

3
L

d@m l’m) < d (xk, 5Uk+1)

e
Il
3

3
L

IN

W qu (1))

e
Il
3

< S qw (t)

oldugundan ve 37 9" (qy (o)) serisinin yakmsakligmdan {z,} dizisi X de bir
Cauchy dizisi olur. X tam oldugundan lim,,_,., x,, = 2 olacak sekilde bir z € X
vardir.

Eger T siirekli ise, o zaman

D(z,Tz) = lim D(zp41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0

n—oo n—oo
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olur ve béylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidur.

Simdi «, (B) 6zelligine sahip olsun.Bu durumda her n € N i¢in a(x,,z) > 1 dir.

Ayrica
D(zp1,T2) < H(Txz,,Tz)
< alxy,z2)H(Tx,,Tz)
< P(M(zn, 2)) (3.35)
elde edilir ki burada
d(z,,z),D(z,, Tz,), D(z,Tz),
M) = max] 4D Ta), DET)
s[D(xn,Tz) + D(z,Tx,)]
d
< max

(Tn, 2), d(xp, Tpy1), D(2,Tz),
s[D(2y, T2) 4+ d(z, 2p11)]
bulunur. Simdi D(z,7T'%) > 0 oldugunu kabul edelim. (3.34) esitsizligini ve lim,, o , =

D(2,Tz)
2

z oldugunu goz oniine alirsak, her n > ng igin d(z,, 2) < ve d(Tp, Tpi1) <

D(ZT’TZ) olacak sekilde ng € N vardir. Bu yiizden her n > ng igin

d(xp, 2),d(zn, Tni1), D(2,T2),

M(zn,z) < max
5 [A(20, 2) + D(2,T2) + d(2, 2ps1))
)

< D(z2,Tz
bulunur. Simdi (3.35) egitsizliginden her n > ng igin
D(zn41, Tz) < (D(2,T2))
elde edilir. Son egitsizlikten n — oo igin limit alinirsa
D(z,Tz) <Y(D(z,Tz)) < D(z,Tz)

olur ki bu celigkidir. O halde D(z,T%) = 0 bulunur ve boylece z € Tz = Tz dir.

Yani z, T' nin bir sabit noktasidir. Boylece ispat biter. m

Teorem 3.12 (X, d) bir tam metrik uzay, o : X x X — [0, 00) bir fonksiyon, 1 € ¥
kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X — CB(X) «a.-gegisli ve Cirie tip kiime degerl
a,.-)-genellestirilmis biizilme olsun. Ayrica o(xg, 1) > 1 olacak sekilde xo € X wve
x1 € Tz var oldugunu kabul edelim. Eger T siirekli veya o, (B) ézelligine sahip ise

o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.
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ispat. o € X ve x; € Tz hipotezdeki noktalar olsun. Eger x; = z( ise o
zaman ispat biter. x; # xy olsun. «(zg,x1) > 1 ve T, a,-gegisli oldugundan

a(Txo, Tx1) > 1 dir. O zaman

D(.CEl, T[L'l)

IA

a(Txo, Txy)H(Txo, Txy)

¢(M($07$1))

IN

olur ki burada

M (z9, 1) < max {d(xo,z1), D(x1,Tx1)}

bulunur. Eger d(zg,z1) < D(xq,Tz4) ise
D(ZL’I,TIl) S w (D(xl,Txl))

olur ki buradan D(zy,Tx;) = 0 dir. Bu ise bir geligkidir. O halde d(xg,z;) >
D(xq,Txy) elde edilir. Boylece

D(xy,Tx1) < ¢ (d(20,21))

bulunur. Eger z; € T'z; ise o zaman x1, T nin sabit noktasi olur. x; ¢ T'zy ve ¢ > 1
olsun. Bu durumda

0 < D(z1,Tx1) < g9 (d(zo, 21))
dir. ty = d(zg,r1) diyelim. Bu yiizden tg > 0 ve D(xy,Tx1) < qip(to) dir.

Dolayisiyla d(x1,22) < qu (to) olacak sekilde xy € Ty vardir. ¢ kuvvetli artan

bir doniisiim oldugundan

Y (d(z1,22)) < ¥ (g (to))

dir. Ayrica xo # 7 ve afzy,29) > 1 dir. Bu yiizden T, a,-gegisli oldugundan

a(Twy, Txy) > 1 dir. ¢ = % olsun. Bu durumda ¢; > 1 ve

D(zo,Txs) < ou(Txy,Txo)H (T, Txs)

< Y (M(zy,29))

dir. Benzer gekilde M (xy,22) < max{d(x1,z2), D(x2,Txse)} = d(x1,22) oldugu
gosterilebilir. Boylece

D(ZEQ,TIQ) S w (d((lfl,xg))
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bulunur. Eger zo € T'zy ise 0 zaman x9, T' nin sabit noktasi olur. zy ¢ Txs olsun.

O zaman
D(xo, Txs) < 9 (d(xy,22)) < (19 (d(x1, 22))

olur. Dolayisiyla

0 < d(w2,w3) < quip (d(w1,22)) = (q¥ (to))

olacak gekilde x5 € Txo vardir. Dolayisiyla x5 # xa, a(x2, x3) > 1 ve ¥ (d(xq, x3)) <
V2 (qip (to)) dir. T, a,-gecisli oldugundan o, (Txq, Tzs) > 1 dir. ¢o = %
olsun. O zaman ¢ > 1 dir. Ayrica

d(x3, Trs) < Ty, Tas)H(Txy, Txs)

< Y (M(z,23))

olur. Aym sekilde M (9, x3) < max{d(xs,x3), D(x3, Tx3)} = d(x2,23) oldugu gos-
terilebilir. Bu sgekilde devam edildiginde her n € N i¢in =, € Tz, 1,%, # T,_1,

Ty, Tpy1) > 1 ve
d(ty, Tai1) < " (g0 (to)) (3.36)

olacak gekilde X de bir {z,} dizisi elde edilir. Simdi m > n o6zelligindeki her

m,n € N igin

3
L

d(@p, xpm) < d (g, Tpy1)

il
3

3
L

IN

Vg (1))

il
3

V" aw (1))

NE

<

o

oldugundan ve 377, 9" (q¥ (o)) serisinin yakmsakhigmdan {z,} dizisi X de bir
Cauchy dizisi olur. X tam oldugundan lim,, .., x, = z olacak sekilde bir z € X
vardir.

Eger T siirekli ise, o zaman

D(z,Tz) = lim D(zp41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0

n—oo n—oo
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olur ve béylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidur.
Simdi «, (B) 6zelligine sahip olsun.O zaman her n € N igin a(z,, z) > 1 elde edilir.

T, a.-gegisli oldugundan her n € N i¢in o, (T'z,,Tz) > 1 dir. Dolayisiyla

D(anrl? T’Z)

IN

H(Tx,,Tz)

IN

a(Tx,, T2)H(Tx,, T2)

(M (xy,, 2)) (3.37)

IN

elde edilir ki burada
d(xy, 2), D(x,, Txy), D(2,Tz),

M T, 2 = max
( ) %[D(xn,Tz) + D(z2, Tzy)]

=

(wnaz) (wnaxn—&-l) D(Z,TZ),
< max
[

% D(x,,Tz) +d(z,xp11)]

bulunur. Simdi D(z, Tz) > 0 oldugunu kabul edelim. (3.36) esitsizligini ve lim,,_,, x,, =

z oldugunu goz oniine alirsak, her n > ng icin d(z,,2) < M

D(z Tz)

ve d(Tn, Tpi1) <

) olacak sekilde ny € N vardir. Bu yiizden her n > ng icin

d(xp, 2),d(zn, Tni1), D(2,T2),

M@m Z) < max
% [d(x,2) + D(2,Tz) + d(z, Tpy1)]
)

< D(z,T=z
bulunur. Simdi (3.37) esitsizliginden her n > ng igin
D(zn41, Tz) < (D(z,T'2))
elde edilir. Son esitsizlikten n — oo i¢in limit alinirsa
D(z,Tz) <¢(D(z,Tz)) < D(z,T%)

olur ki bu celigkidir. O halde D(z,T%) = 0 bulunur ve boylece z € Tz = Tz dir.

Yani z, T" nin bir sabit noktasidir. Boylece ispat biter. m

3.4 Kiime Degerli Zayif Picard ve Pseudo Picard Operatorler

Bu kisimda 1991 yilinda Rus tarafindan verilen kiime degerli zayif Picard oper-
ator kavramini goz oniine alarak kiime degerli pseudo Picard operator tanimi yapila-

caktir. Kiime degerli doniistimlerin a-gegisliligi kullanilarak kiime degerli pseudo
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Picard operatorlerin 6rneklerle zayif Picard operatorlerden daha zayif oldugu gos-

terilecektir.

Tanim 3.11 (X,d) bir metrik uzay ve T : X — P(X) bir kiime degerli operator
olsun. Eger her x € X wve herhangi bir y € T'x i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa o

zaman T ye kiime degerli zayyf Picard (MWP) operator denir;

(i) To =7, T1 =Y,
(il) zpi1 € Ty,

(iii) {x,} dizisi X de yakinsak ve dizinin limiti T nin bir sabit noktasidur.

Uyar: 3.13 Tam metrik uzaylarda her Nadler tip kiime degerli biiziilmeler, Re-
ich tip kiime degerli bliziilmeler ve Mizoguchi- Takahashi tip kiime degerli biiziilmeler

MWP operatérlere 6rneklerdir.

Tanim 3.12 (X, d) bir metrik uzay ve T : X — P(X) bir kiime degerli operator
olsun. Eger asagudaki sartlar saglayan xo € X, 1 € Txy ve X de bir {x,} dizisi

varsa o zaman T ye kiime degerli Pseudo Picard (MPP) operator denir;

(1) zpy1 € Txy,

(i) {z,} dizisi X de yakinsak ve dizinin limiti T' nin bir sabit noktasidur.

Uyar1 3.14 Teorem 3.9 ve Teorem 3.10 de bahsedilen operatérler bir MPP oper-
atordiir. Ayrica her MWP operator bir MPP operatordiir. Ancak tersi asagidaki

orneklerde gdsterildigi gibi her zaman dogru degildir.

Ornek 3.17 X = [—1,1] kiimesini aligilms metrik ile goz oniine alalm. T : X —
CB(X) déondigimyi
{0,2%} , ze€(-1,1)
Ty =
{—z} , ze{-1,1}
seklinde tamimlansin. O zaman T bir MWP operator degildir. Gergekten; © = 1

olsun. O zaman, Tz = {—1} oldugundan y = —1 olur. Bu yiizden her n > 0
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icin yakinsak olmayan x, = (—1)" dizisi elde edilir. Fakat T bir MPP operatéirdiir.

Gercekten xo = % ve x1 = i € Tz = {0, }1} olsun. Bu sekilde devam edildiginde

T nin sabit noktasi olan 0 a yakinsayan x,.1 € Tx, olacak sekilde X de bir {x,}

dizist olusturabiliriz.

Ornek 3.18 X = [0,00) kiimesini aligilmig metrik ile goz oniine alalbm. T : X —

CB(X) déondigimyi

Ty =
[z+1,x+2 , >1

seklinde tanimlansin. O zaman Ornek 3.17 de oldugu gibi T nin bir MPP operatér
aldugu fakat MWP operator olmadige goriilebilir.

Berinde ve Berinde, kiime degerli (9, L)-zayif biiziilme ve kiime degerli (k, L)-

zaylif biiziilme kavramlarini verip MWP operatore 6rnekler elde etmiglerdir.

Tanim 3.13 (X, d) bir metrik uzay ve T : X — CB(X) bir kiime degerli operator

olsun. Eger, her x,y € X i¢cin
H(Tz,Ty) < dd(z,y) + LD(y, Tx) (3.38)

olacak sekilde § € [0,1) ve L > 0 sabitleri varsa, o zaman T ye kiime degerli (9, L )-

zaanf biizilme dondistimi denir.

Uyar:1 3.15 d ve H min simetrik olmasindan dolayr T nin kiime degerli (6, L )-
zayuf biiziilme dontisimi olmase igin ayrica (3.38) esitsizliginin dualinin de kontrol

edilmesi gerekir. Yani T dontigimii ayrica her x,y € X i¢in
H(Tz,Ty) < dd(z,y) + LD(z, Ty) (3.39)
esitsizligini de saglamast gerekir.

Tanim 3.14 (X, d) bir metrik uzay ve T : X — CB(X) bir kiime degerli operator

olsun. Eger her x,y € X i¢in

H(Tz,Ty) < k(d(z,y))d(z,y) + LD(y, Tx) (3.40)
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olacak sekilde bir k MT -fonksiyon ve L > 0 sabiti varsa, o zaman T ye kiime degerli

(k, L )-zayf biizilme déniigimii denir.

Uyar1 3.16 Yine d ve H nin simetrik olmasindan dolay: T nin kiime degerli (k, L )-
zayaf biiziilme dontigimi olmasy i¢in ayrica (3.40) egitsizliginin dualini de kontrol

etmemiz gerekir. Yani T doniisimi ayrica her z,y € X i¢in
H(Tz,Ty) < k(d(z,y))d(z,y) + LD(z, Ty) (3.41)

esitsizligini de saglamast gerekir.

Teorem 3.13 (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — CB(X) bir kime degerli
(6, L)-zaysf biizilme olsun. O zaman T bir MWP operatordir.

Ispat. h = ¢6 < 1 olmak iizere ¢ > 1, 9 € X ve z; € Tzy olsun. Eger
H(Tx¢,Tz1) = 0 ise o zaman T'xy = T'zy olur. Buradan ise x; € Tx; elde edilir ki
bu ise x; in 7' nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi H(T'zg, Tx1) > 0 olsun. O zaman Lemma 2.2 geregince
d(z1,xe) < qH(Tzo, T'z1)
olacak sekilde zy € Tz vardir. Dolayisiyla (3.38) dan

d([lfl, 1‘2)

IN

qH (Txg, Tx1)

< q[éd(zo, 1) + LD(21, Txo)]
= qdd(xo, 1)

= hd(zg, )

elde edilir. Eger H(Tx1,Tzy) = 0 ise o zaman Tz; = Tz, olur. Buradan ise
x9 € Ty elde edilir ki bu ise z5 in T bir sabit noktasi oldugunu gosterir. Boylece

ispat tamamlanir. Simdi H(7T'zq,Tz5) > 0 olsun. O zaman Lemma 2.2 geregince

d(xe,x3) < qH(Tx1,Txs)
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olacak sekilde x5 € Tz vardir. Dolayisiyla (3.38) dan

d($2, $3)

IN

qH(Tzq, Txs)

< ql[od(xq,x2) + LD(xq, Tx1)]

qod(zq, x2)
= hd(xl, $2)

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her n € N i¢in z,,1 € T'x,, ve

olacak gekilde X de bir {z,} dizisi elde edilir. Ayrica m,n € N;m > n igin

(T, Tm)

d(l’n, xn—o—l) S hd(xn—laxn) S hnd<x07 Il)

I IAIA

IN

d(l‘n, xn-{—l) + d(xn+17 :Bn—i—?) +---+ d(xm—la xm)
hnd(l’o, 5(71) + ]’Ln+1d(ZE07 ZL’l) —|— s + hm_ld(l’g, IL‘l)

[P + R 4 R d (2o, 31)
hn
1—h

d($0, .1'1)

bulunur. Boylece n — oo igin

lim d(x,,z,) =0

n—oo

(3.42)

elde edilir ki bu {xz,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugun-

dan lim,, .., x,, = z olacak sekilde bir z € X vardir. O zaman

D(z,Tz)

IA

d Zy Tpi1 D(anrlaTZ)

+
+

IN

H(Tx,,Tz)

IN

(
d(z, Tpi1
d(z, xpy1) + 0d(xy, 2) + LD(z, Txy,)
(

)
)
)
)

(
d(z, Tpy1) + 0d(xp, 2) + Ld(2, Tpi1)

IN

son egitsizliginden n — oo icin

D(z,Tz)=0

bulunur ki bu ise z € Tz = Tz demektir. Dolayisiyla 7 bir MWP operatordiir. m

Teorem 3.14 (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — CB(X) bir kiime degerli

(k, L )-zayif biiziilme olsun. O zaman T bir MWP operatéordiir.
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Ispat. 3 : [0,00) — [0,1) fonksiyonu S(t) = 1+Tk(t) seklinde tanimlansin. Bu
takdirde Lemma 2.6 geregince 8 bir M7 -fonksiyondur. z,y € X, x # y keyfi iki

1—k(d(z,
() g

nokta olmak iizere u € T'x ve € = x,y) > 0 olsun. Lemma 2.1 geregince

d(u,v) < H(Tz,Ty) + € olacak sekilde v € Ty vardir. Boylece

1 — k(d(z,y))

dw,v) < H(T2,Ty)+ — (e, y)
< k(e y)d(x,9) + LD To) + L HEED gy
_ 1HRdy) k<‘2i(‘”’ ) 4(z,y) + LDy, Tx)
= Bld(x,y))d(z,y) + LD(y, T'x)
olur. Yani her z,y € X ve u € Tz icin
d(u,v) < B(d(z,y))d(z,y) + LD(y, T) (3.43)

olacak sekilde bir v € Ty vardir. Simdi zy € X ve x; € Tz olsun. Eger zy = x; ise
o zaman Ig, 1 nin bir sabit noktasi olur. Boylece ispat biter. Simdi z¢ # x; olsun.

O zaman (3.43) den

d(xy,22) < B(d(zo,x1))d(xo, 1) + LD (21, Tz0)

= B(d(xo,z1))d(x0, 1)

olacak sekilde xo € T'x; vardir. Eger ;1 = x5 ise o zaman x1, T" nin bir sabit noktasi

olur. Boylece ispat tamamlanir. x; # x olsun. Bu takdirde (3.43) den

d(fEQ,l’g) S B(d(fbhl’g))d({ﬁl,l'g)—f-LD(ZL‘Q,TJZl)

= B(d(x1,29))d(71, 72)

olacak sekilde x5 € T'z5 vardir. Bu gekilde devam edilirse her n > 0 tamsayisi i¢in
Tpt1 € Tz, ve

d(xn+17$n+2) < B(d(xmfrwrl))d(xm xn+1>

olacak gekilde X de bir {z,} dizisi elde edilir (Ardigik terimler birbirinden farklidir,
aksi halde ispat biter). Her ¢ € [0, 00) icin £(t) < 1 oldugundan {d(z,, 1)} dizisi
R de artmayan bir dizidir ve alttan sinirh oldugundan {d(z,,z,+1)} dizisi A > 0

sayisina yakinsar. [ bir M7 -fonksiyon oldugu i¢in lim sup,_,,+ £(s) < 1 ve B(A) < 1
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dir. Dolayisiyla her s € [\, A + ¢) i¢in f(s) < r olacak sekilde r € [0,1) ve ¢ > 0
vardir. Her n > ko igin A < d(x,, z,41) < A+¢ olacak sekilde bir kg € N segebiliriz.
O halde n > kq ozelligindeki her n € N igin

d($n+l>$n+2) < ﬁ(d(xmxn—&-l))d(xmxnﬂ-l)

< rd(Tn, Tui1)

oldugundan
0o ko 00
Z d(xm $n+1) < Z d<xn> xn+1) + Z d(l‘n, anrl)
n=1 n=1 n=Fko+1

ko 0o
= > (@0, Tpg1) + Y d(Tns1; Tnsa)
n=1

n=ko

IN

ko 0o
> d(@n, wn) + Y rd(wn, 2os)
n=1

n=ko

VAN

ko 0o
D (@, war) + > d(wk, Tro11)
n=1 n=1

< o0

bulunur. O zaman {z,} dizisi X de bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan

lim,, .o z, = z olacak sekilde z € X vardir.

D(xn+17 TZ)

IA

H(Tx,,Tz)
pld(xn, 2))d(xn, 2)

< d(zy, 2)

IN

oldugu icin n — oo igin limit almirsa D(z,Tz) = 0 olur ki bu z € Tz = Tz demektir.

Dolayisiyla T" bir MWP operatordiir. =

Teorem 3.15 (X,d) bir tam metrik uzay, 1 € V kuvvetli artan bir donisim, T :

X — CB(X) bir a-gegisli doniigiim ve her x,y € X i¢in
a(z,y)H(Tz, Ty) < ¥(d(z,y)) + Lmin{D(z, Ty), D(y, Tx)} (3.44)

olacak sekilde L > 0 wvar olsun. Ayrica, a(xg,x1) > 1 olacak sekilde xqg € X wve
x1 € Tz var oldugunu kabul edelim. Eger T siirekli veya o, (B) ézelligine sahip ise

o zaman T bir MPP operatordiir.
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ispat. xo ve xy hipotezde bahsedilen noktalar olsun. Eger xy = z; veya x; € Tz

ise ispat tamamlanir. zg # x1, x1 ¢ Tz ve ¢ > 1 bir sabit olsun. Bu durumda
0 < D(x1,Tx1) < a(xg, x1)H(Tx0, T1) < qt(0, 1) H (T'w0, T11)
olur. Bu yiizden

0 < d(xl,l’g)
< qa(xg,z1)H(Tzo, Txq)
< q¥(d(zo, 1)) + gL min{ D(zo, Tx1), D(w1, Tw0)}

= qw(d(flfoaﬁ))

olacak gekilde xo € T'zy vardir. Ayrica, T bir a-gegisli, x; € T'zg ve a(zg,x1) > 1
oldugundan, her v € Tx; igin a(zy,u) > 1 dir. Bu yiizden a(zq,22) > 1 dir. 2

kuvvetli artan oldugundan

0 <o (d(x1,22)) <9 (qy(d(x0,21)))

elde edilir. ¢, = % denirse ¢; > 1 olur. Eger xy € Tz, ise ispat tamam-

lanir. x9 ¢ Txs olsun. O zaman
0 < D(wo,Txs) < afx1,m9)H(Tx1, Tx2) < uov(wy, x2)H(Tx1, Txo)
bulunur. Buradan ise

0 < d(xg,z3)
< qa(zy, 22)H(Txy, Tas)
< q(d(z1,29)) + n Lmin{ D(z1, Txs), D(xe, Tx1)}
= q(d(z1,22))
= ¢ (q¥(d(zo, 1))

olacak sekilde x3 € Txy vardir. T, a-gegisli, 5 € Ty ve a(x1,22) > 1 oldugu igin
her v € Tz igin a(xe,v) > 1 dir. Bu yiizden x5 € Tz oldugu i¢in a(xy, x3) > 1

dir. ¢ kuvvetli artan oldugundan

0 < ¢ (d(wa, 73)) < ¥* (q¥(d(wo, 71)))
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Y2 (g (d(z0,21)))
p(d(z1,22))

tamamlanir. Bu sekilde devam edildiginde her n € N i¢in z,11 € Tx,, T, # Tpi1,

elde edilir. ¢y = denirse ¢o > 1 olur. Eger x3 € T3 ise ispat

Ty, Tpy1) > 1 ve
d(Tn, Tny1) <P (qp(d(z0,71)))

olacak gekilde X de {x,} dizisi elde edilir. Simdi, her m,n € N, m > n i¢in

-1

m—1
A, ) <Y d (g, 2041) < DV (qv(d(wo, 71)))
k=n

n

3

B
Il

oldugundan ve > 3> " (g1 (d(wo, 1))) serisinin yakinsakhgindan {z,} dizisi X de
bir Cauchy dizisi olur. X tam oldugundan lim,, ., z, = 2z olacak sekilde bir z € X
vardir.

Eger T siirekli ise, o zaman

D(z,Tz) = lim D(xy41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0

olur ve bdylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T’ nin bir sabit noktasidur.
Simdi, «, (B) o6zelligine sahip olsun. O zaman her n € N i¢in a(z,,2z) > 1 dir.

Dolayisiyla

D(anrla TZ)

IN

H(Tx,,Tz)

IN

axy, z)H(Tx,,Tz)

IN

W(d(zy, 2)) + Lmin{D(z,,Tz), D(z,Tx,)}

IA

W(d(xy, 2)) + Lmin{D(z,, Tz),d(z, 1)}

elde edilir. lim, ., d(z,,z) = 0 ve 1, 0 noktasinda siirekli oldugundan yukaridaki
esitsizlikten n — oo icin D(z,7z) = 0 bulunur ve boylece z € Tz = Tz dir.

Dolayisiyla T' bir MWP operatordiir. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 3.16 (X, d) bir tam metrik uzay, v € V kuvvetli artan bir dénigim, T :

X — CB(X) bir a,-gegisli dontigiim ve her x,y € X i¢in
ay(Tz, Ty)H(Tz, Ty) < ¢(d(z,y)) + Lmin{D(z, Ty), D(y, Tx)}

olacak sekilde L > 0 wvar olsun. Ayrica, a(xg,x1) > 1 olacak sekilde xog € X wve
x1 € Tz var oldugunu kabul edelim. Eger T siirekli veya o, (B) éozelligine sahip ise

o zaman T bir MPP operatordiir.
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Ispat. =z, ve x; hipotezde bahsedilen noktalar olsun. 7, a,-gecisli oldugundan
a,(Txo, Tx1) > 1 dir. Eger xy = x1 veya x; € T'xy ise ispat tamamlanir. g # 1,

x1 & Txy ve ¢ > 1 bir sabit olsun. Bu durumda
0 < D(x1,Tx1) < au(Txg, Txr)H(Txo, Tx1) < qous(Txo, Txy)H(Txg, Txq)
olur. Bu yiizden

0 < d(l’l,xg)
< q*(TIL'U,Tl’l)H<T.I'0,T$1)
< Q¢(d($07$1)> +quin{D(mexl)’D(l'l?T*rO)}

= Q¢(d(x0;$1))

olacak sekilde xo € T'xq vardir. Ayrica, a(xy, z2) > a.(Txo, Tx1) > 1 ve T, a,-gegisli

oldugundan «,(T'zy, Tx2) > 1 dir. ¥ kuvvetli artan oldugundan

0 <o (d(x1,22)) <9 (qy(d(x0,21)))

elde edilir. g, = L0pdor))

lanir. x5 ¢ T olsun. Bu durumda

denirse ¢; > 1 olur. Eger x5 € Txs ise ispat tamam-

0 < D(x9,Txs) < a(Tay, Txy)H(Tx1, Trs) < quove(Taxy, Tag)H(Txq, Txs)
bulunur. Buradan ise

0 < d(za,23)
< qran(Tar, Tas)) H(Tx1, Tirs)
< qo(d(z1,29)) + n L min{ D (1, Tx3), D(x9, Tx1)}
= qy(d(z1, 22))
= ¢ (q(d(wo, 21)))

olacak gekilde x3 € T'xy vardir. Ayrica oy, x3) > . (Txy, Txs) > 1ve T, a-gegisli

oldugundan ., (T'zy, Tx3) > 1 dir. 1 kuvvetli artan oldugundan

0 < ¢ (d(wa, 73)) < ¥* (qv(d(wo, 71)))
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% denirse ¢o > 1 olur. Eger x3 € T3 ise ispat

tamamlanir. Bu sekilde devam edildiginde her n € N i¢in z,11 € Tx,, T, # Tpi1,

elde edilir. ¢, =

Ty, Tpy1) > 1 ve
d(Tn, Tny1) <P (qp(d(z0,71)))

olacak gekilde X de {x,} dizisi elde edilir Simdi her m,n € N, m > n i¢in

-1 -1

d(xp, Tm) < d(x, Tpgr) < F (qu(d(xo, 71)))

n

3
3

b
Il
B
Il

olur. Buradan ise > >, %" (¢1(d(zo, x1))) serisinin yakinsakhgndan {z,} dizisi X
de bir Cauchy dizisi olur. X tam oldugundan lim,, .. x, = z olacak sekilde bir
z € X vardir.

Eger T stirekli ise, o zaman

D(z,Tz) = lim D(xy41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0

n—oo n—oo

olur ve bdylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidur.
Simdi, «, (B) ozelligine sahip olsun. O zaman her n € N i¢in a(z,,2) > 1 dir. T,

a,-gegisli oldugundan o, (Tx,,Tz) > 1 dir. Dolayisiyla

D(zp1,T2) < H(Tx,,Tz)

A

o (Te,, T2)H (T, T2)

IN

W(d(zy, 2)) + Lmin{D(z,,Tz), D(z,Tx,)}

IN

W(d(xy, 2)) + Lmin{D(z,, Tz),d(z,n1)}

elde edilir. lim, ., d(z,,z) = 0 ve 1, 0 noktasinda siirekli oldugundan yukaridaki
esitsizlikten n — oo icin D(z,7z) = 0 bulunur ve boylece z € Tz = Tz dir.

Dolayisiyla T" bir MWP operatordiir. =

Uyar:1 3.17 Eger a : X x X — [0,00) fonksiyonu a(z,y) = 1 olarak alinirsa o
zaman her T : X — CB(X) donisimi hem «-gegisli hem de a..-gegiglidir. Bu

ylizden Teorem 3.13, Teorem 3.15 ve Teorem 3.16 nin ozel bir durumudur.

Uyar1 3.18 Eger Teorem 3.15 ve Teorem 3.16 de L = 0 alirsak o zaman siraswyla

Teorem 3.10 ve Teorem 3.9 elde edilir.
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Asgagidaki ornek incelendiginde hem Teorem 3.13 hem de Teorem 3.9 uygu-

lanamaz oldugu, fakat 6rnekteki 7" nin bir MPP operator oldugu goriiliir.

Ornek 3.19 X = [0,1] U {2,3} kiimesini ahsilmus metrik ile goz oniine alalum.
T:X — CB(X) doniigiimii

[0, 2] , z€[0,3]
Tr=1{ [137]  ze (3]

vea: X x X —[0,00) fonksiyonu

1, z,ye|0,3]U{23}
a(z,y) =
0, {zuytn(3,1]#0

seklinde tanimlansin. O zaman T, a-gegisli bir dontisim olup ve her t > 0 i¢in
Y(t) = £ ve L =1 ile birlikte (3.44) sartine saglar. Gergekten, ilk éce T nin bir
a-gecigli oldugunu gésterelim. Her x € X vey € Tz i¢in a(x,y) > 1 olsun. O
zaman z € [0,%] U{2,3} olmalhdwr. Bu durumda y € Tz C [0,3] U {2,3} olur.
Dolaysiyla her z € Ty C [O, %} U{2,3} i¢in a(y, z) > 1 oldugundan T, a-gegislidir.
Simdi her t > 0 igin (t) = £ ve L = 1 e birlikte (3.44) sartine sagladigin

gosterelim. Bunun i¢in asagqdaki durumlare goz oniine alalim:

Durum 1 {z,y}nN (%, 1] # () olacak sekildeki her x,y € X i¢in o(z,y) = 0 oldugun-
dan (8.44) sarty saglamr. Ayrica, eger x =y ise H(Txz,Ty) = 0 olacagindan
yine (3.44) sarti saglanar. Bu yiizden bundan sonra asagidaki durumlarda

x # y olarak digtinilecektir.

Durum 2 z,y € [O, %} U {2,3} olacak sekildeki her x,y € X i¢in a(x,y) = 1

oldugundan asagidaki gibt alt durumlar séz konusudur.
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(i) z,y € [0, %] ve genelliligi bozmaksizin x > y olsun. O zaman

H(Tz,Ty) = H([()’ ﬂ ) [O’ %D
1
— 5(3:—9)

1
= 5d(z,y) + min{D(z,Ty), D(y, T'x)}
olur ve boylece (3.44) sarty saglanar.

(if) z € [0,3] vey € {2,3} olsun. O zaman

H(Tz,Ty) = H([O,g],{y})
< S(y—ux)

. X
(y—ff:)+mm{y—fr,y—§}

RN RN W R

d(z,y) + min{D(x,Ty), D(y, Tx)}
olur ve boylece (3.44) sarty saglanar.
(iii) = =2 ve y =3 olsun. O zaman

H(Tz, Ty) = 1=d(z,y)

< gd(r,y) + min{D(x, Ty), Dly, Tx)}

olur ve boylece (3.44) sarty saglanar.

Son olarak, o, (B) ozelligine sahip oldugundan Teorem 3.15 in tim sartlar

saglanwr. O zaman T bir MPP operatéordiir. Diger taraftan

3 3 3 1 3

oldugundan (3.38) sartr saglanmaz. Bu yiizden Teorem 3.13, bu drnege uygulana-
maz. Ayrica, «(2,3) =1, H(T2,T3) = 1, d(2,3) = 1 oldugundan T kiime degerli

a--biiziilme donitigiimii degildir. Dolayisiyla, Teorem 3.9 bu drnege uygulanamaz.
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Teorem 3.17 (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — CB(X) dondgimii c-gegisli ve
her z,y € X i¢cin

a(z,y)H(Tz,Ty) < k(d(z,y))d(z,y) (3.45)
olacak sekilde bir k MT -fonksiyon var olsun. Ayrica, a(xg,x1) > 1 olacak sekilde
zo € X ve x1 € T'xg var oldugunu kabul edelim. Eger T stirekli veya o, (B) ozellgine

sahip ise o zaman T' bir MPP operatordiir.

Ispat. & : [0,00) — [0, 1) fonksiyonu h(t) = 1+Tk(t) seklinde tanimlansim. Lemma 2.6
geregince h bir M7 -fonksiyondur. zy ve x; hipotezde bahsedilen noktalar olsun.

Eger xqg = x1 ise o zaman x(, T' nin bir sabit noktasidir. zy # x; oldugunu kabul
1-— k(d(l‘o,l’l))
2

edelim. Bu durumda d(zg, 1) > 0 dir. Bu yiizden

1-— k(d(.ﬁ(]o, Il))

d(zy,m9) < H(Txo,Tx1)+ d(zg, 1)
< afzo,x1)H(Txo, T21) + 1= k(dé:co, xl))d(:co, 1)
< k(d(xo, 21))d(zo, 21) + — k<d§x0’$l))d(3§0,az1)

_ 1+ k(déxo’xl))d(xo,xl)

= h(d(l’o, .731))61(1’0, .731)

olacak gekilde xo € T'zy vardir. T, a-gegisli, 1 € Tz ve axg, z1) > 1 oldugundan
her u € Tx; i¢in a(xy,u) > 1 dir. 9 € Tx; oldugu icin a(xy,z5) > 1 dir. Eger
r1 = Xy ise o zaman xp, T nin sabit noktasi olur. x; # x5 olsun. Bu durumda

1—k(d
( éxl’m))d(ml,wg) > 0 dir.

1 — k(d(z1,x2))

d(ZL‘Q, [E3) S H(T[L‘l, Tl’g) + d(l’l, ZL‘Q)
< afxy,o)H(Txy, Txo) + L= k:(déxl, x2))d(m1, Tg)
< (d(z1, 22))d(mn, 32) + = k<d;x1’x2))d(x1,x2)

14 E(d(wy, 22))
= 9 d(ﬂ?l, .1'2)

= h(d(xy,z2))d(xy, )

olacak sekilde x3 € Tzy vardir. Tekrar, T, a-gegisli oldugu igin a(zy, x3) > 1 dir.
Bu sekilde devam edildiginde, her n € N i¢in =, 11 € Tx,, a(z,, Tni1) > 1 ve

d<$n7 CU'n—l—l) S h(d<xn—17 xn))d(«rn—h xn)
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olacak sekilde X de bir {z,} dizisi olusturabilir. Her ¢ € [0,00) igin A(t) < 1

oldugundan [0, c0) da bir {d(zy, z,+1)} dizisi azalandir. Bu yiizden

lim d(z,, 2p1) =A>0

dir. Simdi h bir M7 -fonksiyonu oldugundan lim sup,_,,+ h(s) < 1 ve h(\) < 1 dir.
Bu yiizden Lemma 2.5 geregince, her s € [\, A + ¢) i¢in h(s) < r olacak gekilde
r € [0,1) ve € > 0 vardwr. lim, o d(2y, Tpy1) = A oldugundan her n > ng igin

A < d(xp, 1) < A+ e olacak gekilde ng € N vardir. Boylece n > ng igin

d($n+17 xn—i—Q) S h(d(l‘na xn+1))d($n7 xn—i—l)

< rd(xn, Tnst)

elde edilir. Diger taraftan

00 no (o)
Z d(xn7 xn—&—l) = Z d(l’n, l’n-l—l) + Z d(l’n, xn—l—l)
n=1 n=1

n=ngp+1

no 0o
= Z d(l‘n, xn—i—l) + Z d($n+1> $n+2)
n=1

n=ng

IA

ng 00
Z d<xna anrl) + Z Td(ilfn, :CnJrl)
n=1

n=ng

IN

no 0
Z d<xn7 xn—i-l) + Z Tnd(mnoa xno+1)
n=1 n=1

< o0

olur ki buradan {z,} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,, .., x, = z
olacak sekilde bir z € X vardir.

Eger T siirekli ise, o zaman

D(z,Tz) = lim D(x,41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0

n—oo n—oo

olur ve boylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidur.
Simdi, «, (B) 6zelligine sahip olsun. O zaman her n € N i¢in «a(z,,z) > 1 dir.

Dolayisiyla

D(xn+17 TZ)

IA

H(Tx,,Tz)

IN

a(xy, z)H(Tx,, Tz)

IN

k(d(zn, 2))d(zn, 2)

A

d(x,, 2)
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elde edilir. Son esitsizlikte n — oo i¢in lim,, o d(z,,2) = 0 igin D(z,Tz) = 0
bulunur ve boylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidir. Boylece

ispat biter. m

Teorem 3.18 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — CB(X) donisimii cu.-gegisli
ve her x,y € X i¢in

olacak sekilde bir k MT -fonksiyon var olsun. Ayrica, a(xg,x1) > 1 olacak sekilde
zg € X vexy € Txg var oldugunu kabul edelim. Eger T siirekli veya o, (B) 6zellgine

sahip ise o zaman T" bir MPP operatérdiir.

Ispat. % : [0,00) — [0, 1) fonksiyonu h(t) = 1+Tk(t) seklinde tanimlansin. Lemma 2.6
dan h bir M7 -fonksiyondur. z, ve x; hipotezde bahsedilen noktalar olsun. Eger

xrog € Txy ise o zaman zp, T nin bir sabit noktasidir. xy ¢ Tz oldugunu kabul

— k’(d(ﬁo, 1'1))
2
ry € Txy ise 0o zaman z7, T nin bir sabit noktasidir. z; ¢ Tx; oldugunu kabul

edelim. Bu durumda xg # x; oldugu igin d(xg,z1) > 0 dir. Eger

edelim. Ayrica T, a,-gecisli oldugundan a,(T'zg, Tx1) > 1 dir. Bu yiizden
1-— k(d(ﬂfo, ﬂfl))

d(zy,m9) < H(Txo,Tx1)+ i d(zg, 1)
1—k(d
S O_/*(Tl‘o,T$1)H<T$0,TIL‘1) + ( éxo,xl))d(l‘g,l’l)
1 — k(d(xg, x
< Kd(oa))d(zo, z2) + LA gy

2
_ 1+k(déx0’ml))d(xo,x1)

= h(d(xg,z1))d(xq, 1)

olacak sekilde zy € Txy vardir. «(z1,29) > au(Txo,Tx1) > 1 ve T, au-gegisli

oldugundan «,(T'zy, Tx2) > 1 dir. Bu yiizden

1—k(d
d(xe,x3) < H(Twz,Txs)+ ( §$1,$2))

d('rla :UZ)

1—k(d
a*(Txl,T$2)H(T$1’Tx2)+ ( §x17$2))

1-— k(d(l’h .CCQ))
2

IN

d(xb $2)

IN

k(d(wy, 2))d(71, 22) +

_ 1+ k(d(x1’$2))d(x1 )
5 , T2
= h(d(x1,x2))d(x1, 22)
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olacak sekilde x3 € T'xy vardir. Tekrar, eger x5 € T'x5 ise x9, T nin bir sabit nok-
tasidir. xo ¢ T'xg olsun. (g, x3) > au(Txy, Txe) > 1 ve T, a-gecisli oldugundan
a,(Txe, Tx3) > 1 dir. Bu sekilde devam edildiginde, her n € N i¢in z,, 1 € Tx,,

a(Tp, Tpe1) > 1 ve
d(CL’n, CCn—l—l) S h(d<xn—17 In))d(xn—ly xn)

olacak gekilde X de bir {z,} dizisi elde edilir. Teorem 3.17 ispatinda oldugu gibi
{z,}, X de bir Cauchy dizisi oldugu gosterilebilir. X tam oldugundan lim,, ., z,, =
z olacak sekilde bir z € X vardir.

Eger T siirekli ise, o zaman

D(z,Tz) = lim D(zp41,T2) < lim H(Tx,,Tz) =0

olur ve boylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidir.
Simdi, «, (B) ozelligine sahip olsun. O zaman her n € N i¢in a(z,,z) > 1 dir. T,

a,-gecisli oldugundan o, (T'z,,Tz) > 1 dir. Dolayisiyla

D('rn-Fl’ TZ)

IN

H(Tx,,Tz)

IA

Tz, T2)H(Tx,, T2)

IN

E(d(zy, 2))d(zn, 2)

IN

d(x,, 2)

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo igin lim, o d(z,,2) = 0 i¢in D(2,T2) = 0
bulunur ve boylece z € Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidir. Boylece
ispat biter. m

Asgagidaki ornegi incelerken dikkat edelim ki bu ¢rnege Mizoguchi-Takahashi

teoremi uygulanamaz, fakat 7" bir MPP operatordiir.

Ornek 3.20 X = [—1,1] kiimesini aligilmg metrik ile goz oniine alalm. T : X —
CB(X) déondigimyi
(

{2v+1} , z€[-1,-3)




vea: X x X —[0,00) fonksiyonu

L, zye =53]
alz,y) =
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin. O zaman T bir au.-gecisli ve her x,y € X i¢in

dir. Burada k, herhangi bir MT -fonksiyonudur. Oncelikle T nin o, -gegisli oldugjunu

gosterelim. Eger a(z,y) > 1 ise o zaman x,y € [—%, %] dir. Bu ylizden

sty = o ([53][53])

i 11nf{oz(a, b)rabe [_%%”

olur. O halde T bir a.-gegisli doniigimdir. Simdi (3.47) sartimin saglandigina

gosterelim. Bunun i¢in asaqudaki durumlary goz oniine alalim.

Durum 1 {z,y} N {[—1,—%) U (%, 1}} # 0 olacak sekildeki her x,y € X igin
a,(Tz, Ty) = 0 oldugundan (3.47) sarte saglanar.

Durum 2 z,y € [—%, ?J olacak sekildeki her x,y € X i¢in
woeay - ([ [4)
=0
olur. Dolayswla tekrar (3.47) sarty saglanar.
Diger taraftan x,y € (%, 1] olacak sekildeki x,y € X, x # y i¢in
H(Tz,Ty) = H({2z—-1},{2y—1})
= 2d(z,y)
olur. Bu yiizden (2.19) sartini saglayan herhangi bir MT -fonksiyonu yoktur.

Uyar1 3.19 Eger a : X x X — [0,00) fonksiyonunu o(zx,y) = 1 olarak alirsak
her T : X — CB(X) doniigiimi hem a-gegigli hem de «,-gegislidir. Bu yiizden,
Mizoguchi- Takahashi sabit nokta teoremi, Teorem 3.17 ve Teorem 3.18 in ozel bir

halidir.
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3.5 Uygulama

Bu kisimda a gegisli ve «,-gecisli doniistimler i¢in 6nceki kesimlerde elde
edilen sonuclarin, sirali metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri elde etmek igin
kullanilabilecegini gosteren bir kac uygulama verecegiz. ilk énce kiimeler arasinda
verilen bazi1 bagintilar1 hatirlayacagiz. X bos olmayan bir kiime ve <, X iizerinde

bir kismi siralama bagintisi olsun.

Tanmim 3.15 A ve B, X in bos olmayan ki alt kiimesi olsun. O zaman A ve B

kiimeleri arasinda asagidaki gibi bagintilar tanmlanabilir.

a) Eger her a € A i¢in a < b olacak gekilde bir b € B varsa o zaman A <; B dir.
b) Eger her b € B igin a < b olacak sekilde bir @ € A varsa o zaman A <, B dir.

c) Eger A <1 B ve A <5 Bise o zaman A < B dir.

Uyar:1 3.20 A ve B kiimesi tizerinde <1 ve <o bagntilary birbirinden farkhidar.
Ornegin; X =R, A = [%, 1], B=10,1] ve <, X dizerinde bilinen siralama olsun. O
zaman A <y B dir ancak A 4, B dir. C = [0,1] ve D = [0, 1] kiimeleri i¢in C <5 D
olmasina karsin C A1 D dir.

Uyar: 3.21 <, <qve < bagintilar yansimaly ve gegisli olmasina ragmen ters simetrik
degildir. Ornegin; X =R, A =10,3], B = [0,1] U [2,3] ve <, X dizerinde bilinen
siralama olsun. O zaman A < B ve B < A olmasina ragmen A # B dir. Bu yiizden

bu bagintilar kismi siralama bagintisy degildirler.

Teorem 3.19 (X, X) kismi swraly bir kime d, (X,d) tam bir metrik uzay olacak
gekilde X dizerinde bir metrik, T : X — CB(X) bir doniigim ve v € VU kuvvetli

artan bir fonksiyon olsun. Her x,y € X, x <y i¢in
H(Tz,Ty) < ¢(d(z,y)) + Lmin{D(z, Ty), D(y, Tx)}

olacak sekilde bir L > 0 var olsun. {zo} <1 Tz olacak sekilde bir xy € X in de var

oldugunu kabul edelim. Ayrica, x < y olacak sekildeki her x € X ve y € Tz igin
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y = z egitsizligi her z € Ty i¢in saglansin. Eger T siirekli veya

x, — x olacak sekildeki her {x,} C X dizisi i¢in (3.48)
Tn = x egitsizligi her n € N i¢in saglansin '

sarty saglanirsa, o zaman T nin bir sabit noktast vardar.

Ispat. a: X x X — [0, 00) fonksiyonu

, TRy

0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin. O zaman, her z,y € X igin
a(z,y)H(Tz, Ty) < P(d(z,y)) + Lmin{D(z,Ty), D(y, Tx)}

elde edilir. Ayrica {xo} <1 Txo oldugu igin z¢ = z; olacak sekilde z; € Txy vardir.
Bu yiizden zg < 1 ve oz, z1) > 1 dir. Simdi, z € X vey € T'z olsun ve a(z, y) > 1
esitsizligi saglansin. O zaman x < y dir. Boylece her z € T'y i¢in y < z dir. Yani her
z € Ty i¢in a(y, z) > 1 dir. Bu ise T" nin bir a-gegisli oldugunu gosterir. Son olarak
T siirekli veya (3.48) sartini saglanirsa, o zaman 7' siirekli veya «, (B) o6zelligine

sahiptir. O halde Teorem 3.15 geregince 7' nin bir sabit noktasi vardir. m

Teorem 3.20 (X, =X) kismi swraly bir kime d, (X, d) tam bir metrik uzay olacak
sekilde X iizerinde bir metrik ve T : X — CB(X) bir déniigim olsun. Her z,y € X,
r Xy i¢in

H(Tz,Ty) < k(d(x,y))d(z,y)

olacak sekilde bir k MT -fonksiyon var olsun. {xo} <1 Txq olacak sekilde bir xo € X
in de var oldugunu kabul edelim. Ayrica, her v € X vey € Tx, x <y i¢iny X z

egitsizligqi her z € Ty i¢in saglansin. Eger T stirekli veya

(3.49)

Tn 2 x egitsizligi her n € N i¢in saglansin

sarty saglanirsa, o zaman T nin bir sabit noktast vardr.
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Ispat. a: X x X — [0, 00) fonksiyonu

1, z=y

0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin. O zaman her z,y € X igin
a(z,y)H(Tz, Ty) < k(d(z,y))d(z,y)

elde edilir. Ayrica {x¢} <1 T'zo, oldugu i¢in xg < x; olacak sekilde x; € Txy vardir.
Bu yiizden xzy = 27 ve a(xg,z1) > 1 dir. Simdi, z € X, y € Tx ve a(x,y) > 1
esitsizligi saglansin. O zaman = < y dir. Boylece hipotezden her z € Ty igin y < 2
dir. Yani her z € Ty i¢in a(y,z) > 1 dir. Bu ise T nin bir a-gegisli oldugunu
gosterir. Son olarak T siirekli veya (3.49) sart1 saglanirsa, o zaman 7' siirekli veya
a, (B) ozelligine sahiptir. O halde Teorem 3.17 geregince T nin bir sabit noktasi

vardir. m
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda literatiirdeki bilgiler kullanilarak bazi orijinal sonuclar
elde edilmistir. Ilk olarak tek degerli doniisiimler icin F-biiziilme yardimiyla kiime
degerli doniistimler icin F-biiziilme kavrami tanimlanmig ve bu tip doniistimler igin
bir sabit nokta teoremi elde edilmistir. Ikinci olarak, kiime degerli F-biiziilme
kavrami genisletilerek kiime degerli genellegtirilmis F-biiziilme tanimi yapilmig ve
sabit nokta sonuclar1 elde edilmistir. Diger taraftan literatiire kiime degerli pseudo
Picard (MPP) operator kavrami kazandirilmig ve a-gecigli doniigiimler yardimiyla
MPP operatorler ve bazi sabit nokta teoremleri elde edilmistir. Burada elde edilen
sonugclarin literatiirdeki bazi sabit nokta teoremlerinden daha genel olduklarini gosteren
aciklayic1 ornekler verilmistir. Son olarak a-gecisli doniigiimler icin elde edilen sabit
nokta teoremlerinin, sirali metrik uzayda kiime degerli doniistimler i¢in sabit nokta

teoremi elde etmek amaciyla uygulamasi yapilmisgtir.
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