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DanıĢman: Doç. Dr. Ġshak ALTUN 

Eylül 2013, 101 sayfa 

 

 

Bu tez çalıĢmasında, temel olarak tam metrik uzaylarda küme değerli 

dönüĢümler için bazı sabit nokta teoremleri incelenmiĢtir. Ġlk olarak, tez boyunca 

kullanılacak metrik uzay ile ilgili temel tanımlar ve teoremler verilmiĢtir. Sonra, tam 

metrik uzaylarda küme değerli dönüĢümler için önemli sabit nokta teoremlerinden 

Nadler, Reich ve Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremleri detaylı bir Ģekilde 

incelenmiĢtir. Daha sonra, tezin asıl kısmında dört ana teorem verilmiĢtir. Bunlar 

küme değerli F-büzülmeler için sabit nokta teoremi, küme değerli genelleĢtirilmiĢ F-

büzülmeler için sabit nokta teoremi, küme değerli α-geçiĢli (𝛼∗-geçiĢli) dönüĢümler 

için sabit nokta teoremi ve son olarak küme değerli hemen hemen α-geçiĢli (𝛼∗-

geçiĢli) dönüĢümler için sabit nokta teoremleridir. Burada literatürde ilk defa 

tanımlanan Küme Değerli Pseudo Picard Operator kavramı kullanılmıĢtır. Elde 

edilen sonuçlar, literatürde daha önce verilen sabit nokta sonuçlarının birer öz 

genelleĢtirmesi olduğunu gösteren örneklerle desteklenmiĢtir. 
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In this thesis, some fixed theorems for setvalued mappings in complete metric 

spaces are mainly examined. Firstly, fundamental concepts of metric spaces and 

some well-konown theorems are given which will be used throughout thesis. Also, 

Nadler, Reich and Mizoguchi-Takahashi fixed point theorems which are some of 

important theorems for setvalued mappings in complete metric spaces are deeply 

examined. In main section of thesis four main theorems are presented. These are 

fixed point theorem for setvalued F-contractions, fixed point theorem for setvalued 

generalized F-contractions, fixed point theorem for setvalued α-admissible mappings 

and fixed point theorem for setvalued almost α-admissible mappings. The concept of 

setvalued Pseudo Picard Operator defininig as first time in literature is used. Being a 

generalization of fixed point theorems in literature of the results obtaining in this 

thesis is showed with examples. 
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1. GİRİŞ

X boş olmayan bir küme ve T : X → X bir dönüşüm olsun. Eğer x = Tx

olacak şekilde x ∈ X varsa o zaman x noktasına T nin sabit noktasıdenir. Yani T

dönüşümü altında deği̧smeyen bir noktaya T nin bir sabit noktasıdenir. Örneğin

X = R olmak üzere Tx = 2x dönüşümünün x = 0 noktasıbir sabit noktasıolmasına

rağmen Tx = x + 2 şeklinde tanımlanan dönüşümün X de hiç bir sabit noktası

yoktur. O halde bir dönüşümün sabit noktasının varlı̆gı, o dönüşümün tanımına

bağlıolduğu gibi tanımlandı̆gıkümenin yapısına da bağlıdır. Bu nedenle sabit nokta

teori çalı̧smalarıbir dönüşümün sabit noktasının hangi koşullar altında var olduğu,

varsa tek olup olmadı̆gı, tek ise nasıl bulunabileceği sorularına cevap aramaktadır.

Sabit nokta teorisi matematiği bir çok dalı ile ili̧skilidir. Örneğin, nonli-

neer fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operatör teori ve genel topoloji bun-

lardan başlıcalarıdır. Tarihsel olarak sabit nokta teori çalı̧smaları iki ana yönde

geli̧smektedir. Bunlardan birincisi, tam metrik uzay üzerinde büzülme ve büzülme

tip dönüşümler için sabit nokta teoridir. İkincisi ise normlu uzayların kompakt ve

konveks alt kümeleri üzerinde tanımlısürekli operatörler için sabit nokta teoridir.

Normlu uzaylarda sabit nokta teori 1910 yılında Brouwer ile başlamı̧stır. Brouwer

Rn nin kapalıbirim yuvarından kendisine tanımlısürekli her dönüşümün bir sabit

noktasının var olduğunu göstermi̧stir. Bunun reel eksende özel bir durumu şu şek-

ildedir: T : [0, 1] → [0, 1] sürekli bir dönüşüm ise T nin bir sabit noktasıvardır.

Brouwer’ın bu teoreminin sonsuz boyutlu uzaylara geni̧sletilmesi düşünülmüş fakat

Kakutani bu teoremin sonsuz boyutlu uzaylarda geçerli olmadı̆gınıgösteren aşağı-

daki örneği vermi̧stir:

(l2, ‖·‖2) Hilbert uzayını ve bunun C = {x = {xn} ∈ l2 : ‖x‖2 ≤ 1} kapalı

birim yuvarınıgöz önüne alalım. T : C → C dönüşümü

Tx =

{√
1− ‖x‖22, x1, x2, ..., xn, ...

}
1



olarak tanımlansın. Bu durumda her x = {xn} ∈ l2 için

‖Tx‖2 =

√
1− ‖x‖22 + |x1|2 + |x2|2 + ...+ |xn|2 + ...

=

√
1− ‖x‖22 + ‖x‖22

= 1

olur. Ayrıca T dönüşümü süreklidir. Şimdi T nin sabit noktasının var olduğunu

kabul edelim ve bu nokta x0 = {x(n)0 } olsun. O halde, ‖x0‖2 = ‖Tx0‖2 = 1 olur.

Fakat,

Tx0 =

{√
1− ‖x0‖22, x

(1)
0 , x

(2)
0 , ..., x

(n)
0 , ...

}
=

{
0, x

(1)
0 , x

(2)
0 , ..., x

(n)
0 , ...

}
= xo

=
{
x
(1)
0 , x

(2)
0 , ..., x

(n)
0 , ...

}
olduğundan x(1)0 = 0, x

(2)
0 = 0, ..., x

(n)
0 = 0 veya x0 = {0, 0, ..., 0, ...} bulunur. Bu ise

‖x0‖2 = 1 olmasıile çeli̧sir.

Ancak yine de Brouwer sabit nokta teoremi bazıek şartlarla birlikte 1930

yılında Schauder tarafından sonsuz boyutlu uzaylara aşağıdaki şekilde geni̧sletilmi̧stir:

X bir Banach uzayı, C, X uzayının kompakt, konveks bir alt kümesi ve T : C → C

sürekli bir dönüşüm olsun. Bu durumda, T dönüşümü C de en az bir sabit noktaya

sahiptir.

Diğer taraftan, tammetrik uzaylarda sabit nokta teori çalı̧smaları1922 yılında

Banach ile başlamı̧stır. Banach literatürde büzülme dönüşümü prensibi olarak da

adlandırılan şu teoremi ifade ve ispat etmi̧stir: (X, d) bir tam metrik uzay ve

T : X → X bir büzülme dönüşümü olsun.Yani her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y)

olacak şekilde bir k ∈ [0, 1) var olsun. O zaman T dönüşümünün X de bir tek sabit

noktasıvardır. Üstelik X deki herhangi bir başlangıç noktasından elde edilen Picard

iterasyonu T nin sabit noktasına yakınsar. Büzülme dönüşüm prensibi, matematikte

çok önemli problemlerin çözümünün varlı̆gıve tekliği için iyi bir araçtır. Bu öne-

mimden dolayıbu prensip çoğu araştırmacılar tarafından geni̧sletilmi̧s ve genelleştir-

ilmi̧stir.
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Öte yandan, 1969 da Nadler, Hausdorff metriğini kullanarak, küme değerli

büzülme kavramınıverip, büzülme dönüşüm prensibinin küme değerli versiyonunu

ispatlamı̧stır.

(X, d) bir metrik uzay olmak üzere P(X),X in boş olmayan tüm alt kümelerinin

sınıfını, B(X), X in boş olmayan tüm sınırlıalt kümelerinin sınıfını, C(X), X in boş

olmayan tüm kapalıalt kümelerinin sınıfınıve CB(X) de X in boş olmayan tüm ka-

palıve sınırlıalt kümelerinin sınıfınıgöstersin. T : X → P(X) dönüşümü için, eğer

x ∈ Tx olacak şekilde bir x ∈ X varsa bu noktaya T küme değerli dönüşümünün

bir sabit noktası denir. Örneğin, X = [0, 1] olmak üzere Tx = [x4, x2] şeklinde

tanımlansın. O zaman x1 = 0 ve x2 = 1 bu dönüşümün sabit noktalarıdır.

(X, d) bir metrik uzay, A ⊆ X ve x ∈ X olsun. x noktasının A kümesine

olan uzaklı̆gı

D(x,A) = inf {d(x, y) : y ∈ A}

ile tanımlanır. A,B ∈ P(X) için

δ(A,B) = sup {D(x,B) : x ∈ A}

ve

H(A,B) = max {δ(A,B), δ(B,A)}

şeklinde tanımlansın. A,B ∈ B(X) ise hem δ(A,B) ve hem de H(A,B) birer reel

sayıdır. Ayrıca iyi tanımlıolmalarınedeni ile δ veH, B(X)×B(X) üzerinde birer reel

değerli fonksiyondurlar. Yine H, CB(X) üzerinde bir metriktir. Bunun bir metrik

olduğu ileriki bölümlerde gösterilecektir. Bu metriğe Hausdorff metriği denir.

(X, d) bir metrik uzay ve T : X → CB(X) küme değerli dönüşüm olsun. Eğer

her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y)

olacak şekilde bir k ∈ [0, 1) sabiti varsa T ye küme değerli büzülme dönüşümü adı

verilir. Nadler, tam metrik uzayda tanımlıher küme değerli büzülme dönüşümünün

bir sabit noktasının var olduğunu ispatlamı̧stır.

Nadler’in bu teoreminden sonra geli̧smeye başlayan küme değerli dönüşümler

için sabit nokta teori de tek değerli dönüşümler için verilen sabit nokta teoremlerine
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paralel şekilde diferensiyel ve integral içermelerin çözümlerinin varlı̆gında kullanıl-

maktadır.

1.1 Kaynak Özetleri

Metrik uzay ve topolojik uzaylar ile ilgili temel kavramlar için Koçak’ın

"Genel Topolojiye Giri̧s ve Çözümlü Alı̧stırmalar", Mucuk’un "Topoloji ve Kate-

gori" ile Soykan’ın "Metrik Uzaylar ve Topolojisi" adlıkitaplarıkullanılmı̧stır[1, 2, 3]

. Küme değerli dönüşümler için bazıtanımlar ve kavramlar için Agarwal, O’Regan

ve Sahu’nun "Fixed Point Theory for Lipschitzian-type Mappings with Applica-

tions" adlı kitabı temel alınmı̧stır[4] . Daha sonra tezin asıl amacını oluşturan

Nadler sabit nokta teoremi için Nadler’in "Multivalued contraction mappings" adlı

makalesi, Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremi için Mizoguchi ve Takahashi’nin

"Fixed point theorems for multivalued mappings on complete metric spaces" adlı

makalesi, α-geçi̧sli dönüşümlerle ilgili sabit nokta teoremleri için Samet, Vetro ve

Vetro’nun "Fixed point theorems for α-ψ-contractive type mappings" adlımakalesi,

küme değerli α-geçi̧sli ve α∗-geçi̧sli dönüşümlerle ilgili sabit nokta teoremleri için

Asl, Rezapour ve Shahzad’ın "On fixed points of α-ψ-contractive multifunctions"

adlımakalesi, F -büzülmeler için Wardowski’nin "Fixed points of a new type of con-

tractive mappings in complete metric spaces" adlımakalesi incelenmi̧stir[5, 6, 7, 8, 9] .

Ayrıca, Nadler sabit nokta teoreminin genelleştirmeleri için Reich’in "Some remarks

concerning contraction mappings" ile "Some problems and results in fixed point the-

ory" adlımakaleleri, Mizoguchi-Takahashi fonksiyonunun özellikleri için Du’nun "On

coincidence point and fixed point theorems for nonlinear multivalued maps", "Cou-

pled fixed point theorems for nonlinear contractions satisfied Mizoguchi-Takahashi’s

condition in quasiordered metric spaces" ve "Some new results and generalizations

in metric fixed point theory" adlımakaleleri, Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teo-

reminin çok bir basit ispatıiçin Suzuki’nin "Mizoguchi-Takahashi’s fixed point theo-

rem is a real generalization of Nadler’s" adlımakalesi, (c)-kıyaslama fonksiyonunun

özellikleri için Berinde’nin "Iterative Approximation of Fixed Points" adlıkitabıin-

celenmi̧stir[10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] . α-geçi̧sli ve α∗-geçi̧sli dönüşümlerle ilgili sabit nokta

teoremlerinin genelleştirmeleri için Mohammedi, Rezapour ve Shahzad’ın "Some re-
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sults on fixed points of α-ψ-Ćiríc generalized multifunctions" adlımakalesi incelen-

mi̧stir[17] . Küme değerli zayıf Picard (MWP) operatörün tanımıve bu operatörler

için sabit nokta teoremleri Rus’un "Basic problems of the metric fixed point theory

revisited (II)", M. Berinde ve V. Berinde’nin "On a general class of multivalued

weakly Picard mappings" adlımakalelerinden ve Mınak ve Altun’un "Mizoguchi-

Takahashi type fixed point theorem" adlıçalı̧smasından yararlanılmı̧stır[18, 19, 20] .

Küme değerli Pseudo Picard (MPP) operatörün tanımıve bu operatörlerle ilgili sabit

nokta teoremleri için Mınak, Acar ve Altun’un "Multivalued Pseudo Picard Opera-

tors and Fixed Point Results" adlımakalesinden yararlanılmı̧stır[21] . F -büzülmeler

için sabit nokta teoreminin genelleştirmeleri için Altun, Mınak ve Dağ’ın "Multival-

ued F -Contractions On Complete Metric Space" adlıçalı̧smasıve Acar, Durmaz ve

Mınak’ın "Generalized multivalued F -contractions on complete metric spaces" çalı̧s-

ması incelenmi̧stir[22, 23] . Son olarak elde edilen sonuçların sıralımetrik uzaylara

uygulanmasında Feng ve Liu’nun "Fixed point theorems for multi-valued increasing

operators in partially ordered spaces" adlımakalesinden yararlanılmı̧stır[24] .

1.2 Çalı̧smanın Amacı

Samet, Vetro ve Vetro, 2012 yılında sabit nokta teorisinin en önemli teo-

remlerinden biri olan Banach büzülme prensibinin bir genelleştirmesini aşağıdaki

şekilde vermi̧slerdir: "(X, d) tam bir metrik uzay, T : X → X bir α-geçi̧sli, ψ ∈ Ψ

ve α : X ×X → [0,∞) bir fonksiyon olsun. Her x, y ∈ X için

α(x, y)d(Tx, Ty) ≤ ψ(d((x, y))

eşitsizliği var olsun. Eğer, α(x0, Tx0) ≥ 1 olacak şekilde bir x0 ∈ X var ve T sürekli

ise o zaman T bir sabit noktaya sahiptir."

Diğer yandan, büzülme dönüşüm prensibinin bir başka genelleştirmesini de

Wardowski, 2012 yılında bir çalı̧smasında aşağıdaki şekilde vermi̧stir: "(X, d) tam

bir metrik uzay, T : X → X bir dönüşüm ve F ∈ F olsun. d(Tx, Ty) > 0 olacak

şekildeki her x, y ∈ X için

τ + F (d(Tx, Ty)) ≤ F (d(x, y)) (1.1)
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olacak şekilde bir τ > 0 var olsun. O zaman T nin tek bir sabit z noktasıvardır.

Üstelik her x0 ∈ X için {T nx0} dizisi T nin bu sabit z noktasına yakınsar."

Daha sonra bu teoremler pek çok yazar tarafından genelleştirilmi̧s, uygula-

malarıyapılmı̧s, farklıuzaylarda ispatlarıverilmi̧stir. Bu tez çalı̧smasında bu çalı̧s-

malarıdetaylıbir şekilde irdeleyerek bunların küme değerli versiyonlarınıgöz önüne

alıp yeni sabit nokta sonuçlarının elde edilmesi amaçlanmı̧stır.
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2. MATERYAL VE YÖNTEM

2.1. BazıTemel Metrik ve Topolojik Kavramlar

Bu kısımda tez boyunca sıkça kullanacağımız, metrik uzay, metrik uzayda açık

ve kapalıyuvar, topolojik uzay ve metrik uzayın topolojisi, temel topolojik kavram-

lar, metrik uzayda yakınsaklık, Cauchy dizisi ve tamlık kavramlarınıhatırlatacağız.

Tanım 2.1 X boş olmayan bir küme olmak üzere aşăgıdaki şartları săglayan d :

X ×X → R+ fonksiyonuna bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir.

a) d(x, y) = 0 ancak ve ancak x = y,

b) her x, y, z ∈ X için d(x, y) = d(y, x),

c) her x, y, z ∈ X için d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Tanım 2.2 (X, d) herhangi bir metrik uzay, x0 ∈ X ve r > 0 bir reel sayıolsun.

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) < r}

kümesine x0 merkezli r yarıçaplıaçık yuvar,

D(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) ≤ r}

kümesine x0 merkezli r yarıçaplıkapalıyuvar,

S(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) = r}

kümesine x0 merkezli r yarıçaplıyuvar yüzeyi denir.

Tanım 2.3 (X, d) bir metrik uzay ve U , X in boş olmayan bir alt kümesi olsun.

Ĕger her x ∈ U için B(x, r) ⊆ U olacak şekilde bir r > 0 sayısıvarsa U kümesine

açık küme denir. Ĕger U c = X\U kümesi açık ise o zaman U kümesine kapalıküme

denir.

Önerme 2.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde aşăgıdaki ifadeler dŏgrudur.
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a) (X, d) uzayındaki her açık yuvar açık bir kümedir.

b) (X, d) uzayındaki her kapalıyuvar kapalıbir kümedir.

Tanım 2.4 X boş olmayan bir küme ve τ , X in alt kümelerinin bir sınıfı olsun.

Ĕger τ sınıfı, aşăgıdaki şartlarısăglıyorsa o zaman τ sınıfına X üzerinde bir topoloji

ve (X, τ) ikilisine de bir topolojik uzay denir.

a) ∅, X ∈ τ ,

b) τ ya ait sonlu sayıdaki elemanların arakesiti τ ya ait,

c) τ ya ait keyfi sayıdaki elemanların birleşimi τ ya aittir.

Tanım 2.5 (X, τ) bir topolojik uzay ve β ⊆ τ olsun. Ĕger τ nun her elemanıβ

nın bazıelemanlarının birleşimi olarak yazılabiliyorsa β ya τ topoloji için bir taban

(baz) denir.

Tanım 2.6 Bir (X, τ) topolojik uzayında τ nun elemanlarına açık kümeler denir.

A ⊆ X için Ac = X\A kümesi açık ise A kümesine kapalıküme denir. A kümesini

kapsayan tüm kapalıkümelerin arakesitine A nın kapanı̧sıdenir ve A ile gösterilir.

A kümesinin kapsadı̆gıtüm açık kümelerin birleşimide ise A kümesinin içi denir ve

Ao ile gösterilir. Bir x ∈ X noktasınıiçeren her G açık kümesi için (G\ {x})∩A 6= ∅

ise x ∈ X noktasına A nın bir yı̆gılma noktasıdenir. A nın tüm yı̆gılma noktalarının

kümesi A′ ile gösterilir.

Tanım 2.7 (X, τ) bir topolojik uzay, {xn} ⊆ X bir dizi ve x ∈ X olsun. Ĕger

x ∈ G olacak şekildeki her G açık kümesi için, n ≥ n0 oldŭgunda xn ∈ G olacak

şekilde bir n0 ∈ N varsa {xn} dizisi x ∈ X noktasına yakınsar denir ve bu durum

limn→∞ xn = x yada kısaca xn → x şeklinde gösterilir.

Tanım 2.8 (X, τ) ve (Y, σ) topolojik uzaylar, f : X → Y bir fonksiyon ve x ∈ X

olsun. Ĕger f(x) ∈ V olacak şekildeki her V ∈ σ için x ∈ U ve f(U) ⊆ V olacak

şekilde bir U ∈ τ varsa f fonksiyonuna x ∈ X noktasında süreklidir denir. Ĕger f

fonksiyonu X in her noktasında sürekli ise f ye bir sürekli fonksiyon denir.
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Tanım 2.9 (X, τ 1) ve (Y, τ 2) iki topolojik uzay ve f : X → Y bir fonksiyon ol-

sun. (X, τ 1) uzayında x noktasına yakınsayan her {xn} dizisi için (Y, τ 2) uza-

yında {f(xn)} dizisi f(x) noktasına yakınsıyorsa f fonksiyonuna x noktasında dizisel

süreklidir denir. f fonksiyonu X uzayının her noktasında dizisel sürekli ise f ye X

de dizisel süreklidir veya kısaca dizisel sürekli denir.

Uyarı2.1 Her sürekli fonksiyon dizisel süreklidir, fakat genelde tersi dŏgru dĕgildir.

Ancak, metrik uzaylarda süreklilik ve dizisel süreklilik kavramlarıbirbirine denktir.

Tanım 2.10 (X, d) bir metrik uzay, x ∈ X ve A,B ⊆ X olsun. Bu durumda

D(A,B) = inf {d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}

dĕgerine A ve B kümeleri arasındaki uzaklık,

D(x,A) = inf {d(x, a) : a ∈ A}

dĕgerine x noktasının A kümesine uzaklı̆gı,

d(A) = sup {d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}

dĕgerine A kümesinin çapı denir. Ĕger d(A) < ∞ ise A kümesine sınırlı küme,

d(A) =∞ ise A kümesine sınırsız küme denir.

Tanım 2.11 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

τ d = {U ⊆ X : U kümesi (X, d) uzayında açık}

sınıfıX üzerinde bir topolojidir. Bu X üzerindeki τ d topolojisine metrik topolojisi

veya d metrĭginin ürettĭgi topoloji denir. (X, τ d) ikilisine de metrik topolojik uzay

denir.

Tanım 2.12 (X, d) bir metrik uzay, {xn}, terimleri X de olan bir dizi olsun. Ĕger,

her ε > 0 için bir n0 ∈ N sayısı, n ≥ n0 özellĭgindeki her n ∈ N için xn ∈ B(x, ε)

olacak şekilde varsa {xn} dizisine x ∈ X noktasına yakınsıyor denir. Bu durum

xn → x veya limn→∞ xn = x ile gösterilir. x noktasına {xn} dizisinin limiti adı

verilir.

9



Teorem 2.1 Metrik uzayda yakınsak her dizinin limiti tektir.

Tanım 2.13 (X, d) bir metrik uzay, {xn}, X de bir dizi olsun. nk < nk+1 olmak

üzere {xnk} dizisine {xn} dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 2.2 (X, d) bir metrik uzay olsun. {xn} dizisi yakınsak ise o zaman her

{xnk} alt dizisi de yakınsaktır ve aynınoktaya yakınsar.

Tanım 2.14 (X, d) bir metrik uzay, {xn}, X de bir dizi olsun. Ĕger her ε > 0 için

bir n0 ∈ N sayısı, m > n ≥ n0 özellĭgindeki her m,n ∈ N için d(xn, xm) < ε olacak

şekilde varsa {xn} dizine bir Cauchy dizisi denir. Ĕger (X, d) metrik uzayındaki her

Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakınsıyor ise o zaman bu uzaya tam metrik

uzay denir.

Teorem 2.3 Bir (X, d) metrik uzayında yakınsak her {xn} dizisi bir Cauchy dizi-

sidir. Ayrıca her Cauchy dizisi sınırlıdır.

Önerme 2.2 (X, d) bir metrik uzay, {xn} , X de bir dizi ve
∑∞

n=1 d(xn, xn+1) <∞

olsun. Bu durumda {xn} dizisi bir Cauchy dizisidir.

İspat. Her m,n ∈ N ve m > n için

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + · · ·+ d(xm−1, xm)

=
m−1∑
i=n

d(xi, xi+1)

≤
∞∑
i=n

d(xi, xi+1)

olur.
∑∞

i=n d(xi, xi+1) verilen serinin kalan terimi olduğundan n→∞ için

lim
n→∞

d(xn, xm) = 0

elde edilir ki bu {xn} dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir.

Tanım 2.15 (X, d) ve (Y, e) metrik uzaylar, f : (X, d) → (Y, e) bir fonksiyon ve

x0 ∈ X olsun. Ĕger her ε > 0 için f(B(x0, δ)) ⊆ B(f(x0), ε) olacak şekilde bir δ > 0

varsa, dĭger bir deyişle her ε > 0 için d(x0, x) < δ oldŭgunda e(f(x0), f(x)) < ε

olacak şekilde bir δ > 0 sayısıvarsa f fonksiyonu x0 noktasında süreklidir. Ĕger f

fonksiyonu X in her noktasında sürekli ise f ye bir sürekli fonksiyon denir.
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Tanım 2.16 (X, d) bir metrik uzay, x ∈ X ve A, X in bir alt kümesi olsun. Ĕger,

her ε > 0 için

(B(x, ε)\ {x}) ∩ A 6= ∅

oluyorsa x ∈ X noktasına A nın bir yı̆gılma noktasıdır denir. A nın tüm yı̆gılma

noktalarının kümesi A′ ile gösterilir. A∪A′ kümesine A nın kapanı̧sıdenir ve A ile

gösterilir.

Önerme 2.3 (X, d) metrik uzay ve A, X in bir alt kümesi ve x, A nın bir yı̆gılma

noktasıolsun. O zaman her bir B(x, ε) açık yuvarıA nın sonsuz sayıda elemanını

içerir.

Teorem 2.4 (X, d) metrik uzay ve A, X in bir alt kümesi olsun. O zaman bir

x noktasıA nın bir yı̆gılma noktasıdır ancak ve ancak xn → x olacak şekilde A

kümesinden x den farklıx1, x2, x3, · · · , xn, · · · elemanlarınıseçmek mümkündür.

Teorem 2.5 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt kümesi olsun. x ∈ A dır

ancak ve ancak xn → x olacak şekilde A içinde bir {xn} dizisi vardır.

Uyarı2.2 (X, τ) topolojik uzayında x ∈ A iken xn → x olacak şekilde A içinde bir

{xn} dizisi bulunmayabilir. Örnĕgin,

τ = {U ⊆ R : R\U sayılabilir} ∪ {∅}

olmak üzere (R, τ) sayılabilir tümleyenler uzayınıgöz önüne alalım. 2 ∈ (0, 1) ol-

masına răgmen (0, 1) de 2 noktasına yakınsayan hiçbir dizi yoktur.

Sonuç 2.1 (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X olsun. O zaman A kapalıdır ancak ve

ancak A daki yakınsak her dizinin limiti A dadır.

Teorem 2.6 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt kümesi olsun. x ∈ A dır

ancak ve ancak her ε > 0 için B(x, ε) ∩ A 6= ∅ dır.

Teorem 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt kümesi olsun. O zaman

x ∈ A dır ancak ve ancak D(x,A) = 0 dır.
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İspat. İlk olarak x ∈ A olsun. Bu durumda Teorem 2.6 gereğince her ε > 0 için

B(x, ε)∩A 6= ∅ olur. Buna göre her ε > 0 için d(x, xε) < ε olacak şekilde bir xε ∈ A

vardır. Bu nedenle

D(x,A) = inf {d(x, y) : y ∈ A} = 0

olmak zorundadır. Çünkü eğer inf {d(x, y) : y ∈ A} = β > 0 olsaydıo zaman her

y ∈ A için d(x, y) ≥ β > 0 ve buradan B(x, β) ∩ A = ∅ olurdu ki bu bir çeli̧skidir.

Tersine D(x,A) = inf {d(x, y) : y ∈ A} = 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda

her ε > 0 için d(x, xε) < ε olacak şekilde bir xε ∈ A vardır. Böylece her ε > 0 için

B(x, ε) ∩ A 6= ∅ olur. Buna göre Teorem 2.6 gereğince x ∈ A bulunur.

Sonuç 2.2 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in kapalıbir alt kümesi olsun. D(x,A) =

0 dır ancak ve ancak x ∈ A dır.

Tanım 2.17 Bir (X, τ) topolojik uzayında açık kümelerin bir ailesi {Gi : i ∈ I}

olsun. Ĕger A ⊆ X için

A ⊆
⋃
i∈I
Gi

oluyorsa {Gi : i ∈ I} ailesine A kümesinin bir açık örtüsü denir. Ĕger, açık örtünün

A ⊆
n⋃
k=1

Gik

olacak biçimde bir {Gik : k = 1, 2, · · · , n} alt ailesi var ise, bu aileye A kümesinin

sonlu bir alt örtüsü denir.

Tanım 2.18 (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olsun. Ĕger A kümesinin her açık

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa A kümesine kompakt küme denir. Ĕger, X

kompakt bir küme ise (X, τ) topolojik uzayına kompakt topolojik uzay denir.

Teorem 2.8 Bir (X, τ) kompakt topolojik uzayının kapalıher alt kümesi de kom-

paktır.

Tanım 2.19 (X, τ) bir topolojik uzay olsun. X in farklı her nokta çiftini içeren

ayrık açık kümeler varsa (X, τ) topolojik uzayına Hausdorff uzay denir.

Teorem 2.9 Bir (X, τ) Hausdorff uzayının kompakt her alt kümesi kapalıdır.
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Teorem 2.10 (X, τ) bir topolojik uzay, A, X in boş olmayan bir kompakt alt kümesi

olsun. Ĕger f : A→ R sürekli ise f(a) = sup f(A) ve f(b) = inf f(A) olacak şekilde

a, b ∈ A vardır.

Teorem 2.11 Bir (X, d) metrik uzayı kompakttır ancak ve ancak bu uzayda her

dizinin yakınsak bir alt dizisi vardır.

Teorem 2.12 (X, d) metrik uzay ve A ile B, X in boş olmayan alt kümeleri olsun.

Ĕger A kompakt ise D(A,B) = D(p,B) olacak şekilde bir p ∈ A noktasıvardır.

İspat. A üzerinde f(x) = D(x,B) = inf {d(x, y) : y ∈ B} ile tanımlıreel değerli

sürekli fonksiyonunu gözönüne alalım. A kompakt olduğundan f fonksiyonu A üz-

erinde bir minimuma sahiptir, yani f(p) = infx∈A f(x) olacak şekilde bir p ∈ A

vardır ve bu nedenle

D(A,B) = inf
x∈A

D(x,B) = inf
x∈A

f(x) = f(p) = D(p,B)

olur. Bir başka ifade ile D(A,B) = D(p,B) olacak şekilde bir p ∈ A noktasıvardır.

Sonuç 2.3 (X, d) bir metrik uzay, x ∈ X ve A, X in kompakt bir alt kümesi olsun.

O zaman d(x, a) = D(x,A) olacak şekilde bir a ∈ A vardır.

Tanım 2.20 X boş olmayan bir küme olsun. X üzerinde aşăgıdaki özelliklere sahip

bir β băgıntısına kısmi sıralama băgıntısı ve (X, β) ikilisine de kısmi sıralı küme

denir.

a) β yansımalıdır, yani her x ∈ X için xβx dir.

b) β ters simetriktir, yani her x, y ∈ X için xβy ve yβx ise x = y dir.

c) β geçişlidir, yani her x, y, z ∈ X için xβy ve yβz ise xβz dir.

Bir kısmi sıralama bağıntısınıgöstermek için β simgesi yerine � gösterimini

kullanacağız. Böylece xβy yerine x � y yazıp bunu "x, y den önce gelir" yada "x

küçük eşit y" biçiminde okuyacağız.
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2.2. Küme Değerli Dönüşümler ve HausdorffMetriği

Bu kısımda küme değerli dönüşüm, küme değerli dönüşümün sabit noktası,

üstten ve alttan yarısüreklilik kavramlarıkısaca ele alınacaktır. Ayrıca Hausdorff

metriği ve bazıözellikleri incelenecektir.

Tanım 2.21 X ve Y boş olmayan iki küme olsun. T ⊆ X × Y ise T ye X den

Y ye bir küme dĕgerli (çŏgul dĕgerli) dönüşüm denir. T : X → P(Y ) ile gösterilir.

Burada P(Y ), Y nin boş olmayan tüm alt kümelerinin sınıfıdır. T : X → P(Y )

küme dĕgerli dönüşümünün tersi

(x, y) ∈ T ⇔ (y, x) ∈ T−1

şeklinde tanımlanır.

T , X den Y ye bir küme değerli dönüşüm ve x ∈ X olsun. T nin x noktasın-

daki görüntüsü

Tx = {y ∈ Y : (x, y) ∈ T}

kümesidir. Yine A ⊆ X için

T (A) =
⋃
x∈A

Tx

kümesi A nın T küme değerli dönüşüm altındaki görüntüsüdür. Ayrıca,⋃
x∈A

Tx =
{
y ∈ Y : T−1(y) ∩ A 6= ∅

}
dır. Gerçekten,

u ∈ T (A) =
⋃
x∈A

Tx ⇔ ∃x ∈ A için u ∈ Tx

⇔ ∃x ∈ A için (x, u) ∈ T

⇔ ∃x ∈ A için x ∈ T−1(u)

⇔ T−1(u) ∩ A 6= ∅

⇔ u ∈
{
y ∈ Y : T−1(y) ∩ A 6= ∅

}
bulunur. B ⊆ Y için

T−1 (B) =
⋃
y∈B

T−1(y)
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kümesine B nin T−1 altındaki görüntüsü (veya T altındaki ters görüntüsü) denir.

Benzer şekilde ⋃
y∈B

T−1(y) = {x ∈ X : Tx ∩B 6= ∅}

olduğu gösterilebilir.

Tanım 2.22 T : X → P(X) dönüşümü için x0 ∈ Tx0 olacak şekilde x0 ∈ X varsa

bu noktaya T nin sabit noktası denir. T dönüşümünün sabit noktalarının kümesi

F (T ) ile gösterilir. Yani

F (T ) = {x ∈ X : x ∈ Tx}

dir.

Örnek 2.1 X = [0, 1] olmak üzere T : X → P(X) dönüşümü

Tx =


{1} , 0 ≤ x < 1

2

[0, 1] , x = 1
2

[0, 1− x] , 1
2
< x ≤ 1

şeklinde tanımlansın. O halde

T (0) = {1} , T (3
4
) =

[
0, 1

4

]
T (1

2
) = [0, 1] , T ((1

4
, 3
4
)) = [0, 1]

T ((0, 1
4
) = {1} , T ((1

2
, 3
4
)) =

[
0, 1

2

)
oldŭgu görülebilir. Burada 1

2
∈ T 1

2
= [0, 1] oldŭgundan 1

2
, T nin bir sabit noktasıdır.

Tanım 2.23 X ve Y iki topolojik uzay ve T : X → P(Y ) bir küme dĕgerli dönüşüm

olsun. Ĕger Y deki her kapalıkümenin ters görüntüsü X de kapalıoluyorsa, T ye

üsten yarısürekli, Y deki her açık kümenin ters görüntüsü X de açık ise T ye alttan

yarı sürekli dönüşüm denir. Ĕger bir küme dĕgerli dönüşüm hem alttan hem de

üstten yarısürekli ise bu dönüşüme süreklidir denir.

Örnek 2.2 T : [0, 1]→ P([0, 1])

Tx =



{
3
4

}
, 0 ≤ x < 1

2

[
1
4
, 3
4

]
, x = 1

2

{
1
4

}
, 1

2
< x ≤ 3

4
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şeklinde tanımlansın. O zaman T dönüşümü üstten yarı süreklidir ancak alttan

yarısürekli dĕgildir. Çünkü V =
(
1
4
, 3
4

)
açık kümesi için T−1 (V ) =

{
1
2

}
olup açık

dĕgildir. Burada dikkat edelim ki her kapalıkümenin ters görüntüsü de kapalıdır.

Örnek 2.3 T : R→ P(R) dönüşümü

Tx =


{0} , x 6= 0

[−1, 1] , x = 0

şeklinde tanımlansın. O zaman T dönüşümü üstten yarısüreklidir ancak alttan yarı

sürekli dĕgildir. K kapalıkümesi için

T−1(K) =



R , 0 ∈ K

{0} , 0 /∈ K ve K ∩ [−1, 1] 6= ∅

∅ , K ∩ [−1, 1] = ∅

oldŭgundan T dönüşümü üstten yarısüreklidir. Ancak U =
(
1
2
, 2
)
açı̆gıiçin T−1 (U) =

{0} olup açık dĕgildir. O halde T dönüşümü alttan yarısürekli dĕgildir.

Örnek 2.4 T : R→ P(R) dönüşümü

Tx =


[−1, 1] , x 6= 0

{0} , x = 0

şeklinde tanımlansın. O zaman T dönüşümü alttan yarısüreklidir ancak üstten yarı

sürekli dĕgildir. Bu dönüşümde bir açık kümenin ters görüntüsü ya R\ {0} ya R

yada ∅ dur. Dolayısıyla T dönüşümü alttan yarı süreklidir. Ancak, K =
[
1
2
, 2
]

kapalı kümesi için T−1 (K) = R\ {0} olup kapalı dĕgildir. O halde T dönüşümü

üstten yarısürekli dĕgildir.

(X, d) bir metrik uzay veK(X), X in boş olmayan tüm kompakt alt kümelerin

sınıfıolsun. O zaman K(X) ⊆ CB(X) ⊆ C(X) ve K(X) ⊆ CB(X) ⊆ B(X) olduğu

açıktır. A,B ∈ P(X) için

δ(A,B) = sup
x∈A
{D(x,B)} = sup

x∈A
inf
y∈B

d(x, y)
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ve

H(A,B) = max {δ(A,B), δ(B,A)}

= max

{
sup
x∈A

inf
y∈B

d(x, y), sup
x∈B

inf
y∈A

d(x, y)

}
şeklinde tanımlansın.

Örnek 2.5 X = R kümesi alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alınsın. A = [1, 2] ve

B = [4,∞) kümeleri için

δ(A,B) = 3, δ(B,A) =∞

oldŭgundan

H(A,B) = max {δ(A,B), δ(B,A)} =∞

bulunur. δ nin simetrik olmadı̆gı buradan görülebilir. Yani genelde δ(A,B) 6=

δ(B,A) dır. Ayrıca, δ ve H ın P(X)× P(X) üzerinde tanımlıreel dĕgerli fonksiy-

onlar olmadı̆gıda görülmektedir.

Uyarı2.3 Ĕger A ve B kümeleri (X, d) metrik uzayının sınırlı alt kümeleri ise

δ(A,B), δ(B,A) ve H(A,B) birer reel sayıdır. O halde δ ve H, B(X) × B(X)

üzerinde tanımlıreel dĕgerli fonksiyonlardır.

Örnek 2.6 X = R kümesi alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alınsın. A = [2, 4] ve

B = (2, 4) kümeleri için

δ(A,B) = δ(B,A) = 0

oldŭgundan

H(A,B) = max {δ(A,B), δ(B,A)} = 0

bulunur. Burada H(A,B) = 0 olmasına răgmen A 6= B dir. Yani H : B(X) ×

B(X)→ R fonksiyonu bir metrik dĕgildir.

Teorem 2.13 (X, d) bir metrik uzay, A,B ∈ P(X) olsun. O zaman

H(A,B) = sup {|D(x,A)−D(x,B)| : x ∈ X}

dir.
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İspat. Her x ∈ X ve her b ∈ B için

D(x,A) ≤ d(x, b) +D(b, A)

yazılabilir. D(b, A) ≤ H(A,B) olduğundan

D(x,A) ≤ d(x, b) +H(A,B)

olup bu eşitsizlik her b ∈ B için de geçerlidir. Dolayısıyla

D(x,A) ≤ D(x,B) +H(A,B)

veya

D(x,A)−D(x,B) ≤ H(A,B)

yazılabilir. Benzer şekilde

D(x,B)−D(x,A) ≤ H(A,B)

elde edilir. O zaman her x ∈ X için

|D(x,B)−D(x,A)| ≤ H(A,B)

olur ki buradan

sup
x∈X
|D(x,A)−D(x,B)| ≤ H(A,B) (2.1)

elde edilir. Diğer taraftan

δ(B,A) = sup {D(b, A) : b ∈ B}

= sup {D(b, A)−D(b, B) : b ∈ B}

≤ sup {D(x,A)−D(x,B) : x ∈ X}

≤ sup {|D(x,A)−D(x,B)| : x ∈ X}

olur. Benzer şekilde

δ(A,B) ≤ sup {|D(x,A)−D(x,B)| : x ∈ X}

olduğu gösterilebilir. O zaman

H(A,B) = max {δ(A,B), δ(B,A)}

≤ sup {|D(x,A)−D(x,B)| : x ∈ X} (2.2)

bulunur. O halde (2.1) ve (2.2) den istenilen eşitlik elde edilir.
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Uyarı2.4 A ve B, reel sayıların boş kümeden farklı üsten sınırlı iki alt kümesi

olsun. Bu durumda

sup (A ∪B) = max {supA, supB}

dir. Gerçekten

A ⊆ A ∪B ⇒ supA ≤ sup (A ∪B)

ve

B ⊆ A ∪B ⇒ supB ≤ sup (A ∪B)

oldŭgundan

max {supA, supB} ≤ sup (A ∪B) (2.3)

elde edilir. Şimdi x ∈ A ∪ B olsun. O zaman x ∈ A veya x ∈ B dir. Dolayısıyla

x ≤ supA veya x ≤ supB dir. Buradan ise x ≤ max {supA, supB} elde edilir.olur.

O zaman

sup (A ∪B) ≤ max {supA, supB} (2.4)

olur. O halde (2.3) ve (2.4) den istenilen eşitlik elde edilir.

Aşağıdaki önermede δ nın bazıözellikleri incelenmi̧stir.

Önerme 2.4 (X, d) bir metrik uzay ve A,B,C ∈ B(X) olsun. O zaman aşăgıdaki

özellikler săglanır.

1. δ(A,B) = 0⇔ A ⊆ B

2. B ⊆ C ⇒ δ(A,C) ≤ δ(A,B)

3. δ(A ∪B,C) = max {δ(A,C), δ(B,C)}

4. δ(A,B) ≤ δ(A,C) + δ(C,B)

İspat. A,B,C ∈ B(X) olsun.

1.

δ(A,B) = 0 ⇔ sup
x∈A
{D(x,B)} = 0

⇔ her x ∈ A için D(x,B) = 0

⇔ her x ∈ A için x ∈ B

⇔ A ⊆ B
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2. B ⊆ C olsun. Her x ∈ X için D(x,C) ≤ D(x,B) dir. Bu durumda her x ∈ A

için de D(x,C) ≤ D(x,B) eşitsizliği sağlandı̆gından δ(A,C) ≤ δ(A,B) elde

edilir.

3. Uyarı2.4 göz önüne alınırsa

δ(A ∪B,C) = sup
x∈A∪B

{D(x,C)}

= max

{
sup
x∈A
{D(x,C)} , sup

x∈B
{D(x,C)}

}
elde edilir.

4. a ∈ A, b ∈ B ve c ∈ C olsun. O zaman

d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b)

olur. Burada b ∈ B üzerinden infimum alınırsa

D(a,B) ≤ d(a, c) +D(c, B)

elde edilir. D(c, B) ≤ δ(C,B) olduğundan

D(a,B) ≤ d(a, c) + δ(C,B)

olur. Son eşitsizlikte c ∈ C üzerinden infimum alınırsa

D(a,B) ≤ D(a, C) + δ(C,B)

olur. Yine D(a, C) ≤ δ(A,C) olduğundan

D(a,B) ≤ δ(A,C) + δ(C,B)

olur. Böylece a ∈ A üzerinden supremum alınırsa

δ(A,B) ≤ δ(A,C) + δ(C,B)

elde edilir.
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Uyarı2.5 Önerme 2.4 de B kümesi kapalıise

δ(A,B) = 0⇔ A ⊆ B

ifadesinin dŏgru oldŭgu açıktır.

Önerme 2.5 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda H, CB(X) üzerinde bir

metriktir.

İspat. H ın CB(X) × CB(X) üzerinde tanımınlıbir reel değerli fonksiyon olduğu

açıktır. Ayrıca tanımdan H(A,B) = H(B,A) dır. Şimdi A,B ∈ CB(X) olsun. O

zaman
H(A,B) = 0 ⇔ max {δ(A,B), δ(B,A)} = 0

⇔ δ(A,B) = 0 ve δ(B,A) = 0

⇔ A ⊆ B ve B ⊆ A

⇔ A = B

bulunur. Son olarak a, b, c, d ∈ [0,∞) için

max {a+ b, c+ d} ≤ max {a, c}+ max {b, d}

özelliğini kullanarak A,B,C ∈ CB(X) için

H(A,B) = max {δ(A,B), δ(B,A)}

≤ max {δ(A,C) + δ(C,B), δ(B,C) + δ(C,A)}

≤ max {δ(A,C), δ(C,A)}+ max {δ(B,C), δ(C,B)}

= H(A,C) +H(C,B)

elde edilir. Yani H : CB(X) × CB(X) → R bir metriktir. Bu metriğe Hausdorff

metriği denir.

Hausdorffmetriğinin d ye bağlıolduğu aşağıdaki örnekle gösterilebilir. Ayrıca,

eğer (X, d) tam metrik uzay ise (CB(X), H) ve (K(X), H)metrik uzaylarıda tamdır-

lar.

Örnek 2.7 X = R üzerinde d1(x, y) = |x− y| ve

d2(x, y) =

 1 , x 6= y

0 , x = y
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metriklerini göz önüne alalım. Bu durumda A = [0, 1] , B = [3, 5] kümeleri için

H1(A,B) = 4 ve H2(A,B) = 1 olur. Burada dikkat edelim ki her iki kümede d1 ve

d2 metrĭgine göre kapalıve sınırlıdır.

Lemma 2.1 A,B ∈ CB(X) ve a ∈ A olsun. O zaman her ε > 0 için

d(a, b) ≤ H(A,B) + ε

olacak şekilde bir b ∈ B vardır.

İspat. a ∈ A için

D(a,B) = inf {d(a, y) : y ∈ B}

olur. İnfimumun tanımından her ε > 0 için

d(a, b) ≤ D(a,B) + ε

olacak şekilde bir b ∈ B vardır. Diğer taraftan

D(a,B) ≤ δ(A,B) ≤ H(A,B)

olduğundan her ε > 0 için

d(a, b) ≤ H(A,B) + ε

olacak şekilde bir b ∈ B vardır.

Lemma 2.1 i aşağıdaki şekilde de ifade edebiliriz.

Lemma 2.2 A,B ∈ CB(X) ve a ∈ A olsun. O zaman her q > 1 için

d(a, b) ≤ qH(A,B)

olacak şekilde bir b ∈ B vardır.

İspat. Eğer H(A,B) = 0 ise A = B dir. Bu durumda b, a olarak alınırsa her q > 1

için

d(a, b) ≤ qH(A,B)

olacak şekilde bir b ∈ B vardır. Şimdi H(A,B) > 0 olsun. Bu durumda

ε = (q − 1)H(A,B) > 0
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olarak seçilirse Lemma 2.1 gereğince her q > 1 için

d(a, b) ≤ H(A,B) + ε

= H(A,B) + (q − 1)H(A,B)

= qH(A,B)

olacak şekilde bir b ∈ B vardır.

Önerme 2.6 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her A,B,C,D ∈ CB(X) için

H(A ∪B,C ∪D) ≤ max {H(A,C), H(B,D)}

eşitsizlĭgi săglanır.

İspat. Önerme 2.4 dikkate alınırsa

δ(A ∪B,C ∪D) = max {δ(A,C ∪D), δ(B,C ∪D)} (2.5)

≤ max {δ(A,C), δ(B,D)} (2.6)

≤ max {H(A,C), H(B,D)}

olur. Burada (2.5) için

δ(A1 ∪ A2, B1) = max {δ(A1, B1), δ(A2, B1)}

özelliği, (2.6) için

B1 ⊆ A1 ∪ A2 ⇒ δ(A1 ∪ A2) ≤ δ(B1)

özelliği kullanıldı. Benzer şekilde

δ(C ∪D,A ∪B) ≤ max {H(A,C), H(B,D)}

bulunur. O zaman H ın tanımıgereği

H(A ∪B,C ∪D) = max {δ(A ∪B,C ∪D), δ(C ∪D,A ∪B)}

≤ max {H(A,C), H(B,D)}

elde edilir.
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Lemma 2.3 (X, d) bir metrik uzay ve T : X → CB(X) küme dĕgerli dönüşüm ve

z ∈ X olsun. O zaman her x ∈ X için

D(z, Tz) ≤ d(z, x) +D(x, Tz)

dir.

İspat. Her x ∈ X için

D(z, Tz) = inf {d(z, y) : y ∈ Tz}

≤ inf {d(z, x) + d(x, y) : y ∈ Tz}

= d(z, x) + inf {d(x, y) : y ∈ Tz}

= d(z, x) +D(x, Tz)

elde edilir.

Lemma 2.4 (X, d) bir metrik uzay ve T : X → CB(X) küme dĕgerli dönüşüm ve

z ∈ X olsun. O zaman her x ∈ X için

D(z, Tz) ≤ D(z, Tx) +H(Tx, Tz)

dir.

İspat. Her v ∈ X için D(z, Tz) ≤ d(z, v) + D(v, Tz) olduğundan her v ∈ Tx için

de D(z, Tz) ≤ d(z, v) + D(v, Tz) eşitsizliği sağlanır. Ayrıca D(v, Tz) ≤ H(Tx, Tz)

olduğundan her v ∈ Tx için D(z, Tz) ≤ d(z, v) +H(Tx, Tz) olur. v ∈ Tx üzerinden

infimum alınırsa istenilen elde edilir.

2.3 Küme Değerli Dönüşümler için BazıSabit Nokta Teoremleri

Bu kısımda küme değerli Lipschitz dönüşümü, küme değerli büzülme dönüşümü

kavramlarıhatırlanacak ve bu tip dönüşümler için Nadler ve Reich tarafından verilen

sabit nokta teoremleri incelenecektir.

Tanım 2.24 (X, d) bir metrik uzay ve T : X → CB(X) küme dĕgerli dönüşüm

olsun. Ĕger her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ Ld(x, y) (2.7)
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olacak şekilde bir L > 0 sabiti varsa T ye küme dĕgerli Lipschitz dönüşümü adı

verilir. (2.7) eşitsizlĭgini săglayan L sayılarının en küçü̆güne T nin Lipschitz sabiti

denir ve k ile gösterilir. Ĕger k < 1 ise T ye küme dĕgerli büzülme dönüşümü, k = 1

ise genişlemeyen dönüşüm adıverilir.

Teorem 2.14 (Nadler) (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → CB(X) bir küme

dĕgerli büzülme dönüşümü olsun. O zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. T nin Lipschitz sabiti 0 < k < 1 olsun. x0 ∈ X keyfi olmak üzere x1 ∈ Tx0
seçelim. O zaman Lemma 2.1 gereğince

d(x1, x2) ≤ H(Tx0, Tx1) + k

olacak şekilde bir x2 ∈ Tx1 vardır. Yine

d(x2, x3) ≤ H(Tx1, Tx2) + k2

olacak şekilde bir x3 ∈ Tx2 vardır. Bu şekilde devam edilerek her n ∈ N için

xn+1 ∈ Txn ve

d(xn, xn+1) ≤ H(Txn−1, Txn) + kn

olacak şekilde X içinde bir {xn} dizisi elde edilir. Her n ∈ N için

d(xn, xn+1) ≤ H(Txn−1, Txn) + kn

≤ kd(xn−1, xn) + kn

≤ k
[
H(Txn−2, Txn−1) + kn−1

]
+ kn

= kH(Txn−2, Txn−1) + 2kn

≤ k2d(xn−2, xn−1) + 2kn

...

≤ knd(x0, x1) + nkn

bulunur. Diğer taraftan
∞∑
n=0

kn <∞ ve
∞∑
n=0

nkn <∞ olduğundan

∞∑
n=0

d(xn, xn+1) ≤
∞∑
n=0

[knd(x0, x1) + nkn]

= d(x0, x1)
∞∑
n=0

kn +

∞∑
n=0

nkn

< ∞
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olur. Bu bize {xn} dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. X tam olduğundan

limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X vardır. Bu durumda

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z) ≤ kd(xn, z)

olduğundan n→∞ için limit alınırsa

D(z, Tz) = 0

olur. Yani z ∈ Tz = Tz dir. O halde z, T nin bir sabit noktasıdır.

Örnek 2.8 X = [0, 1] kümesini alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alalım. f : [0, 1] →

[0, 1]

f(x) =


x+1
2

, x ∈
[
0, 1

2

]
−x
2

+ 1 , x ∈
[
1
2
, 1
]

olmak üzere T : X → CB(X) dönüşümü her x ∈ X için Tx = {f(x)} ∪ {0} şeklinde

tanımlansın. O zaman T bir küme dĕgerli büzülme dönüşümüdür. Ayrıca F (T ) ={
0, 2

3

}
dir. Bu örnektende anlaşılacăgı üzere küme dĕgerli büzülme dönüşümünün

sabit noktasıtek olmayabilir.

Teorem 2.15 (Reich) (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → CB(X) bir dönüşüm

olsun. Her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ aD(x, Tx) + bD(y, Ty) + cd(x, y)

olacak şekilde a + b + c < 1 özellĭgine uygun negatif olmayan a, b ve c sayılarıvar

olsun. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. Eğer a+ c = 0 ise her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ bD(y, Ty)

eşitsizliği sağlanır. Bu durumda x ∈ X keyfi bir nokta olmak üzere y ∈ Tx için

D(y, Ty) ≤ H(Tx, Ty) ≤ bD(y, Ty)
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olur ki bu D(y, Ty) = 0 olmasıile mümkündür. O halde y ∈ Ty dir. Şimdi a+c > 0

ve x0 ∈ X keyfi bir nokta olsun. x1 ∈ Tx0 noktasınıalalım. O zaman Lemma 2.1

gereğince

d(x1, x2) ≤ H(Tx0, Tx1) + (a+ c)

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. Bu durumda

d(x1, x2) ≤ aD(x0, Tx0) + bD(x1, Tx1) + cd(x0, x1) + (a+ c)

≤ ad(x0, x1) + bd(x1, x2) + cd(x0, x1) + (a+ c)

olur ki buradan

d(x1, x2) ≤
a+ c

1− bd(x0, x1) +
a+ c

1− b
elde edilir. Yine Lemma 2.1 gereğince

d(x2, x3) ≤ H(Tx1, Tx2) +
(a+ c)2

1− b

olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. Bu durumda

d(x2, x3) ≤ aD(x1, Tx1) + bD(x2, Tx2) + cD(x1, x2) +
(a+ c)2

1− b

≤ ad(x1, x2) + bd(x2, x3) + cd(x1, x2) +
(a+ c)2

1− b

olur ki buradan

d(x2, x3) ≤
a+ c

1− bd(x1, x2) +

(
a+ c

1− b

)2
≤

(
a+ c

1− b

)[
a+ c

1− bd(x0, x1) +
a+ c

1− b

]
+

(
a+ c

1− b

)2
=

(
a+ c

1− b

)2
d(x0, x1) + 2

(
a+ c

1− b

)2
elde edilir. Bu şekilde devam edilerek λ = a+c

1−b < 1 olmak üzere

d(xn, xn+1) ≤ λnd(x0, x1) + nλn

ve xn+1 ∈ Txn özelliklerine uygun X için de bir {xn} dizisi elde edilir. O zaman

∞∑
n=0

d(xn, xn+1) ≤ d(x0, x1)
∞∑
n=0

λn +
∞∑
n=0

nλn
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olup
∞∑
n=0

λn < ∞ ve
∞∑
n=0

nλn < ∞ olduğundan {xn} dizisi bir Cauchy dizisidir. X

tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde z ∈ X vardır. Böylece

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ aD(xn, Txn) + bD(z, Tz) + cd(xn, z)

≤ ad(xn, xn+1) + bD(z, Tz) + cd(xn, z)

olup n→∞ için limit alınırsa

D(z, Tz) ≤ bDd(z, Tz)

olur ki bu D(z, Tz) = 0 demektir. Yani z ∈ Tz dir. Dolayısıyla T bir sabit noktaya

sahiptir.

2.4 Mizoguchi-Takahashi Fonksiyonu ve Özellikleri

Küme değerli sabit nokta teoremlerinin en önemlilerinden biri Mizoguchi

ve Takahashi tarafından elde edilmi̧stir. Bu kesimde, önce Mizoguchi-Takahashi

fonksiyonu ve özellikleri incelenecek ve daha sonra Mizoguchi-Takahashi sabit nokta

teoreminin iki farklıyoldan ispatına değinilecektir.

Tanım 2.25 ϕ : [0,∞) → [0, 1) bir fonksiyon olsun. Ĕger her t ∈ [0,∞) için

lim sups→t+ ϕ(s) < 1 oluyorsa bu ϕ fonksiyona bir Mizoguchi-Takahashi fonksiyonu

denir ve kısacaMT -fonksiyonu şeklinde gösterilir.

Uyarı2.6 ϕ : R→ R bir fonksiyon olsun. t ∈ R için

lim sup
s→t+

ϕ(s) = inf
ε>0

sup
0<s−t<ε

ϕ(s)

dir.

Örnek 2.9 ϕ : [0,∞)→ [0, 1) artmayan veya azalmayan bir fonksiyon ise o zaman

ϕ birMT -fonksiyondur.

Örnek 2.10 ϕ : [0,∞) → [0, 1) , ϕ(t) = c ∈ [0, 1) , sabit fonksiyonu bir MT -

fonksiyondur.
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Örnek 2.11 ϕ : [0,∞)→ [0, 1) fonksiyonu

ϕ(t) =


sin t
t

, t ∈
(
0, π

2

]
0 t /∈

(
0, π

2

]
şeklinde tanımlansın. O zaman ϕ birMT -fonksiyon dĕgildir.

Örnek 2.12 ϕ : [0,∞)→ [0, 1) fonksiyonu

ϕ(t) =


2t , t ∈

[
0, 1

2

)
0 t ∈

[
1
2
,∞
)

şeklinde tanımlansın. O zaman ϕ birMT -fonksiyondur.

Lemma 2.5 ϕ : [0,∞)→ [0, 1) foksiyonunun birMT -fonksiyonu olmasıiçin gerek

ve yeter şart her t ∈ [0,∞) için öyle rt ∈ [0, 1) ve εt > 0 sayıları vardır ki her

s ∈ [t, t+ εt) için ϕ(s) ≤ rt dir.

İspat. Eğer ϕ birMT −fonksiyonu ise o zaman her t ∈ [0,∞) için lim sups→t+ k(s) <

1 sağlanır. O zaman her bir t ∈ [0,∞) için

sup
s∈[t,t+εt)

ϕ(s) < 1

olacak şekilde εt > 0 vardır. Bu yüzden

sup
s∈[t,t+εt)

ϕ(s) ≤ rt < 1

olacak şekilde rt ∈ [0, 1) bulanabilir. Dolayısıyla her s ∈ [t, t+ εt) için ϕ(s) ≤ rt dir.

Tersinin doğru olduğu açıktır.

Teorem 2.16 ϕ : [0,∞) → [0, 1) bir fonksiyon olsun. O zaman aşăgıdaki ifadeler

denktir.

i) ϕ birMT -fonksiyonudur.

ii) Her t ∈ [0,∞) ve her s ∈
(
t, t+ ε

(1)
t

)
için ϕ (s) ≤ r

(1)
t olacak şekilde r(1)t ∈ [0, 1)

ve ε(1)t > 0 vardır.
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iii) Her t ∈ [0,∞) ve her s ∈
[
t, t+ ε

(2)
t

]
için ϕ (s) ≤ r

(2)
t olacak şekilde r(2)t ∈ [0, 1)

ve ε(2)t > 0 vardır.

iv) Her t ∈ [0,∞) ve her s ∈ (t, t+ ε
(3)
t ] için ϕ (s) ≤ r

(3)
t olacak şekilde r(3)t ∈ [0, 1)

ve ε(3)t > 0 vardır.

v) Her t ∈ [0,∞) ve her s ∈ [t, t + ε
(4)
t ) için ϕ (s) ≤ r

(4)
t olacak şekilde r(4)t ∈ [0, 1)

ve ε(4)t > 0 vardır.

vi) Herhangi bir {xn} ⊆ [0,∞) artmayan dizisi için

0 ≤ sup
n∈N

ϕ(xn) < 1

dir.

vii) Herhangi bir {xn} ⊆ [0,∞) kesin azalan dizisi için

0 ≤ sup
n∈N

ϕ(xn) < 1

dir.

İspat. Aşağıdaki aşamalarıtakip ederek ispatıyapalım.

(a) (i)⇔(ii). İlk önce (i)⇒(ii) olduğunu gösterelim. ϕ nin bir MT -fonksiyon

olduğunu kabul edelim. O zaman her t ∈ [0,∞) için

sup
t<s<t+εt

ϕ(s) < 1

olacak şekilde εt > 0 vardır. R nin yoğunluğundan

sup
t<s<t+εt

ϕ(s) ≤ rt < 1

olacak şekilde rt ∈ [0, 1) vardır. Bu ise her s ∈ (t, t+ εt) için ϕ (s) ≤ rt

demektir. Tersinin yani (ii)⇒(i) olduğu açıktır.

(b) (ii)⇔(iii). r
(2)
t = r

(1)
t ve ε(2)t = ε

(1)
t alırsak (iii)⇒(ii) olur. Tersine (ii) yi

kabul edelim. t ∈ [0,∞) verilsin. Kabulümüzden her s ∈
(
t, t+ ε

(1)
t

)
için

ϕ (s) ≤ r
(1)
t olacak şekilde r(1)t ∈ [0, 1) ve ε(1)t > 0 vardır. ε(2)t = ε

(1)
t ve

r
(2)
t = max

{
r
(1)
t , ϕ (t) , ϕ

(
t+ ε

(1)
t

)}
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alırsak, o zaman her s ∈
[
t, t+ ε

(2)
t

]
için ϕ (s) ≤ r

(2)
t ve r(2)t ∈ [0, 1) dir.

Böylece (ii)⇒(iii) ispatlandı.

(c) (iii)⇒(iv)⇒(ii) ve (iii)⇒(v)⇒(ii) gerektirmeleri açıktır.

(d) (v)⇒(vi). (v) nin olduğunu kabul edelim. {xn} , [0,∞) da artmayan bir dizi

olsun. O zaman

t0 = lim
n→∞

xn = inf
n∈N

xn ≥ 0

dır. Kabulümüzden her s ∈ [t, t+εt0) için ϕ (s) ≤ rt0 olacak şekilde rt0 ∈ [0, 1)

ve εt0 > 0 vardır. Öte yandan n ≥ l özelliğindeki her n ∈ N için t0 ≤ xn <

t0 + εt0 olacak şekilde l ∈ N vardır. Bu yüzden her n ≥ l için ϕ (xn) ≤ rt0 dır.

η = max {ϕ (x1) , ϕ (x2) , · · · , ϕ (xn) , rt0}

olsun. O zaman her n ∈ N için ϕ (xn) ≤ η dir. Bu yüzden 0 ≤ supn∈N ϕ(xn) <

1 dir. Dolayısıyla (vi) sağlanır.

(e) (vi)⇒(vii) gerektirmesi açıktır.

(f) Son olarak (vii)⇒(v) gerektirmesini ispat edelim. (vii) sağlansın. O zaman (v)

sağlanır. Gerçekten, aksini kabul edelim. Yani, her r ∈ [0, 1) ve her ε > 0

için öyle bir t0 ∈ [0,∞) elemanıvar ki s ∈ [t0, t0 + ε) için ϕ (s) > r eşitsizliği

sağlanır. Bu yüzden r1 = ϕ (t0) ∈ [0, 1) ve ε1 = 1 > 0 için ϕ (s1) > r1

şartınısağlayan s1 ∈ [t0, t0 + ε1) var olmalıdır. Son eşitsizlik s1 6= t0 olmasını

gerektirir. Dolayısıyla t0 < s1 dir. t0 + ε2 ≤ s1 olacak şekilde ε2 > 0 seçelim

ve r2 = max
{
ϕ (s1) , 1− 1

2

}
olsun. O zaman r2 ve ε2 için ϕ (s2) > r2 şartını

sağlayan s2 ∈ [t0, t0+ε2) bulabiliriz. Bu ayrıca t0 < s2 < s1 olmasınıgerektirir.

Böyle devam edilirse her n ∈ N için

ϕ (sn) > rn = max

{
ϕ (sn−1) , 1−

1

n

}
≥ 1− 1

n

olacak şekilde kesin azalan {sn} ⊂ [t0,∞) ⊂ [0,∞) dizisi oluşturabiliriz. Bu

ise supn∈N ϕ(xn) ≥ 1 demektir ki bu bir çeli̧skidir. Dolayısıyla (vii)⇒(v) gerek-

tirmesi doğrudur.
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1972 yılında Reich bir çalı̧smasında aşağıdaki teoremi ispatlamı̧stır.

Teorem 2.17 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → K(X) bir dönüşüm olsun.

k : (0,∞)→ [0, 1) , her t ∈ (0,∞) için

lim sup
r→t+

k(r) < 1

özellĭgini săglayan bir fonksiyon olmak üzere her x, y ∈ X, x 6= y için

H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, y))d(x, y)

eşitsizlĭgi săglansın. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Reich bu teoremi ispatladıktan sonra 1974 yılında aşağıdaki problemi ortaya

atmı̧stır.

Problem 2.1 Teorem 2.17 de K(X) yerine CB(X) alındı̆gında T bir sabit noktaya

sahip midir?

Reich’in bu problemi üzerine bir çok çalı̧sma yapılmı̧stır. Bu problemin

çözümü tam olarak yapılamasada bazı kısmi cevaplar verilmi̧stir. Bunlardan en

önemlisi Mizoguchi ve Takahashi tarafından 1989 yılında elde edilmi̧stir. Mizoguchi

ve Takahashi, Reich’in sorusunda k üzerindeki

lim sup
r→t+

k(r) < 1

şartının her t ∈ [0,∞) için sağlanmasıhalinde K(X) yerine CB(X) alınabileceğini

göstermi̧stir.

Teorem 2.18 (Mizoguchi-Takahashi) (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X →

CB(X) bir dönüşüm olsun. k : (0,∞)→ [0, 1) , her t ∈ [0,∞) için

lim sup
r→t+

k(r) < 1

özellĭgini săglayan bir fonksiyon olmak üzere x 6= y olacak şekildeki her x, y ∈ X

için

H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, y))d(x, y)

eşitsizlĭgi săglansın. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.
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İspat. T nin sabit noktaya sahip olmadı̆gınıkabul edelim. Yani her x ∈ X için

D(x, Tx) > 0

olsun. k fonksiyonu üzerindeki şart dikkate alınırsa her t > 0 için öyle M(t) ve e(t)

pozitif sayılarıvardır ki her r ∈ (t, t+ e(t)) için

k(r) ≤M(t) < 1

dir. Şimdi x1 ∈ X noktasınıgöz önüne alalım. t1 = D(x1, Tx1) diyelim. O zaman

her y ∈ Tx1 için D(x1, Tx1) < d(x1, y) olmasıdurumunda

d(t1) < min

{
e(t1),

(
1

M(t1)
− 1

)
t1

}
eşitsizliğini sağlayan d(t1) pozitif sayısınıseçelim.

ε(x1) = min

{
d(t1)

t1
, 1

}
diyelim. Dolayısıyla

d(x1, x2) < D(x1, Tx1) + ε(x1)D(x1, Tx1)

= (1 + ε(x1))D(x1, Tx1)

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. T nin sabit noktaya sahip olmamasıkabulünden

x1 6= x2 dir. Bu durumda

D(x2, Tx2) ≤ H(Tx1, Tx2)

≤ k(d(x1, x2))d(x1, x2))

olduğundan

D(x1, Tx1)−D(x2, Tx2) ≥ D(x1, Tx1)− k(d(x1, x2))d(x1, x2))

≥ 1

1 + ε(x1)
d(x1, x2)− k(d(x1, x2))d(x1, x2)

=

[
1

1 + ε(x1)
− k(d(x1, x2))

]
d(x1, x2)

olur. Ayrıca

t1 = D(x1, Tx1) < d(x1, x2)

< D(x1, Tx1) + ε(x1)D(x1, Tx1)

< t1 + d(t1)

< t1 + e(t1)
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olduğundan

k(d(x1, x2)) ≤M(t1) < 1

yazılabilir.

ε(x1) ≤
d(t1)

t1
<

1

M(t1)
− 1

olduğundan
1

1 + ε(x1)
> M(t1)

elde edilir. Böylece [
1

1 + ε(x1)
− k(d(x1, x2))

]
> 0

dır. Şimdi en az bir x2 ∈ Tx1 için D(x1, Tx1) = d(x1, x2) olmasıdurumunda

D(x1, Tx1)−D(x2, Tx2) ≥ D(x1, Tx1)−H(Tx1, Tx2)

≥ D(x1, Tx1)− k(d(x1, x2))d(x1, x2))

= [1− k(d(x1, x2))]D(x1, Tx1)

olur. Yine t2 = D(x2, Tx2) diyelim. O zaman her y ∈ Tx2 içinD(x2, Tx2) < d(x2, y)

olmasıdurumunda e(t2) ve M(t2) için

0 < d(t2) < min

{
e(t2),

(
1

M(t2)
− 1

)
t2

}
eşitsizliğini sağlayan d(t2) pozitif sayısınıseçelim ve

ε(x2) = min

{
d(t2)

t2
,
1

2
,
t1
t2
− 1

}
diyelim. Benzer şekilde

d(x2, x3) < (1 + ε(x2))D(x2, Tx2)

ve

D(x2, Tx2)−D(x3, Tx3) ≥
[

1

1 + ε(t2)
− k(d(x2, x3))

]
d(x2, x3) > 0

eşitsizliklerini sağlayan x3 ∈ Tx2 seçebiliriz.

ε(x2) ≤
t1
t2
− 1
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olduğundan

d(x2, x3) < (1 + ε(x2))D(x2, Tx2)

≤ t1

= D(x1, Tx1)

≤ d(x1, x2)

elde edilir. Şimdi, en az bir x3 ∈ Tx2 için D(x2, Tx2) = d(x2, x3) olmasıdurumunda

D(x2, Tx2)−D(x3, Tx3) ≥ [1− k(d(x2, x3))]D(x2, Tx3) > 0

ve

d(x2, x3) = D(x2, Tx2) < D(x1, Tx1) ≤ d(x1, x2)

elde edilir. Bu şekilde devam edilerek X içinde aşağıdaki özelliklere uygun bir {xn}

dizisi elde edilir.
i) xn+1 ∈ Txn,

ii) {d(xn, xn+1)} ve {D(xn, Txn)} dizileri azalan,

iii) D(xn, Txn)−D(xn+1, Txn+1) ≥
{

1
1+δ(xn)

− k(d(xn, xn+1))
}
d(xn, xn+1).

Buradaki δ(xn),

0 ≤ δ(xn) ≤ 1

n

eşitsizliğini sağlayan bir reel sayıdır. {d(xn, xn+1)} dizisi azalan olduğundan negatif

olmayan bir reel sayıya yakınsar. O zaman k üzerindeki şart düşünülürse

lim sup
n→∞

k(d(xn, xn+1)) < 1

dir.

an =
1

1 + δ(xn)
− k(d(xn, xn+1))

denilirse

lim inf
n→∞

an ≥ lim inf
n→∞

1

1 + δ(xn)
− lim sup

n→∞
k(d(xn, xn+1)) > 0

olacağından yeterince büyük n ler için

D(xn, Txn)−D(xn+1, Txn+1) ≥ bd(xn, xn+1)
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eşitsizliğini sağlayan b > 0 sayısıvardır. Diğer taraftan {D(xn, Txn)} dizisi azalan

olduğundan yakınsaktır. Böylece her m,n ∈ N, m > n için

d(xn, xm) ≤
m−1∑
j=n

d(xj, xj+1)

≤ 1

b

m−1∑
j=n

[D(xj, Txj)−D(xj+1, Txj+1)]

=
1

b
[D(xn, Txn)−D(xm, Txm)]→ 0, (m,n→∞)

elde edilir. O halde {xn} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam olduğundan

lim
n→∞

xn = x0

olacak şekilde x0 ∈ X vardır. Eğer x0 6= xn ise

H(Tx0, Txn) ≤ k(d(x0, xn))d(x0, xn) ≤ d(x0, xn)

olur. Eğer x0 = xn ise

H(Tx0, Txn) ≤ d(x0, xn)

olur. Ayrıca

D(xn+1, Tx0) ≤ H(Tx0, Txn) ≤ d(x0, xn)

olduğundan n→∞ için

D(x0, Tx0) = 0

bulunur ki bu bir çeli̧skidir. Dolayısıyla T bir sabit noktaya sahiptir.

Sonuç 2.4 (X, d) bir tam metrik uzay, T : X → CB(X) bir dönüşüm ve α, her

t ∈ (0,∞) için 0 < α(t) < 1 özellĭgine sahip monoton artan bir fonksiyon olsun.

Ĕger her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ α(d(x, y))d(x, y)

eşitsizlĭgi săglanıyorsa, o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. Her t ∈ (0,∞) için 0 < α(t) < 1 ve α monoton artan olduğundan her

t ∈ (0,∞) için lim sups→t+ k(s) < 1 sağlanır. O zaman Mizoguchi-Takahashi teore-

minden T nin bir sabit noktasıvardır.

36



Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoreminin ispatıhem uzun hemde karmaşık

görülmektedir. Bu teorem bir kaç yazar tarafından da farklıyollarla ispatlanmı̧stır.

Burada daha basit ve anlaşılır olmasınedeni ile Suzuki tarafından yapılan ispata

değineceğiz. Bunun için önce MT -fonksiyonu ile ilgili aşağıdaki lemmayıifade ve

ispat edelim.

Lemma 2.6 ϕ : [0,∞)→ [0, 1) fonksiyonu birMT -fonksiyon olsun. β : [0,∞)→

[0, 1) ,

β(t) =
ϕ(t) + 1

2

şeklinde tanımlıβ fonksiyonu da birMT -fonksiyondur.

İspat. Her t ∈ [0,∞) için ϕ(t) < 1 olduğundan ϕ(t)+1
2

< 1 olur ki bu ise 0 <

β(t) < 1 demektir. Ayrıca ϕ(t) < 1 olduğından ϕ(t) < ϕ(t)+1
2

< 1 elde edilir,

yani her t ∈ [0,∞) için ϕ(t) < β(t) dir. Şimdi t ∈ [0,∞) sabit bir eleman olsun.

ϕ : [0,∞) → [0, 1) fonksiyonu birMT -fonksiyon olduğundan her s ∈ [t, t+ ε) için

ϕ(s) ≤ rt olacak şekilde rt ∈ [0, 1) ve εt > 0 vardır. λt = rt+1
2
olsun. O zaman her

s ∈ [t, t+ ε) için

ϕ(s) ≤ rt ⇒ ϕ(s) + 1 ≤ rt + 1 ⇒ β(s) = ϕ(s)+1
2
≤ rt+1

2
= λt

den β(s) ≤ λt elde edilir. Dolayısıyla β birMT -fonksiyondur.

Teorem 2.19 (X, d) bir tam metrik uzay, T : X → CB(X) bir dönüşüm ve α da

birMT -fonksiyon olsun. O zaman her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ α(d(x, y))d(x, y)

eşitsizlĭgi săglanıyorsa o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. β : [0,∞) → [0, 1) fonksiyonu β(t) = 1+α(t)
2

olarak tanımlansın. Lemma 2.6

gereğince β birMT -fonksiyondur. x, y ∈ X, x 6= y keyfi iki nokta olsun. u ∈ Tx

ve ε = 1−α(d(x,y))
2

d(x, y) > 0 diyelim. Lemma 2.1 gereğince d(u, v) ≤ H(Tx, Ty) + ε
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olacak şekilde v ∈ Ty vardır. Böylece

d(u, v) ≤ H(Tx, Ty) +
1− α(d(x, y))

2
d(x, y)

≤ α(d(x, y))d(x, y) +
1− α(d(x, y))

2
d(x, y)

=
1 + α(d(x, y))

2
d(x, y)

= β(d(x, y))d(x, y)

olur. Yani her x, y ∈ X ve u ∈ Tx için

d(u, v) ≤ β(d(x, y))d(x, y) (2.8)

olacak şekilde bir v ∈ Ty vardır. Şimdi x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 olsun. Eğer x0 = x1 ise

o zaman x0, T nin bir sabit noktasıolur. Böylece ispat tamamlanır. Şimdi x0 6= x1

olsun. O zaman (2.8) den

d(x1, x2) ≤ β(d(x0, x1))d(x0, x1)

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. Eğer x1 = x2 ise o zaman x1, T nin bir sabit noktası

olur. Böylece ispat tamamlanır. x1 6= x2 olsun. O zaman (2.8) den

d(x2, x3) ≤ β(d(x1, x2))d(x1, x2)

olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. O zaman bu şekilde devam edilirse, her n ∈ N için

xn+1 ∈ Txn ve

d(xn+1, xn+2) ≤ β(d(xn, xn+1))d(xn, xn+1)

özelliklerine uygun X de bir {xn} dizisi oluşturulabilir (Bu dizinin ardı̧sık ter-

imlerinin birbirinden farklı olduğu kabul edilebilir, aksi halde ispat biter). Her

t ∈ [0,∞) için β(t) < 1 olduğundan {d(xn, xn+1)} dizisi R de artmayan bir dizidir

ve alttan sınırlı olduğundan {d(xn, xn+1)} dizisi λ ≥ 0 sayısına yakınsar. β bir

MT -fonksiyonu olduğu için lim sups→λ+ β(s) < 1 ve β(λ) < 1 dir. Dolayısıyla her

s ∈ [λ, λ + ε) için β(s) ≤ r olacak şekilde r ∈ [0, 1) ve ε > 0 vardır. Her n ≥ k0

için λ ≤ d(xn, xn+1) < λ + ε olacak şekilde bir k0 ∈ N seçebiliriz. O halde n ≥ k0

özelliğindeki her n ∈ N için

d(xn+1, xn+2) ≤ β(d(xn, xn+1))d(xn, xn+1)

≤ rd(xn, xn+1)
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olduğundan

∞∑
n=1

d(xn, xn+1) ≤
k0∑
n=1

d(xn, xn+1) +

∞∑
n=k0+1

d(xn, xn+1)

=

k0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑

n=k0

d(xn+1, xn+2)

≤
k0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑

n=k0

rd(xn, xn+1)

≤
k0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑
n=1

rnd(xk0 , xk0+1)

< ∞

elde edilir. O zaman {xn} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam olduğundan limn→∞ xn =

z olacak şekilde z ∈ X vardır. Böylece

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ β(d(xn, z))d(xn, z)

≤ d(xn, z)

olup n → ∞ için limit alınırsa D(z, Tz) = 0 olur ki bu ise z ∈ Tz demektir.

Dolayısıyla T bir sabit noktaya sahiptir.
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümde tezin orijinal kısmınıoluşturan çalı̧smalara yer vereceğiz. İlk

olarak tek değerli dönüşümler için F -büzülme kavramıgöz önüne alınarak bunun

küme değerli versiyonu tanımlanacak ve küme değerli F -büzülme dönüşümleri için

bir sabit nokta sonucu elde edilecektir. Ardından bir geni̧sletme ile genelleştirilmi̧s

küme değerli F -büzülme kavramı ile bu tip dönüşümler için sabit nokta teoremi

elde edilecektir. Daha sonra α-geçi̧sli dönüşüm kavramıincelenecek ve Mizoguchi-

Takahashi sabit nokta teoreminin α-geçi̧sli dönüşümler göz önüne alınarak bir is-

patına değinilecektir. Son olarak α-geçi̧sli dönüşümler yardımıyla küme değerli

pseudo Picard operatörü tanımlanacak ve bu tip operatörlere örnek olmasıbakımın-

dan bazısabit nokta teoremleri elde edilecektir.

3.1. F -Büzülmeler için Sabit Nokta Teoremleri

Bu kesimde Wardowski tarafından tanımlanan ve bilinen büzülme kavramını

da kapsayan F -büzülme dönüşümü tanımıincelenecek ve bazısabit nokta teoremleri

verilecektir.

F aşağıdaki şartlarısağlayan bütün F : (0,∞) → R dönüşümlerinin ailesi

olsun.

(F1) F kuvvetli artandır. Yani her α, β ∈ (0,∞) için α < β iken F (α) < F (β) dır.

(F2) Pozitif sayıların her {an} dizisi için limn→∞ an = 0 dır ancak ve ancak limn→∞ F (an) =

−∞ dır.

(F3) limα→0+ α
kF (α) = 0 olacak şekilde bir k ∈ (0, 1) vardır.

Tanım 3.1 (X, d) bir metrik uzay, T : X → X bir dönüşüm ve F ∈ F olsun. Ĕger

d(Tx, Ty) > 0 özellĭgindeki her x, y ∈ X için

τ + F (d(Tx, Ty)) ≤ F (d(x, y)) (3.1)

olacak şekilde bir τ > 0 varsa T ye bir F -büzülme adıverilir.
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Aşağıda F ailesine ait bazıörnekler verilmi̧stir. Bu örnekler yardımıyla lit-

eratürde bulunan bazıbüzülme dönüşümlerinin bir F -büzülme olduklarıgörülmek-

tedir.

Örnek 3.1 F1 : (0,∞) → R dönüşümü F1(α) = ln(α) şeklinde tanımlansın. O

zaman F1 ∈ F oldŭgu açıktır. Ĕger T bir F1-büzülme ise o zaman d(Tx, Ty) > 0

özellĭgindeki her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ e−τd(x, y) (3.2)

săglanır. Ayrıca d(Tx, Ty) = 0 olacak şekildeki her x, y ∈ X için (3.2) eşitsizlĭgi de

săglanır. Böylece T dönüşümü L = e−τ sabiti ile birlikte bir Lipschitz dönüşümüdür.

L = e−τ < 1 oldŭgundan T bir büzülme dönüşümüdür. Dolayısıyla her büzülme bir

F1-büzülmedir.

Örnek 3.2 F2 : (0,∞)→ R dönüşümü F2(α) = α+ ln(α) şeklinde tanımlansın. O

zaman F2 ∈ F oldŭgu açıktır. Ĕger T bir F2-büzülme ise o zaman d(Tx, Ty) > 0

özellĭgindeki her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty)

d(x, y)
ed(Tx,Ty)−d(x,y) ≤ e−τ (3.3)

săglanır.

Örnek 3.3 F3 : (0,∞) → R dönüşümü F3(α) = − 1√
α
şeklinde tanımlansın. O

zaman F3 ∈ F oldŭgu açıktır. Ĕger T bir F3-büzülme ise o zaman d(Tx, Ty) > 0

özellĭgindeki her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ 1

(1 + τ
√
d(x, y))2

d(x, y)

săglanır.

Örnek 3.4 F4 : (0,∞) → R dönüşümü F4(α) = ln(α2 + α) şeklinde tanımlansın.

O zaman F4 ∈ F oldŭgu açıktır. Ĕger T bir F4-büzülme ise o zaman d(Tx, Ty) > 0

özellĭgindeki her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty)(d(Tx, Ty) + 1)

d(x, y)(d(x, y) + 1)
≤ e−τ

săglanır.
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Uyarı3.1 (F1) ve (3.1) eşitsizlĭginden her F -büzülme, bir büzülebilir dönüşümdür.

Yani, T bir F -büzülme ise d(Tx, Ty) > 0 özellĭgindeki her x, y ∈ X için d(Tx, Ty) <

d(x, y) săglanır. Bu yüzden her F -büzülme dönüşümü süreklidir.

Uyarı3.2 H1, H2 ∈ F olsun. Ĕger her α > 0 için H1(α) ≤ H2(α) ve G = H2−H1

azalmayan bir dönüşüm ise o zaman her H1-büzülme bir H2-büzülmedir. Gerçekten

Uyarı3.1 gerĕgince d(Tx, Ty) > 0 özellĭgindeki her x, y ∈ X için

G(d(Tx, Ty)) ≤ G(d(x, y))

elde edilir. O zaman d(Tx, Ty) > 0 özellĭgindeki her x, y ∈ X için

τ +H2(d(Tx, Ty)) ≤ τ +H1(d(Tx, Ty)) +G(d(Tx, Ty))

≤ H1(d(x, y)) +G(d(x, y))

= H2(d(x, y))

olur.

Şimdi 2012 yılında Wardowski tarafından verilen teoremi ifade ve ispat ede-

lim:

Teorem 3.1 (X, d) tam bir metrik uzay ve T : X → X dönüşümü F -büzülme olsun.

O zaman T nin bir tek sabit noktasıvardır. Üstelik herhangi bir x0 ∈ X için {T nx0}

dizisi T nin sabit noktasına yakınsar.

İspat. İlk olarak T nin sabit noktasının var olmasıhalinde tek olmasıgerektiğini

gösterelim. Gerçekten z ile w, T nin farklıiki sabit noktasıolsun. O zaman d(z, w) =

d(Tz, Tw) > 0 olduğundan (3.1) eşitsizliğinden

τ ≤ F (d(z, w))− F (d(Tz, Tw)) = 0

elde edilir ki bu bir çeli̧skidir. O halde T nin sabit noktasıvarsa tektir.

Şimdi T nin bir sabit noktasının var olduğunu gösterelim. Bunun için keyfi

bir x0 ∈ X noktasınıele alalım. Her n ≥ 0 tamsayıiçin xn+1 = Txn olacak şekilde

X de bir {xn} dizisini göz önüne alalım ve γn = d(xn+1, xn) olsun. Eğer xn0+1 = xn0

olacak şekilde bir n0 ∈ N varsa, o zaman Txn0 = xn0 olur. Böylece ispat tamamlanır.
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Şimdi her n ≥ 0 tamsayıiçin xn+1 6= xn olduğunu kabul edelim. O halde her n ≥ 0

tamsayıiçin γn > 0 olduğundan (3.1) eşitsizliğinden

F (γn) ≤ F (γn−1)− τ ≤ F (γn−2)− 2τ ≤ · · · ≤ F (γ0)− nτ (3.4)

eşitsizliği elde edilir. (3.4) eşitsizliğinden n→∞ için limit alınırsa

lim
n→∞

F (γn) = −∞

elde edilir. Bu yüzden (F2) den

lim
n→∞

γn = 0

olur. O halde (F3) den

lim
n→∞

γknF (γn) = 0

olacak şekilde bir k ∈ (0, 1) vardır. Ayrıca (3.4) eşitsizliğinden her n ≥ 0 tamsayı

için

γknF (γn)− γknF (γ0) ≤ −γknnτ ≤ 0 (3.5)

olur. (3.5) eşitsizliğinden n→∞ için limit alınırsa

lim
n→∞

γknn = 0 (3.6)

bulunur. Dolayısıyla (3.6) dan her n ≥ n1 için γknnτ ≤ 1 olacak şekilde bir n1 ∈ N

sayısıvardır. Sonuç olarak her n ≥ n1 için

γn ≤
1

n1/k

bulunur. O halde m > n ≥ n1 olacak şekildeki her m,n ∈ N için

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xm−1, xm)

= γn + γn+1 + · · ·+ γm−1

=

m−1∑
i=n

γi

<
∞∑
i=n

γi

≤
∞∑
i=n

1

i1/k
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olup
∞∑
i=1

1
i1/k

serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X

tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X vardır. Son olarak, T nin

sürekliliğinden

d(z, Tz) = lim
n→∞

d(xn, Txn) = lim
n→∞

d(xn, xn+1) = 0

olur. Böylece z = Tz olup ispat tamamlanır.

Örnek 3.1 ve Örnek 3.2 de tanmlıF1 ve F2 dönüşümlerini göz önüne alalım. O

zaman her α > 0 için F1(α) < F2(α) ve F2−F1 dönüşümü kuvvetli artan olduğundan

Uyarı 3.1 gereğince her büzülme dönüşümü (3.3) büzülme şartını sağlar. Ancak

bunun tersi doğru olmayabilir. Bunun için aşağıdaki örneği verelim.

Örnek 3.5 X =
{
xn = n(n+1)

2
: n ∈ N

}
kümesi alı̧sılmı̧s metrik ile birlikte göz

önüne alınsın. O zaman (X, d) tam bir metrik uzaydır. T : X → X dönüşümü

Txn =


x1 , n = 1

xn−1 , n > 1

şeklinde tanımlansın. Örnek 3.1 de tanımlanan F1(α) = ln (α) için T, bir F1-

büzülme dĕgildir. Yani T dönüşümü bir büzülme dönüşümü dĕgildir. Gerçekten,

lim
n→∞

d(Txn, Tx1)

d(xn, x1)
= lim

n→∞

xn−1 − 1

xn − 1

= lim
n→∞

(n−1)n
2
− 1

n(n+1)
2
− 1

= lim
n→∞

n2 − n− 2

n2 + n− 2

= 1

dir. Öte yandan Örnek 3.2 de tanımlanan F1(α) = α + ln (α) için T, τ = 1 ile

birlikte bir F2-büzülmedir. Bunun için aşăgıdaki durumlarıgöz önüne alalım. Her

m,n ∈ N için

d(Txm, Txn) > 0⇔ ((m > 2 ∧ n = 1) ∨ (m > n > 1))

dir.
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Durum 1 m > 2 ve n = 1 için

d(Txm, Tx1)

d(xm, x1)
ed(Txm,Tx1)−d(xm,x1) =

xm−1 − 1

xm − 1
exm−1−xm

=
m2 −m− 2

m2 +m− 2
e−m

< e−m

< e−1

olur.

Durum 2 m > n > 1 için

d(Txm, Txn)

d(xm, xn)
ed(Txm,Txn)−d(xm,xn) =

xm−1 − xn−1
xm − xn

exm−1−xn−1−xm+xn

=
m+ n− 1

m+ n+ 1
en−m

< en−m

≤ e−1

olur.

Şimdi F -büzülme dönüşümlerinin küme değerli versiyonunu verelim.

Tanım 3.2 (X, d) bir metrik uzay, F ∈ F ve T : X → CB(X) bir dönüşüm olsun.

Ĕger H(Tx, Ty) > 0 özellĭgindeki her x, y ∈ X için

τ + F (H(Tx, Ty)) ≤ F (d(x, y)) (3.7)

olacak şekilde bir τ > 0 varsa T ye küme dĕgerli F -büzülme denir.

Eğer Örnek 3.1 de tanımlanan F1(α) = ln (α) dönüşümü göz önüne alınırsa,

her küme değerli büzülme, bir küme değerli F -büzülme olur.

Teorem 3.2 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → K(X) küme dĕgerli F -büzülme

olsun. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. x0 ∈ X olsun. Her x ∈ X için Tx boş olmadı̆gından, x1 ∈ Tx0 olacak şekilde

x1 ∈ X seçilebilir. Eğer x1 ∈ Tx1 ise, o zaman x1, T nin bir sabit noktasıolur ve
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böylece ispat tamamlanır. x1 /∈ Tx1 olsun. Tx1 kapalıolduğundan D(x1, Tx1) > 0

dır. Öte yandan, D(x1, Tx1) ≤ H(Tx0, Tx1) ve (F1) den

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1))

olur. Dolayısıyla (3.7) eşitsizliğinden

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1)) ≤ F (d(x1, x0))− τ (3.8)

elde edilir. Tx1 kompakt olduğundan, d(x1, x2) = D(x1, Tx1) olacak şekilde x2 ∈

Tx1 vardır. Bu durumda (3.8) eşitsizliğinden

F (d(x1, x2)) ≤ F (H(Tx0, Tx1)) ≤ F (d(x1, x0))− τ

elde edilir. Eğer bu şekilde devam edilirse, her n ≥ 0 tamsayısıiçin xn+1 ∈ Txn ve

F (d(xn, xn+1)) ≤ F (d(xn, xn−1))− τ (3.9)

olacak şekilde X de bir {xn} dizisi elde edilir. Eğer xn0 ∈ Txn0 olacak şekilde bir

n0 ∈ N var ise o zaman xn0 , T nin bir sabit noktasıolur ve böylece ispat tamamlanır.

Bu yüzden her n ≥ 0 tamsayısıiçin xn /∈ Txn olduğunu kabul edelim ve her n ≥ 0

tamsayısıiçin an = d(xn, xn+1) olsun. O zaman her n ≥ 0 tamsayısıiçin an > 0

olduğundan ve (3.9) eşitsizliğini kullanarak

F (an) ≤ F (an−1)− τ ≤ F (an−2)− 2τ ≤ · · · ≤ F (a0)− nτ (3.10)

bulunur. (3.10) eşitsizliğinden n → ∞ için limit alınırsa limn→∞ F (an) = −∞ elde

edilir. Bu yüzden (F2) den

lim
n→∞

an = 0

olur. O halde (F3) den

lim
n→∞

aknF (an) = 0

olacak şekilde bir k ∈ (0, 1) vardır. Ayrıca (3.10) eşitsizliğinde her n ≥ 0 tamsayı

için

aknF (an)− aknF (a0) ≤ −aknnτ ≤ 0 (3.11)

olur. (3.11) eşitsizliğinden n→∞ için limit alınırsa

lim
n→∞

nakn = 0 (3.12)
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bulunur. Dolayısıyla (3.12) ifadesinden her n ≥ n1 için γknnτ ≤ 1 olacak şekilde bir

n1 ∈ N sayısıvardır. Sonuç olarak her n ≥ n1 için

γn ≤
1

n1/k

bulunur. Böylece m > n ≥ n1 olacak şekildeki her m,n ∈ N için

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xm−1, xm)

= γn + γn+1 + · · ·+ γm−1

=

m−1∑
i=n

γi

<

∞∑
i=n

γi

≤
∞∑
i=n

1

i1/k

olup
∞∑
i=1

1
i1/k

serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X

tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X vardır. Diğer taraftan

(3.7) eşitsizliğinden H(Tx, Ty) > 0 olacak şekildeki x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) < d(x, y)

elde edilir ve böylece her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ d(x, y)

olur. O zaman

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z) ≤ d(xn, z) (3.13)

olacağından (3.7) eşitsizliğinden n → ∞ için limit alınırsa D(z, Tz) = 0 bulunur.

Dolayısıyla z ∈ Tz = Tz elde edilir ki bu T nin bir sabit noktaya sahip olduğunu

gösterir. Böylece ispat tamamlanır.

Uyarı3.3 Dikkat edelim ki Teorem 3.2 de her x ∈ X için Tx kompaktır. Bu yüzden

Reich probleminde oldŭgu gibi aşăgıdaki soru akla gelebilir.

Problem 3.1 Teorem 3.2 de K(X) yerine CB(X) alındı̆gında T bir sabit noktaya

sahip midir?
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Bu sorunun cevabıda tam olarak bilinmese de, F üzerine bir şart eklenerek

Problem 3.1 e kısmen Teorem 3.3 de bir cevap verilmi̧stir.

Teorem 3.3 (X, d) tam bir metrik uzay ve T : X → CB(X) küme dĕgerli F -

büzülme olsun. Ayrıca F aşăgıdaki şartı săglarsa o zaman T bir sabit noktaya

sahiptir.

(F4) inf A > 0 olacak şekildeki her A ⊂ (0,∞) kümesi için

F (inf A) = inf F (A)

dır.

İspat. x0 ∈ X olsun. Her x ∈ X için Tx boş olmadı̆gından, x1 ∈ Tx0 olacak şekilde

x1 ∈ X seçilebilir. Eğer x1 ∈ Tx1 ise, o zaman x1, T nin bir sabit noktasıolur ve

böylece ispat tamamlanır. x1 /∈ Tx1 olsun. Tx1 kapalıolduğundan D(x1, Tx1) > 0

dır. Öte yandan, D(x1, Tx1) ≤ H(Tx0, Tx1) ve (F1) den

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1))

olur. Dolayısıyla (3.7) eşitsizliğinden

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1)) ≤ F (d(x1, x0))− τ (3.14)

elde edilir. Dikkat edelim ki D(x1, Tx1) > 0 dır. (F4) den

F (D(x1, Tx1)) = inf
y∈Tx1

F (d(x1, y))

olur ve böylece (3.14) eşitsizliğinden

inf
y∈Tx1

F (d(x1, y)) ≤ F (d(x1, x0))− τ < F (d(x1, x0))−
τ

2
(3.15)

bulunur. O zama (3.15) eşitsizliğinden

F (d(x1, x2)) ≤ F (d(x1, x0))−
τ

2

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. Eğer x2 ∈ Tx2 ise ispat biter. Aksi takdirde biz aynı

yolla

F (d(x2, x3)) ≤ F (d(x2, x1))−
τ

2
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olacak şekilde x3 ∈ Tx2 elde edebiliriz. Bu şekilde devam edildiğinde her n ≥ 0

tamsayısıiçin xn+1 ∈ Txn ve

F (d(xn, xn+1)) ≤ F (d(xn, xn−1))−
τ

2

olacak şekilde X de bir {xn} dizisi elde edilir. İspatın geri kalan kısmı, Teorem 3.2

ispatında olduğu gibi yapılabilir.

Uyarı3.4 (F1) şartınısăglayan sürekli her F fonksiyonu (F4) şartınısăglar.

Aşağıdaki örnek, küme değerli F -büzülme dönüşümü olan fakat küme değerli

büzülme dönüşümü olmayan dönüşümlerin var olduğunu göstermesi bakımından

önemlidir.

Örnek 3.6 X =
{
xn = n(n+1)

2
: n ∈ N

}
kümesi alı̧sılmı̧s metrik ile birlikte göz

önüne alınsın. O zaman (X, d) tam bir metrik uzaydır. T : X → K(X) dönüşümü

Tx =


{x1} , x = x1

{x1, x2, · · · , xn−1} , x = xn

şeklinde tanımlansın. O zaman T dönüşümü F (α) = α + lnα ve τ = 1 ile birlikte

küme dĕgerli F -büzülmedir. Bunun için aşăgıdaki durumlarıgöz önüne alalım. Her

m,n ∈ N için

H(Txm, Txn) > 0⇔ ((m > 2 ∧ n = 1) ∨ (m > n > 1))

dır.

Durum 1 m > 2 ve n = 1 için

H(Txm, Tx1)

d(xm, x1)
eH(Txm,Tx1)−d(xm,x1) =

xm−1 − x1
xm − x1

exm−1−xm

=
m2 −m− 2

m2 +m− 2
e−m < e−m < e−1

elde edilir.
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Durum 2 m > n > 1 için

H(Txm, Txn)

d(xm, xn)
eH(Txm,Txn)−d(xm,xn) =

xm−1 − xn−1
xm − xn

exm−1−xn−1−xm+xn

=
m+ n− 1

m+ n+ 1
en−m < en−m ≤ e−1

elde edilir.

Bu yüzden T bir küme dĕgerli F -büzülmedir. Ayrıca Teorem 3.2 veya Teorem

3.3 nin dĭger şartlarıda săglanır. O halde T, X de bir sabit noktaya sahiptir. Öte

yandan

lim
n→∞

H(Txn, Tx1)

d(xn, x1)
= lim

n→∞

xn−1 − 1

xn − 1
= 1

oldŭgu için T küme dĕgerli büzülme dönüşümü dĕgildir.

Tanım 3.3 (X, d) bir metrik uzay, F ∈ F ve T : X → CB(X) bir dönüşüm olsun.

Ĕger H(Tx, Ty) > 0 özellĭgindeki her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) > 0⇒ τ + F (H(Tx, Ty)) ≤ F (M(x, y)) (3.16)

olacak şekilde bir τ > 0 varsa T ye genelleştirilmiş küme dĕgerli F -büzülme denir.

Burada

M(x, y) = max

{
d(x, y), D(x, Tx), D(y, Ty),

1

2
[D(x, Ty) +D(y, Tx)]

}
dir.

Eğer Örnek 3.1 de tanımlanan F1(α) = ln (α) dönüşümü göz önüne alınırsa,

bu durumda her genelleştirilmi̧s küme değerli büzülme, bir genelleştirilmi̧s küme

değerli F -büzülmedir.

Teorem 3.4 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → K(X) genelleştirilmiş küme

dĕgerli F -büzülme olsun. Ĕger T veya F sürekli ise o zaman T bir sabit noktaya

sahiptir.

İspat. x0 ∈ X olsun. Her x ∈ X için Tx boş olmadı̆gından, x1 ∈ Tx0 olacak şekilde

x1 ∈ X seçilebilir. Eğer x1 ∈ Tx1 ise, o zaman x1, T nin bir sabit noktasıolur ve
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böylece ispat tamamlanır. x1 /∈ Tx1 olsun. Tx1 kapalıolduğundan D(x1, Tx1) > 0

dır. Öte yandan, D(x1, Tx1) ≤ H(Tx0, Tx1) ve (F1) den

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1))

olur. Dolayısıyla (3.16) eşitsizliğinden

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1))

≤ F (M(x0, x1))− τ

= F (max

 d(x0, x1), D(x0, Tx0), D(x1, Tx1),

1
2

[D(x0, Tx1) +D(x1, Tx0)]

)− τ

≤ F (max

{
d(x0, x1),

1

2
D(x0, Tx1)

}
)− τ

≤ F (max

{
d(x0, x1),

1

2
[d(x0, x1) +D(x1, Tx1)]

}
)− τ

≤ F (max {d(x0, x1), D(x1, Tx1)})− τ

= F (d(x0, x1))− τ (3.17)

yazılabilir. Tx1 kompakt olduğundan d(x1, x2) = D(x1, Tx1) olacak şekilde x2 ∈ Tx1
vardır. O zaman (3.17) eşitsizliğinden

F (d(x1, x2)) ≤ F (H(Tx0, Tx1)) ≤ F (d(x1, x0))− τ

elde edilir. Bu şekilde devam edildiğinde her n ≥ 0 tamsayısıiçin xn+1 ∈ Txn ve

F (d(xn, xn+1)) ≤ F (d(xn, xn−1))− τ (3.18)

olacak şekilde X de bir {xn} dizisi elde edilir. Teorem 3.1 deki gibi {xn} dizisinin X

de bir Cauchy dizisi olduğu gösterilebilir. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak

şekilde bir z ∈ X vardır.

Eğer T sürekli ise limn→∞ Txn = Tz ve

D(xn, T z) ≤ H(Txn, T z)

dir. Son eşitsizlikte n→∞ için D(z, Tz) = 0 elde edilir. Dolayısıyla z ∈ Tz dir.

Şimdi F sürekli olsun. Bu durumda biz iddia ediyoruz ki z ∈ Tz dir. Aksini kabul

edelim. Yani, z /∈ Tz olsun. Bu durumda her nk ≥ n0 için D(xnk+1, T z) > 0 olacak
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şekilde n0 ∈ N ve {xn} nin bir {xnk} alt dizisi vardır. Aksi halde her n ≥ n1 için

xn ∈ Tz olacak şekilde n1 ∈ N vardır ki bu ise z ∈ Tz olmasıdemektir. Bu ise

z /∈ Tz olmasıile çeli̧sir. O halde nk ≥ n0 için D(xnk+1, T z) > 0 olduğundan

τ + F (D(xnk+1, T z)) ≤ τ + F (H(Txnk , T z))

≤ F (M(xnk , z))

≤ F (max

 d(xnk , z), d(xnk , xnk+1), D(z, Tz),

1
2
[D(xnk , T z) + d(z, xnk+1)

)

elde edilir. F nin sürekliliği kullanılırsa k →∞ için τ +F (D(z, Tz)) ≤ F (D(z, Tz))

bulunur ki bu ise bir çeli̧skidir. Bu yüzden z ∈ Tz elde edilir ve böylece ispat

tamamlanır.

Uyarı3.5 Örnek 3.6 göz önüne alındı̆gında T genelleştirilmiş küme dĕgerli F -

büzülmedir, fakat genelleştirilmiş küme dĕgerli büzülme dĕgildir.

3.2 Kıyaslama Fonksiyonlarıve α-Geçi̧sli Dönüşümler

Bu kısımda kıyaslama fonksiyonlarıve bazıözellikleri incelenecek, ardından (c)-

kıyaslama fonksiyonlarıkullanılarak α-geçi̧sli tek değerli dönşümler için bazısabit

nokta teoremleri göz önüne alınacaktır. Buradaki bilgiler sonraki kısımlara alt yapı

oluşturacaktır.

İlk olarak ψ : [0,∞) → [0,∞) bir fonksiyon olsun. ψ için aşağıdaki şartları

göz önüne alalım.

ψ1) ψ azalmayan bir dönüşüm,

ψ2) limn→∞ ψ
n(t) = 0, ∀t ≥ 0,

ψ3)
∞∑
n=1

ψn(t) <∞, ∀t > 0.

Kısalık olmasıbakımından Φ = {ψ : ψ1 ve ψ2 sağlanır} ve Ψ = {ψ : ψ1 ve ψ3

sağlanır} diyelim. Literatürde Φ ailesine ait fonksiyonlara kıyaslama fonksiyonları,

Ψ ailesine ait fonksiyonlara da (c)-kıyaslama fonksiyonlarıadıverilir. Tanımlardan

Ψ ⊆ Φ olduğu açıktır. Yani her (c)-kıyaslama fonksiyonu bir kıyaslama fonksiy-

onudur.
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Lemma 3.1 Ĕger ψ ∈ Φ ise o zaman her t > 0 için ψ(t) < t dir.

İspat. ψ2 den her t > 0 için limn→∞ ψ
n(t) = 0 dır. En az bir t0 > 0 için ψ(t0) ≥ t0

olduğunu kabul edelim. ψ azalmayan bir dönüşüm olduğundan

t0 ≤ ψ(t0) ≤ ψ(ψ(t0)) ≤ · · · ≤ ψn(t0) ≤ · · ·

olur. Son eşitsizlikte n→∞ için limit alınırsa

t0 ≤ lim
n→∞

ψn(t0) = 0

olur ki bu çeli̧skidir. O halde her t > 0 için ψ(t) < t dir.

Lemma 3.2 Ĕger ψ ∈ Φ ise o zaman ψ(0) = 0 dır.

İspat. ψ(0) 6= 0 olsun. Bu durumda ψ(0) = t1 > 0 dır. ψ azalmayan bir dönüşüm

olduğundan ψ(0) ≤ ψ(t1) ve buradan da Lemma 3.1 gereğince

0 < t1 = ψ(0) ≤ ψ(t1) < t1

olur ki bu bir çeli̧skidir. O halde ψ(0) = 0 dır.

Lemma 3.3 Ĕger ψ ∈ Φ ise o zaman ψ, sıfır noktasında süreklidir.

İspat. ψ ∈ Φ olsun. O zaman Lemma 3.2 gereğince ψ(0) = 0 dır. tn → 0 olsun.

ψ(tn) → ψ(0) = 0 olduğunu göstereceğiz. tn → 0 olduğundan tn → 0+ olur ki bu

ise her n ∈ N için 0 ≤ tn demektir. ψ azalmayan bir dönüşüm olduğundan

0 = ψ(0) ≤ ψ(tn) ≤ tn

elde edilir. Son eşitsizlikten n → ∞ için limit alınırsa ψ(tn) → ψ(0) = 0 olur. O

halde ψ, sıfır noktasında süreklidir.

Örnek 3.7 ψ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu λ ∈ [0, 1) olmak üzere ψ(t) = λt şek-

linde tanımlansın. O zaman ψ ∈ Ψ oldŭgu açıktır.

Örnek 3.8 ψ : [0,∞)→ [0,∞) fonksiyonu

ψ(t) =


t
3

, 0 ≤ t ≤ 2
3

t
2
− 1

18
, 2

3
< t

şeklinde tanımlansın. O zaman ψ ∈ Ψ olur.
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Örnek 3.9 ψ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu ψ(t) =
t

1 + t
şeklinde tanımlansın. Bu

durumda ψ ∈ Φ\Ψ dir.

Tanım 3.4 X boş olmayan bir küme, α : X × X → [0,∞) bir fonksiyon ve T :

X → X bir dönüşüm olsun. Ĕger α(x, y) ≥ 1 olacak şekildeki her x, y ∈ X için

α(Tx, Ty) ≥ 1 oluyorsa o zaman T ye α-geçişli dönüşüm denir.

Örnek 3.10 X = [0,∞) olmak üzere T : X → X dönüşümü her x ∈ X için

Tx =
√
x ve α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


ex−y , x ≥ y

0 , x < y

şeklinde tanımlansın. O zaman T dönüşümü α-geçişlidir.

Örnek 3.11 X = (0,∞) olmak üzere T : X → X dönüşümü her x ∈ X için

Tx = lnx ve α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


2 , x ≥ y

0 , x < y

şeklinde tanımlansın. O zaman T dönüşümü α-geçişlidir.

Samet, Vetro ve Vetro, (c)-kıyaslama fonksiyonlarınıve α-geçi̧sli dönüşüm-

leri kullanarak α-ψ-büzülme kavramınıortaya atmı̧slardır. Ardından bu yeni tip

büzülmeler için bazısabit nokta teoremleri elde etmi̧slerdir. Elde edilen sonuçlar

literetürde sıralımetrik uzaylarda verilen sabit nokta teoremleri ile yakından ilgi-

lidir.

Tanım 3.5 (X, d) bir metrik uzay, T : X → X bir dönüşüm, ψ ∈ Ψ ve α : X×X →

[0,∞) bir fonksiyon olsun. O zaman her x, y ∈ X için

α(x, y)d(Tx, Ty) ≤ ψ(d((x, y)) (3.19)

oluyorsa T dönüşümüne bir α-ψ-büzülme denir.
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Uyarı3.6 Tanım 3.5 da ĕger α(x, y) = 1 ve δ ∈ [0, 1) olmak üzere ψ(t) = δt

şeklinde alınırsa her büzülme dönüşümünün bir α-ψ-büzülme oldŭgu görülür.

Tanım 3.6 (X, τ) bir topolojik uzay {xn} , X de bir dizi ve x ∈ X olsun. Ĕger

α : X×X → [0,∞) fonksiyonu aşăgıdaki şartısăglıyorsa α ya (B) özellĭgine sahiptir

denir.

(B) Her n ∈ N için α(xn, xn+1) ≥ 1 ve xn → x iken α(xn, x) ≥ 1 dir.

Tanım 3.7 X boş olmayan bir küme olmak üzere ĕger α : X×X → [0,∞) fonksiy-

onu aşăgıdaki şartısăglıyorsa o zaman X e (H) özellĭgine sahiptir denir.

(H) Her x, y ∈ F (T ) için α(x, z) ≥ 1 ve α(y, z) ≥ 1 olacak şekilde z ∈ X vardır.

Teorem 3.5 (X, d) tam bir metrik uzay, T : X → X bir α-geçişli, α-ψ-büzülme

dönüşümü olsun. Ĕger α(x0, Tx0) ≥ 1 olacak şekilde bir x0 ∈ X var ve T sürekli ise

o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. x0 ∈ X hipotezde bahsedilen nokta olsun. Her n ∈ N için xn = T nx0 =

Txn−1 olacak şekilde X de bir {xn} dizisi tanımlayalım. Eğer xn0 = xn0+1 olacak

şekilde bir n0 ∈ N varsa o zaman xn0 , T nin bir sabit noktasıolur. Böylece ispat

tamamlanır. Dolayısıyla her n ∈ N için xn 6= xn+1 olsun. T, α-geçi̧sli olduğundan

α(x0, x1) = α(x0, Tx0) ≥ 1⇒ α(Tx0, Tx1) = α(x1, x2) ≥ 1

dir. Bu şekilde devam edilirse her n ∈ N için

α(xn, xn+1) ≥ 1 (3.20)

elde edilir. (3.19) eşitsizliğinde x = xn−1 ve y = xn alarak ve (3.20) eşitsizliğini göz

önünde bulundurarak

d(xn, xn+1) = d(Txn−1, Txn)

≤ α(xn−1, xn)d(Txn−1, Txn)

≤ ψ(d(xn−1, xn))
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elde edilir. Tümevarım yöntemiyle her n ∈ N için

d(xn, xn+1) ≤ ψn(d(x0, x1))

olur. Şimdi, her m,n ∈ N, m > n için

d(xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1)

≤
m−1∑
k=n

ψk(d(x0, x1))

≤
∞∑
k=n

ψk(d(x0, x1))

olup
∑∞

k=1 ψ
k(d((x0, x1)) serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X de bir Cauchy

dizisi olur. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X vardır. T

sürekli olduğundan

z = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

Txn = T ( lim
n→∞

xn) = Tz

elde edilir ki bu T nin sabit noktasının var olduğunu gösterir. Böylece ispat tamam-

lanır.

Uyarı3.7 Teorem 3.5 de T nin süreklilĭgi yerine α nın (B) özellĭgine sahip olması

kullanılabilir.

Teorem 3.6 (X, d) tam bir metrik uzay, T : X → X bir α-geçişli, α-ψ-büzülme

dönüşümü olsun. α(x0, Tx0) ≥ 1 olacak şekilde bir x0 ∈ X var oldŭgunu kabul

edelim. Ĕger α, (B) özellĭgine sahip ise o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. Teorem 3.5 in ispatında olduğu gibi {xn} dizisinin (X, d) metrik uzayında

bir Cauchy dizisi olduğu gösterilebilir. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak

şekilde bir z ∈ X vardır. Diğer tarafdan α nın (B) özelliğine sahip olmasıve (3.20)

eşitsizliğinden her n ∈ N için

α(xn, z) ≥ 1 (3.21)
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dir. (3.19) ve (3.21) eşitsizliğinden

d(z, Tz) ≤ d(z, xn+1) + d(xn+1, T z)

= d(z, xn+1) + d(Txn, T z)

≤ d(z, xn+1) + α(xn, z)d(Txn, T z)

≤ d(z, xn+1) + ψ(d(xn, z))

elde edilir. ψ, t = 0 noktasında sürekli olduğundan ve son eşitsizlikten n→∞ için

d(z, Tz) = 0 olur. Yani z = Tz elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Örnek 3.12 X = R kümesini alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alalım. T : X → X

dönüşümü

Tx =



2x− 3
2

, x > 1

x
2

, 0 ≤ x ≤ 1

0 , x < 0

şeklinde tanımlansın. O zaman

d(T1, T2) = 2 > 1 = d(1, 2)

oldŭgundan T bir büzülme dönüşümü dĕgildir. Şimdi, α : X×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


1 , x, y ∈ [0, 1]

0 , x /∈ [0, 1] veya y /∈ [0, 1]

şeklinde tanımlansın. O zaman T dönüşümü her t ≥ 0 için ψ(t) = t
2
ile birlikte bir

α-ψ-büzülmedir, çünkü her x, y ∈ X için

α(x, y)d(Tx, Ty) ≤ 1

2
d(x, y)

eşitsizlĭgi săglanır. Ayrıca x0 = 1 için α(1, T1) = α(1, 1
2
) = 1 dir. Şimdi T nin α-

geçişli dönüşüm oldŭgunu gösterelim. α(x, y) ≥ 1 olsun. O zaman α nın tanımından

x, y ∈ [0, 1] dir. O halde Tx = x
2
∈ [0, 1] ve Ty = y

2
∈ [0, 1] oldŭgundan α(Tx, Ty) ≥

1 dir. Son olarak T sürekli oldŭgundan Teorem 3.5 in tüm şartlarısăglandı. O halde

T nin bir sabit noktasıvardır.
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Uyarı3.8 Yukarıdaki örnektende anlaşılacăgıüzere Teorem 3.5 sabit noktanın tek-

lĭgini garanti etmez. Çünkü örnekte 0 ve 3/2, T nin iki sabit noktasıdır.

Örnek 3.13 X = R kümesini alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alalım. T : X → X

dönüşümü

Tx =



2x− 3
2

, x > 1

x
4

, 0 ≤ x ≤ 1

0 , x < 0

şeklinde tanımlansın.

d(T1, T2) =
9

4
> 1 = d(1, 2)

oldŭgu için T bir büzülme dönüşümü dĕgildir. Ayrıca T sürekli olmadı̆gından Teorem

3.5 bu örnĕge uygulanamaz. Şimdi, α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


1 , x, y ∈ [0, 1]

0 , x /∈ [0, 1] veya y /∈ [0, 1]

şeklinde tanımlansın. O zaman T dönüşümü her t ≥ 0 için ψ(t) = t
4
ile birlikte bir

α-ψ-büzülmedir, çünkü her x, y ∈ X için

α(x, y)d(Tx, Ty) ≤ 1

4
d(x, y)

eşitsizlĭgi săglanır. Ayrıca x0 = 1 için α(1, T1) = α(1, 1
4
) = 1 dir. Şimdi T nin

α-geçişli dönüşüm oldŭgunu gösterelim. α(x, y) ≥ 1 olsun. Bu durumda α nın

tanımından x, y ∈ [0, 1] dir. O halde Tx = x
4
∈ [0, 1] ve Ty = y

4
∈ [0, 1] oldŭgundan

α(Tx, Ty) ≥ 1 dir. Son olarak, α nın (B) özellĭgine sahip oldŭgunu gösterelim.

Her n ∈ N için α(xn, xn+1) ≥ 1 ve xn → x olacak şekilde X de bir {xn} dizisi var

olsun. Her n ∈ N için α(xn, xn+1) ≥ 1 oldŭgu için α nın tanımından her n ∈ N için

xn ∈ [0, 1] dir. Dolayısıyla xn → x oldŭgundan x ∈ [0, 1] olmalıdır. O halde her

n ∈ N için α(xn, x) ≥ 1 dir. Bu yüzden α, (B) özellĭgine sahip olup Teorem 3.6 in

tüm şartlarısăglanır. O halde T nin bir sabit noktasıvardır.
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Uyarı3.9 Yine Teorem 3.6 da sabit noktanın teklĭgini garanti etmez. Çünkü yukarı-

daki örnekte 0 ve 3/2, T nin iki sabit noktasıdır.

Teorem 3.7 Teorem 3.5 veya Teorem 3.6 nın şartlarına ek olarak X, (H) özellĭgine

de sahip olsun. O zaman T bir tek sabit noktaya sahiptir.

İspat. z ve w, T nin iki sabit noktasıolsun. O zaman X in (H) özelliğinden dolayı

α(z, u) ≥ 1 and α(w, u) ≥ 1 olacak şekilde bir u ∈ X vardır. T, α-geçi̧sli olduğundan

her n ∈ N için

α(z, T nu) ≥ 1 (3.22)

ve

α(w, T nu) ≥ 1 (3.23)

olur. Bu yüzden (3.19) ve (3.22) eşitsizliklerinden her n ∈ N için

d(z, T nu) = d(Tz, T (T n−1u))

≤ α(z, T n−1u)d(Tz, T (T n−1u))

≤ ψ(d(z, T n−1u))

elde edilir. Buradan ψ azalmayan bir fonksiyon olduğundan her n ∈ N için

d(z, T nu) ≤ ψn(d(z, u))

bulunur. Son eşitsizlikten n → ∞ için limit alınırsa T nu → z elde edilir. Benzer

olarak (3.19) ve (3.23) eşitsizliklerini kullanarak n → ∞ için T nu → w elde edilir.

Metrik uzaylarda limit noktasının tekliğinden z = w elde edilir. Böylece ispat

tamamlanır.

Şimdi α-ψ-büzülme dönüşümleri için bazıgenelleştirmeler verelim.

Tanım 3.8 (X, d) bir metrik uzay, T : X → X bir dönüşüm, ψ ∈ Ψ ve α : X×X →

[0,∞) bir dönüşüm olsun. O zaman her x, y ∈ X için

α(x, y)d(Tx, Ty) ≤ ψ(m(x, y)) (3.24)

oluyorsa T ye Ćiríc tip α-ψ-genelleştirilmiş büzülme denir. Burada

m(x, y) = max{d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),
1

2
[d(x, Ty) + d(y, Tx)]}

dır.
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Uyarı3.10 Tanım 3.8 da ĕger α(x, y) = 1 ve δ ∈ [0, 1) olmak üzere ψ(t) = δt

şeklinde alınırsa o zaman her Ćiríc tip genelleştirilmiş büzülmeler bir Ćiríc tip α-

ψ-genelleştirilmiş büzülmedir.

Teorem 3.8 (X, d) tam bir metrik uzay, T : X → X bir α-geçişli ve Ćiríc tip

α-ψ-genelleştirilmiş büzülme dönüşümü olsun. Ayrıca α(x0, Tx0) ≥ 1 olacak şekilde

bir x0 ∈ X var oldŭgunu kabul edelim. Ĕger T sürekli veya α, (B) özellĭgine sahip

ise o zaman T bir sabit noktaya sahiptir. Ek olarak X, (H) özellĭgine de sahip ise o

zaman T nin sabit noktasıtektir.

İspat. x0 ∈ X hipotezde bahsedilen nokta olsun. Her n ∈ N için xn = T nx0 =

Txn−1 olacak şekilde X de bir {xn} dizisi tanımlayalım. Eğer xn0 = xn0+1 olacak

şekilde bir n0 ∈ N varsa o zaman xn0 , T nin bir sabit noktasıolur. Böylece ispat

tamamlanır. Dolayısıyla her n ∈ N için xn 6= xn+1 olsun. T, α-geçi̧sli olduğundan

α(x0, x1) = α(x0, Tx0) ≥ 1⇒ α(Tx0, Tx1) = α(x1, x2) ≥ 1

dir. Bu şekilde devam edilirse her n ∈ N için

α(xn, xn+1) ≥ 1 (3.25)

elde edilir. (3.24) eşitsizliğinde x = xn−1 ve y = xn alarak ve (3.25) eşitsizliğini göz

önünde bulundurularak

d(xn, xn+1) = d(Txn−1, Txn)

≤ α(xn−1, xn)d(Txn−1, Txn)

≤ ψ(m(xn−1, xn)) (3.26)
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elde edilir ki burada

m(xn−1, xn) = max

 d(xn−1, xn), d(xn−1, Txn−1), d(xn, Txn),

1
2
[d(xn−1, Txn) + d(xn, Txn−1)]


= max

 d(xn−1, xn), d(xn−1, xn), d(xn, xn+1),

1
2
[d(xn−1, xn+1) + d(xn, xn)]


= max{d(xn−1, xn), d(xn, xn+1),

1

2
d(xn−1, xn+1)}

= max

 d(xn−1, xn), d(xn, xn+1),

1
2
[d(xn−1, xn) + d(xn, xn+1)]


= max{d(xn−1, xn), d(xn, xn+1)}

dir. Eğer en az bir n ∈ N için d(xn−1, xn) ≤ d(xn, xn+1) ise (3.26) eşitsizliğinden

d(xn, xn+1) ≤ ψ(m((xn−1, xn))

≤ ψ(max{d(xn−1, xn), d(xn, xn+1)})

= ψ(d(xn, xn+1))

< d(xn, xn+1)

olur ki bu bir çeli̧skidir. O halde her n ∈ N için d(xn−1, xn) > d(xn, xn+1) dir.

Böylece

d(xn, xn+1) ≤ ψ(d(xn−1, xn))

olur ve buradan her n ∈ N için

d(xn, xn+1) ≤ ψn(d(x0, x1)) (3.27)

elde edilir. Şimdi her m,n ∈ N,m > n için

d(xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1)

≤
m−1∑
k=n

ψk(d(x0, x1))

≤
∞∑
k=n

ψk(d(x0, x1))

olur.
∑∞

n=1 ψ
n(d(x0, x1)) serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X de bir Cauchy

dizisi olur. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X vardır.
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Eğer T sürekli ise

z = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

Txn = T ( lim
n→∞

xn) = Tz

elde edilir ki bu T nin sabit noktasının var olduğunu gösterir.

Şimdi α, (B) özelliğine sahip olsun. (3.25) eşitsizliğinden her n ∈ N için

α(xn, z) ≥ 1 (3.28)

dir. (3.24) ve (3.28) eşitsizliklerinden

d(z, Tz) ≤ d(z, xn+1) + d(xn+1, T z)

= d(z, xn+1) + d(Txn, T z)

≤ d(z, xn+1) + α(xn, z)d(Txn, T z)

≤ d(z, xn+1) + ψ(m(xn, z)) (3.29)

elde edilir ki burada

m(xn, z) = max

 d(xn, z), d(xn, Txn), d(z, Tz),

1
2
[d(xn, T z) + d(z, Txn)]


= max

 d(xn, z), d(xn, xn+1), d(z, Tz),

1
2
[d(xn, T z) + d(z, xn+1)]


bulunur. Şimdi d(z, Tz) > 0 olduğunu kabul edelim. (3.27) eşitsizliğini ve limn→∞ xn =

z olduğunu göz önüne alırsak, her n ≥ n0 için d(xn, z) <
d(z,Tz)
2

ve d(xn, xn+1) <

d(z,Tz)
2

olacak şekilde n0 ∈ N vardır. Bu yüzden her n ≥ n0 için

m(xn, z) ≤ max

 d(xn, z), d(xn, xn+1), d(z, Tz),

1
2

[d(xn, z) + d(z, Tz) + d(z, xn+1)]


≤ d(z, Tz)

bulunur. Şimdi (3.29) eşitsizliğinden her n ≥ n0 için

d(z, Tz) ≤ d(z, xn+1) + ψ(d(z, Tz))

elde edilir. Son eşitsizlikten n→∞ için limit alınırsa

d(z, Tz) ≤ ψ(d(z, Tz)) < d(z, Tz)
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olur ki bu çeli̧skidir. O halde d(z, Tz) = 0 yani z = Tz elde edilir. böylece T nin

bir sabit noktasıvardır.

Şimdi X in (H) özelliğine sahip olduğunu kabul edelim. z ve w, T nin iki sabit

noktasıolsun. O zaman X in (H) özelliğinden dolayıα(z, u) ≥ 1 and α(w, u) ≥ 1

olacak şekilde bir u ∈ X vardır. T, α-geçi̧sli olduğundan her n ∈ N için

α(z, T nu) ≥ 1 (3.30)

ve

α(w, T nu) ≥ 1 (3.31)

elde edilir. Bu yüzden (3.24) ve (3.30) eşitsizlikleri kullanılarak

d(z, T n+1u) = d(Tz, T (T nu))

≤ α(z, T nu)d(Tz, T (T nu))

≤ ψ(m(z, T nu))

elde edilir ki burada

m(x, y) = max
{
d(z, T nu), d(z, T n+1u)

}
bulunur. Yani

d(z, T n+1u) ≤ ψ
(
max

{
d(z, T nu), d(z, T n+1u)

})
(3.32)

bulunur. Genelliği bozmaksızın her n ∈ N için d(z, T nu) > 0 olsun. O zaman

d(z, T nu) > d(z, T n+1u) olmalıdır. Aksi halde bir çeli̧ski elde edilir. O halde biz

(3.32) den ve ψ azalmayan bir fonksiyon olduğundan her n ∈ N için

d(z, T n+1u) ≤ ψ (d(z, T nu)) ≤ · · · ≤ ψn (d(z, u))

bulunur. Son eşitsizlikten n → ∞ için limit alınırsa T n+1u → z elde edilir. Benzer

olarak (3.24) ve (3.31) eşitsizlikleri kullanılarak n→∞ için T n+1u→ w elde edilir.

Metrik uzaylarda limit noktasının tekliğinden z = w elde edilir. Böylece ispat

tamamlanır.
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Örnek 3.14 X = [0,∞) kümesini alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alalım. T : X →

X dönüşümü

Tx =


2x− 5

3
, x > 1

x
3

, 0 ≤ x ≤ 1

ve α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


1 , x, y ∈ [0, 1]

0 , x /∈ [0, 1] veya y /∈ [0, 1]

şeklinde tanımlansın. d(T1, T2) = 2 ve m(1, 2) = 3
2
oldŭgu için

d(T1, T2) ≤ δm(1, 2)

olacak şekilde hiç bir δ ∈ [0, 1) sayısıbulunamadı̆gından T, Ćiríc tip genelleştirilmiş

büzülme dönüşümü dĕgildir. Fakat T dönüşümü her t ≥ 0 için ψ(t) = t
3
ile birlikte

bir Ćiríc tip α-ψ-genelleştirilmiş büzülmedir, çünkü her x, y ∈ X için

α(x, y)d(Tx, Ty) ≤ 1

3
d(x, y) ≤ 1

3
m(x, y)

eşitsizlĭgi săglanır. Ayrıca x0 = 1 için α(1, T1) = α(1, 1
3
) = 1 dir. Şimdi T nin

α-geçişli oldŭgunu gösterelim. α(x, y) ≥ 1 olsun. O zaman α nın tanımından x, y ∈

[0, 1] dir. O halde Tx = x
3
∈ [0, 1] ve Ty = y

3
∈ [0, 1] oldŭgundan α(Tx, Ty) ≥ 1

dir. Son olarak α nın (B) özellĭgine sahip oldŭgunu da gösterelim. Her n ∈ N

için α(xn, xn+1) ≥ 1 ve xn → x olacak şekilde X de bir {xn} dizisi var olsun. Her

n ∈ N için α(xn, xn+1) ≥ 1 oldŭgu için α nın tanımından her n ∈ N için xn ∈ [0, 1]

dir. Dolayısıyla xn → x oldŭgundan x ∈ [0, 1] olmalıdır. O halde her n ∈ N için

α(xn, x) ≥ 1 dir. Bu yüzden α, (B) özellĭgine sahiptir. Dolayısıyla Teorem 3.8 in

tüm şartlarısăglanır. O halde T nin bir sabit noktasıvardır.

Uyarı3.11 Dikkat edelim ki Teorem 3.8, ĕger X, (H) özellĭgine sahip dĕgilse sabit

noktanın teklĭgini garanti etmemektedir. Yukarıdaki örnekte X, (H) özellĭgine sahip

olmayıp 0 ve 5/3, T nin iki sabit noktasıdır.
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3.3 Küme Değerli α-Geçi̧sli ve α∗-Geçi̧sli Dönüşümler

Bu kesimde α-geçi̧sli dönüşümlerin küme değerli versiyonlarıgözönüne alınarak

küme değerli dönüşümler için bazısabit nokta teoremleri elde edilecektir.

Tanım 3.9 (X, d) bir metrik uzay, T : X → P(X) bir küme dĕgerli dönüşüm,

ψ ∈ Ψ ve α : X ×X → [0,∞) bir dönüşüm olsun. Ĕger her x, y ∈ X için

α(x, y)H(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y))

oluyorsa T ye küme dĕgerli α-ψ-büzülme;

α∗(Tx, Ty)H(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y)),

oluyorsa T ye küme dĕgerli α∗-ψ-büzülme dönüşümü denir. Burada

α∗(Tx, Ty) = inf{α(a, b) : a ∈ Tx, b ∈ Ty}

dır. Benzer olarak d(x, y) yerine M(x, y) alınarak T ye sırası ile Ćiríc tip küme

dĕgerli α-ψ-genelleştirilmiş büzülme ve Ćiríc tip küme dĕgerli α∗-ψ-genelleştirilmiş

büzülme denir.

Tanım 3.10 X boş olmayan bir küme, T : X → P(X) bir küme dĕgerli dönüşüm

ve α : X ×X → [0,∞) bir dönüşüm olsun.

(a) ĕger α(x, y) ≥ 1 olacak şekildeki her x ∈ X ve y ∈ Tx için; α(y, z) ≥ 1

eşitsizlĭgi her z ∈ Ty için săglanıyorsa T ye α-geçişli denir.

(b) ĕger α(x, y) ≥ 1 olacak şekildeki her x ∈ X ve y ∈ Tx için α∗(Tx, Ty) ≥ 1

oluyorsa T ye α∗-geçişli denir.

Uyarı3.12 Her α∗-geçişli dönüşüm aynızamanda bir α-geçişli dönüşümdür. Ama

tersi genelde dŏgru dĕgildir.

Örnek 3.15 X = [−1, 1] kümesini göz önüne alalım. α : X ×X → [0,∞) fonksiy-

onu

α(x, y) =


0 , x = y

1 , x 6= y
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şeklinde tanımlansın. Ayrıca T : X → P(X) dönüşümü

Tx =


{−x} , x /∈ {−1, 0}

{0, 1} , x = −1

{1} , x = 0

şeklinde tanımlansın. O zaman x = −1, ve y = 0 ∈ Tx = {0, 1} için α(x, y) ≥ 1

olmasına răgmen α∗(Tx, Ty) = α∗({0, 1}, {1}) = 0 dır. Dolayısıyla T bir α∗-geçişli

dönüşüm dĕgildir. Şimdi T nin α-geçişli oldŭgunu gösterelim. Bunun için aşăgıdaki

durumlar sonucunda T dönüşümünün α-geçişli oldŭgu görülmektedir:

Durum 1 Ĕger x = 0 ise o zaman y = 1 ve α(x, y) ≥ 1 dır. Ayrıca, z = −1 ∈

Ty = {−1} için α(y, z) ≥ 1 dir.

Durum 2 Ĕger x = −1 ise o zaman y ∈ {0, 1} ve α(x, y) ≥ 1 dır. Ayrıca her

z ∈ Ty için α(y, z) ≥ 1 dır.

Durum 3 Ĕger x /∈ {−1, 0} ise o zaman y = −x ve α(x, y) ≥ 1 dır. Ayrıca

z = x ∈ Ty = {x} oldŭgu için α(y, z) ≥ 1 dir.

Şimdi, Mohammadi, Rezapour ve Shahzad tarafından küme değerli α-ψ-

büzülme dönüşümleri için verilen sabit nokta teoreminin ifade ve ispatınıinceleyelim.

Teorem 3.9 (X, d) bir tam metrik uzay, α : X ×X → [0,∞) bir fonksiyon, ψ ∈ Ψ

kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X → CB(X) α-geçişli ve küme dĕgerli α-ψ-büzülme

dönüşümü olsun. Ayrıca, α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 var

oldŭgunu kabul edelim. Ĕger T sürekli veya α, (B) özellĭgine sahip ise o zaman T

bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 hipotezdeki noktalar olsun. Eğer x1 = x0 ise o zaman

ispat biter. x1 6= x0 olsun. Buradan

D(x1, Tx1) ≤ α(x0, x1)H(Tx0, Tx1)

≤ ψ (d(x0, x1))

olur. Eğer x1 ∈ Tx1 ise o zaman x1, T nin sabit noktasıolur. x1 /∈ Tx1 ve q > 1

olsun. O zaman

0 < D(x1, Tx1) < qψ (d(x0, x1))
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dir. t0 = d(x0, x1) diyelim. O zaman t0 > 0 ve D(x1, Tx1) < qψ (t0) dır. Dolayısıyla

d(x1, x2) < qψ (t0) olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. ψ kuvvetli artan bir fonksiyon

olduğundan

ψ (d(x1, x2)) < ψ (qψ (t0))

olur. x2 6= x1 olduğu kabul edilebilir. Aksi halde ispat biter. Şimdi q1 = ψ(qψ(t0))
ψ(d(x1,x2))

olsun. α(x0, x1) ≥ 1 ve T, α-geçi̧sli olduğundan her u ∈ Tx1 için α(x1, u) ≥ 1 dir.

u = x2 ∈ Tx1 alırsak α(x1, x2) ≥ 1 olur. O zaman q1 > 1 ve

d(x2, Tx2) ≤ α(x1, x2)H(Tx1, Tx2)

≤ ψ (d(x1, x2))

elde edilir. Eğer x2 ∈ Tx2 ise o zaman x2, T nin sabit noktasıolur. x2 /∈ Tx2 olsun.

O zaman

0 < D(x2, Tx2) < q1ψ (d(x1, x2))

dir. Bu yüzden d(x2, x3) < q1ψ (d(x1, x2)) = ψ (qψ (t0)) olacak şekilde x3 ∈ Tx2

vardır. Dolayısıyla x3 6= x2 ve ψ (d(x2, x3)) < ψ2 (qψ (t0)) dır. α(x1, x2) ≥ 1 ve

T, α-geçi̧sli olduğundan her v ∈ Tx2 için α(x2, v) ≥ 1 dir. v = x3 ∈ Tx2 alırsak

α(x2, x3) ≥ 1 olur. q2 = ψ2(qψ(t0))
ψ(d(x2,x3))

olsun. O zaman q2 > 1 dir. Ayrıca

d(x3, Tx3) ≤ α(x2, x3)H(Tx2, Tx3)

≤ ψ (d(x2, x3))

olur. Bu şekilde devam edildiğinde her n ∈ N için xn ∈ Txn−1, xn 6= xn−1,

α(xn, xn+1) ≥ 1 ve d(xn, xn+1) ≤ ψn−1(qψ (t0)) olacak şekilde X de bir {xn} dizisi

elde edilir. Şimdi, her m,n ∈ N,m > n için

d(xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1)

≤
m−1∑
k=n

ψk−1(qψ (t0))

≤
∞∑
k=n

ψk−1(qψ (t0))

olur.
∑∞

k=1 ψ
k(qψ (t0)) serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X de bir Cauchy dizisi

olur. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X vardır.
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Eğer T sürekli ise, o zaman

D(z, Tz) = lim
n→∞

D(xn+1, T z) ≤ lim
n→∞

H(Txn, T z) = 0

olur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır.

Şimdi, α, (B) özelliğine sahip olsun. Bu durumda her n ∈ N için α(xn, z) ≥ 1 dır.

Dolayısıyla

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ α(xn, z)H(Txn, T z)

≤ ψ(d(xn, z)) (3.33)

elde edilir. Ayrıca limn→∞ d(xn, z) = 0 ve ψ, 0 noktasında sürekli olduğundan (3.33)

eşitsizliğinde n → ∞ için D(z, Tz) = 0 bulunur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani

z, T nin bir sabit noktasıdır. Böylece ispat biter.

Şimdi de Asl, Rezapour ve Shahzad tarafından küme değerli α∗-ψ-büzülme

dönüşümleri için verilen sabit nokta teoreminin ifade ve ispatınıinceleyelim.

Teorem 3.10 (X, d) bir tam metrik uzay, α : X×X → [0,∞) bir fonksiyon, ψ ∈ Ψ

kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X → C(X) α∗-geçişli ve küme dĕgerli α∗-ψ-büzülme

dönüşümü olsun. Ayrıca, α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 var

oldŭgunu kabul edelim. Ĕger T sürekli veya α, (B) özellĭgine sahip ise o zaman T

bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 hipotezdeki noktalar olsun. Eğer x1 = x0 ise o zaman

ispat biter. x1 6= x0 olsun. Eğer x1 ∈ Tx1 ise o zaman x1, T nin sabit noktasıolur.

x1 /∈ Tx1 ve q > 1 olsun. α(x0, x1) ≥ 1 ve T, α∗-geçi̧sli olduğundan α∗(Tx0, Tx1) ≥ 1

dir. Bu durumda

0 < D(x1, Tx1)

≤ α∗(Tx0, Tx1)H(Tx0, Tx1)

< qα∗(Tx0, Tx1)H(Tx0, Tx1)

olur. O halde

0 < d(x1, x2) < qα∗(Tx0, Tx1)H(Tx0, Tx1) ≤ qψ (d(x0, x1))
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olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. Ayrıca x2 6= x1 ve α(x1, x2) ≥ 1 dir. Bu yüzden T,

α∗-geçi̧sli olduğundan α∗(Tx1, Tx2) ≥ 1 dir. t0 = d(x0, x1) diyelim. Buradan t0 > 0

ve d(x1, x2) < qψ (t0) dır. ψ kuvvetli artan bir fonksiyon olduğundan

ψ (d(x1, x2)) < ψ (qψ (t0))

dir. q1 = ψ(qψ(t0))
ψ(d(x1,x2))

olsun. O zaman q1 > 1 dir. Eğer x2 ∈ Tx2 ise o zaman x2, T

nin sabit noktasıolur. x2 /∈ Tx2 olsun. O zaman

0 < D(x2, Tx2) ≤ α∗(Tx1, Tx2)H(Tx1, Tx2) < q1α∗(Tx1, Tx2)H(Tx1, Tx2)

dir. Bu yüzden

0 < d(x2, x3) < q1α∗(Tx1, Tx2)H(Tx1, Tx2) ≤ q1ψ (d(x1, x2)) = ψ (qψ (t0))

olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. Dolayısıyla x3 6= x2, α(x2, x3) ≥ 1 ve ψ (d(x2, x3)) <

ψ2 (qψ (t0)) dir. q2 = ψ2(qψ(t0))
ψ(d(x2,x3))

olsun. O zaman q > 1 dir. Eğer x3 ∈ Tx3 ise o

zaman x3, T nin sabit noktasıolur. x3 /∈ Tx3 olsun. O zaman

0 < D(x3, Tx3) < α∗(Tx2, Tx3)H(Tx2, Tx3) < q2α∗(Tx2, Tx3)H(Tx2, Tx3)

dir. Bu yüzden

0 < d(x3, x4) < q2α∗(Tx2, Tx3)H(Tx2, Tx3) ≤ q2ψ (d(x2, x3)) = ψ2 (qψ (t0))

olacak şekilde x4 ∈ Tx3 vardır. Bu şekilde devam edildiğinde her n ∈ N için xn ∈

Txn−1, xn 6= xn−1, α(xn, xn+1) ≥ 1 ve d(xn, xn+1) ≤ ψn−1(qψ (t0)) olacak şekilde X

de bir {xn} dizisi elde edilir. Şimdi, her m,n ∈ N, m > n için

d(xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1)

≤
m−1∑
k=n

ψk−1(qψ (t0))

≤
∞∑
k=n

ψk−1(qψ (t0))

olduğundan ve
∑∞

k=1 ψ
k(qψ (t0)) serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X de bir

Cauchy dizisi olur. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X
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vardır.

Eğer T sürekli ise, o zaman

D(z, Tz) = lim
n→∞

D(xn+1, T z) ≤ lim
n→∞

H(Txn, T z) = 0

olur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır.

Şimdi, α, (B) özelliğine sahip olsun. O zaman her n ∈ N için α(xn, z) ≥ 1 elde

edilir. T, α∗-geçi̧sli olduğundan her n ∈ N için α∗(Txn, T z) ≥ 1 dir. Dolayısıyla

D(z, Tz) ≤ H(Tz, Txn) +D(Txn, z)

≤ H(Tz, Txn) + d(xn+1, z)

≤ α∗(Txn, T z)H(Txn, T z) + d(xn+1, z)

≤ ψ(d(xn, z)) + d(xn+1, z)

elde edilir. Ayrıca limn→∞ d(xn, z) = 0 ve ψ, 0 noktasında sürekli olduğundan son

eşitsizlikten n → ∞ için D(z, Tz) = 0 olur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T

nin bir sabit noktasıdır. Böylece ispat biter.

Örnek 3.16 X = [0,∞) kümesini alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alalım. T : X →

C(X) dönüşümü

Tx =


[
2x− 3

2
,∞
)

, x > 1

[
0, x

2

]
, 0 ≤ x ≤ 1

ve α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


1 , x, y ∈ [0, 1]

0 , x /∈ [0, 1] veya y /∈ [0, 1]

şeklinde tanımlansın. Bu durumda T dönüşümü her t ≥ 0 için ψ(t) = t
2
ile birlikte

bir α∗-ψ-büzülmedir, çünkü her x, y ∈ X için

α∗(Tx, Ty)H(Tx, Ty) ≤ 1

2
d(x, y)

dir. Ayrıca x0 = 1 ve x1 = 1
2
∈ T1 =

[
0, 1

2

]
için α(1, 1

2
) = 1 dir. Şimdi T nin

α∗-geçişli oldŭgunu gösterelim. α(x, y) ≥ 1 olacak şekildeki her x ∈ X ve y ∈ Tx
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için x ∈ [0, 1] ve y ∈ Tx =
[
0, x

2

]
olur. O zaman Ty =

[
0, x

4

]
olacăgından

α∗(Tx, Ty) = inf
{
α(a, b) : a ∈

[
0,
x

2

]
, b ∈

[
0,
y

4

]}
= 1

dir. O halde T bir α∗-geçişli dönüşümdür. Son olarak α nın (B) özellĭgine sahip

oldŭgunu da gösterelim. Her n ∈ N için α(xn, xn+1) ≥ 1 ve xn → x olacak şekilde

X de bir {xn} dizisi var olsun. Her n ∈ N için α(xn, xn+1) ≥ 1 oldŭgu için α nın

tanımından her n ∈ N için xn ∈ [0, 1] dir. Dolayısıyla xn → x oldŭgundan (X, d)

metrik uzayında x ∈ [0, 1] dır. O halde her n ∈ N için α(xn, x) ≥ 1 dir. Bu yüzden

α, (B) özellĭgine sahiptir. Dolayısıyla Teorem 3.10 in tüm şartlarısăglanır. O halde

T nin bir sabit noktasıvardır. Dikkat edelim ki T nin sonsuz çoklukta sabit noktası

vardır.

Teorem 3.11 (X, d) bir tam metrik uzay, α : X×X → [0,∞) bir fonksiyon, ψ ∈ Ψ

kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X → CB(X), α-geçişli ve Ćiríc tip küme dĕgerli

α-ψ-genelleştirilmiş büzülme olsun. Ayrıca α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve

x1 ∈ Tx0 var oldŭgunu kabul edelim. Ĕger T sürekli veya α, (B) özellĭgine sahip ise

o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 hipotezdeki noktalar olsun. Eğer x1 = x0 ise o zaman

ispat biter. x1 6= x0 olsun. O zaman

D(x1, Tx1) ≤ α(x0, x1)H(Tx0, Tx1)

≤ ψ (M(x0, x1))

olur ki burada

M(x0, x1) = max

 d(x0, x1), D(x0, Tx0), D(x1, Tx1),

1
2

[D(x0, Tx1) +D(x1, Tx0)]


= max

{
d(x0, x1), D(x1, Tx1),

1

2
D(x0, Tx1)

}
≤ max

{
d(x0, x1), D(x1, Tx1),

1

2
[d(x0, x1) +D(x1, Tx1)]

}
= max {d(x0, x1), D(x1, Tx1)}

dir. Eğer d(x0, x1) ≤ D(x1, Tx1) ise

D(x1, Tx1) ≤ ψ (D(x1, Tx1))
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olur ki buradan D(x1, Tx1) = 0 dır. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde d(x0, x1) >

D(x1, Tx1) dır. Böylece

D(x1, Tx1) ≤ ψ (d(x0, x1))

bulunur. Eğer x1 ∈ Tx1 ise o zaman x1, T nin sabit noktasıolur. x1 /∈ Tx1 ve q > 1

olsun. Bu durumda

0 < D(x1, Tx1) < qψ (d(x0, x1))

dir. t0 = d(x0, x1) diyelim. Bu yüzden t0 > 0 ve D(x1, Tx1) < qψ (t0) dır.

Dolayısıyla d(x1, x2) < qψ (t0) olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. ψ kuvvetli artan

bir dönüşüm olduğundan

ψ (d(x1, x2)) < ψ (qψ (t0))

dir. Dikkat edelim ki x2 6= x1 dir. q1 = ψ(qψ(t0))
ψ(d(x1,x2))

olsun. Bu durumda q1 > 1 ve

d(x2, Tx2) ≤ α(x1, x2)H(Tx1, Tx2)

≤ ψ (M(x1, x2))

olur ki burada

M(x1, x2) = max

 d(x1, x2), D(x1, Tx1), D(x2, Tx2),

1
2

[D(x1, Tx2) +D(x2, Tx1)]


= max

{
d(x1, x2), D(x2, Tx2),

1

2
D(x1, Tx2)

}
≤ max

{
d(x1, x2), D(x2, Tx2),

1

2
[d(x1, x2) +D(x2, Tx2)]

}
= max {d(x1, x2), D(x2, Tx2)}

dir. Eğer d(x1, x2) ≤ D(x2, Tx2) ise

D(x2, Tx2) ≤ ψ (D(x2, Tx2))

olur ki buradan D(x2, Tx2) = 0 dır. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde d(x1, x2) >

D(x2, Tx2) dır. Böylece

D(x2, Tx2) ≤ ψ (d(x1, x2))

bulunur. Eğer x2 ∈ Tx2 ise o zaman x2, T nin sabit noktasıolur. x2 /∈ Tx2 olsun.

Bu durumda

0 < D(x2, Tx2) < q1ψ (d(x1, x2))
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dir. Bu yüzden d(x2, x3) < q1ψ (d(x1, x2)) = ψ (qψ (t0)) olacak şekilde x3 ∈ Tx2

vardır. Dolayısıyla x3 6= x2 ve ψ (d(x2, x3)) < ψ2 (qψ (t0)) dir. q2 = ψ2(qψ(t0))
ψ(d(x2,x3))

olsun.

O zaman q2 > 1 dir. Ayrıca

d(x3, Tx3) ≤ α(x2, x3)H(Tx2, Tx3)

≤ ψ (M(x2, x3))

olur ki burada

M(x2, x3) = max

 d(x2, x3), D(x2, Tx2), D(x3, Tx3),

1
2

[D(x2, Tx3) +D(x3, Tx2)]


= max

{
d(x2, x3), D(x3, Tx3),

1

2
D(x2, Tx3)

}
≤ max

{
d(x2, x3), D(x3, Tx3),

1

2
[d(x2, x3) +D(x3, Tx3)]

}
= max {d(x2, x3), D(x3, Tx3)}

dir. Bu şekilde devam edildiğinde her n ∈ N için xn ∈ Txn−1, xn 6= xn−1 ve

d(xn, xn+1) ≤ ψn−1(qψ (t0)) (3.34)

olacak şekilde X de bir {xn} dizisi elde edilir. Şimdi m > n özelliğindeki her

m,n ∈ N için

d(xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1)

≤
m−1∑
k=n

ψk−1(qψ (t0))

≤
∞∑
k=n

ψk−1(qψ (t0))

olduğundan ve
∑∞

k=1 ψ
k(qψ (t0)) serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X de bir

Cauchy dizisi olur. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X

vardır.

Eğer T sürekli ise, o zaman

D(z, Tz) = lim
n→∞

D(xn+1, T z) ≤ lim
n→∞

H(Txn, T z) = 0
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olur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır.

Şimdi α, (B) özelliğine sahip olsun.Bu durumda her n ∈ N için α(xn, z) ≥ 1 dır.

Ayrıca

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ α(xn, z)H(Txn, T z)

≤ ψ(M(xn, z)) (3.35)

elde edilir ki burada

M(xn, z) = max

 d(xn, z), D(xn, Txn), D(z, Tz),

1
2
[D(xn, T z) +D(z, Txn)]


≤ max

 d(xn, z), d(xn, xn+1), D(z, Tz),

1
2
[D(xn, T z) + d(z, xn+1)]


bulunur. ŞimdiD(z, Tz) > 0 olduğunu kabul edelim. (3.34) eşitsizliğini ve limn→∞ xn =

z olduğunu göz önüne alırsak, her n ≥ n0 için d(xn, z) <
D(z,Tz)

2
ve d(xn, xn+1) <

D(z,Tz)
2

olacak şekilde n0 ∈ N vardır. Bu yüzden her n ≥ n0 için

M(xn, z) ≤ max

 d(xn, z), d(xn, xn+1), D(z, Tz),

1
2

[d(xn, z) +D(z, Tz) + d(z, xn+1)]


≤ D(z, Tz)

bulunur. Şimdi (3.35) eşitsizliğinden her n ≥ n0 için

D(xn+1, T z) ≤ ψ(D(z, Tz))

elde edilir. Son eşitsizlikten n→∞ için limit alınırsa

D(z, Tz) ≤ ψ(D(z, Tz)) < D(z, Tz)

olur ki bu çeli̧skidir. O halde D(z, Tz) = 0 bulunur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir.

Yani z, T nin bir sabit noktasıdır. Böylece ispat biter.

Teorem 3.12 (X, d) bir tam metrik uzay, α : X×X → [0,∞) bir fonksiyon, ψ ∈ Ψ

kuvvetli artan bir fonksiyon, T : X → CB(X) α∗-geçişli ve Ćiríc tip küme dĕgerli

α∗-ψ-genelleştirilmiş büzülme olsun. Ayrıca α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve

x1 ∈ Tx0 var oldŭgunu kabul edelim. Ĕger T sürekli veya α, (B) özellĭgine sahip ise

o zaman T bir sabit noktaya sahiptir.
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İspat. x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 hipotezdeki noktalar olsun. Eğer x1 = x0 ise o

zaman ispat biter. x1 6= x0 olsun. α(x0, x1) ≥ 1 ve T, α∗-geçi̧sli olduğundan

α∗(Tx0, Tx1) ≥ 1 dir. O zaman

D(x1, Tx1) ≤ α∗(Tx0, Tx1)H(Tx0, Tx1)

≤ ψ (M(x0, x1))

olur ki burada

M(x0, x1) ≤ max {d(x0, x1), D(x1, Tx1)}

bulunur. Eğer d(x0, x1) ≤ D(x1, Tx1) ise

D(x1, Tx1) ≤ ψ (D(x1, Tx1))

olur ki buradan D(x1, Tx1) = 0 dır. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde d(x0, x1) >

D(x1, Tx1) elde edilir. Böylece

D(x1, Tx1) ≤ ψ (d(x0, x1))

bulunur. Eğer x1 ∈ Tx1 ise o zaman x1, T nin sabit noktasıolur. x1 /∈ Tx1 ve q > 1

olsun. Bu durumda

0 < D(x1, Tx1) < qψ (d(x0, x1))

dir. t0 = d(x0, x1) diyelim. Bu yüzden t0 > 0 ve D(x1, Tx1) < qψ (t0) dır.

Dolayısıyla d(x1, x2) < qψ (t0) olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. ψ kuvvetli artan

bir dönüşüm olduğundan

ψ (d(x1, x2)) < ψ (qψ (t0))

dir. Ayrıca x2 6= x1 ve α(x1, x2) ≥ 1 dir. Bu yüzden T, α∗-geçi̧sli olduğundan

α∗(Tx1, Tx2) ≥ 1 dir. q1 = ψ(qψ(t0))
ψ(d(x1,x2))

olsun. Bu durumda q1 > 1 ve

D(x2, Tx2) < α∗(Tx1, Tx2)H(Tx1, Tx2)

≤ ψ (M(x1, x2))

dir. Benzer şekilde M(x1, x2) ≤ max {d(x1, x2), D(x2, Tx2)} = d(x1, x2) olduğu

gösterilebilir. Böylece

D(x2, Tx2) ≤ ψ (d(x1, x2))
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bulunur. Eğer x2 ∈ Tx2 ise o zaman x2, T nin sabit noktasıolur. x2 /∈ Tx2 olsun.

O zaman

D(x2, Tx2) ≤ ψ (d(x1, x2)) < q1ψ (d(x1, x2))

olur. Dolayısıyla

0 < d(x2, x3) < q1ψ (d(x1, x2)) = ψ (qψ (t0))

olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. Dolayısıyla x3 6= x2, α(x2, x3) ≥ 1 ve ψ (d(x2, x3)) <

ψ2 (qψ (t0)) dir. T, α∗-geçi̧sli olduğundan α∗(Tx2, Tx3) ≥ 1 dir. q2 = ψ2(qψ(t0))
ψ(d(x2,x3))

olsun. O zaman q2 > 1 dir. Ayrıca

d(x3, Tx3) ≤ α∗(Tx2, Tx3)H(Tx2, Tx3)

≤ ψ (M(x2, x3))

olur. Aynışekilde M(x2, x3) ≤ max {d(x2, x3), D(x3, Tx3)} = d(x2, x3) olduğu gös-

terilebilir. Bu şekilde devam edildiğinde her n ∈ N için xn ∈ Txn−1, xn 6= xn−1,

α(xn, xn+1) ≥ 1 ve

d(xn, xn+1) ≤ ψn−1(qψ (t0)) (3.36)

olacak şekilde X de bir {xn} dizisi elde edilir. Şimdi m > n özelliğindeki her

m,n ∈ N için

d(xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1)

≤
m−1∑
k=n

ψk−1(qψ (t0))

≤
∞∑
k=n

ψk−1(qψ (t0))

olduğundan ve
∑∞

k=1 ψ
k(qψ (t0)) serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X de bir

Cauchy dizisi olur. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X

vardır.

Eğer T sürekli ise, o zaman

D(z, Tz) = lim
n→∞

D(xn+1, T z) ≤ lim
n→∞

H(Txn, T z) = 0
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olur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır.

Şimdi α, (B) özelliğine sahip olsun.O zaman her n ∈ N için α(xn, z) ≥ 1 elde edilir.

T, α∗-geçi̧sli olduğundan her n ∈ N için α∗(Txn, T z) ≥ 1 dir. Dolayısıyla

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ α∗(Txn, T z)H(Txn, T z)

≤ ψ(M(xn, z)) (3.37)

elde edilir ki burada

M(xn, z) = max

 d(xn, z), D(xn, Txn), D(z, Tz),

1
2
[D(xn, T z) +D(z, Txn)]


≤ max

 d(xn, z), d(xn, xn+1), D(z, Tz),

1
2
[D(xn, T z) + d(z, xn+1)]


bulunur. ŞimdiD(z, Tz) > 0 olduğunu kabul edelim. (3.36) eşitsizliğini ve limn→∞ xn =

z olduğunu göz önüne alırsak, her n ≥ n0 için d(xn, z) <
D(z,Tz)

2
ve d(xn, xn+1) <

D(z,Tz)
2

olacak şekilde n0 ∈ N vardır. Bu yüzden her n ≥ n0 için

M(xn, z) ≤ max

 d(xn, z), d(xn, xn+1), D(z, Tz),

1
2

[d(xn, z) +D(z, Tz) + d(z, xn+1)]


≤ D(z, Tz)

bulunur. Şimdi (3.37) eşitsizliğinden her n ≥ n0 için

D(xn+1, T z) ≤ ψ(D(z, Tz))

elde edilir. Son eşitsizlikten n→∞ için limit alınırsa

D(z, Tz) ≤ ψ(D(z, Tz)) < D(z, Tz)

olur ki bu çeli̧skidir. O halde D(z, Tz) = 0 bulunur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir.

Yani z, T nin bir sabit noktasıdır. Böylece ispat biter.

3.4 Küme Değerli Zayıf Picard ve Pseudo Picard Operatörler

Bu kısımda 1991 yılında Rus tarafından verilen küme değerli zayıf Picard oper-

atör kavramınıgöz önüne alarak küme değerli pseudo Picard operator tanımıyapıla-

caktır. Küme değerli dönüşümlerin α-geçi̧sliliği kullanılarak küme değerli pseudo
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Picard operatörlerin örneklerle zayıf Picard operatorlerden daha zayıf olduğu gös-

terilecektir.

Tanım 3.11 (X, d) bir metrik uzay ve T : X → P(X) bir küme dĕgerli operatör

olsun. Ĕger her x ∈ X ve herhangi bir y ∈ Tx için aşăgıdaki şartlar săglanıyorsa o

zaman T ye küme dĕgerli zayıf Picard (MWP) operatör denir;

(i) x0 = x, x1 = y,

(ii) xn+1 ∈ Txn,

(iii) {xn} dizisi X de yakınsak ve dizinin limiti T nin bir sabit noktasıdır.

Uyarı3.13 Tam metrik uzaylarda her Nadler tip küme dĕgerli büzülmeler, Re-

ich tip küme dĕgerli büzülmeler ve Mizoguchi-Takahashi tip küme dĕgerli büzülmeler

MWP operatörlere örneklerdir.

Tanım 3.12 (X, d) bir metrik uzay ve T : X → P(X) bir küme dĕgerli operatör

olsun. Ĕger aşăgıdaki şartlar săglayan x0 ∈ X, x1 ∈ Tx0 ve X de bir {xn} dizisi

varsa o zaman T ye küme dĕgerli Pseudo Picard (MPP) operatör denir;

(i) xn+1 ∈ Txn,

(ii) {xn} dizisi X de yakınsak ve dizinin limiti T nin bir sabit noktasıdır.

Uyarı3.14 Teorem 3.9 ve Teorem 3.10 de bahsedilen operatörler bir MPP oper-

atördür. Ayrıca her MWP operatör bir MPP operatördür. Ancak tersi aşăgıdaki

örneklerde gösterildĭgi gibi her zaman dŏgru dĕgildir.

Örnek 3.17 X = [−1, 1] kümesini alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alalım. T : X →

CB(X) dönüşümü

Tx =


{0, x2} , x ∈ (−1, 1)

{−x} , x ∈ {−1, 1}

şeklinde tanımlansın. O zaman T bir MWP operatör dĕgildir. Gerçekten; x = 1

olsun. O zaman, Tx = {−1} oldŭgundan y = −1 olur. Bu yüzden her n ≥ 0
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için yakınsak olmayan xn = (−1)n dizisi elde edilir. Fakat T bir MPP operatördür.

Gerçekten x0 = 1
2
ve x1 = 1

4
∈ Tx0 = {0, 1

4
} olsun. Bu şekilde devam edildĭginde

T nin sabit noktasıolan 0 a yakınsayan xn+1 ∈ Txn olacak şekilde X de bir {xn}

dizisi oluşturabiliriz.

Örnek 3.18 X = [0,∞) kümesini alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alalım. T : X →

CB(X) dönüşümü

Tx =


[0, x

2
] , 0 ≤ x ≤ 1

[x+ 1, x+ 2] , x > 1

.

şeklinde tanımlansın. O zaman Örnek 3.17 de oldŭgu gibi T nin bir MPP operatör

aldŭgu fakat MWP operatör olmadı̆gıgörülebilir.

Berinde ve Berinde, küme değerli (δ, L)-zayıf büzülme ve küme değerli (k, L)-

zayıf büzülme kavramlarınıverip MWP operatöre örnekler elde etmi̧slerdir.

Tanım 3.13 (X, d) bir metrik uzay ve T : X → CB(X) bir küme dĕgerli operatör

olsun. Ĕger, her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ δd(x, y) + LD(y, Tx) (3.38)

olacak şekilde δ ∈ [0, 1) ve L ≥ 0 sabitleri varsa, o zaman T ye küme dĕgerli (δ, L)-

zayıf büzülme dönüşümü denir.

Uyarı3.15 d ve H nın simetrik olmasından dolayı T nin küme dĕgerli (δ, L)-

zayıf büzülme dönüşümü olmasıiçin ayrıca (3.38) eşitsizlĭginin dualinin de kontrol

edilmesi gerekir. Yani T dönüşümü ayrıca her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ δd(x, y) + LD(x, Ty) (3.39)

eşitsizlĭgini de săglamasıgerekir.

Tanım 3.14 (X, d) bir metrik uzay ve T : X → CB(X) bir küme dĕgerli operatör

olsun. Ĕger her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, y))d(x, y) + LD(y, Tx) (3.40)
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olacak şekilde bir kMT -fonksiyon ve L ≥ 0 sabiti varsa, o zaman T ye küme dĕgerli

(k, L)-zayıf büzülme dönüşümü denir.

Uyarı3.16 Yine d ve H nın simetrik olmasından dolayıT nin küme dĕgerli (k, L)-

zayıf büzülme dönüşümü olması için ayrıca (3.40) eşitsizlĭginin dualini de kontrol

etmemiz gerekir. Yani T dönüşümü ayrıca her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, y))d(x, y) + LD(x, Ty) (3.41)

eşitsizlĭgini de săglamasıgerekir.

Teorem 3.13 (X, d) tam bir metrik uzay ve T : X → CB(X) bir küme dĕgerli

(δ, L)-zayıf büzülme olsun. O zaman T bir MWP operatördür.

İspat. h = qδ < 1 olmak üzere q > 1, x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 olsun. Eğer

H(Tx0, Tx1) = 0 ise o zaman Tx0 = Tx1 olur. Buradan ise x1 ∈ Tx1 elde edilir ki

bu ise x1 in T nin bir sabit noktasıolduğunu gösterir. Böylece ispat tamamlanır.

Şimdi H(Tx0, Tx1) > 0 olsun. O zaman Lemma 2.2 gereğince

d(x1, x2) ≤ qH(Tx0, Tx1)

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. Dolayısıyla (3.38) dan

d(x1, x2) ≤ qH(Tx0, Tx1)

≤ q [δd(x0, x1) + LD(x1, Tx0)]

= qδd(x0, x1)

= hd(x0, x1)

elde edilir. Eğer H(Tx1, Tx2) = 0 ise o zaman Tx1 = Tx2 olur. Buradan ise

x2 ∈ Tx2 elde edilir ki bu ise x2 in T bir sabit noktasıolduğunu gösterir. Böylece

ispat tamamlanır. Şimdi H(Tx1, Tx2) > 0 olsun. O zaman Lemma 2.2 gereğince

d(x2, x3) ≤ qH(Tx1, Tx2)
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olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. Dolayısıyla (3.38) dan

d(x2, x3) ≤ qH(Tx1, Tx2)

≤ q [δd(x1, x2) + LD(x2, Tx1)]

= qδd(x1, x2)

= hd(x1, x2)

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse her n ∈ N için xn+1 ∈ Txn ve

d(xn, xn+1) ≤ hd(xn−1, xn) ≤ hnd(x0, x1) (3.42)

olacak şekilde X de bir {xn} dizisi elde edilir. Ayrıca m,n ∈ N,m > n için

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xm−1, xm)

≤ hnd(x0, x1) + hn+1d(x0, x1) + · · ·+ hm−1d(x0, x1)

=
[
hn + hn+1 + · · ·+ hm−1

]
d(x0, x1)

≤ hn

1− hd(x0, x1)

bulunur. Böylece n→∞ için

lim
n→∞

d(xn, xm) = 0

elde edilir ki bu {xn} dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. X tam olduğun-

dan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X vardır. O zaman

D(z, Tz) ≤ d(z, xn+1) +D(xn+1, T z)

≤ d(z, xn+1) +H(Txn, T z)

≤ d(z, xn+1) + δd(xn, z) + LD(z, Txn)

≤ d(z, xn+1) + δd(xn, z) + Ld(z, xn+1)

son eşitsizliğinden n→∞ için

D(z, Tz) = 0

bulunur ki bu ise z ∈ Tz = Tz demektir. Dolayısıyla T bir MWP operatördür.

Teorem 3.14 (X, d) tam bir metrik uzay ve T : X → CB(X) bir küme dĕgerli

(k, L)-zayıf büzülme olsun. O zaman T bir MWP operatördür.
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İspat. β : [0,∞) → [0, 1) fonksiyonu β(t) = 1+k(t)
2

şeklinde tanımlansın. Bu

takdirde Lemma 2.6 gereğince β bir MT -fonksiyondur. x, y ∈ X, x 6= y keyfi iki

nokta olmak üzere u ∈ Tx ve ε = 1−k(d(x,y))
2

d(x, y) > 0 olsun. Lemma 2.1 gereğince

d(u, v) ≤ H(Tx, Ty) + ε olacak şekilde v ∈ Ty vardır. Böylece

d(u, v) ≤ H(Tx, Ty) +
1− k(d(x, y))

2
d(x, y)

≤ k(d(x, y))d(x, y) + LD(y, Tx) +
1− k(d(x, y))

2
d(x, y)

=
1 + k(d(x, y))

2
d(x, y) + LD(y, Tx)

= β(d(x, y))d(x, y) + LD(y, Tx)

olur. Yani her x, y ∈ X ve u ∈ Tx için

d(u, v) ≤ β(d(x, y))d(x, y) + LD(y, Tx) (3.43)

olacak şekilde bir v ∈ Ty vardır. Şimdi x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 olsun. Eğer x0 = x1 ise

o zaman x0, T nin bir sabit noktasıolur. Böylece ispat biter. Şimdi x0 6= x1 olsun.

O zaman (3.43) den

d(x1, x2) ≤ β(d(x0, x1))d(x0, x1) + LD(x1, Tx0)

= β(d(x0, x1))d(x0, x1)

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. Eğer x1 = x2 ise o zaman x1, T nin bir sabit noktası

olur. Böylece ispat tamamlanır. x1 6= x2 olsun. Bu takdirde (3.43) den

d(x2, x3) ≤ β(d(x1, x2))d(x1, x2) + LD(x2, Tx1)

= β(d(x1, x2))d(x1, x2)

olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. Bu şekilde devam edilirse her n ≥ 0 tamsayısıiçin

xn+1 ∈ Txn ve

d(xn+1, xn+2) ≤ β(d(xn, xn+1))d(xn, xn+1)

olacak şekilde X de bir {xn} dizisi elde edilir (Ardı̧sık terimler birbirinden farklıdır,

aksi halde ispat biter). Her t ∈ [0,∞) için β(t) < 1 olduğundan {d(xn, xn+1)} dizisi

R de artmayan bir dizidir ve alttan sınırlıolduğundan {d(xn, xn+1)} dizisi λ ≥ 0

sayısına yakınsar. β birMT -fonksiyon olduğu için lim sups→λ+ β(s) < 1 ve β(λ) < 1
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dir. Dolayısıyla her s ∈ [λ, λ + ε) için β(s) ≤ r olacak şekilde r ∈ [0, 1) ve ε > 0

vardır. Her n ≥ k0 için λ ≤ d(xn, xn+1) < λ+ε olacak şekilde bir k0 ∈ N seçebiliriz.

O halde n ≥ k0 özelliğindeki her n ∈ N için

d(xn+1, xn+2) ≤ β(d(xn, xn+1))d(xn, xn+1)

≤ rd(xn, xn+1)

olduğundan

∞∑
n=1

d(xn, xn+1) ≤
k0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑

n=k0+1

d(xn, xn+1)

=

k0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑

n=k0

d(xn+1, xn+2)

≤
k0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑

n=k0

rd(xn, xn+1)

≤
k0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑
n=1

rnd(xk0 , xk0+1)

< ∞

bulunur. O zaman {xn} dizisi X de bir Cauchy dizisidir. X tam olduğundan

limn→∞ xn = z olacak şekilde z ∈ X vardır.

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ β(d(xn, z))d(xn, z)

< d(xn, z)

olduğu için n→∞ için limit alınırsaD(z, Tz) = 0 olur ki bu z ∈ Tz = Tz demektir.

Dolayısıyla T bir MWP operatördür.

Teorem 3.15 (X, d) bir tam metrik uzay, ψ ∈ Ψ kuvvetli artan bir dönüşüm, T :

X → CB(X) bir α-geçişli dönüşüm ve her x, y ∈ X için

α(x, y)H(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y)) + Lmin{D(x, Ty), D(y, Tx)} (3.44)

olacak şekilde L ≥ 0 var olsun. Ayrıca, α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve

x1 ∈ Tx0 var oldŭgunu kabul edelim. Ĕger T sürekli veya α, (B) özellĭgine sahip ise

o zaman T bir MPP operatördür.
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İspat. x0 ve x1 hipotezde bahsedilen noktalar olsun. Eğer x0 = x1 veya x1 ∈ Tx1
ise ispat tamamlanır. x0 6= x1, x1 /∈ Tx1 ve q > 1 bir sabit olsun. Bu durumda

0 < D(x1, Tx1) ≤ α(x0, x1)H(Tx0, Tx1) < qα(x0, x1)H(Tx0, Tx1)

olur. Bu yüzden

0 < d(x1, x2)

< qα(x0, x1)H(Tx0, Tx1)

≤ qψ(d(x0, x1)) + qLmin{D(x0, Tx1), D(x1, Tx0)}

= qψ(d(x0, x1))

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. Ayrıca, T bir α-geçi̧sli, x1 ∈ Tx0 ve α(x0, x1) ≥ 1

olduğundan, her u ∈ Tx1 için α(x1, u) ≥ 1 dir. Bu yüzden α(x1, x2) ≥ 1 dır. ψ

kuvvetli artan olduğundan

0 < ψ (d(x1, x2)) < ψ (qψ(d(x0, x1)))

elde edilir. q1 = ψ(qψ(d(x0,x1)))
ψ(d(x1,x2))

denirse q1 > 1 olur. Eğer x2 ∈ Tx2 ise ispat tamam-

lanır. x2 /∈ Tx2 olsun. O zaman

0 < D(x2, Tx2) ≤ α(x1, x2)H(Tx1, Tx2) < q1α(x1, x2)H(Tx1, Tx2)

bulunur. Buradan ise

0 < d(x2, x3)

< q1α(x1, x2)H(Tx1, Tx2)

≤ q1ψ(d(x1, x2)) + q1Lmin{D(x1, Tx2), D(x2, Tx1)}

= q1ψ(d(x1, x2))

= ψ (qψ(d(x0, x1)))

olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. T, α-geçi̧sli, x2 ∈ Tx1 ve α(x1, x2) ≥ 1 olduğu için

her v ∈ Tx2 için α(x2, v) ≥ 1 dir. Bu yüzden x3 ∈ Tx2 olduğu için α(x2, x3) ≥ 1

dir. ψ kuvvetli artan olduğundan

0 < ψ (d(x2, x3)) < ψ2 (qψ(d(x0, x1)))
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elde edilir. q2 = ψ2(qψ(d(x0,x1)))
ψ(d(x1,x2))

denirse q2 > 1 olur. Eğer x3 ∈ Tx3 ise ispat

tamamlanır. Bu şekilde devam edildiğinde her n ∈ N için xn+1 ∈ Txn, xn 6= xn+1,

α(xn, xn+1) ≥ 1 ve

d(xn, xn+1) ≤ ψn (qψ(d(x0, x1)))

olacak şekilde X de {xn} dizisi elde edilir. Şimdi, her m,n ∈ N, m > n için

d(xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1) ≤
m−1∑
k=n

ψk (qψ(d(x0, x1)))

olduğundan ve
∑∞

k=1 ψ
k (qψ(d(x0, x1))) serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X de

bir Cauchy dizisi olur. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir z ∈ X

vardır.

Eğer T sürekli ise, o zaman

D(z, Tz) = lim
n→∞

D(xn+1, T z) ≤ lim
n→∞

H(Txn, T z) = 0

olur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır.

Şimdi, α, (B) özelliğine sahip olsun. O zaman her n ∈ N için α(xn, z) ≥ 1 dır.

Dolayısıyla

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ α(xn, z)H(Txn, T z)

≤ ψ(d(xn, z)) + Lmin{D(xn, T z), D(z, Txn)}

≤ ψ(d(xn, z)) + Lmin{D(xn, T z), d(z, xn+1)}

elde edilir. limn→∞ d(xn, z) = 0 ve ψ, 0 noktasında sürekli olduğundan yukarıdaki

eşitsizlikten n → ∞ için D(z, Tz) = 0 bulunur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir.

Dolayısıyla T bir MWP operatördür. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.16 (X, d) bir tam metrik uzay, ψ ∈ Ψ kuvvetli artan bir dönüşüm, T :

X → CB(X) bir α∗-geçişli dönüşüm ve her x, y ∈ X için

α∗(Tx, Ty)H(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y)) + Lmin{D(x, Ty), D(y, Tx)}

olacak şekilde L ≥ 0 var olsun. Ayrıca, α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve

x1 ∈ Tx0 var oldŭgunu kabul edelim. Ĕger T sürekli veya α, (B) özellĭgine sahip ise

o zaman T bir MPP operatördür.
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İspat. x0 ve x1 hipotezde bahsedilen noktalar olsun. T, α∗-geçi̧sli olduğundan

α∗(Tx0, Tx1) ≥ 1 dir. Eğer x0 = x1 veya x1 ∈ Tx1 ise ispat tamamlanır. x0 6= x1,

x1 /∈ Tx1 ve q > 1 bir sabit olsun. Bu durumda

0 < D(x1, Tx1) ≤ α∗(Tx0, Tx1)H(Tx0, Tx1) < qα∗(Tx0, Tx1)H(Tx0, Tx1)

olur. Bu yüzden

0 < d(x1, x2)

< q∗(Tx0, Tx1)H(Tx0, Tx1)

≤ qψ(d(x0, x1)) + qLmin{D(x0, Tx1), D(x1, Tx0)}

= qψ(d(x0, x1))

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. Ayrıca, α(x1, x2) ≥ α∗(Tx0, Tx1) ≥ 1 ve T, α∗-geçi̧sli

olduğundan α∗(Tx1, Tx2) ≥ 1 dir. ψ kuvvetli artan olduğundan

0 < ψ (d(x1, x2)) < ψ (qψ(d(x0, x1)))

elde edilir. q1 = ψ(qψ(d(x0,x1)))
ψ(d(x1,x2))

denirse q1 > 1 olur. Eğer x2 ∈ Tx2 ise ispat tamam-

lanır. x2 /∈ Tx2 olsun. Bu durumda

0 < D(x2, Tx2) ≤ α∗(Tx1, Tx2)H(Tx1, Tx2) < q1α∗(Tx1, Tx2)H(Tx1, Tx2)

bulunur. Buradan ise

0 < d(x2, x3)

< q1α∗(Tx1, Tx2))H(Tx1, Tx2)

≤ q1ψ(d(x1, x2)) + q1Lmin{D(x1, Tx2), D(x2, Tx1)}

= q1ψ(d(x1, x2))

= ψ (qψ(d(x0, x1)))

olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. Ayrıca α(x2, x3) ≥ α∗(Tx1, Tx2) ≥ 1ve T, α∗-geçi̧sli

olduğundan α∗(Tx2, Tx3) ≥ 1 dir. ψ kuvvetli artan olduğundan

0 < ψ (d(x2, x3)) < ψ2 (qψ(d(x0, x1)))
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elde edilir. q2 = ψ2(qψ(d(x0,x1)))
ψ(d(x1,x2))

denirse q2 > 1 olur. Eğer x3 ∈ Tx3 ise ispat

tamamlanır. Bu şekilde devam edildiğinde her n ∈ N için xn+1 ∈ Txn, xn 6= xn+1,

α(xn, xn+1) ≥ 1 ve

d(xn, xn+1) ≤ ψn (qψ(d(x0, x1)))

olacak şekilde X de {xn} dizisi elde edilir Şimdi her m,n ∈ N, m > n için

d(xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1) ≤
m−1∑
k=n

ψk (qψ(d(x0, x1)))

olur. Buradan ise
∑∞

k=1 ψ
k (qψ(d(x0, x1))) serisinin yakınsaklı̆gından {xn} dizisi X

de bir Cauchy dizisi olur. X tam olduğundan limn→∞ xn = z olacak şekilde bir

z ∈ X vardır.

Eğer T sürekli ise, o zaman

D(z, Tz) = lim
n→∞

D(xn+1, T z) ≤ lim
n→∞

H(Txn, T z) = 0

olur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır.

Şimdi, α, (B) özelliğine sahip olsun. O zaman her n ∈ N için α(xn, z) ≥ 1 dır. T ,

α∗-geçi̧sli olduğundan α∗(Txn, T z) ≥ 1 dir. Dolayısıyla

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ α∗(Txn, T z)H(Txn, T z)

≤ ψ(d(xn, z)) + Lmin{D(xn, T z), D(z, Txn)}

≤ ψ(d(xn, z)) + Lmin{D(xn, T z), d(z, xn+1)}

elde edilir. limn→∞ d(xn, z) = 0 ve ψ, 0 noktasında sürekli olduğundan yukarıdaki

eşitsizlikten n → ∞ için D(z, Tz) = 0 bulunur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir.

Dolayısıyla T bir MWP operatördür.

Uyarı3.17 Ĕger α : X × X → [0,∞) fonksiyonu α(x, y) = 1 olarak alınırsa o

zaman her T : X → CB(X) dönüşümü hem α-geçişli hem de α∗-geçişlidir. Bu

yüzden Teorem 3.13, Teorem 3.15 ve Teorem 3.16 nin özel bir durumudur.

Uyarı3.18 Ĕger Teorem 3.15 ve Teorem 3.16 de L = 0 alırsak o zaman sırasıyla

Teorem 3.10 ve Teorem 3.9 elde edilir.
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Aşağıdaki örnek incelendiğinde hem Teorem 3.13 hem de Teorem 3.9 uygu-

lanamaz olduğu, fakat örnekteki T nin bir MPP operatör olduğu görülür.

Örnek 3.19 X = [0, 1] ∪ {2, 3} kümesini alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alalım.

T : X → CB(X) dönüşümü

Tx =



[0, x
2
] , x ∈

[
0, 1

2

]
[
1
4
, 3x−1

2

]
, x ∈

(
1
2
, 1
]

{x} , x ∈ {2, 3}

ve α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


1 , x, y ∈

[
0, 1

2

]
∪ {2, 3}

0 , {x, y} ∩
(
1
2
, 1
]
6= ∅

şeklinde tanımlansın. O zaman T, α-geçişli bir dönüşüm olup ve her t > 0 için

ψ(t) = t
2
ve L = 1 ile birlikte (3.44) şartını săglar. Gerçekten, ilk öce T nin bir

α-geçişli oldŭgunu gösterelim. Her x ∈ X ve y ∈ Tx için α(x, y) ≥ 1 olsun. O

zaman x ∈
[
0, 1

2

]
∪ {2, 3} olmalıdır. Bu durumda y ∈ Tx ⊂

[
0, 1

2

]
∪ {2, 3} olur.

Dolayısıyla her z ∈ Ty ⊂
[
0, 1

2

]
∪{2, 3} için α(y, z) ≥ 1 oldŭgundan T, α-geçişlidir.

Şimdi her t > 0 için ψ(t) = t
2
ve L = 1 ile birlikte (3.44) şartını săgladı̆gını

gösterelim. Bunun için aşăgıdaki durumlarıgöz önüne alalım:

Durum 1 {x, y}∩
(
1
2
, 1
]
6= ∅ olacak şekildeki her x, y ∈ X için α(x, y) = 0 oldŭgun-

dan (3.44) şartısăglanır. Ayrıca, ĕger x = y ise H(Tx, Ty) = 0 olacăgından

yine (3.44) şartı săglanır. Bu yüzden bundan sonra aşăgıdaki durumlarda

x 6= y olarak düşünülecektir.

Durum 2 x, y ∈
[
0, 1

2

]
∪ {2, 3} olacak şekildeki her x, y ∈ X için α(x, y) = 1

oldŭgundan aşăgıdaki gibi alt durumlar söz konusudur.
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(i) x, y ∈
[
0, 1

2

]
ve genellilĭgi bozmaksızın x > y olsun. O zaman

H(Tx, Ty) = H
([

0,
x

2

]
,
[
0,
y

2

])
=

1

2
(x− y)

=
1

2
d(x, y) + min{D(x, Ty), D(y, Tx)}

olur ve böylece (3.44) şartısăglanır.

(ii) x ∈
[
0, 1

2

]
ve y ∈ {2, 3} olsun. O zaman

H(Tx, Ty) = H
([

0,
x

2

]
, {y}

)
= y − x

2

≤ 3

2
(y − x)

=
1

2
(y − x) + min{y − x, y − x

2
}

=
1

2
d(x, y) + min{D(x, Ty), D(y, Tx)}

olur ve böylece (3.44) şartısăglanır.

(iii) x = 2 ve y = 3 olsun. O zaman

H(Tx, Ty) = 1 = d(x, y)

≤ 1

2
d(x, y) + min{D(x, Ty), D(y, Tx)}

olur ve böylece (3.44) şartısăglanır.

Son olarak, α, (B) özellĭgine sahip oldŭgundan Teorem 3.15 in tüm şartları

săglanır. O zaman T bir MPP operatördür. Dĭger taraftan

H(T1, T
3

4
) =

3

8
, d(1,

3

4
) =

1

4
ve D(

3

4
, T1) = 0

oldŭgundan (3.38) şartı săglanmaz. Bu yüzden Teorem 3.13, bu örnĕge uygulana-

maz. Ayrıca, α(2, 3) = 1, H(T2, T3) = 1, d(2, 3) = 1 oldŭgundan T küme dĕgerli

α-ψ-büzülme dönüşümü dĕgildir. Dolayısıyla, Teorem 3.9 bu örnĕge uygulanamaz.
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Teorem 3.17 (X, d) bir tam metrik uzay, T : X → CB(X) dönüşümü α-geçişli ve

her x, y ∈ X için

α(x, y)H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, y))d(x, y) (3.45)

olacak şekilde bir k MT -fonksiyon var olsun. Ayrıca, α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde

x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 var oldŭgunu kabul edelim. Ĕger T sürekli veya α, (B) özell̆gine

sahip ise o zaman T bir MPP operatördür.

İspat. h : [0,∞)→ [0, 1) fonksiyonu h(t) = 1+k(t)
2

şeklinde tanımlansın. Lemma 2.6

gereğince h bir MT -fonksiyondur. x0 ve x1 hipotezde bahsedilen noktalar olsun.

Eğer x0 = x1 ise o zaman x0, T nin bir sabit noktasıdır. x0 6= x1 olduğunu kabul

edelim. Bu durumda
1− k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1) > 0 dır. Bu yüzden

d(x1, x2) ≤ H(Tx0, Tx1) +
1− k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1)

≤ α(x0, x1)H(Tx0, Tx1) +
1− k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1)

≤ k(d(x0, x1))d(x0, x1) +
1− k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1)

=
1 + k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1)

= h(d(x0, x1))d(x0, x1)

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. T, α-geçi̧sli, x1 ∈ Tx0 ve α(x0, x1) ≥ 1 olduğundan

her u ∈ Tx1 için α(x1, u) ≥ 1 dir. x2 ∈ Tx1 olduğu için α(x1, x2) ≥ 1 dir. Eğer

x1 = x2 ise o zaman x1, T nin sabit noktasıolur. x1 6= x2 olsun. Bu durumda
1− k(d(x1, x2))

2
d(x1, x2) > 0 dır.

d(x2, x3) ≤ H(Tx1, Tx2) +
1− k(d(x1, x2))

2
d(x1, x2)

≤ α(x1, x2)H(Tx1, Tx2) +
1− k(d(x1, x2))

2
d(x1, x2)

≤ k(d(x1, x2))d(x1, x2) +
1− k(d(x1, x2))

2
d(x1, x2)

=
1 + k(d(x1, x2))

2
d(x1, x2)

= h(d(x1, x2))d(x1, x2)

olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. Tekrar, T, α-geçi̧sli olduğu için α(x2, x3) ≥ 1 dir.

Bu şekilde devam edildiğinde, her n ∈ N için xn+1 ∈ Txn, α(xn, xn+1) ≥ 1 ve

d(xn, xn+1) ≤ h(d(xn−1, xn))d(xn−1, xn)
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olacak şekilde X de bir {xn} dizisi oluşturabilir. Her t ∈ [0,∞) için h(t) < 1

olduğundan [0,∞) da bir {d(xn, xn+1)} dizisi azalandır. Bu yüzden

lim
n→∞

d(xn, xn+1) = λ ≥ 0

dır. Şimdi h birMT -fonksiyonu olduğundan lim sups→λ+ h(s) < 1 ve h(λ) < 1 dir.

Bu yüzden Lemma 2.5 gereğince, her s ∈ [λ, λ + ε) için h(s) ≤ r olacak şekilde

r ∈ [0, 1) ve ε > 0 vardır. limn→∞ d(xn, xn+1) = λ olduğundan her n ≥ n0 için

λ ≤ d(xn, xn+1) < λ+ ε olacak şekilde n0 ∈ N vardır. Böylece n ≥ n0 için

d(xn+1, xn+2) ≤ h(d(xn, xn+1))d(xn, xn+1)

≤ rd(xn, xn+1)

elde edilir. Diğer taraftan
∞∑
n=1

d(xn, xn+1) =

n0∑
n=1

d(xn, xn+1) +

∞∑
n=n0+1

d(xn, xn+1)

=

n0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑

n=n0

d(xn+1, xn+2)

≤
n0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑

n=n0

rd(xn, xn+1)

≤
n0∑
n=1

d(xn, xn+1) +
∞∑
n=1

rnd(xn0 , xn0+1)

< ∞

olur ki buradan {xn} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam olduğundan limn→∞ xn = z

olacak şekilde bir z ∈ X vardır.

Eğer T sürekli ise, o zaman

D(z, Tz) = lim
n→∞

D(xn+1, T z) ≤ lim
n→∞

H(Txn, T z) = 0

olur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır.

Şimdi, α, (B) özelliğine sahip olsun. O zaman her n ∈ N için α(xn, z) ≥ 1 dir.

Dolayısıyla

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ α(xn, z)H(Txn, T z)

≤ k(d(xn, z))d(xn, z)

< d(xn, z)
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elde edilir. Son eşitsizlikte n → ∞ için limn→∞ d(xn, z) = 0 için D(z, Tz) = 0

bulunur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır. Böylece

ispat biter.

Teorem 3.18 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → CB(X) dönüşümü α∗-geçişli

ve her x, y ∈ X için

α∗(Tx, Ty)H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, y))d(x, y) (3.46)

olacak şekilde bir k MT -fonksiyon var olsun. Ayrıca, α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde

x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 var oldŭgunu kabul edelim. Ĕger T sürekli veya α, (B) özell̆gine

sahip ise o zaman T bir MPP operatördür.

İspat. h : [0,∞)→ [0, 1) fonksiyonu h(t) = 1+k(t)
2

şeklinde tanımlansın. Lemma 2.6

dan h bir MT -fonksiyondur. x0 ve x1 hipotezde bahsedilen noktalar olsun. Eğer

x0 ∈ Tx0 ise o zaman x0, T nin bir sabit noktasıdır. x0 /∈ Tx0 olduğunu kabul

edelim. Bu durumda x0 6= x1 olduğu için
1− k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1) > 0 dır. Eğer

x1 ∈ Tx1 ise o zaman x1, T nin bir sabit noktasıdır. x1 /∈ Tx1 olduğunu kabul

edelim. Ayrıca T, α∗-geçi̧sli olduğundan α∗(Tx0, Tx1) ≥ 1 dır. Bu yüzden

d(x1, x2) ≤ H(Tx0, Tx1) +
1− k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1)

≤ α∗(Tx0, Tx1)H(Tx0, Tx1) +
1− k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1)

≤ k(d(x0, x1))d(x0, x1) +
1− k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1)

=
1 + k(d(x0, x1))

2
d(x0, x1)

= h(d(x0, x1))d(x0, x1)

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. α(x1, x2) ≥ α∗(Tx0, Tx1) ≥ 1 ve T, α∗-geçi̧sli

olduğundan α∗(Tx1, Tx2) ≥ 1 dır. Bu yüzden

d(x2, x3) ≤ H(Tx1, Tx2) +
1− k(d(x1, x2))

2
d(x1, x2)

≤ α∗(Tx1, Tx2)H(Tx1, Tx2) +
1− k(d(x1, x2))

2
d(x1, x2)

≤ k(d(x1, x2))d(x1, x2) +
1− k(d(x1, x2))

2
d(x1, x2)

=
1 + k(d(x1, x2))

2
d(x1, x2)

= h(d(x1, x2))d(x1, x2)
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olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır. Tekrar, eğer x2 ∈ Tx2 ise x2, T nin bir sabit nok-

tasıdır. x2 /∈ Tx2 olsun. α(x2, x3) ≥ α∗(Tx1, Tx2) ≥ 1 ve T, α∗-geçi̧sli olduğundan

α∗(Tx2, Tx3) ≥ 1 dır. Bu şekilde devam edildiğinde, her n ∈ N için xn+1 ∈ Txn,

α(xn, xn+1) ≥ 1 ve

d(xn, xn+1) ≤ h(d(xn−1, xn))d(xn−1, xn)

olacak şekilde X de bir {xn} dizisi elde edilir. Teorem 3.17 ispatında olduğu gibi

{xn}, X de bir Cauchy dizisi olduğu gösterilebilir. X tam olduğundan limn→∞ xn =

z olacak şekilde bir z ∈ X vardır.

Eğer T sürekli ise, o zaman

D(z, Tz) = lim
n→∞

D(xn+1, T z) ≤ lim
n→∞

H(Txn, T z) = 0

olur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır.

Şimdi, α, (B) özelliğine sahip olsun. O zaman her n ∈ N için α(xn, z) ≥ 1 dır. T ,

α∗-geçi̧sli olduğundan α∗(Txn, T z) ≥ 1 dir. Dolayısıyla

D(xn+1, T z) ≤ H(Txn, T z)

≤ α∗(Txn, T z)H(Txn, T z)

≤ k(d(xn, z))d(xn, z)

≤ d(xn, z)

elde edilir. Son eşitsizlikte n → ∞ için limn→∞ d(xn, z) = 0 için D(z, Tz) = 0

bulunur ve böylece z ∈ Tz = Tz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasıdır. Böylece

ispat biter.

Aşağıdaki örneği incelerken dikkat edelim ki bu örneğe Mizoguchi-Takahashi

teoremi uygulanamaz, fakat T bir MPP operatördür.

Örnek 3.20 X = [−1, 1] kümesini alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alalım. T : X →

CB(X) dönüşümü

Tx =



{2x+ 1} , x ∈
[
−1,−3

4

)
{2x− 1} , x ∈

(
3
4
, 1
]

[
−1
2
, 1
2

]
, x ∈

[
−3
4
, 3
4

]
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ve α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


1 , x, y ∈

[
−1
2
, 1
2

]
0 , dĭger durumlarda

şeklinde tanımlansın. O zaman T bir α∗-geçişli ve her x, y ∈ X için

α∗(Tx, Ty)H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, y))d(x, y) (3.47)

dir. Burada k, herhangi birMT -fonksiyonudur. Öncelikle T nin α∗-geçişli oldŭgunu

gösterelim. Ĕger α(x, y) ≥ 1 ise o zaman x, y ∈
[
−1
2
, 1
2

]
dir. Bu yüzden

α∗(Tx, Ty) = α∗

([
−1

2
,
1

2

]
,

[
−1

2
,
1

2

])
= inf

{
α (a, b) : a, b ∈

[
−1

2
,
1

2

]}
= 1

olur. O halde T bir α∗-geçişli dönüşümdür. Şimdi (3.47) şartının săglandı̆gını

gösterelim. Bunun için aşăgıdaki durumlarıgöz önüne alalım.

Durum 1 {x, y} ∩
{[
−1,−3

4

)
∪
(
3
4
, 1
]}
6= ∅ olacak şekildeki her x, y ∈ X için

α∗(Tx, Ty) = 0 oldŭgundan (3.47) şartısăglanır.

Durum 2 x, y ∈
[
−3
4
, 3
4

]
olacak şekildeki her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) = H

([
−1

2
,
1

2

]
,

[
−1

2
,
1

2

])
= 0

olur. Dolayısıyla tekrar (3.47) şartısăglanır.

Dĭger taraftan x, y ∈
(
3
4
, 1
]
olacak şekildeki x, y ∈ X, x 6= y için

H(Tx, Ty) = H({2x− 1}, {2y − 1})

= 2d(x, y)

olur. Bu yüzden (2.19) şartınısăglayan herhangi birMT -fonksiyonu yoktur.

Uyarı3.19 Ĕger α : X × X → [0,∞) fonksiyonunu α(x, y) = 1 olarak alırsak

her T : X → CB(X) dönüşümü hem α-geçişli hem de α∗-geçişlidir. Bu yüzden,

Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremi, Teorem 3.17 ve Teorem 3.18 in özel bir

halidir.
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3.5 Uygulama

Bu kısımda α geçi̧sli ve α∗-geçi̧sli dönüşümler için önceki kesimlerde elde

edilen sonuçların, sıralı metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri elde etmek için

kullanılabileceğini gösteren bir kaç uygulama vereceğiz. İlk önce kümeler arasında

verilen bazıbağıntılarıhatırlayacağız. X boş olmayan bir küme ve �, X üzerinde

bir kısmi sıralama bağıntısıolsun.

Tanım 3.15 A ve B, X in boş olmayan iki alt kümesi olsun. O zaman A ve B

kümeleri arasında aşăgıdaki gibi băgıntılar tanmlanabilir.

a) Eğer her a ∈ A için a � b olacak şekilde bir b ∈ B varsa o zaman A ≺1 B dir.

b) Eğer her b ∈ B için a � b olacak şekilde bir a ∈ A varsa o zaman A ≺2 B dir.

c) Eğer A ≺1 B ve A ≺2 B ise o zaman A ≺ B dir.

Uyarı3.20 A ve B kümesi üzerinde ≺1 ve ≺2 băgıntıları birbirinden farklıdır.

Örnĕgin; X = R, A = [1
2
, 1], B = [0, 1] ve ≤, X üzerinde bilinen sıralama olsun. O

zaman A ≺1 B dir ancak A ⊀2 B dir. C = [0, 1] ve D = [0, 1
2
] kümeleri için C ≺2 D

olmasına karşın C ⊀1 D dir.

Uyarı3.21 ≺1, ≺2ve ≺ băgıntılarıyansımalıve geçişli olmasına răgmen ters simetrik

dĕgildir. Örnĕgin; X = R, A = [0, 3], B = [0, 1] ∪ [2, 3] ve ≤, X üzerinde bilinen

sıralama olsun. O zaman A ≺ B ve B ≺ A olmasına răgmen A 6= B dir. Bu yüzden

bu băgıntılar kısmi sıralama băgıntısıdĕgildirler.

Teorem 3.19 (X,�) kısmi sıralı bir küme d, (X, d) tam bir metrik uzay olacak

şekilde X üzerinde bir metrik, T : X → CB(X) bir dönüşüm ve ψ ∈ Ψ kuvvetli

artan bir fonksiyon olsun. Her x, y ∈ X, x � y için

H(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y)) + Lmin{D(x, Ty), D(y, Tx)}

olacak şekilde bir L ≥ 0 var olsun. {x0} ≺1 Tx0 olacak şekilde bir x0 ∈ X in de var

oldŭgunu kabul edelim. Ayrıca, x � y olacak şekildeki her x ∈ X ve y ∈ Tx için
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y � z eşitsizlĭgi her z ∈ Ty için săglansın. Ĕger T sürekli veya xn → x olacak şekildeki her {xn} ⊂ X dizisi için

xn � x eşitsizlĭgi her n ∈ N için săglansın
(3.48)

şartısăglanırsa, o zaman T nin bir sabit noktasıvardır.

İspat. α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


1 , x � y

0 , diğer durumlarda

şeklinde tanımlansın. O zaman, her x, y ∈ X için

α(x, y)H(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y)) + Lmin{D(x, Ty), D(y, Tx)}

elde edilir. Ayrıca {x0} ≺1 Tx0 olduğu için x0 � x1 olacak şekilde x1 ∈ Tx0 vardır.

Bu yüzden x0 � x1 ve α(x0, x1) ≥ 1 dir. Şimdi, x ∈ X ve y ∈ Tx olsun ve α(x, y) ≥ 1

eşitsizliği sağlansın. O zaman x � y dir. Böylece her z ∈ Ty için y � z dir. Yani her

z ∈ Ty için α(y, z) ≥ 1 dir. Bu ise T nin bir α-geçi̧sli olduğunu gösterir. Son olarak

T sürekli veya (3.48) şartınısağlanırsa, o zaman T sürekli veya α, (B) özelliğine

sahiptir. O halde Teorem 3.15 gereğince T nin bir sabit noktasıvardır.

Teorem 3.20 (X,�) kısmi sıralı bir küme d, (X, d) tam bir metrik uzay olacak

şekilde X üzerinde bir metrik ve T : X → CB(X) bir dönüşüm olsun. Her x, y ∈ X,

x � y için

H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, y))d(x, y)

olacak şekilde bir kMT -fonksiyon var olsun. {x0} ≺1 Tx0 olacak şekilde bir x0 ∈ X

in de var oldŭgunu kabul edelim. Ayrıca, her x ∈ X ve y ∈ Tx, x � y için y � z

eşitsizlĭgi her z ∈ Ty için săglansın. Ĕger T sürekli veya xn → x olacak şekildeki her {xn} ⊂ X dizisi için

xn � x eşitsizlĭgi her n ∈ N için săglansın
(3.49)

şartısăglanırsa, o zaman T nin bir sabit noktasıvardır.
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İspat. α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =


1 , x � y

0 , diğer durumlarda

şeklinde tanımlansın. O zaman her x, y ∈ X için

α(x, y)H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, y))d(x, y)

elde edilir. Ayrıca {x0} ≺1 Tx0, olduğu için x0 � x1 olacak şekilde x1 ∈ Tx0 vardır.

Bu yüzden x0 � x1 ve α(x0, x1) ≥ 1 dir. Şimdi, x ∈ X, y ∈ Tx ve α(x, y) ≥ 1

eşitsizliği sağlansın. O zaman x � y dir. Böylece hipotezden her z ∈ Ty için y � z

dir. Yani her z ∈ Ty için α(y, z) ≥ 1 dir. Bu ise T nin bir α-geçi̧sli olduğunu

gösterir. Son olarak T sürekli veya (3.49) şartısağlanırsa, o zaman T sürekli veya

α, (B) özelliğine sahiptir. O halde Teorem 3.17 gereğince T nin bir sabit noktası

vardır.
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalı̧smasında literatürdeki bilgiler kullanılarak bazıorijinal sonuçlar

elde edilmi̧stir. İlk olarak tek değerli dönüşümler için F -büzülme yardımıyla küme

değerli dönüşümler için F -büzülme kavramıtanımlanmı̧s ve bu tip dönüşümler için

bir sabit nokta teoremi elde edilmi̧stir. İkinci olarak, küme değerli F -büzülme

kavramıgeni̧sletilerek küme değerli genelleştirilmi̧s F -büzülme tanımıyapılmı̧s ve

sabit nokta sonuçlarıelde edilmi̧stir. Diğer taraftan literatüre küme değerli pseudo

Picard (MPP) operator kavramıkazandırılmı̧s ve α-geçi̧sli dönüşümler yardımıyla

MPP operatörler ve bazısabit nokta teoremleri elde edilmi̧stir. Burada elde edilen

sonuçların literatürdeki bazısabit nokta teoremlerinden daha genel olduklarınıgösteren

açıklayıcıörnekler verilmi̧stir. Son olarak α-geçi̧sli dönüşümler için elde edilen sabit

nokta teoremlerinin, sıralımetrik uzayda küme değerli dönüşümler için sabit nokta

teoremi elde etmek amacıyla uygulamasıyapılmı̧stır.
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α-ψ-Ćiríc generalized multifunctions, Fixed Point Theory and Applications, 24

(2013), 10 pages.

[18] Rus, I. A., Basic problems of the metric fixed point theory revisited (II), Stud.
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