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OZET

BELTRAMI DENKLEMI ICIN
SINIR DEGER PROBLEMLERI

GENCTURK, Ilker
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsu
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kerim KOCA
Haziran 2013, 55 sayfa

Bu tezde birim diskte Beltrami Denklemi igin bazi smir deger problemleri

incelenmistir. Bu tez ¢calismasi bes temel bolimden olusmaktadir.

Birinci bolimde calismaya giris yapilarak calismanin amaci  belirtilmistir. ikinci
b6limde ise tez caligmasinda gerekli olan reel ve kompleks dizlemde belli tipten

fonksiyonlar igin integral bagintilar: ve integral gosterilimleri ortaya konulmustur.

Uclinch boliimde birinci basamaktan w; = 0, w; = f denklemleri igin temel simr

deger problemleri incelenmistir.

Dordunct bolimde Beltrami denkleminin genel ¢ozumi verilerek daha sonra bu

denklem igin Schwarz ve Dirichlet sinir deger problemleri ele alinmisgtur.

Son bolimde ise dordinci boélimde incelenen Beltrami denkleminin bir

genellestirilmesi igin Schwarz sinir deger probleminin ¢6zimu ortaya konulmustur.

Anahtar Kelimeler : Beltrami denklemi, Schwarz, Dirichlet sinir deger problemleri,
Cauchy - Pompeiu integral gosterilimleri.



ABSTRACT

BOUNDARY VALUE PROBLEMS
FOR THE BELTRAMI EQUATION

GENCTURK, Ilker
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA
June 2013, 55 pages

In this thesis , we study some boundary value problems for the Beltrami equation in

the unit disk. It mainly consists of five chapters.

In the the first chapter, the aim of the study is given. In the next chapter , in real and
complex plane integral relations and representations for the certain type functions
required in this study are put forward.

In the third chapter, some basic boundary value problems for the first order the
homogeneous and the inhomogeneous Cauchy - Riemann equations in the unit disc

are examined.

In the chapter 1V, Schwarz and Dirichlet boundary value problems for Beltrami

equation are investigated.

In the last chapter, in the unit disk we study about Schwarz boundary value problems
for a form generalized of the Beltrami equation in the previous chapter.

Key Words : Beltrami equation, Schwarz, Dirichlet boundary value problems

Cauchy-Pompeiu represantation formulas.
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SIMGELER DIiZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

Kompleks diizlem (z-diizlemi)

Kompleks diizlemin bir alt bolgesi

D bolgesinin kapanist

D alt bolgesinin sinir1

z kompleks sayisinin reel kismi

z kompleks sayisinin sanal kismi

p normlu fonksiyon uzay1

Cauchy tipi zayif singiilerlilige sahip operator
Cauchy tipi kuvvetli singiilerlige sahip operator
1. basamaktan kismi tiirevleri siirekli fonksiyonlar sinifi

z ye gore kismi tiirev operatorii

D iizerinde tanimli Holder siirekli kompleks degerli fonksiyonlarin sinifi
1.basamaktan kismi tiirevleri mevcut ve Holder siirekli fonksiyonlarin sinifi
D bolgesinin Lebesque dl¢iimii

D ye ait k.basamaga kadar tiirevlere sahip tiim test fonksiyonlarin sinifi

vi



1. GIRIS

Kompleks analizin yontemleri matematigin hemen hemen her alaninda kullanilabilen
en etkili konularindan biridir. Reel anlamda c¢oziilemeyen bazi integraller, belli tipten
diferansiyel ve integral denklemler kompleks analiz yontemleriyle ¢oziilebilmektedir.
Bunlarin yaninda kompleks analiz konular1 potansiyel teori, dinamik sistemler, integral
doniistimler, harmonik analiz, operator teori, cebirsel geometride yogun olarak kulla-
nilmaktadir. Ayrica konform doniisiimlerle ilgili olarak fizikte de kompleks analizin

uygulama alani vardir.

Kompleks diferansiyel denklemler 6zellikle de kompleks kismi tiirevli denklemler te-
orisi 1950 yilindan sonra iizerinde ¢ok calisilmis ve teoride klasiklesmis sonuclar or-

taya konulmusgtur.

Bu tezde, uygulamali bir kompleks kismi tiirevli denklem olan Beltrami denklemi icin
Schwarz ve Dirichlet sinir deger problemleri incelenmektedir. Bilindigi gibi kompleks
kismi tiirevli denklemler i¢in incelenen sinir deger problemlerinin basinda Schwarz,
Neumann, Dirichlet, Robin, Riemann ve Rimann-Hilbert sinir deger problemleri gel-
mektedir. Bu tiir problemlerin incelenmesinde en temel ara¢ kompleks fonksiyonlarin
cesitli integral gosterilimleridir. Bu gosterilimler, sinir1 diizgiin bir D C C alt bolge-

sinde gecerli olan

[ we@agan =5 [wyac,  [[weyagan =5 [w&)ag
D oD D oD

Gauss gosterilimlerine dayanir. Buradan elde edilen ve genellestirilmis analitik fonk-

siyonlar teorisinde 6nemli rol oynayan

Tpf(2) :__//f dédn7 o f(2) =——//f dgdn




operatérleri bu tezde yogun olarak kullanilmaktadir. Burada f € L,(D), p > 2 olup
Tp ve Ilp sirastyla Cauchy tipi zayif ve kuvvetli singiilerligi olan operatorlerdir. Bu
operatorler 1. basamaktan kompleks kismi tiirevli denklemler i¢in incelenen sinir deger
problemlerinde 6nemli rol oynarlar. Ancak daha yiiksek basamaktan denklemler icin

gelistirilen ve bu operatdrleri de icine alan m,n € Z, m+n >0, m*>+n®> > 0 icgin

%(C—Z)m_]@—@””, m <0,
Kinn(2,8) = (7(:111{11()72)‘ (I (9 n<o0,

me1/7 \n— m—1 n
(C=9"'(E=2) 1{10g|§_Z’2_ y ﬁ_
u=l1

(m=1)!(n—1)'m

olmak iizere, f € L(D,C) i¢in

TO,Of(Z) = f(Z)’ (m,n) = <0a0)

Tnaf ) = [ Kina(2, ) f(£)dEd0, (m.1) # (0,0)
D

operatorii cesitli sinir deger problemlerin incelenmesinde dogrudan kullanilabilmekte-

dir. Buradan da goriildiigii gibi bu operatorlerin uygulamalarinda

[ » E—z 1 1
el e v T

gibi kath integrallerde singiilerlige sahip Cauchy tipi ¢ekirdek fonksiyonlar1 onem ka-

zanmaktadir.

1.1. Tezin Amaci

Kompleks kismi tiirevli denklemler icin ¢esitli sinir deger problemleri genel olarak
elastisite teorisi, gazlar dinamigi, sualti akustigi, kabuk teorisi, kuantum mekanigi gibi

fizksel alanda uygulamalara sahiptir.

In(z)| <qo<1, feLi(D) olmak iizere

wz(z) + 1(2)w.(z) = f(2)

2



seklinde tanimlanan Beltrami denklemi de uygulamali bir denklemdir. Bu tezin temel
amac1 Beltrami denklemi i¢in Schwarz, Dirichlet sinir deger problemlerini incelemek
ve daha sonra bu denklemin bir genellestirilmesi olan n € N olmak iizere

o"w o"w

o7 T om0z

=f

denklemi i¢in Schwarz probleminin ¢6ziimiinii ortaya koymaktir. Diger bir amag ise
kompleks kismi tiirevli denklemlerde incelenen temel sinir deger problemlerini genis-
letmek ve daha genel sonuclar elde etmek icin gerekli temel bilgi ve altyapiy1 olustur-

maktir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanisinda dnce kompleks analizde bazi temel kavramlar ve belli siniftan
olan fonksiyonlar i¢in integral gosterilimleri 6grenilmistir.[1, 4] Daha sonra komp-
leks diizlemde Gauss-Green formiillerinin ortaya ¢ikis: ve belli tipten kompleks kismi
tiirevli denklemler icin temel sinir deger problemleri incelenmistir.[2] Beltrami denk-
leminin genel ¢oziimii daha sonra belli sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri ortaya ko-

nulmustur. [2, 3]

Bu kaynaklardan elde edilen bilgi ve ¢6ziim metodlarindan yararlanilarak belli tipten
bir genellestirilmis Beltrami denklemi i¢in bir Schwarz sinir deger probleminin ¢o-

ziimii ortaya konmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Kompleks Diizlemde Gauss Teoremleri

Bildigimiz gibi, w = u + iv fonksiyonu analitik ise, bu takdirde u,v Cauchy-Riemann
sistemini saglar. Tersine eger u,v € C! (D) smifindan ve Cauchy-Riemann sistemini

saglarsa, bu takdirde w, D bolgesinde analitiktir.

Simdi analitik bir w = u 4 iv fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu durumda; u,v
Uy = Vy, Uy = —Vy

Cauchy-Riemann sistemini saglar. Burada

0 1(8 ,8)8 1<8+,8>

_—— —_— l— —_— = - —_— l_

dz 2\dx dy/’dz 2\dx dy
kompleks kismi tiirev operatorleri kullanilirsa,

2wy = Uy + vy — ity + vy = 2(ux + ivy)

2wz = Uy +ivy +iuy —vy, =0

elde edilir. Boylece Cauchy-Riemann sistemi, kompleks formda
Wz = 0

denklemiyle gosterilebilir.



2.1.1. Diizlemde Reel Green Teoremi

Teorem 2.1. ¥, pozitif yonde yonlendirilmis pargali diizgiin, kapali bir egri ve
D, v tarafindan siirlanan bolge olsun.
Bu durumda P ve Q fonksiyonlar1 D’de kismi tiirevlere sahip D = DUJD = DUy

tizerinde siirekli iki fonksiyon olmak tiizere,

// (x,y)dxdy = —/P( y)dx, (2.1
//Qxxydxdy—/Qxy (2.2)

esitlikleri gecerlidir.

Ispat. Teoremin ispat1 icin Calculus kitaplarina bakilabilir. 0

(2.1) ve (2.2) den

/ (x,y)dx+ Q(x,y)dy = // [aQ %) 8Pg;,y) dxdy (2.3)
Y

elde edilir. (2.3) esitligine Reel Green Formiilii denir.

2.1.2. Kompleks Diizlemde Gauss Teoremi

D C C tizerinde k. basamaga kadar kismi tiirevleri var olan kompleks degerli fonksi-
yonlarm smifini CK(D;C) ile gosterelim. C(D;C), D de siirekli fonksiyonlarin sinifi

olsun.

Teorem 2.2. D C C diizgiin bir bolge olmak iizere, w € C' (D; C)NC(D; C) fonksiyonu

verilsin.

7 =x+ iy olmak lizere,

//Wz(z)dxdy = %/w(z)dz (2.4)
D

aD

//Wz(z)dxdy = —%/W(z)dz (2.5)
D



Ozdeslikleri saglanir.

Ispat. Kompleks kismi tiirev operatdrleri kullanarak
2wz = (ux — vy) +i(ve+uy) (2.6)

yazilabilir. (2.1) ve (2.2) kullanilirsa

2//wz(z)dxdy = //(ux(z) —vy(z))dxdy—l—i//(vx(z)+uy(z))dxdy
D

D D

— / (u(z)dy +v(z)dx) +i / (v(z)dy —u(z)dy)

oD ob

= —i/(u+iv)(dx+idy)

aD

S / w(z)dz

oD
olup bu da (2.4) esitligini verir.

(2.4) esitliginde w yerine w yazilip her iki tarafin kompleks eslenigi alinarak

9:w = d.w oldugu g6z oniine alinirsa, (2.5) elde edilir. [

2.2. Cauchy- Pompeiu Gosterimi

2.2.1. Tp ve I1p Operatorleri

Tanmm 2.1. D C C smurli bir bolge olmak iizere, D de tanimli kompleks degerli bir f

fonksiyonu i¢in

(Tnf)(z) = —% / / é(—_cidédn, 2.7)
D

seklinde tanimlanan Tp operatoriine zayif singiilerlige sahip Vekua integral operatorii

denir.

Tamim 2.2. D C C smurli bir bolge olmak tizere, D de taniml kompleks degerli bir f

)@ =+ [ | L dgan 2
D

fonksiyonu icin

6



seklinde tanimlanan IIp operatoriine kuvvetli singiilerlige sahip Vekua integral opera-

torii denir.

Tanim 2.3. zp € D sabit bir nokta olmak iizere, her z € D i¢in
|u(z) — u(z0)| < Hlz —z0|* (2.9)

esitsizligi saglanacak bicimde H pozitif reel sabiti ve 0 < o < 1 olacak sekilde o sabiti
varsa u(z) fonksiyonuna zy noktasinda Holder siireklidir denir.
Eger her z1,20 € D i¢in (2.9) yaziliyorsa u(z) fonksiyonuna D de Hélder siireklidir

denir.

C%(D;C), D iizerinde tanimli Holder siirekli kompleks degerli fonksiyonlarin sinifint
gostermek tizere, f € C*(D;C) veya f € Li(D;C) olmast durumunda (2.7) ifadesi
daima mevcuttur. Hatta

Tp : C*(D;C) — Cc*!(D;C)

seklinde sinirl1 bir operatordiir. Burada C%!(D;C), 1. basamaktan kismi tiirevleri mev-

cut ve Holder siirekli fonksiyonlarin sinifidir.

2.2.2. Tp ve I1p Operatorlerinin Ozellikleri

a) f, D’de sinirh olmak lizere 7Tp f kompleks diizlemin tamaminda diizgiin sinirlidir

ve
1

mD \ 2
(@) < 2500171 ("2 2.10)
D T
dir.
b) Tp ve I1p operatorleri
Tp:C*(D) — C*'(D)
Ip:C*D) — C%D)
seklinde sinirlt operatorlerdir.

¢) Tpf in Holder normu

|Tpf |l co(py = max sup}TDf|7 sup ‘(TDf)(Cl)__ (Tgf)(é'z)| (2.11)
Gi#8 61— &

olarak verilir.



d)

d:-Ipf = Tlpf, (2.12)

oIpf = f (2.13)

dir.

2.2.3. Neumann Serisi

Tanmim 2.4. T bir operator olmak iizere,
y
k=0

formundaki serilere Neumann serisi denir.

Burada 7%, T operatoriiniin k defa kendi kendine uygulanmasin ifade eder. Ayrica

Neumann serisi geometrik serinin genellestirilmis halini verir.

Bu seri kavrami Carl Neumann tarafindan potansiyel teorisinde kullanilmistir. Ozel
olarak Neumann serileri Fredholm integral denklemlerin ¢oziimlerinde kullanilan Lioville-
Neumann serilerinin temel yapisini olusturarak fonksiyonel analizde de 6nemli bir rol

oynar.

Teorem 2.3. X normlu vektor uzayinda 7" sinirh operator olsun. Eger T operator nor-
munda Neumann serisi yakinsak ise bu durumda Id birim operator olmak iizere,
Id — T tersinirdir ve

(Id—T)~ Z T (2.14)
dir.
X bir Banach uzay1 ve operator normuna gore |T| < 1 oldugu durumda yakinsaklik

garanti edilir. Bununla beraber, daha zayif kosullar altinda serilerin yakinsak oldugu

durumlar da vardir.

Ispat. Teoremin dogrulugu icin [5] nolu kaynagin 56. sayfasina bakilabilir. [

Sonuc¢ 2.1. Tp ve Ilp operatorlerinin 6zelliklerinden dolayi (2.14) 6zelligi bu opera-

torler icin de gecerlidir.



2.2.4. Cauchy-Pompeiu Gosterilim Formiilleri

Cauchy teoreminden Cauchy formulu ¢ikartildig: gibi (2.4) ve (2.5) denklemlerinden

de baz1 gosterim formiilleri ortaya konulabilir.

Teorem 2.4 (Cauchy-Pompeiu Géosterilimleri). D c C ve w € C!'(D;C)NC(D;C)
olsun.

Bu durumda, her z € D i¢in { = £ + in olmak lizere,

w@ =5 (w6171 [ B2 @15
oD D

) =g [ WO / we (Y ED 216
oD D

ozdeslikleri gecerlidir.

Ispat. 7o € D ve yeterince kiiciik € > 0 sayis1, K¢ (z0) = { € D : |{ — 20| < € olacak
sekilde secilmis olsun.

D¢ = D\K¢(z0) olmak iizere w fonksiyonu yerine

z (6) fonksiyonunu (2.4) baginti-
— 20

sinda D¢ bolgesi i¢in yeniden yazilirsa;
1 dg dédn
— [ w(C)——— [ wsz(C)7——=0
3 [0 o
aDg DE
olur.
¢ — z0 = te'® seklinde kutupsal koordinatlar kullanilirsa, d€dn = tdtd6 olmak iizere,

e2n

/ d‘gd" / / (20 +1€®)e 0 d0ds
-

K (ZO)

yazilabilir.




oldugundan dolayisiyla

esitligi gecerlidir.
D¢ = D\K¢(zp) oldugundan

i &t
[wo= [wo - [ wo e

oD, oD dKe(20)

olup buradan dK¢(zp) igin tekrar kutupsal koordinatlar kullanildiginda

C—zo=¢€e® ve df=¢eie®d0 icin

2r 2
/ W(C)Cd_io = /W(Zo-l-eele)glj: i [ w(zo+ee®)do
aKe(ZO) 0 0

elde edilir. Son olarak (2.17) ifadesinin her iki tarafinin € — 0 icin limiti alinirsa

lim / / ) —2miw(zo)
e—0 —20 — 20

bulunur.

Burada zg keyfi secildiginden bu ifadeyi her z € D i¢in

1 [w(Q) 1 [we(6)
)‘ZE/c—fC‘i/c—
oD D

olarak yazilabilir. Boylece (2.15) kanitlanmaisg olur.

(2.15) iin her iki tarafinin 6nce kompleks eslenigi alinir ve daha sonra w yerine w

yazilirsa (2.16) elde edilir. (]

Burada (2.15) de WZ(C ) = 0 alinirsa analitik fonksiyonlar i¢in Cauchy integral formiilii
elde edilir.

Tanim 2.5. (2.15) ve (2.16) ifadelerine w(z) fonksiyonunun Cauchy-Pompeiu integral

gosterilimleri denir.

10



Tanim 2.6. Daha 6nce Vekua operatorii olarak tanimlanan, f € L (D;C) olmak iizere,

_ __/f dé"” zeC (2.18)

operatoriine Pompeiu Operatorii de denir.

Tanim 2.7. D C C alt bélgesi verilsin. ¢ € C¥(D) olmak iizere reel degerli bir fonk-
siyon olsun. ¢ fonksiyonu tamamen D’nin i¢inde bulunan, kompakt bir alt bolgenin

sinirinda ve disinda 6zdes olarak sifir ise ¢’ye D bolgesinde test fonksiyonu denir.

D’ye ait k.basamaga kadar tiirevlere sahip tiim test fonksiyonlarinin sinifi da C’é (D;C)

ile gosterilir.

Tanim 2.8. Her ¢ € Co (D;C) test fonksiyonu i¢in verilen f fonksiyonuna kargilik

//< —+gqo) dxdy =0 (2.19)

kosulu saglanacak sekilde bir g fonksiyonu var ise g ye f nin z ye gore birinci basa-

maktan Sobolev tiirevi denir ve klasik anlamda oldugu gibi

9 _
8z_g

seklinde gosterilir.
: af N ) .
Benzer sekilde Sobolev anlaminda 3 tanim1 ve yiiksek basamaktan tiirevleri elde
<
edilebilir.
Teorem 2.5. f € Li(D;C) olsun. Bu durumda her ¢ € C}(D;C) test fonksiyonu igin

/ T £(2) =(z)dxdy + / F(2)@(z)dxdy =0 (2.20)
D

esitligi gecerlidir.

Ispat. ¢ fonksiyonunun D bolgesinin siirinda 6zdes olarak sifir oldugu goz oniine

almarak (2.15) esitligi bu fonksiyon i¢in yazilirsa

11



elde edilir. Diger taraftan

/TDf(Z)fpz(Z)dxdy = /[—l/f(é)dg—m;] ¢z(z)dxdy
D

D

oldugu goriiliir. Buradan

[rr@easiy+ [ (s =0
D D
elde edilir.

(2.20) denklemi goz Oniine alinirsa

/ (Tf(2)@:(z) + f(2)@(z))dxdy = 0
D

olacagindan dolayisiyla Sobolev anlaminda

oTf=f

bulunur.

(2.21)

(2.22)

Kompleks kismi tiirevli denklemler i¢in D = {z € C : |z| < 1} birim diskinde sinir

deger problemlerinin incelenmesi sirasinda Cauchy-Pompeiu gosterilim formiillerinin

degisik versiyonlar1 karsimiza ¢ikar.
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Teorem 2.6. w € C'(D;C)NC(D;C) olmak iizere,

27i —z¢ 2rm ¢
S1=1 ¢I=1
1 Wf(C) wa(g)

- / <C—Z + P d&dn (2.23)
§1<1

gosterilimi mevcuttur.

Ispat. wc C'(D;C)NC(D;C) oldugundan (2.4) ifadesini
w(l)z
1-z¢
fonksiyonu i¢in yazarsak sabit bir z (|z| < 1) degeri i¢in
1 e 1 z
— - (0)—dEdn =0
omi | T 7 / welb) =z d6dn
Cl=1 Cl<1

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin kompleks eslenigi alinirsa

1 — Z

_ 1 - 7z
g | Ot [ iz o

2mi -z
El=1 Sl<1
olur. Bu esitlik (2.15) esitligi olan

1 d¢ 1 d&dn
w@=sm [ WO -1 [P
Cl=1 [45S]
esitligi ile toplanirsa ve birim diskte de |{| = 1 icin {d¢ = —Cd{ oldugu goz 6niine

alinarak
1 Ew(&)  aw(8)\dE 1 we(8) z
"9 = 2 / <C—Z ' C—Z>?_5 / (C—z +W‘5(C)1—zf>d€dn
I¢l=1 ¢l<1
(2.24)
bulunur. Diger taraftan
Rew(§) g5 kitmw(l) = 000+ + 5 0(0) - w(E)
I S k] VPN o K Sk Sk d By
- sl o[ ]o
)+ (D)
e
_ o), D)
-z —z



yazilabilir. Bu ifade (2.24) de yerine yazilirsa (2.23) elde edilmis olur. L]

Sonug 2.2. Her w € C!'(D;C) N C(D;C) fonksiyonu

Ry {+zdl 1 we(€) ¢z we(8) 142
W0 = g [ R T 5 | ( Coca e )

Cl=1 Cl<1
+i Im w(0) (2.25)

biciminde gosterilebilir.

(2.25) formiilii Cauchy-Schwarz-Poisson formiilii olarak adlandirilir.

Not 1. Eger w(z) birim diskte analitik bir fonksiyon ise (2.25) formiilii

w(z) = ﬁ / Re w(§) (Cz——CZ - 1) % +iIm w(0) (2.26)

El=1

sekline gelir.

Tanim 2.9. (2.26) formiiliine analitik fonksiyonlar i¢in Schwarz-Poisson Formiilii de-
nir.

Ayrica
E+z  2C
{—z (—z
ifadesine Schwarz ¢ekirdegi ve bunun reel kismi olan
¢ 4 §(C-2)+8(0—2)—((-2)(E-2) _[¢P -

[ S C—2P BT

ifadesine de Poisson cekirdegi denir.

—1

Tanimm 2.10. ¢(z) birim diskte analitik bir fonksiyon olmak iizere

s =50 [ 0O @)

seklinde tanimlanan S operatoriine Schwarz operatorii denir.

Buradaze D={z€ C:|z] < 1} ve { € dD olmak iizere

lim Se(z) = ¢(£), ¢ € C(dD;R) (2.28)

=

oldugu goriilebilir.
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(2.25) Cauchy-Schwarz-Poisson formiiliinii D birim diskinde tanimlanan
wz=f, Rew|logp=0¢, Imw(0)=c (2.29)

probleminin kosullar1 altinda yeniden yazarsak

_ 1 {+zdf 1 f©)¢+z  f(O1+2C N
05 | WOES 5 ( S EERN l_zz>d5d"+

l=1 El<1

(2.30)
fonksiyonunun (2.29) probleminin ¢6ziimii oldugu goriiliir.
Gergekten (2.27) ve (2.28) ozellikleri ile beraber 7j operatoriiniin (7p f (z))Z = f(2)
ozelligi goz ontine alinirsa (2.30) ifadesindeki w(z) fonksiyonunun (2.29) probleminin

kosullarini sagladig: goriilebilir.

Buradan goriildiigii gibi integral gosterim formiilleri sinir-deger problemlerinin ¢6-
ziimlerinde 6nemli bir rol oynar. Bu method sadece birim diskle sinirl degildir ancak
farkli durumlarda problem ¢oziimleri birim diskte verilen ¢oziimler kullanilarak veri-
lir. Ciinkii Riemann Doniisiim Teoremi yardimiyla diizgiin sinira sahip her kompleks

bolge birim diske homeomorf olarak doniistiirtilebilir.
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3. TEMEL SINIR DEGER PROBLEMLERI

Schwarz-Poisson formiilii ve sonuglart goz 6niine alindiginda birim diskteki sinir de-
ger problemleri bir 6nceki boliimde goriildiigii gibi bir yol izlenerek ¢oziilebilmektedir.
Kompleks kismi tiirevli denklemler icin incelenen sinir deger problemlerinin temeli,

analitik fonksiyonlar i¢in verilen sinir deger problemlerine dayanir.

Birim disk diginda ise Riemann Doniisiim Teoremi kolaylik saglar. Teoreme gore her-
hangi bir basit baglantil1 bolgeyi birim diske doniistiiren bir Riemann doniigiimii var

oldugundan birim diskteki sonuclar basit baglantili bolge i¢in de gecerliligini korur.

Simdi asil ¢calismamizda rol oynayan iki temel sinir deger problemini gorelim.

3.1. Schwarz Siir Deger Problemi

Tamim 3.1 (SCHWARZ SINIR DEGER PROBLEMI). D = {z € C: |z] < 1} birim dis-

kinde wz = 0 denkleminin
Rew |yjp=7, Imw(0) =¢, ye C(dD;R), ce R

sinir kogullarini saglayan w(z) ¢oziimiiniin bulunmasi problemine analitik fonksiyonlar

icin Schwarz sinir deger problemi dentr.

Diger taraftan

W§:O

denkleminin ¢ziimleri analitik fonksiyonlar oldugundan analitik fonksiyonlar i¢in Sc-

hwarz sinir deger probleminin ¢oziimii de analitik bir fonksiyondur.
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Teorem 3.1. D = {z € C: |z| < 1} olmak iizere;

WZZO, zeD,
Re w(z) |ap=¥(z), v€C(ID;R),

Imw(0) =c¢, c€eR,

Schwarz problemi tek ¢6ziime sahiptir ve bu ¢éziim

w@=sm [ MOEEE vic 6.
=1

formiilu ile verilir.

Ispat. Teoremin dogrulugu

W):% / Re w({) (CZ—_CZ—I)%—HImW(O)
I¢|=1

Schwarz-Poisson formiiliinden agiktir. 0

3.2. Dirichlet Simir Deger Problemi

Tanim 3.2 (DIRICHLET SINIR DEGER PROBLEMI). D = {z € C: |z| < 1} birim dis-

kinde

wz = 0 denkleminin
w(z) lap=¥(z) , z€ 9D, Y€ C(dD;C)

sinir kogullarini saglayan w(z) ¢oziimiiniin bulunmasi problemine analitik fonksiyonlar
icin Dirichlet sinir deger problemi denir. Schwarz probleminde oldugu gibi analitik

fonksiyonlar i¢in Dirichlet sinir deger probleminin ¢oziimii analitik bir fonksiyondur.

Not 2 (PLEMELJ-SOKHOTZKI FORMULLERI). Cauchy integral formiiliiniin hipotez-

leri altinda ®(z) fonksiyonu

(0= m @), @ (1)= lim @)
€D+ €D~
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sinir degerlerine sahiptir.
Burada Dt, 9D = yile simrlanmis i¢ bolge, D~ = C\ (Dt Uy) ve C Riemann kiire-
sidir.

Ayrica T € Y igin

(1) = %(p(r)JrCD(r) 3.1)
o (1) = —%(p(r)+d>(r) (3.2)

olup, ¢ () Cauchy esas degeri anlamindadir. (3.1) ve (3.2) bagintilar1 Plemelj-Sokhotzki
formiilleri olarak bilinir.

Plemelj-Sokhotzki formiiliinden, |{| = 1 i¢in

1
lim w(z) — lim w(:) =y(&)
=& 7= Z
|lz]<1 1<
yazilabilir. |{| = 1 iken

égl w(z) =¥(¢)

olmasi icin gerek ve yeter sart
lim w(z) =0

7=
1<z

olmasidir. Ancak, Plemelj-Sokhotzki formiiliiniin klasik gosterilimi y Holder siirekli

oldugunda gecerli olmasina ragmen birim disk i¢cin Holder siireklilik gerekli degildir.

Teorem 3.2. D={z€ C:|z] <1}, y€ C(dD ;R) olmak iizere

wz = 0 denkleminin

w(z) [op=Y(z), z€D

kosulunu saglayan ¢dziimiiniin mevcut olmast igin gerek ve yeter sart |z| < 1 i¢in

1 ¢ B
o [ noza=o 6.3
Cl=1
olmasidir. Bu durumda da problemin tek ¢oziimii
1 d¢
@ =5 [ MO G
Cl=1

Cauchy integral formiilii ile verilir.
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Ispat. (=): (3.3) in gerek kosul oldugunu gosterelim. w, Dirichlet probleminin bir

¢oziimii olsun. Bu takdirde, her || = 1 i¢in w, D de analitik olup teoremin kosulundan

limw(z) = (&) (3.5)
7—C

stirekli sinir degerlerine sahiptir.

Diger taraftan, 1 < |z| igin

w(i)z Y O I S y(é)é%

)~ T =~ 2m =
g1 Zj=1

fonksiyonunu g6z oniine alalim.

1 < |z] i¢in z — & oldugunda 1/Z — ¢ olur. Dolayisiyla, 1 < |z] i¢in lin% w({) mevcut
—

1
oldugundan limw <:) de mevcuttur.
7= Z

Buradan,

y_ 1 ¢ 4 dg
vow(z) =2 [ ”C)(G+E‘l)?
¢]=1

olup Poisson ¢ekirdeginin 6zelliklerinden |{| = 1 i¢in

lim w(z) — lim w(~) = y(¢) (3.6)
7= 7—C Z
lz]<1 1<|z|

elde edilir. Bu ifade (3.5) ile kargilastirilirsa

lim w(z) =0
7=
|lz|<1
oldugu gortiliir.
1 < |z| oldugunda w(eo) = 0 olacagindan analitik fonksiyonlar i¢in maksimum prensibi
nedeniyle w(z) = 0 olur. Buradan |z| < 1 igin
1 1 Z
- =—= ——d{ =0
v (z) 27 / ez
I€l=1
bulunur. Boylece (3.3) kosulu elde edilir.
(«<=): (3.3) nin yeterli kosul oldugunu gostermek icin (3.3) ile (3.4) taraf tarafa topla-

nirsa;

1 ¢ z \d¢ 1 ¢ 4 d¢
055 | 10(e ) e Y(C)<E+E_l)?
SI=1 €l=1
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bulunur.

Boylece |{| = 1 i¢in Poisson 6zelliklerinden

élg% w(z) =¥(¢)

oldugu goriiliir. [
Simdi ayn1 sinir dger problemlerini homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi icin

inceleyelim.

3.3. Homojen Olmayan Cauchy-Riemann Denklemi icin

Schwarz Simir Deger Problemi

Teorem 3.3. D= {z € C: || < 1} birim diskinde f € L;(D;C) olmak iizere

wz = f homojen olmayan Cauchy-Riemann denkleminin
Rew|gp=7v, Imw(0)=c

kosullarini saglayan ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim

_ §+zdl .1 f§)¢+z  f(© 1+
v =g | MO e g | ( . -2t g 1—ZC>d€d

El=1 |<§|<1

(3.7)

formulii ile tek tiirli belirlenebilir.

Ispat. w e C'(D,C)NC(D,C) igin (2.25) gosterilimi goz oniine alinirsa problemin

¢Oziminin

W) = o Rew(@)ﬂﬂ_if (WC(C)C+Z+WC(C)1+ZC>d§d

27T {—z¢ 2m ¢ C—z ¢ 1-z¢
Cl=1 Cl<1
+ilm w(0)
oldugu dogrudan goriiliir. Bu ¢oziimiin tek oldugu ise Teorem 3.1. den agiktir. [
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3.4. Homojen Olmayan Cauchy-Riemann Denklemi icin

Dirichlet Sinir Deger Problemi

Teorem 3.4. D = {z € C: || < 1} birim diskinde

Wf:fv fELl(D;C)v
w’aD:’% YGC(aD’C)7

olarak tanimlanan homojen olmayan Cauchy-Riemann denklemi i¢in Dirichlet proble-

minin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |z| < 1 birim D diskinde

1 Z 1 z
[ noia=1 [ oz 69
€l=1 €1<1
olmasidir. Bu durumda Dirichlet probleminin tek ¢oziimii
1 dg 1 dédn
w(z) =5 / Y(C)G—E / f(C)C—z (3.9)
El=1 Sl<1

dir.

Ispat. Eger Dirichlet probleminin ¢oziimiiniin varligi kabul edilirse (3.9) ¢oziimii (2.15)
Cauchy-Pompeiu gosteriliminden agiktir. Coziimiin tekligi ise Teoremi 3.2. nin bir so-

nucudur.

Simdi (3.8) kosulu altinda (3.9) fonksiyonunun homojen olmayan Dirichlet sinir deger

probleminin ¢oziimii oldugunu goérelim. Oncelikle |z| < 1 olmak iizere, (3.8) ve (3.9)

taraf tarafa toplanirsa

w@ = [ 10 (g e x [0 (g ) dean

1
Cl=1 ¢I<1
_ ¢ &\t LN
- /y(é)(z+z_z 1>§ s [ 10y ) agan
Cl=1 I4S!
elde edilir.
1 . 1-z+zl -z

=2 1-2%  (C-90-%)
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z| = 1 i¢in bu ifade sifirdir. Dolayisiyla |z| = 1 6zelligini saglayan z sinir

_ &L\
Mdg/fﬂd< + I)C (3.10)

oldugundan ,

noktalart i¢in

yazilabilir.
(3.10) de Poisson ¢ekirdeginin 6zelligini kullanilirsa w(z) = ¥(z) smir kogulu saglanir.
Ayrica |z] < 1 olmak iizere,
1 d¢ 1 dédn
=5 [ 1021 [

¢— -z
Cl=1 ¢l<1

fonksiyonu, 7p operatoriiniin 6zelliginden w: = f denklemini saglar.

Diger taraftan; gereklilik kosulu i¢in analitik fonksiyonlara iligkin Dirichlet problemi-

nin ¢oziilebilme kosulu olan ve (3.3) ile gosterilen

o [ noa=o

El=1

kosulunu goz oniine alalim. Bu kosulu w — Tp f analitik fonksiyonu i¢in uygulanirsa
(w=Tpf)lop =71~ (Inf)ap

olacagindan (3.3) de y yerine Y — Tp f alinirsa
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¢[=1

1 Z

T 2w / v() C_Zm/ Tf6
¢[=1 ¢[=1

1 S L 10) z

“om | YT " o [~ gdnd| T—=zd6
¢[=1 ¢[=1 !t!<1
1 7z d

T 2w /f 27rz / I—ZC—CCdtldtz
!C\= Itl<1 ¢[=1
1 1 z d

:E /f ﬂ / l—z CC_—Cdtldtz
!C\: Itl<1 IC! 1
1

:E /f thl‘ldtz
!C\= Itl<1
1

L L o
!C\: !t|<1

olup boylece

o | Mgy | o

2— f(¢
=1 |C!<1

(3.8) ¢oziilebilme kosulu elde edilir. Burada Cauchy integral formiilii { ya gore analitik

olan
fonksiyonu icin kullanilmistir. Formiile gore
z
1 Zj z
— d . =—— di [
i | e A= Ol =, dn

IE1=1
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4. BELTRAMI DENKLEMI ICiN SINIR DEGER PROBLEMLERI

Bu boliimde ilk olarak Beltrami denkleminin genel ¢oziimiinii daha sonra daha on-
ceki boliimde gordiigiimiiz homojen olmayan Cauchy-Riemann Denklemleri i¢in sinir
deger problemlerinden yararlanarak birim diskte Beltrami denklemi i¢in Schwarz ve

Dirichlet problemlerinin ¢oziilebilme kosullar1 ve ¢oziimlerini inceleyecegiz.

4.1. Beltrami Denklemi

Onemli kompleks kismi diferansiyel denklem sistemlerinden birisi de Cauchy-Riemann

denklem sistemi ile ayni tipte ancak daha genel bir forma sahip ve
wz+q(2)w;

seklinde tanimlanan Beltrami denklem sistemidir.
Burada ¢(z), D bolgesinde |¢(z)| < go < 1 6zelliine sahip 6l¢iilebilir bir fonksiyon-
dur. Bu kosul elliptik kosulu olarak adlandirilan sistemin gii¢lii elliptikligini garanti

eder.

Biz bu béliimde f € L,(D), p > 2 olmak iizere,
wz+q(2)w. = f(z), z€D 4.1
denkleminin genel ¢coziimiinii 6zellikle Vekua tarafindan verilen (2.8) IIp operatoriinii

kullanarak verecegiz.

Asagida lemmalara dayanarak (4.1) denklemi i¢in Schwarz ve Dirichlet sinir deger

problemlerinin ¢éziimlerinin varligini kanitlayacagiz.
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Lemma 4.1. Homojen (f = 0) oldugu durumda (4.1) denklemi, { = {(z) ve ¢ sabit

olmak tizere
CZ +q Cz =0

homeomorfizm doniisiimii ile Wz = 0 Cauchy-Riemann denklemine doniisiir.

Ispat. w;+q(z)w, = 0 homojen Beltrami denklemi verilsin. Burada |¢| < go < 1 icin

&=+ q&; = 0 kosulu altinda § = {(z) doniisiimiinii g6z 6niine alalim.

{ = {(z) doniisiimii homeomorfizm oldugundan w = W ({(z)) doniisiimiinde £, w nin
sagladig1 denklemi saglar. Dolayisiyla,
wztq(zw, = We- CZJFWg'ZzﬂL(] (WC & +ngz>

= WelG+ald+ W [(8) +4(E)
= Wz[@‘f’Q@]

olur.
S N S < S S (< I
G+ql =0 <= —q(; Cz<:>qu 1:>q© 1
oldugundan
we[@+a@)] = w; 1+q§?;]<@>
A
= 1 :
Wz _ +qqq(cz)] (&)
= Wz [1+lgP(-D] (&) =0
yazabiliriz.

Son esitlikte £, # 0 ve |g|? < 1 oldugundan We = 0 olmak zorundadur. Yani; W ({(z)) = w

fonksiyonu § nin analitik bir fonksiyonudur. 0
Sonug¢ 4.1. Beltrami denklemi i¢in klasik olarak verilen sinir deger problemlerinin
ilgili ¢oziimleri tek tiirlii gosterilir.

Lemma 4.1 nedeniyle analitik fonksiyonlar i¢in homojen sinir kogullari ile sinir deger

problemlerin tek asikar ¢oziimlere sahip oldugu sdylenebilir.
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4.2. Beltrami Denkleminin Genel Coziimii

Simdi, (4.1) denkleminin genel ¢oziimiinii verelim. Beltrami denkleminin genel ¢o-

ziimii, p := w; olmak lizere D de keyfi ¢ analitik fonksiyonu ve

9= [[p@FDL, ¢=e+m,
[45S]

icin
w(z) =¢(2) +Tp(z) (4.2)

formundadir.

Burada, p € L'(D) igin Sobolev anlaminda 0-Tp(z) = p(z) dur.
Simdi (4.2), (4.1) denklemini saglayacak sekilde p(z) yi bulmaya calisgalim. Bunun

icin 6nce
9=+ [[p@B, ¢=g+in
i
o) =+ [[p@) 20 =g
i1

d d
operatorleri i¢in 8_TDp (z) =Tp(z) ve ;Tpp (z) = p(z) 6zellikleri goz 6niine alina-
z 4
rak

w, = ¢'(z)+1Ip(z)
wr; = p(z)

olup bu degerlerin (4.1) de yerine yazilmasiyla
p(2) +4(2)9'(z) +49(x)1Ip(z) = £(2)

elde edilir. Buradan

(Id +qIT)p(z) f(z)—q(2)9'(z)
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yazilabilir. IT operatériiniin (2.14) 6zelliginden dolay1 tersinirdir. Dolayisiyla p(z) igin

(Id+q) " 'p(z)(Id +qIT) = (Id+qIT)~'(f —q¢')(z)
piz) = Y (=DM (f —q9')(z)

k=0

yazilabilir. Burada Id birim operatordiir. Bu son esitligi {, := z olmak iizere,

p) = Y (=D eI (f —q¢')(2)

k=0
B = 1 [ Q) —a@PG S a()
= J-4@e @D +ak) L k/ G—C? M E—a.p
d&idny ...d&dn (4.3)

olur.

Ozel olarak z € D igin g(z) = c(csabit) alalim. Bu durumda (4.3) denklemi

p(z) = fl2)—co'(z ZC—/ (&) —co'(&)
D

k
/H = dﬁldnl A dMi—y | dEdme (4.4)
I=1
seklinde yazilabilir.
Lemma 4.2.
k—1
@ g e - dbdnc P St Y
esitligi gecerlidir.

Ispat. Lemmanin dogrulugunu tiimevarimla gorebiliriz. Oncelikle k = 2 igin dogru-
lugunu gosterelim. Daha sonra (k — 1) i¢in denklemin dogrulugunu kabul edip k i¢in

(4.5) in dogru oldugunu gostermeliyiz.

1. adim k£ =2 igin

2 d&idm & —
/ [z =g pd6dm = / G or o 4o
D21
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olup olmadiginm gorelim.

Bu ifadenin degerini elde etmek icin ilk olarak {y := z olmak iizere,

déidm 1 1 1
/(CZ—CI)(Q -2) G-z /CZ_Cldéldnl—’_/—Cl _Zd§1dﬂ1 4.7)
D D D

esitligini goz Oniine alalim. Burada parantez i¢indeki integraller i¢in (2.15) Cauchy-

Pompeiu gosterilim formiiliinde w(z) = 7 alirsak

/C Cld&dm /CIC é, —|—717W(C2) (4.8)

/Cl d&idn, = ——/Cl glié;lz—EW() (4.9)

(4.8) ve (4.9) ifadelerini (4.7) yerine yazarsak

d&idm _ déi =, 1 [=d&
/(52—51)(51—2) - bz /C] JrﬂCZjLZi/C]Q—Z e
D oD

ve

olur.

= E”(E—Z) Cz (Cz—Z)
&z
i (4.10)

bulunur. Diger taraftan (4.6) ifadesini

/ d&idn,
(&= G1)* (61 —2)?
D

__ 1 1 d&dn, 1
=G /(Cz—g) délderz/(Cz—Cl)(Cl—Z)+/(C1—Z)2d§1dm

D

4.11)

seklinde yazabiliriz. Yine benzer sekilde burada da (2.4) Gauss formiiliinii kullanarak

parantez icindeki integraller i¢in

1 1 4
/(Cz—C) d&idn; = /(Cz-&) dg (4.12)

oD
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Ve

/ﬁd&dm:%/(gﬁz)zdé (4.13)

D dD
yazabiliriz.

(4.10), (4.12) ve (4.13) degerlerini (4.11) denkleminde yerine yazarsak

dédn 1 4 L-z 1 4
/ G-tPG—27 ~ (G-2° Zi/ <cz—cl>2"51””cz—z+2i/ G-
D

oD oD
&H—z

G2

olur. Bu bize (4.5) denkleminde k = 2 i¢in denklemin dogrulugunu verir.

(4.14)

2. adim (4.5) in (k — 1) indisi i¢in dogrulugunu kabul edelim. Yani;

7 k2
/ H dgldnl dgk_zdnk_zz(k—l)n“(f’gl—_z)z)k (4.15)

saglansin.

3.adim £k indisi i¢in

/H 7= déldm S 1dMy—1

/ / H = d&dm A& _pdmy— S A C )dék WdMe—1 (4.16)

(k—1 )1nd1s11 terim

yazilabilir. (k— 1) indisli terim i¢in (4.15) esitligini kullanirsak

k
/H 3 dS1dny ... d&1dny
] Cl—

7 )k2
= / (k— 1yzk2 81 =2 1 Sd&_ydme-y (4.17)

(G112 (&G —&-1)

D
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1 -
olur. (4.17) denklemi i¢in (2.4) Gauss formiiliinii kullanirsak w({; ) = 1 (G —2)F 2

olmak uizere

I (R 1
/ b G (GG o e

/kl (G —2)% 1 dgey @.18)

D

o k2l
=TS ] T G oF G- Gr?

oD

elde edilir. Buradan;

”kz/(Ck—l—Z)k1 = _ ﬂk*zzmk(Ck | —z)k!
2i (&1 =2 (&= Ge1)? 2 (G —2)kt!
oD
(G-~
W 4.19)

yazilabilir. Sonug olarak k. terim icin

k-1
/H = déldm A& ydmyy =k 1% (4.20)

olur. Boylece (4.5) ispatlanmis oldu.

(4.5) e gore (4.4) yeniden yazilirsa p(z)nin degeri

L \k—1
p(2) = f(2) —c@'(z +zkc— / {16 - @ 3= = agane @2

D
olarak bulunur.

(4.21) degerini (4.2) denkleminde yazalim. Bu durumda, ¢t = #; + it olmak iizere;

w(z) = ——/{f &) —co'( } dédn

[Cl<1
Yk / {f(C)—aP’(C)}Eg gkﬂ L indnazan @2
k=1
D2



elde edilir.
Beltrami denkleminin genel ¢oziimii olan bu ifadeyi daha basit hale getirmek icin asa-

gidaki lemmay1 verelim:

Lemma 4.3. |k| > 0 olmak iizere; |z| < 1 ve |{| < 1 igin,

L[ (-1 1 (§-2)f

— dndh = - ————— 4.23

n/(c—r>k+lt—z TR -
esitligi gecerlidir.

Ispat. Oncelikle
1 (S
— —————dndn
ﬂ/(é—t)(t—z)

k-1 k-1
:i % / (C(C—i)t)dtldtz—k% / %dlldtz

[r|<1 r|<1
11 1 — 1) 1 — 1)k —
k{—z | 2mi (t—20) 27 (t—72)
l7|=1 lr|=1
1(¢-2)f
=— 4.24
k C—z (29
yazilabilir. Burada esitligin her iki tarafinin § ya gore k. tiirevi alinirsa
1 —n)kl 1 (§—2)
L N o B W (G
7 I (e K(E—o
|t]<1
olur ve bu da (4.23) ii verir. ]
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Lemma 4.3 kullanilirsa (4.22) ¢oziimii

1

WD) = 97 / {F(0)—e0/(0)} g—dgan

§l<1
- I
Y / (O -co©) |1 / e dnan | agan
D

|t <1

seklinde yazilabilir. (4.23) bu son esitlikte yerine yazilirsa

oo 1 / T \k
w0 =0)- L / {ro-cp @)}t azm  @as)

§l<1

elde edilir.

Son olarak |c| < 1 oldugundan

N (o L =T e (e AL 1 B 1
,;00 (C—Z)"“_,;)C—z( -z ) (-2 1_@_C—z—c(ﬁ)

yazilabilirdir. Boylece Beltrami denkleminin genel ¢oziimii ¢, D birim diskinde keyfi

analitik bir fonksiyon olmak iizere

w(o) = 9(a) — / {F0)-co' )} C_Z_lc(z)dédn (4.26)

§l<1

olarak elde edilir.
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4.3. Schwarz Sinir Deger Problemi
Teorem 4.1. Birim diskte f € L,(D), p > 2, y € C(dD,R) ve a € R olmak iizere;
we+cw,=f, Rewlyjp=7, Imw(0)=a

olarak verilen Schwarz sinir deger problemi coziilebilirdir ve ¢éziim

W) = 0+ L / {ckﬂ’f(f—ap’)(é) o
El<1
+zkm<c>z(1f—jz%}dadn (4.27)
dur. Burada ¢(z) fonksiyonu ve IT; operatorii
00 = o | MOFEG b @28)
El=1
Mp(z) = _%/{(g(_i))ﬁ(f_(f%)z}dgdn. (4.29)
El<1
dur.
Ispat.
TIP(Z)::_%/ p(g)gf}’jgti}dwn
l<1
<p<z>=2im/y<c>§f§%+m

€1=1

olmak tizere w(z) = @(z) + T1p(z) ifadesini Beltrami denkleminde yerine yazarsak

p(z)+c¢'(z) +cIlip(z) = f(2) (4.30)

Re ¢(z)|op =7, Im @(0)=a (4.31)

olur. Bu durumda ¢ ve p yi bulalim.
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Teorem 3.3 i kullanarak analitik fonksiyonlar i¢in Schwarz probleminin ¢oziimiinii

—L C_I_Zﬁ ia
¢(z) = ./Y(C)(:_Z i (4.32)

olarak gostermistik.

Diger taraftan, Beltrami denkleminin genel ¢oziimii verilirken IT operatorii i¢in yapilan

islemler I operatorii i¢in yapilirsa (4.30) den p yu

(o]

p(z) =Y (=D () (f —c9')(2) (4.33)

k=0

olarak bulabiliriz.

(4.32) ve (4.33) w(z) = ¢(z) + T1p(z) de yerine yazilirsa

1 C+zdC .
w(z) = oy Y(C)C—zf+la
Cl=1
Yy L) ()2
& 2m WS )
<1
R (f = co! &}d d 4.34
eI (f ¢)(C)€(1_ZC) Edn  (434)
elde edilir. ]
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4.4. Dirichlet Sinir Deger Problemi

Teorem 4.2. Birim diskte p > 2 i¢in f € L,(D) ve y € C(dD;C) olmak iizere,

wetew,=f, wlop=7v

Dirichlet sinir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

- 00 okl
L o= S Y e / FOE 9 2 a3s)

2_7'Ci 1 +Cz 1 _ZC k=0 (1 _ZC)k+1
€1=1 €l<1

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda problemin tek ¢oziimii

£1=1 £1=1
1 dédn__ 436
”C/lf(QCZC(CZ) (4.36)

dir.
Ispat. ¢(z), D de analitik bir fonksiyon olmak iizere Beltrami denkleminin
w(z) = @(z) + Tp(z) formunda ¢oziimii géz Oniine alinirsa;
p+cl, = f—c¢', zeD, (4.37)
Ploap = (r=Tp)lap (4.38)

elde edilir. Burada (4.37) ve (4.38) saglanacak sekilde p ve ¢ yi bulmamiz gerekir.

(4.38) esitligine baktigimizda bu denklemin analitik fonksiyonlar icin Dirichlet sinir
deger problemi oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla Dirichlet probleminin ¢éziilebilme ko-

sulu olan (3.3) den (4.38) in ¢oziilebilir olmasi icin gerek ve yeter sart

o | (0-100) 22 =0, <1, 39)
€1=1
olmasidir. Bu durumda tek ¢6ziim
0(0)= 5 / (16 -1p0)) 7 (4.40)
I€l=1



dir.

(4.39) esitligini (2.4) Gauss bagintis1 yardimiyla

z¢ 1-z¢ 1-z¢
1¢]=1 1¢]<1 ¢]<1

1 z 1. z 1 z
o | TP dC=2—m2z/p(C) dédnzgfp(é) dédn

olarak yazabiliriz. Boylece (4.39) coziilebilme kosulu

s / O = / p(OFT] @an
I€l=1 (45}

sekline gelir.

Cauchy-Pompeiu gosteriliminin goz oniine alinmasiyla

0@ = 50 | [M0-Te@)] 2
I€l=1
o a1 e
= 35 (C)C—z_%/T (C)G
I€l=1 ] I€l=1
= ﬁ (C)Cd—_gz— %/g(_g)dédnJer(z)]
I€l=1 ] 1¢]<1
! d¢ 1 p(%) 1 p(&)
= %/Y(C)m— %/Zdédn—%/zdédn]
I€l=1 IRI4ES! Cl<1
o it
= on Y(C)G
I€l=1

olur. Diger taraftan daha onceki boliimlerde oldugu gibi (4.37) den,

(m)k_l dtidty
(t =2 (=)

lr]<1

al-

I(k;z,8) =

olmak iizere p(z) fonksiyonu
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k=0
B ¢ 7(§)
= /@ 2m‘/(§—z)2 ¢
ICI=1
(S < .
+ch C)(C )H]dédn o | VON(kz )dE
\<;|<1 I¢=1

olarak bulunur. Simdi /(k;z, {) degerini hesaplayalim:

Lemma 4.4. |k| > 0 olmak iizere; |z| < 1 ve || < 1 igin,

1ﬁ/(F7V16Mﬁ2 k+1 (=2t

P (r— Z)k+l (t— C)Z - k(¢ —Z)k+2 (4.42)
lr|<1
esitligi gecerlidir.
ispat. Oncelikle
1 (m)kfl
; / mdtldtz
lr|<1
| 1 (t—z7)! 1 (=2
-z P / Tdtld&_g / dedtz
lr|<1 r]<1
_ ! L B e A T B G
T k(-2 | 2mi / (t—C)dt_z_m' / (1—2) dt — (£ —2)*
lr|=1 lr|=1
(s
k(-2 (4.43)

yazilabilir. Burada ilk 6nce esitligin her iki tarafimin { a gore tiirevi alinip daha sonra z

ye gore k. tiirevi alinirsa

I(k;Z,C):%/ (m)kfl dtidt) k+1 (C_Z)k

O N (R

lr|<1

elde edilir. ]

37



Lemma 4.4 goz Oniine alinirsa

PR = [~ 5 / %d@’
IE1=1
" ik d L (= k+1 ¢ T—2)k
+1;lkck{E/f(C)(C_Z)kHd&dTI—Tz—m-/Y(C)mdé}
El<1 El=1

(4.44)

olur. Diger taraftan (4.44) ¢oziilebilme kosulu olan (4.41) de yerine yazilirsa ¢oziile-

bilme kosulu

L/y(g) de i(kﬂ)ckﬂzim,/y(é)h(k;z,C)dC

2mi 1-2¢ =
€1=1 I€1=1

1 2d&dn v kL :

= / FOTE + Lk / (&) (kiz, {)dEdn (4.45)
[4S Sl<1

sekline gelir. Burada

-k 3
hkzg) = - / (f_tfﬁfft_”;?,

lr]<1

L(k;z,8) = (g:?kl Zdt dty

1
- ( ] — 7
[r]<1

dir. Bu iki integralin degeri

1 (C—t)fzdndn, 1 zZ(L—z)F!
T C—t 1-z2t k+1 1-%¢
[r]<1

esitli§i goz Oniine alinarak

(_ 1)k+1 Zk+2(z)k+l

Il(k;Z;C) = k+1 (1—ZC)k+2
_1\kskt+1l (7 Nk
e - CUAC
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olarak bulunabilir. 7} ve I degerleri (4.45) de yerlerine yazilirsa;

| _ o 1 )KL kA2 (7 )kl
Tm/Y(C)édC + kZOMc"“z—m/Y(C)(k/’)(r Z<1<_§ZC)Z,3+2 d¢
=1 =1

_1 : i (1) B T
_E/f(‘:)1—zg ) kﬂ/f(é) F oz rasdn
I¢]<1 I¢|<1

olup toplamla integralin yerleri degistirilerek

1 z 1 z oo Ck+12k+1(€ Z>k+1
EC/ Mor—ggde + gC/ NG LV ger
=1 =1

1 z

€]<1 €l<1

l Z - B kaZk(C Z)k
n/f(C)(l—ZC),;l< 1) N dédn

yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak,

k

1 > cz(€—2) z

i | 9L k( 1—zc>> ="

1¢[=1
1/ i ) Czﬁ) e
-z0) (1— z8)

I¢l<1

bulunur.

lc] < 1 ve || =1 olduklar1 g6z 6niine alinarak gerekli igslemler yapilirsa, ¢6ziilebilme

kosulu
*l e
Zm/ (6) 14 ZC I—ZC dC kZO 1) /f(C)(C—Z)deédn
I¢[=1 I¢]<1

olarak bulunur.
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Son olarak; hesaplanan p ve ¢ degerlerini w(z) = @(z) + Tp(z) de yerine yazarsak

we) = = [ ot L / F(g)%en

-z @

FY D / Y (kiz, )¢

k=0
€l=1

—ikck%/f(C)Jz(k;z,C)dédn (4.46)
k=1

§l<1

elde edilir. Burada Ji (k;z,{) ve Ja(k; z, §) integralleri

Tk
N(kiz,§) = %/(éc_,)tguitﬂz’

l7|<1
k1
hikz,8) = % / Eg _gkﬂd,tl_df
r|<1

dir. Lemma 4.4 ve Lemma 4.7 nin goz Oniine alinmasiyla bu integraller

1 _ \k+1
ka8 = e

7 _\k
Bz ) = %é{%
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seklinde hesaplanabilir.J; ve J; (4.46) de yerine yazilirsa;

W) = 5 / o7 -2 / 0%

IC]=1 [C]<1
o 1 1 7 \k+1
N / y(é)wgg_gwdc
IC]=1
> 1 1 k
LK / FO) g
[C]<1
L / O -1 / 0%
IC]=1 |C]<1
= 1 (-2 ag
+k;0 k+12m_/7(5)((: Z)k+1C—Z
IC]=1
oy kL (§—2)*d&dn
kg’l m /f(g)(C—Z)"C—Z
[C]<1

elde edilir. Burada da seri ile integralin yerleri degistirilerek gerekli diizenlemeler ya-

pilirsa
—\k
o ¢ 1 c(f—2) v [clE—2)) d&
w(z) = %/Y(C)G—F%/Y(C) £z l;)< [ ) -z
1¢]=1 I¢[=1
— N\ k
1 = (T2 dgan
ﬂ/f(@é( - ) 2
[4S}
olur.

Son olarak |c| < 1 oldugundan Dirichlet probleminin ¢6ziimii olarak

we) = w2 ! / yo) <=2 ds

ami {—z 2mi (—z-c(l-2)E-2
I¢]=1 I¢]=1
B dedn
_ /f(og—z—dﬁ) (447)
I¢]<1
bulunur. L]
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5. GENELLESTIRILMIiS BELTRAMI DENKLEMI ICIN SCHWARZ SINIR
DEGER PROBLEMI

Bu boliimde Beltrami denklemi i¢in Schwarz probleminin ¢6ztimiinii kullanarak ¢(z),
D bolgesinde |g(z)| < go < 1 ozelligine sahip ol¢iilebilir bir fonksiyon olmak iizere
once

Wﬁ—i_q(Z)WZZ:f? fELp(l_)>7 p>27 (51)

denklemi icin Schwarz probleminin ¢oziimiinii daha sonra ise (5.1) in genellestirilmis

bir formu olan

8"w+ @) a"w
YT

=f, f€L,D), p>2, neN, (5.2)

denklemi i¢in Schwarz problemininin ¢6ziimii 6zel olarak z € ) i¢in ¢(z) = c¢(c sabit)

oldugu durum goz oniine alinarak incelenecektir.
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5.1. Schwarz Problemi

(5.1) denklemi

wz = f1, (5.3)
wz+cw, = fo, 5.4

denklemlerinin birbiriyle ardisik uygulanmasi olarak diisiiniilebilir. Bir onceki boliimde

verildigi iizere, D birim diskinde |¢| < 1 olmak iizere;
wzt+ew,=f, Rewl|pp=7y, Imw(0)=a (5.5)

Beltrami denklemi i¢in Schwarz sinir deger probleminin ¢oziimii

w(Z)_(P(Z)%/ [pf)gf?’)%@izg d&dn (5.6)

&l<1
seklindedir. Burada p(z) = w; olmak tizere

[}

p(2) =Y (~D)T(f —co')(2)

k=0
ve @, D de keyfi analitik bir fonksiyondur.

Simdi (5.1) operatorii icin Schwarz problemini géz Oniine alalim. Benzer sekilde Di-

richlet problemi de ayni1 yolla ¢oziilebilirdir.

Teorem 5.1. Birim diskte 9,7 € C(0D,R) ve ap,a1 € R, = f, f € L,(D) olmak

uzere,

Wﬁ"‘CWzZ:faZGDa (57)

Re W|3D =%, Re W2|3D =", Im W(O) =dy, Im Wz(O) =da (58)

olarak tanimlanan Schwarz sinir deger problemi tek tiirlii ¢oziilebilirdir ve ¢oziim

— i - c PSP C+z
w(z) = <p(z)+2ﬂ/{k§)( DTk (f (p)(C)C(C—z)
g]<1
ST s v YN S D o
+k§)( DKekTTk(f <p)<(§)z(1_@}(é z—{—z)d&dn

(5.9)
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ile verilir. Burada

o) — = [ W #/n(é)(@—z—m>ﬂ%

27i {—z ¢ 2mi {—z ¢
I¢[=1 I¢[=1
+iag +iay (z+72) (5.10)
1 p(¢) p(0)
hple)=-7 / {<<:—z>2+ (1_@2}”’5‘“7
I¢]<1
dir.

Ispat. (5.7)-(5.8) sinir deger problemi

wz =&, Re W’aD:’}/(b Im W(O) = ao, (511)

gz+cg.=f, Reglop=r, Img(0)=ay, (5.12)

problemlerine denktir.

Teorem 3.3 den (5.11) Schwarz sinir deger probleminin tek ¢oziimii

1 C+zdC )E+z ﬁlvtzC
w(z)—%/YO(C)m_—i_ —_/ [ -z ¢ 1-2¢
E=1 El<t

dEdn

(5.13)

seklindedir. Diger taraftan Teorem 4.1 den dolay1 (5.12) probleminin tek ¢oziimii ise

gz := p olmak iizere,

g(@:i./moﬂ%ml—%/ [”@“ZMHZC agdn

-z ¢ § &—-z ¢ 1-ZC
I¢[=1 I¢]<1

(5.14)

[}

dir. Burada p(z) = Y| (=DM (f — c@')(z) dur.
k=0

(5.14) den g(&) ve g(&) degerleri (5.13) de yerine yazildiktan sonra gerekli diizenle-
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meler yapilirsa

W@ = 5m | WMOTEE +iag
¢]=1
1 1 t+81¢+z 14+ 11428 | ar
e z_m'/W){t—CEC—ﬁqu_g}T"&’”
g<1 =t
i 1§+z 11+2f
2 | 2= Cl—zz}dédn
|§\<1
L/L/inmFM@
T 2 = !
I¢l<1 |r]<1

X{¢+Cl§+z+1+gt 1 1+Zc}dtldt2d§dn

1—CCC—z 1-Gl1-zL| ¢
/zﬂ/z DA (= ¢) (1)

1Z]<1 lr]<1

{1+§r1c+z+r+§11+z2}dndtz

d&dn
(5.15)

1-018C—z —¢¢1-zCf 1

olur. Burada Fubini teoremine gore integrasyon sirasi degistirildiginde ortaya c¢ikan
integrallerin degerleri, Gauss ve Cauchy-Pompeiu integral gosterilimleri kullanilarak

z,t € D olmak iizere

1 1¢+z 11428 B _
ﬁ {— -— = _}dédn —_— _Z_Z,

Cl—-z ¢1-z¢
I¢]<1

1 t+818+z2 t+z

— | —=2_-2"Zdédn = -
2w | ot = -9

[45S!

1 1+Cr11+2C

— +€t: +Z£d§dn = t+z,

2 1-Ctl1-2¢

I¢]<1

1 11+zC 1

1 t+61 +Z£d5d _ +Zt< ),
2 t—CC1-2¢ 1 —zt
I¢]<1

1 14871 ¢+2 1+

| Toaec e = 09
[45S!



olarak bulunabilir. Bu sonuclar (5.15) de yerine yazilirsa (5.7)-(5.8) probleminin ¢6-

1 C+zdl 1 C+zde
w@) = om Wﬁ@gjzzf—iab/?MCXC—z—C—@C_ZC
1¢l=1 1C|=1
+iag +iay(z+72)
S DkrTt +z
{kfb I (f - ¢)(C)C(C 7
\C|<1
v Aot L7
+k_Z6( 1) eIk (f w)(C)z(l_ZE)}(C 72— —z)dédn

seklinde elde edilir. Coziimiin tekligi ise Teorem 3.1. ve Teorem 3.3 den dolay1 analitik

fonksiyonlar i¢cin Schwarz problemin tek tiirlii ¢oziilebilirliginden agiktir. O

Lemma 5.1. |z| < 1, || < 1 ve k € Ny olmak iizere;

1 ket 1 (=D
i Ay s G
1 1E+t 11448 L
—5- z (§—z+C—2)"aEdn
8-z CTi- g)
|¢<1
(5.16)

esitligi gecerlidir.
. (t —z+t—z)k! . N -
Ispat. w(t) =i k1) fonksiyonunu géz oniine alalim. Bu fonksiyon

wi () =i(t—z+1—2)% Dde,

Rew(t) =0; JD iizerinde,
(

-1 k+1
(z+7)FH!

Im w(0) 1

Schwarz kosullarin1 saglar. Dolayisiyla Teorem 3.7 e gore

— 1)kt . i 1+t 11+42C
w(t) =i 3 ha—— = —= = —z+( —2)*déd
(45}
yazilabilir. Bu bize (5.16) esitligini verir. U
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Sonug 5.1. |z| < 1 ve k € Ny olmak iizere (5.16) de t = 0 ve t = z alirsak; sirasiyla

% (%%)(g-w@)kd&dnzo (5.17)
Cl<1
ve
i 18+z 11+zC — (=
2 (EC—Z_EI—ZZ>(C_Z+C_Z)kdédn_ e

[45S]

esitlikleri gecerli olur.
Teorem 5.2. f € L,(D) i¢in
(92"w+c32’;n,1w =f, |eJ<1 (5.19)
denkleminin ¥, € C(dD,R) , a; € R olmak tizere
Re &wlop =%, mdw0)=aq, 0<k<n-—1 (5.20)

Schwarz siur kosullari altinda tek ¢oziimii

n—1

a n—1 1k L
EIEE) D ICRE L) S /Ykm%(c—wc—akﬂ

k:ok! = ' 2mi 4
I¢]=1
(_1)n - m 1 / myym / C+Z
+ —1)"— IV (f —
1¢l<1
I (f - QD’)(C)i}(C —z—{—2)"'déan
¢(1-2z¢)
(5.21)
dir.
ispat. (5.19) - (5.20) Schwarz sinir deger problemi
2L 'w=g, Redwiop=n Imdw0) =a, 0<k<n-2, (5.22)
gztcg:=f, Reglop="1, Img(0)=ay, (5.23)

sinir deger problemlerine denktir.
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[2, IT] deki Teorem 14 den dolayi (5.22) in tek ¢oziimii

n—2 n—2
_ . (=D* 1 {+z 4
w(@) = ’,;)kl'c( A My z—m/wog_zus—wc—z)kf
¢l=1
(="' 1 g0)s+z g@1+L |,  ——.0
+(n_2)!2n/ e ‘ l_Z—}(C §—2)""d&dn
¢l<1
(5.24)
dir.
(5.23) in ¢oziimii ise Teorem 4.1 den
€Q) = i1t / n(§)
¢l=1
L / {ch( G
' E<1
1+2¢
I NE)=—2YdEd
+I(f (p)(QC(l—zC)} &dn
(5.25)
dir. Diger taraftan
n—2 n—2
Na _ (—Dk 1 ¢+ ——,dC
o2 =L D L / WOF (-T2 7
IC1=1

dersek, (5.24) ¢oziimii

_1\n—1 T2y & _
w(Z)=¢n_2+%%/{g(C)C+Z+8(C)1+zg}(c_z_c_z)n_2d5dn

§l<1

olarak yazilabilir.

(5.25) ifadesi (5.26) de yerine yazilirsa
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<—1>"-1i/{g<c>c+z+mi+z§}@_z_z>nzdgdn

(n—2)! 2@ £ -z ¢ 1-2¢
l<1
I GR VA T 10+z 11420 . 57—
_(n—z)!27r/ {CC—Z Cl—ZZ}(C z+8—z2)"""dEdn
453!
(=111 1 t+¢1¢+z t+{11+28
+(n—2)zﬁ/2_m'/y” (){t—CCC—erJfl—zZ}
K<t =1
({—z+C—2)" d&a’
+(—1)" - / / t+§1§+z+1+ztll+zz
(n—2!m:0 T T t—=888—z 1-C&il1-2L
[&<1 lr|<1
<( e+ T2 geay
(1)1 & o1 [y qu———— N N I A S R4
+(n_2),n;)(_1) ¢ ﬁ/ﬁ/Hl(f_(P)(t>{1_cl—‘zc_z+qzl_zz}
Cl<t <1
(=24 T —2) 2dt1dt2d§d (5.27)

bulunur. Bu esitlikte ilk integral i¢in (5.18) kullanilir ve diger integrallerin integrasyon

siras1 degistirilirse buradan (5.27) in sag tarafi
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(1 e

ia n

n— 1( _2) ( 1) (I’l—l)

(_1)n71 1 1 l‘—f-ClC‘f‘Z TC 1+Zz
+(n2)!%/ly”1(t) Ejl{tCZCZ+7fl z?}

<(§ 24 T2y 2dgan

(1" Ny ] e oy t+818+z 14811+
+(n_2)!2(—1) c ﬁ/nl(f_(p)mﬁ/{f—CZC—ZJFI—EtEI—zz}

lt|<1 I¢]<1

- dtidt
X(§ a2 Pdgdn— 2

(_1)n—1 . m—m 1 Om/ £ 7\ 1 1+C”C+Z TC 1+ZE
+(n_2)!Z(—1)c“ﬁ/ Y (f =) (1) 5 /{I—CHZC s _}

" <1 E<i Sl
X( ~ 2+ T2y 2dgdn T
sekline gelir. Diger taraftan

t+§l§+z+l+ztll+zz
t—888—z 1-C1-2C

21 2 1 2 2z 1
()=o) )z 3
A1 2 22 1

et e

4z [t z 2% 2 2z 1

t—z(l—tz_l—zz>+1—tf+f_?_f

t+z/ 1 1 t+z t z 1 1
T Z<C—I_C—z)+2t—z<1—zf_1—z_)_f+f
_2t+z(1 t —1+ z>_l+l
C Tt=\g—t 12 C—z 1-7¢) ¢ ¢
__”_Z<L_l_i_l_i 1, = 1)_l+l
o=\ & 1 ¢ C-z § 1-z£ ¢ ¢ ¢

. ¢
_ tdzgl 4t 11+t§ 1{+z 11+2¢ 1
- Z(CC t C1-1 CC- z+c1 z§> C+E
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ve benzer sekilde

1+Cfl§+z+ﬂll+zz

=888~z 1—¢C1-2C

:_l-l-zf(lm_ll+§f_l§+z+ll+zz>_l
1l—za\¢¢—t {18 {8—-z C1-zC

1
¢ ¢
yazilabilir.

Bu durumda Lemma 5.1 den (5.16), (5.17) ve (5.18) nin de kullanilmasiyla

1 (+818+z 1+811+2C
2 t—88C8—z 1-CrC1-2L

[45S]

}(C—HG)“dédn

_ tFz b 16+0 11408 18+z 11428\, 5
= t—z2% C—t zl—tZ (C—z Zl—ZZ}(C z+ 8 —2)"“dEdn
1¢l<1
o (%—%)(C—Hﬁw—zdgdn
1€l<1
— g nil(t—Z—I—Z)"1_(;1_)n11(z+z)n1+(;1_)n11<z+2)n1
B g nil(t_z_’_z)nl’

s 1481 8+z 1+811+28 |, o
2%/{1—CECC—Z+J51_ZE}(C z+ ¢ —2)"7d&dn

€<1

1471 {1 Fr 1148 1¢+z 11+

1—zt 2¢ ¢ CI—CE_CC—Z+EI—Z2}(C_Z+G)Hzafdn

4
IC]<1
1 11 o
+ﬂ/ Z—E>(C—Z+C—Z) d&dn
ICl<1
L I U P e Vi pr, (DN
= & [n—l( 7—1—2) — (z+2)" '+ — (z+72)
_ 1+z 1 7 \n—1
B t—zn—l(t e-i=3)

bulunur.

Bu degerler (5.27) da yerine yazilirsa
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_1\n—1 N -
e R e e e e
I€l<1
_ . ane R e D ¢+ o de
= l(n—ll)!( +32) 1+(n—1)!2_7ri yn—l(C)CT(C_Z+C 2) 1?
Cl=1
(_l)n m_m 1 m / C‘f‘Z n

n—2a n—2 Nk
W(Z) = lI;)kl:(Z+—)k+Z()( k') ﬁ / k(C)%(C—Z‘FC—Z)kTC
ICl=1
_1\n—1
—H(ni_ll)!( +_)n1+((n1—)1)!ﬁ/7" 1(C)C—(C—Z+C Z)’”%
Cl=1
(_1)n m _m 1 m / C+Z n
I¢l<1
(_1)" m_.m 1 m ! 1+Zz n—
i T [ TGO (€ e Toay
I¢l<1
sekline gelir.

Eger bu egsitlikte sagdaki 3. ve 4. terimler sirasiyla 1. ve 2. terimlerle birlestirilirse

(5.26) ¢oziimii elde edilir ve boylece ispat tamamlanmais olur. [
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5.2. Sonuc¢

n =1 i¢in (5.19) denklemi, [3] nolu makaledeki probleme doniisiir. Dolayisiyla [3]
nolu makaledeki Beltrami denklemi i¢cin Schwarz problemi, inceledigimiz problemin

Ozel bir halidir.

Ayn1 makalede, yazar agagidaki Schwarz sinir deger probleminin birim D diskinde ¢6-
ziilebilecegini ifade etmis ancak ¢oziim vermemistir. Incelemelerimiz dogrultusunda
onceden verilen Y,y € C(dD,C), f € L,(D), p > 2 fonksiyonlar1 ve ag,a; € R sa-

bitleri i¢in

Wez + CW77z = f, (528)

Rewlop =1, Rewzlgp=n, Imw(0)=ay, Imw:(0)=a (5.29)

IT
—1| <1 durumunda coziilebilirdir. Bu durumda ¢oziim
c

problemi

") = m Vo@%%—%ﬂ./n(é)(é—z—ﬁ>gj§%
11 -t
+iag +iay(z+7)
+i(_1)ki/ Lnk(f_(p/xc) C‘f‘Z
= A {2
<1
1 1428 S
ghtl (- /)(C)Z(l——zz%) }(C—Z—C—Z)didn

dir.

53



Bir onceki boliimdeki benzer islemlerle,

8;;”,1w+cclz”w:f, feL,D), p>2, (5.30)
Re &wlop =%, Imdw(0)=aq, 0<k<n-—1 (5.31)

olarak verilen Schwarz sinir deger problemi de II; and c iizerine konulan kosullar

altinda tek tiirlii ¢oziilebilirdir ve bu ¢oziim

nfla n—1 1k o
W) = Y Berzpr Y O /mcﬁ“(c—wc—z)k%
) k=0

Pt k! 2mi -z
I€l=1
+<,(,,__11),mZO<—1>m§ / {m%nﬁ"(f—so'm C(CC+ZZ)
[4S}
o (- '><c>£}<c—z—ﬁ>"—‘dédn
" C(1-20)

dir.
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