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OZET

MINKOWSKIi UZAY-ZAMANDA OSKULATOR EGRILERIN
KARAKTERIZASYONLARI
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Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans tezi
Danigsman: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
Haziran 2013, 73 sayfa

Bu calisma sekiz boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.

Ikinci boliimde yar1-Oklidyen uzaylar tanitilarak bu uzaylarda egriler ve bu
egrilerin geometrik 6zellikleri tanitilmigtir.

Uclincti boliimde Minkowski uzay-zamanda timelike, spacelike, pseudo null,
partially null ve null egriler ve bu egrilerin Frenet denklemleri verilmistir.

Dérdiincii béliimde Oklid uzayinda oskiilatér egrilerin karakterizasyonlar
verilmistir.

Besinci boliimde Minkowski uzay-zamanda birinci ve ikinci ¢esit timelike ve
spacelike oskiilator egriler ve bu egrilerin geometrik 6zellikleri verilmistir.

Altinc1 boliimde Minkowski uzay-zamanda birinci ve ikinci gesit null
oskulator egrilerin siniflandirilmasi verilmistir.

Yedinci bolimde Minkowski uzay-zamanda birinci ve ikinci g¢esit partially
null ve pseudo null oskiilator egrilerin siniflandirilmasi verilmistir.

Sekizinci boliim tartigsma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar kelimeler: Minkowski 3-uzayi, Minkowski uzay-zaman, yar1-Oklidyen

uzay, pseudo null egri, partially null egri, oskiilator egri.



ABSTRACT

CHARACTERIZATIONS OF OSCULATING CURVES IN MINKOWSKI
SPACE-TIME
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Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
June 2013, Pages 73

This thesis consist of eight chapter. The first chapter is reserved for
introduction.

In the second chapter, the notion of semi-Euclidean space and its properties
are given,

In the third chapter, Frenet frame of a timelike, spacelike, pseudo null,
partially null and null curves in Minkowski space-time are given.

In the fourth chapter, we give some characterization of curves to be a
osculating curve in the Euclidean space.

In the fifth chapter, characterizations of first and second kind timelike and
spacelike osculating curves in Minkowski space-time are given.

In the sixth chapter, we give some characterization of first and second kind
null curves to be a osculating curve in Minkowski space-time.

In the seventh chapter, we give some characterization of first and second
kind partially null and pseudo null curves to be a osculating curve in Minkowski
space-time.

In the eighth chapter, we give the discussion and conclusion.
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1. GIRIS

Geometride, ozellikle diferensiyel geometride egriler teorisi 6nemli bir ¢aligma
alamdir. Egriler Oklid ve Oklid olmayan uzaylarda yogun bir sekilde calisiimis ve
calisiimaya devam edilmektedir. Egrilerin karakterizasyonu problemi 6ne ¢ikan bir
arastirma konusudur. Bu problemin ¢oziimiinde verilen egrinin Frenet denklemleri
(bu denklemler Serret-Frenet denklemleri olarak da bilinmektedir) (Frenet 1874,
Serret 1851) ve egrinin egrilikleri 6nemli ve kullanigh bir aractir. Bu kavramlar
yardimiyla egrinin geometrik zellikleri incelenmektedir. Ornek olarak, verilen bir
reguler a egrisi egrilikleri yardimiyla su sekilde karakterize edilebilir. Egrinin
birinci ve ikinci egrilikleri k;(s) ve k,(s) = 0 ise egri bir geodeziktir. Egrinin
birinci egriligi k,(s) # 0 bir sabit ve ikinci egriligi k,(s) = 0 ise egri bir ¢ember,
egrinin k,(s) ve k,(s) egrilikleri sifirdan farkli sabitler ise egri bir dairesel helis
egrisidir.

R3, 3- boyutlu Oklid uzayinda verilen iki regiiler egri a ve f olsun. Bu
egrilerin Frenet vektorleri arasindaki iligki yardimiyla egriler su sekilde karakterize
edilebilir. Egrilerin asli normal vektorleri lineer bagimli ise a ve S bir Bertrand egri
cifti olustururlar. a egrisinin asli normal vektorii ile § egrisinin binormal vektorii
lineer bagimli ise a ve 8 bir Mannheim egri ¢ifti olustururlar.

B. Y. Chen (2003), tarafindan “Ne zaman, bir egrinin konum vektorii her
zaman kendi rektifiyen diizleminde yatar?” sorusuna vermis oldugu cevapla birlikte
egriler icin yeni bir smif olan “rektifiyen egriler” kavrami ortaya ¢ikmustir [4]. Bu
kavramla birlikte bir egrinin konum vektorii yardimiyla karakterize edilmesi
problemi ¢ok yogun bir sekilde calisilmaya baslanmistir. Chen ve Dillen (2005)
tarafindan, rektifiyen egrilerin kinematikte, mekanikte ve diferensiyel geometride
onemli bir yere sahip olan centroid (centrode) kavramiyla ve extremal egrilerle olan
iliskileri incelenmistir [5].

Benzer disiinceyle bir egrinin konum vektorii her zaman kendi normal

duzleminde yatiyorsa bu tip egrilere normal egri adi verilir. 3-boyutlu Oklid
uzayinda bir egrinin normal egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart kiiresel egri

olmasidir.



Eger egrinin konum vektorii her zaman kendi oskiilator diizleminde yatiyorsa
bu tip egrilere oskiilatér egri adi verilir. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin
oskiilator egri olmasi igin gerek ve yeter egrinin diizlemsel olmasi yani k,(s) = 0
olmasidir.

4-boyutlu Oklid uzaymda ve Minkowski uzay-zamanda, ilarslan ve Nesovic,
Oskiilator uzay tanimini yaparak, bir egrinin konum vektoriiniin bu uzayda kalma

sartlarin1 arastirmistir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tez c¢aligmamizda temel kavramlar i¢in Hacisalihoglu (2000) nun
“Diferensiyel Geometri Cilt I ve Cilt II” kitabi, Sabuncuoglu (2004) nun
“Diferensiyel Geometri” kitabi, O’Neill (2006) ‘in “Elementary Differential
Geometry” kitabi, Kuhnel (2006)° in “Differential Geometry Curves-Surfaces-
Manifolds” kitab1 ve Carmo (1976) nun “Differential Geometry of Curves and
Surfaces” adli kitabi referanslarimizi olusturmustur [3,7,8,11,19]. Ayrica Minkowski
3-uzay1 ve bu uzaydaki geometrik kavramlar icin O’ Neill (1983) in * Semi-
Riemann Geometry with applications to relativity” kitab1 , Duggal ve Bejancu
(1996) ‘in “Lightlike Submanifolds of Semi-Riemann Manifolds and Applications
kitabindan faydalanilmistir [6,10].

Ayrica Ef Minkowski uzay-zamanda null olmayan egrilerin oskiilator egri

olma 6zellikleri icin ilarslan ve Nesovic makalesinden faydalanilmustir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tez calismasinda, 4-boyutlu Lorentz-Minkowski Uzayr veya daha ¢ok
bilinen ismiyle Minkowski uzay-zamanda bir egrinin konum vektoriiniin her zaman
kendi oskiilator uzayinda kalmasi i¢in elde edilen sonuglarin incelenmesi amaglanmis
olup elde edilen bu sonuglarin detayli bir sekilde sunulmasiyla ileriki ¢aligmalara
(6rnegin 4-boyutlu, 2- indeksli yar1-Oklidyen uzayinda oskiilatdr egriler) giizel bir

taban olusturmasi tezimizin bir diger amacini olusturmaktadir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde Minkowski uzay-zamanda ve bu uzay ile ilgili tanim ve kavramlar

tanitilacaktir.

Tamm 2.1. (Simetrik Bilineer Form)
V bir reel vektor uzay1 olsun.

g:VxV->R
doniisimii Va, b € R ve Vu,v,w € V igin
i gu,v) =g,u)
ii. glau+bv,w)=aglu,w)+bgl,w)
Ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V reel vektor uzayi tizerinde simetrik bilineer

form denir.

Tamim 2.2.
V reel vektor uzay1 lizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.
I. Vv eV ve v=0iging(v,v) > 0ise g’ye pozitif tanimli,
i Vv eV vev % 0i¢in g(v,v) < 0 ise g’ye negatif tanimli,
Iii. g, v) > 0ve g(w,w) < 0 olacak sekilde v, w € VV mevcut ise g’ye

indefinit denir.

Tamim 2.3.
V reel vektor uzay1 lizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. 0 = £ € V
olmak lzere Vu € V igin
g&u) =0
ise g’ye V Uzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g’ye non-dejeneredir denir.

Bu tanima gére g’ nin non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart Vv € V igin



gu,v) =0 ikenu =0

olmasidir.

Tanim 2.4.
V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.V’nin
RadV ={¢€V : gv)=0,VveV}

seklinde tanimli alt uzayina g’ ye gore V uzaymin radikal (veya null) uzay: denir.
RadV ’nin boyutuna g’ nin nulluk derecesi denir ve nullV ile gosterilir.

Eger nullV > 0 ise g dejeneredir, eger nullV = 0 ise non-dejeneredir.

Tanim 2.5. (Indeks)
V reel vektor uzay1 lizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. Bu durumda,
9|y WXxW - R
negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzaymin boyutuna g’ nin

indeksi denir ve q ile gosterilir.

Teorem 2.1.
V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. Bu durumda,
) g(ai,aj)=0 , L#]j
i) gla,a)=1, 1<i<y
i) gla,a)=—-1, y+1<i<y+gq
iv) g(a,a)=0, y+q+1<i<y+q+u=n

olacak sekilde V’nin bir {a;, ..., a,} baz1 vardir.



Tanim 2.6.
Bir V reel vektor uzay: tizerinde non-dejenere simetrik bilineer g formuna, V
reel vektdr uzay iizerinde bir skalar ¢arpim (yar1 Oklid metrigi) ve (V, g) ikilisine de

skalar carpim uzay1 (yar1-Oklid uzay1) denir.

Tamm 2.7.
V yar1-Oklid uzayi iizerinde tanimli bir g skalar ¢arpimu igin,

i) g pozitif taniml ise g’ye Oklid metrigi, (V, g)’ye de Oklid uzayz,

i)  g’nin indeksi g =1 ise g’ye Lorentz (Minkowski) metrigi, (V,g)’ye de
Lorentz (Minkowski) uzayz,

iii) g dejenere ise V vektdr uzaymna g’ ye gore lightlike (dejenere) vektor uzayi

denir.

Tanim 2.8.
V yar1-OKklid uzayi iizerinde tanimli bir g skalar ¢arpimu igin,
i. g(,v)>0veya v=0 ise v’ye spacelike,
ii. wv=#0iken g(v,v) <0 ise v ’ye timelike,
iii. v=+0iken g(v,v) =0 ise v’ ye de lightlike (null veya isotropik) vektor

denir.

v € VV vektorinun bu ¢ tipine v’ nin casual karakteri denir.

V yan-Oklid uzay: iizerinde bir g skalar carpmmi igin; || v I= |g(v, v)I%
sayisina v vektoriinlin uzunlugu (boyu) denir. Uzunlugu bir birim olan (yani
g(w,v) = +1) vektore, birim vektor denir. v,w € V icin g(v,w) = 0ise bu iki
vektor ortogonaldir denir. 0 vektérii tiim vektorlere ortogonaldir. Eger g indefinit ise
herhangi bir null vektor kendisine ortogonaldir. V’deki lineer bagimsiz vektorlerin
sayisina V’nin boyutu adi verilir. Bu vektorlerin kiimesi V i¢in bir baz olusturur.
Sonlu boyutlu her vektér uzay: i¢in bir baz mevcuttur ve bu baz ortonormal hale

getirilebilir.



Tamm 2.9.
V bir reel vektdr uzayr ve W < V de bir alt uzay olsun. Bu durumda;

9|, dejenere ise W’ye lightlike (dejenere) alt uzay denir.

Genel olarak W’nin dik’i
wt={weVv | glwvw)=0,vwe W}
olmak tzere,
W nwt # {0}
dir.

Tanim 2.10.
V yar1-Oklid uzayimnin;

9(fu i) =9(fi ) =0, g(fuf7) =60 €{1, ...}
9(ug, f;) = 9(ua, £7)=0,  g(ug up) = €8ap,a, B €{1,...,t}e = +1

olacak sekildeki
{Fis oo o J1'o o i U, o U )

bazina V’nin quasi-ortonormal bazi denir.

Teorem 2.2.
V bir yari-Oklid uzay ve W da bu uzayin bir lightlike altuzayr olsun. Bu

durumda, W boyunca V uzayinin bir quasi-ortonormal bazi vardir.

Tamm 2.11.
q indeksli ve m =p + g boyutlu V yari-Oklid uzayinin {el, ...,eq} birim
timelike ve {eq+1, ...,eq+p} birim spacelike vektorlerinden olusan {eq, e,, ..., &,,,} bir

ortonormal bazi ile;



q<p=>i€e{l,...q}vep<qg=>i€e{l,..p}
icin
g(fufi) =9(f.f7) =0, 9(fif}) = &

yi saglayacak sekilde olusturulan

1 L SN
fi:ﬁ{eqﬂ'-l'ei}; fi _\/E{eqﬂ el}

vektorleri yardimiyla lightlike vektodrleri kapsayan V yari- Oklid uzayinin asagidaki

bazlar1 mevcuttur.

1) g <p ise 2q tane lightlike vektor ve (p — q) tane spacelike vektdrden olusan
(o oo f f1r o [ €q1s or €}

kumesi,

i) p < qise 2p tane lightlike vektor ve (q — p) tane timelike vektdrden olusan
{fir oo for fir s for €p1s or € )

kumesi,

Iii) p=qise 2p = 2q adet lightlike vektorden olusan

{For i fp 0o S}

kiimesi V’nin bir bazidir.

Tamm 2.12. (Yan-Oklid uzay)
R™, R lzerinde n- boyutlu standart vektor uzay1 olsun. R™ lizerinde 0 < g <n

olmak Uzere, g tamsayisi igin

q n
gx,y) = —zxi}’i + z Xiyi, Vx,y€R"
i=1

i=q+1
ile verilen metrik tensor goz Oniine alinarak elde edilen uzaya g-indeksli, n-boyutlu

yar1-Oklid uzay denir ve R ile gésterilir.



Ornek 2.1.

Ozel olarak Minkowski 3- uzay1 R; de x=(1,0,0),y=(0,0,1) ve z=(1,0,1)

vektorlerini ele alalim. g nin isareti (—, 4+ ,+) olmak Uzere;
9((1,0,0),(1,0,0)) = —1 < 0 oldugundan x vektdrii bir timelike vektor,
9((0,0,1),(0,0,1)) = 1 > 0 oldugundan y vektori spacelike vektor

9((1,0,1),(1,0,1)) = 0 oldugundan z vektorii null (lightlike) vektdrdir.

Tanim 2.13.

¢ € Ry sabit bir nokta ve r > 0 sabiti igin;

Sie,r) ={x€R} : glx —c,x —c) =r?}

kiimesine yari-Riemann Kdire,

HY 1(c,r) ={x €R} : g(x —c,x — ) = —1?}

kiimesine yari-Riemann hiperbolik uzay,

1,r) ={x €R} : g(x — c,x — ¢) = 0}

kiimesine de yari-Riemann lightlike koni (veya null koni) denir.

Ornek 2.2.
R3 Minkowski 3-uzayinda lightlike, spacelike ve null vektdrleri elde edelim.
I'={x €R}: g(x,x) = 0} cimlesiR? uzayinin null konisi olarak adlandirilir.

Koninin denklemi x = (x;,x;, x3) € R olmak Uizere;

g(x,x) = g((xl, X2, X3), (X1, X2, x3))

=—x? + x2 + x3



olup g(x, x) = 0 oldugundan x? = x% + x2 olarak elde edilir. Koni ylizeyinde yatan
vektorler lightlike (null) vektorler, koninin i¢ bolgesindeki vektorler timelike

vektorler ve koninin dis bolgesindeki vektorler spacelike vektorlerdir.

m‘
!

b light-like

C space-like

Sekil 2.1. R3 de vektorler

Tanim 2.14.

R3 uzayinda sirasiyla

S2={x€R}: g(x,x) =1} ve HZ ={x € R}: g(x,x) = —1}

cuimlelerine Lorentz ve hiperbolik birim kireler denir.



Sekil 2.2. R3 de birim kiireler

Tanim 2.15.
R}, n-boyutlu Minkowski uzayi olsun. VX,Y € R} icin
giX,¥Y)=0

ise X ve Y vektorleri Lorentz anlamda diktirler denir.

Ornek 2.3.

n=2icin X = (1,—1) ve Y = (1,1) vektorleri verilsin. Bu vektorler Oklid
anlaminda dik olmasina ragmen, Lorentz anlaminda dik degildirler. Yine
X =(1,-1) ve Y = (1,1) vektorleri de Lorentz anlaminda dik iken, Oklid

anlaminda dik degildirler.

Null vektorlerin dikligi vektorlerin lineer bagimliligr ile agiklanir.

Tanim 2.16.

X = (x4, ..., X,) € R icin X vektdriniin normu

10



X1l = V1g(X, X)|

ile tanimlanir.

Teorem 2.3.
X = (x4, ..., X,) € R} olsun. Bu taktirde
i. [IX]l, > 0dir,

ii. ||X]], = 0 <X bir null vektérdar,
iii. X bir timelike vektor ise,||X||? = —g(X, X)dir,
iv. X bir spacelike vektor ise, ||X]|? = g(X,X) dir.

Tamm 2.17.
a € R} Minkowski uzayimnda bir egri olsun. Béylece a egrisinin hiz vektori o'
olmak Uzere
i. g(a’,a’) > 0ise a spacelike egri,
ii. g(a',a’) <0isea timelike egri,
iii. g(a',a’) =0ise anull egri

olarak adlandirilir.

Ornek 2.4.
R3 de g’nin isareti (—,+,+) olsun. a(s) = (\/_ \/_smhs,\/_coshs)egrm
alinsim. a', a egrisinin hiz vektorii olmak {izere a'(s) = (T Tcoshs, \/_smh s)

bulunur. Buradan g(a’,a’) = 1 olup a egrisi bir spacelike egridir.
Yine R} de B(s) = (s, V2coshs, \/fsinhs) ve y(s) = (coshs, s, sinhs)
egrilerini goz Oniine alalim. B’ ve y' sirasiyla f ve y egrilerinin hiz vektorleri

olsunlar. Bu durumda, g(B’,8') = —1 oldugundan £ egrisi timelike egridir.
g, y") =0 oldugundan y egrisi null (lightlike) egri olur. «, f ve y egrileri

strastyla Sekil 2.3. de gosterilmistir.
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Sekil 2.3. R3 de spacelike, timelike ve null egri

Ri’de g’nin isareti (—,+,+) olsun. Minkowski 3-uzaymda a(s) = (s3 +
s2,s3 + s%,5) parametrik denklemiyle verilen a egrisi ele almirsa; a’, a egrisinin
hiz vektorii olmak iizere a’(s) = (3s% + 2s,3s? + 2s,1) bulunur. Buradan Frenet

catisinin vektdrlerini sdyle elde ederiz:

T(s) =a'(s) = (3s%+2s,3s> +2s,1)
N(is)=a""(s) =(6s+2,6s+2,0)

B(s) = _(352+25)2+1 1-(3s52+25)" _ 3s%42s
$)= 12s+4 ' 12544 ' 6s+2

Burada her s igin T(s) spacelike, N(s) ve B(s) null vektorlerdir. Bu egrinin k ve T

egrilikleri ise asagidaki gibidir:
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Sekil 2.4. R;’de bir pseudo null egri

Tamim 2.18.
n- boyutlu R} yari-Oklid uzayina;
i. g = 0ise Oklid uzay denir ve R™ ile,
ii. gq=1,n2>=2iseMinkowski n- uzay denir ve R ile,
iii. g =1,n=4ise Minkowski uzay-zaman denir ve R7 ile,
iv. q=2,n=4 ise 4-boyutlu, 2-indeksli yari-Oklidyen uzay denir ve R5 ile

gosterilir.
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3. E]f MINKOWSKI UZAY-ZAMANDA EGRILER VE FRENET
DENKLEMLERI

E{ Minkowski uzay-zaman , (xq, x5, X3, %), Ef in bir dik koordinat sistemi

olmak Uizere

g = —dx? +dx% + dx3 + dx?

ile verilen non-dejenere metrik ile donatilmis E* OKlid 4-uzayidir. Bir diger ifadeyle
Ef = (E*, g) dir. Minkowski uzay-zamanda verilen keyfi bir 9 € E{f \ {0} vektor
icin sirasiyla g(9,9) >0, g(¥,9) <0 yada g(9,9) = 0 saglanirsa, bu 9 vektori
spacelike, timelike ya da null (lightlike) olarak adlandirilir. Ozel olarak, ¥ = 0
vektorii bir spacelike vektordir. Bir 9 vektoriinin normu [[9]| = /|g(®,9)| olarak
verilir, eger g(9,w) =0 ise 9 ve w vektorlerinin ortogonal oldugu sdylenir. Ef
uzerinde keyfi bir a(s) egrisi, eger biitiin a’(s) hiz vektorleri sirasiyla spacelike,
timelike ya da null (lightlike) ise egri spacelike, timelike ya da null (lightlike) olarak
adlandirilir. Eger g(a'(s), a’(s)) = 1 ise bir a(s) spacelike ya da timelike egrisi
birim hizhidir denir. a(s), Minkowski uzay-zamanda regiiler bir egri ve Frenet
vektorleri {T, N, B;, B,}, sirasiyla tanjant, asli normal, birinci binormal ve ikinci

binormal olarak adlandirilan vektor alanlarindan olussun.

3.1 Timelike ve Spacelike Egriler:

Bu baslik altinda, E{f Minkowski uzay-zamanda timelike ve spacelike egrilerin
oskiilator egri olma sartlar1 incelenecektir. Bu boliim i¢in temel referansimiz
flarslan,K., Some special curves on non-Euclidean Manifolds, Doctoral Thesis,
Ankara University, Graduate school of Natural and Applied Science, 2002 olacaktir
[16].
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a(s), Ef de normalleri null olmayan timelike ve spacelike birim hizl1 bir egri
olsun. Egrinin Frenet vektorleri T, N, By, B, ve egrilikleri k;(s), k,(s), k3(s) olmak

tizere Frenet denklemleri asagidaki gibidir:
€1, &, &3, &4 € {—1,1} olmak Uzere,

g(T,T)=¢, giN,N) =¢,, g(By,By) =¢3, g(Bz,Bz) = &4, (3.1)
ve

g(T,N) =g(T,B,) = g(T,B;) = g(N,B;) = g(N,B;) = g(B;,B;) =0 (3.2)

olmak Uzere normalleri null olmayan bir timelike ve spacelike egriye ait Frenet

denklemleri asagidaki gibidir.

T' 0 ki, O 0 T

N'| _ —kig1 0 kyes 0 N (3.3)
Bi| ~ 0 —kye, 0 —ksgeer65]|B1 '
B, 0 0 —ks&g 0 B,

Hers € I (I c R) i¢in eger k3(s) # 0 ise a egrisi tamamyla E{ de yatar.

3.2 Partially Null Pseudo Null Egriler:

Bu bolimde, Eff Minkowski uzay-zamanda partially null ve pseudo null
egrilerin oskilator egri olma sartlari incelenecektir. Bu boliim igin temel referansimiz
Bonnor, W.B., Null curves in a Minkowski space-time, Tensor 20 (1969), 29-242.
olacaktir [1].

Ik olarak Ej uzay-zamanda partially null ve pseudo null egrilerin Frenet

denklemlerini verelim.
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Eger a egrisi partially null ise Frenet denklemleri;

T’ 0 k;, 0 0 [T
N’ — _kl 0 kZ O N
Bil " [0 0 k; Of]|B (34)
B, 0 —k20—k3l|B;

seklindedir. Burada her s igin {giincii egriligi k3(s) = 0 dir. Bu sartlar1 saglayan
k,(s), k,(s) egriliklerine sahip egri E7 in lightlike hiperdiizleminde yatar ve Frenet

vektorleri asagidaki esitlikleri saglar:

9(T,T)=g(N,N)=1,9(By,B;) = g(B3,B;) =0,
g(TrN) = g(TfBl) = g(T,Bz) = g(NlBl) = g(N,Bz) = 01 g(BllBZ) =1

Eger a egrisi pseudo null ise Frenet denklemleri;

T’ 0k, 0 017[T
N’ _ 00 kz 0 N
Bil = | 0 k3 0 —k,||B1 (3.5)
Bé _k10—k3 O BZ

ile verilir. Burada a egrisi dogru ise k,(s) = 0, diger durumlarda ise k;(s) = 1 dir.

Bu sartlar1 saglayan, k,(s), k3(s) egriliklerine sahip egri asagidaki esitlikleri saglar:

g(T,T) =g(By,B1) =1,9(N,N) = g(B;,B;) =0,
g(T'N) = g(T'Bl) = g(T'BZ) = g(N;Bl) = g(BliBZ) = Oig(N'BZ) =1.

3.3 Null Egriler:

Bu bolimde, E{ Minkowski uzay-zamanda null egrilerin oskiilatdr egri olma
sartlar1 incelenecektir. Bu boliim igin temel referansimiz Bejancu, A., Lightlike
curves in Lorentz Manifolds, Publ.Math.Debrecen, 44, (1996) no. f. 1-2, 145-155.
[17] olacaktir.

16



a(s), Ef de birim hizli ( yani g(a”(s),a’(s)) = 1) bir null egri olsun. «
egrisine ait Frenet denklemleri,

T 0 k, 0 01[T
Nl _ |k 0 —k; 0 [|N
B/l = | 0 =k, 0 —ks||B: (3.6)
B; —k; 0 0 0 |LB2

g(T,T) =g(By,By) = g(T,N) = g(T,B;) =0
g(N,B;) = g(N,By) = g(By,B;) =0
g(N,N) = g(By,B,) = g(T,B;) =1

olarak verilir. Burada a bir dogru ise k;(s) = 0 dir, diger tiim durumlarda k,(s) =
1 dir.
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4. OKLID UZAYINDA OSKULATOR EGRILERIN KARAKTERIZASYONU

Bu bolimde, Minkowski uzay-zamanda  oskilator  egrilere  ait
karakterizasyonlarla karsilastirma yapilabilmesi igin 4-boyutlu Oklid uzayimdaki
oskiilator egrilere ait karakterizasyonlar verilecektir. Bu boliim igin ana kaynagimiz

Ilarslan ve Nesovic (2008) tarafindan yapilan ¢alisma olacaktir [12].

a:1 € R - E* | 4-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri olsun. Birim
hizli @ egrisinin Frenet vektorleri T, N, B;ve B, sirasiyla tanjant, asli normal, birinci
binormal ve ikinci binormal vektor alanlar1 olmak tizere Frenet denklemleri su

sekildedir:

T 0 k;, 0 o][T
N'| _ |-ki 0 k2 O||N
Bi| ~ 0 —k, 0 ks||B1 (4.1)
B, 0 0 —k;0]|B:

ki(s),k,(s) ve ks;(s) fonksiyonlari @ egrisinin sirasiyla birinci, ikinci ve
tiglincii egrilikleri olarak adlandirilir. Eger her s €I € R igin ks # 0 ise a egrisi

tamamen E* de yatar.

Ilk olarak Oskiilator uzay: tanimlayalim. E# deki standart i¢ ¢arpim {.,.) olmak
tzere Bi = {w € E*| (w,B;) = 0} climlesine a egrisinin Oskiilatér uzay: denir.
Aciktir ki Bi = Sp{T, N, B,} dir. Buna gore 4-boyutlu Oklid uzayinda bir oskiilator
egri konum vektorii her zaman kendi oskilator uzayinda kalan bir egridir. Bir diger
ifadeyle A(s), u(s) ve 9(s), s yay parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlari

olmak Uzere,

a(s) = A()T(s) + u(s)N(s) +I(s)B1(s) (4.2)
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dir. (4.2) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (4.1) de verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa,

esitligi elde edilir. Buradan,

A —uk, =1,

Ak +u' =0,

uk, —9k; =0,
9" =0.

(4.4)

esitlikleri bulunur ve boylece, ¢ € Ry olmak Uzere,

ks (4.5)

elde edilir. Bu durumda, (4.4) deki birinci denklem ve (4.5) bagintis1 kullanilarak

(£ (&)')' ks _ 21 e p (4.6)

k1 \k3

denklemi elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki E* de keyfi bir birim hizli a egrisinin k4 (s), k,(s)ve

ks (s) egrilikleri (4.6) denklemini saglasin.

19



1 rk3\ ks
X(s) =a(s)+ck—1<k—2) T—ck—2 N —cB,

esitligiyle verilen X € E* vektoriinii diisiinelim. (4.1) ve (4.6) bagmtilarin
kullanarak X'(s) = 0 oldugu kolaylikla bulunur, bu da X in sabit bir vektor oldugu
anlamina gelir. Bu a@ nin oskiilatér bir egriye denk olmasi demektir. Bu Yyolla,

asagidaki teorem ispatlanir.

Teorem 4.1:

a, E* de sifirdan farkl k,(s), k5 (s) ve k5(s) egrilikli birim hizl1 egri olsun. O

zaman «a bir oskiilator egriye denktir gerek ve yeter sart
3 (k)Y 4 Kiks _ o1
( ())+ =—, c ERy dir.

E* de keyfi a egrisi, sabit egrilik fonksiyonlarina sahip ise bir W-egri olarak
adlandirilir. Benzer egrilerin Teorem 4.1 i sagladigr aciktir.
E* deki bir W-egrinin karakterizasyonu oskiilator egrilerle ilgili olarak

asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 4.2:

E* de sifirdan farkli k,(s), k,(s) ve k3(s) egrilikli her birim hizli W-egri bir

oskiilator egriye denktir.

Ispat:

Ispat1 Teorrem 4.1 den aciktir.
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Ornek 4.1:

T . T
acos (ﬁs) ,asin (ﬁs) ,
p(s) = Vatr=+b Vatre+b egrisi E* (izerinde bir

1 . 1
beos (res)  bsin (e )
birim hizl egridir. Frenet vektorleri ve egrilikleri asagidaki gibi kolaylikla ifade
edilir.
> _sin ( = s) ®_cos (; s)
T(s) = Vazrz+p2 Va2rz+b2 "~ )’ Va2r2+b2? Vazrz+pz~)’
- —_sin ( d s) Z_cos (; s) ’
Vazrz+p2? Vazrz+p2 "~ )’ VaZr2+p2? Va?rz+p?
Va2rz+p?
o (s) = a?r2+p2z '’

—ar? r?

r . r
coS S SN\ ————S
N(s) = Va2r4+p? (\/a2r2+b2 )'\/azr4+b2 (\/azr2+bZ )'

coS S Sin S
Va2r4+b2 Va2r2+b2 "~ )’ Va?r4+p2 Va2r2+p?

_ abr(r?-1)
ka(s) = (a?2r2+b2)Va2r4+p2 '’

b . r -b r
Sin S coS S
B _ | Ya2rz+p2 (\/a2r2+b2 )'\/azr2+b2 (\/azr2+b2 )'
1(s) =

7 sin( r s) il cos( s) ’
Va2rZ+p? Vazrz+p2”~ )’ VaZr2+p2? Vazrz+hp2

.
k3 (s) = g -

b ( r ) b . ( r )
coS S Sin S
Va2r4+b2 Va2r2+b2 "~ )’ Va?r4+p2 Vazrz+pz~ )’
—ar? —ar?

By(s) = - -
———=(0S ( s) sin( s)
va2r4+p? vVa2r2+b2 " )’ Va2r4+p? va2r2+p?

E* de k,(s) =sabit , k,(s) =sabit ve k;(s) =sabit oldugunda p(s) bir W-
egridir. Teorem 4.2 ye gore, p E* de bir oskiilatér egriye denktir. a =1, b = —1

ver =+/2 igin grafigi asagidaki gibidir:
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Sekil 4.1. p egrisinin x, = 0 uzaymna dik izdiistimii.

Boylece, 6rnekte verilen egrinin konum vektorii asagidaki gibi verilir:

(4.6) denkleminden ¢ =2 ve ¢ = “) oldugu elde edilir. (4.4)

denkleminden

— ol (k) = _ ks _ 1 _ =(a¥r?4p?) _ —ab(r2-1)
M) =—c-(2) =0, n@ == - =T 9 == 5y

bulunur. (4.2) denkleminden egrinin konum vektorii

©) —(a®r? + b?) NGs) + —ab(r?—-1) B,(s)
§) =——N(s) + ———=B,(s
P va?r* + b? Vairt + bz °
gibi yazilir.

Teorem 4.3:

a, E* de sifirdan farkli k,(s), k,(s) ve k3(s) egrilikli birim hizli oskiilatdr

egri olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir:
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ki(s), k,(s) ve ks(s) egrilikleri ¢ € Ry ve ¢y, ¢, € R olmak tizere asagidaki
esitlikle ifade edilir:

izgg = (%fsin(f ki(s)ds)ds + C1) cos([ k,(s)ds)

+ (—%f cos([ ky(s)ds)ds + cz) sin([ k.(s)ds) (4.7)

Egrinin konum vektdriiniin tanjant bileseni ve asli normal bileseni sirasiyla

<a)T() >= —ci () <A@ NE>=c2, ceR,  (48)

olarak verilir.
Egrinin konum vektoriiniin ikinci binormal bileseni sifirdan farkli sabittir.

Tersine, E* de sifirdan farkl k,(s), k,(s) ve k3(s) egrilikli birim hizh egri ve
(1), (i1) ya da (iii) ifadelerinden biri saglaniyor ise, 0 zaman « bir oskiilator egridir ya

da bir oskiilator egriye denktir.

Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki a , E* de sifirdan farkli k; (s), k,(s) ve ks(s)
egrilikli bir birim hizli oskiilator egri olsun. a egrisinin konum vektorii (4.6)
denklemi ile ifade edilir:

!
1 k_)) kaks _ -1
(kl(kz +k2 P CERyg .

k3 (s)

Burada y(s) = )

ve p(s) = ﬁ olarak ifade edilirse, 0 zaman (4.6) denklemi
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d dy y(s) -1
E(p(S)E)-}'%—T, CERO

gibi yazilir.
Yukaridaki denklemde t = | —ds gibi degisken degistirme yapilirsa, 0
Zaman

d?y -1
gy == cER
acz Y ckq 0

elde edilir, bu diferensiyel denklemin ¢ozimi, ¢ € Ry ve ¢4, ¢, € R olmak Uzere ,

( antdt + cl) cost + ( fCOSt dt + cz) sint

dir.

k3(s)
k2(s)

Burada, y(s) = ve dt = k,(s)ds yazilirsa,

ij Eg = (%j sin (f kl(s)ds) ds + cl) cos <f kl(s)ds>

+<—%j-cos (j kl(s)ds) ds+c2> sin (j kl(s)ds)

elde edilir. Boylece (i) ifadesi ispatlanmis olur.

(4.2) ve (4.5) bagintilarini kullanarak, egrinin konum vektorii asagidaki gibi

yazilabilir:

a(s) = —ckl1 (k ) T(s)+ c N(s) + cB,(s). (4.9

(4.9) denkleminden
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< a(s), T(s) >= —ckil(i—z)l , <a(s),N(s) >= c’;—z ve < a(s),B,(s) >= c,

¢ € R, elde edilir. Boylece, (ii) ve (iii) ifadeleri ispatlanmis olur.

Tersine, kabul edelim ki (i) ifadesi saglansin. O zaman k (s), k,(s) ve k3(s)

egrilik fonksiyonlari

l]: Eg = (%f sin (f kl(s)ds) ds + cl) cos <f kl(s)ds>

+ (—%f cos <f kl(s)ds> ds + cz> sin <f kl(s)ds>

denklemiyle ifade edilir. Onceki denklemin s ye gore iki defa tiirevi alinirsa,

N
(i (ﬁ) ) 4 Raks 21 c € R, elde edilir, bu da Teorem 4.1 e gére a nin
k1 kz kz c

oskiilator egriye denk oldugu anlamina gelir. (i1) ifadesi saglansin.

< a(s),N(s) >= ¢ % denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (4.1) bagintisi
2

kullanilirsa

!

k
—ky <a,T>+k, <a,B; >=c(k—3)
2

elde edilir.

< a(s),T(s) >= —c=(32) ve k, # 0 oldugu kullanilarak, < &, B; > = 0 esitligi
1 2

bulunur, bu da @ nin bir oskiilator egri oldugu anlamina gelir.

Eger (iii) ifadesi saglanirsa, < a(s), B,(s) >= ¢, c € R, elde edilir.

Buradan s ye gore tlirev alinir ve (4.1) bagintis1 kullanilirsa
_k3 < a, Bl >= 0

oldugu bulunur. k;(s) # 0 oldugundan < @, B; >= 0 sonucuna ulasilir. Bu ise a

egrisinin bir oskiilator egri oldugunu gosterir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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5. MINKOWSKIi UZAY-ZAMANDA TIMELIKE VE SPACELIKE
OSKULATOR EGRILERIN KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde, E{ Minkowski uzay-zamanda birinci ve ikinci ¢esit normalleri
null olmayan timelike ve spacelike oskiilator egrileri tanimlayacagiz ve bu egriler ile
ilgili elde edilen karakterizasyonlari verecegiz. Bu bolim igin ana kaynak Ilarslan ve
Nesovic (2009) tarafindan yapilan ¢alisma olacaktir [13].

3-boyutlu Oklid uzayr E3 de regiiler bir egrinin Oskiilatér diizlemi, teget ve
normal vektor alanlar1 T ve N nin gerdigi diizlemdir. Yani Sp{T, N} dir. Bu diizlem
binormal vektdr alanlarinin dik uzay: olarak da ifade edilebilir. Yani B+ = Sp{T, N}
dir. Benzer diisiinceyi 4-boyutlu yar1-Oklidyen uzay1 Ef de normalleri null olmayan
timelike ve spacelike bir egriye tasidigimizda, egrinin Frenet vektorlerinden olusan
{T,N, By, B,} ciimlesi ortonormal bir climledir. Yani bu vektorler birbirlerine diktir.

O halde bu egri icin oskiilatdr uzay kavramini su sekilde tanimlayabiliriz:
By = Sp{T,N, B;} uzaymna a(s) egrisinin birinci ¢esit Oskiilator uzayi,

Bi = Sp{T,N, B,} uzaymna a(s) egrisinin ikinci cesit Oskiilatér uzayr adini

verecegiz.

Eger a , E{ Uzerinde normalleri null olmayan bir timelike ya da bir spacelike
egri ise swrastyla {T,N,B,} ve {T,N,B,} tarafindan gerilen, By ve B ortogonal
bileseni E{ in non-dejenere hiperdiizlemleridir.

Sonug¢ olarak, «a egrisinin yay parametresi s nin  diferensiyellenebilir
fonksiyonlar1 A(s), u(s) ve 9(s) olmak iizere, birinci gesit timelike ve spacelike

oskiilator egrinin (null olmayan N ve B, vektor alanlartyla) konum vektori,
a(s) = A(s)T(s) + u(sIN(s) + 9(s)B1(s) (5.1)

denklemiyle tanimlanir ve ikinci gesit timelike ve spacelike oskiilatdr egrinin (null

olmayan N ve B, vektor alanlariyla) konum vektorii ,
a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) + 9(s)Bz(s) (5.2)
denklemiyle tanimlanur.
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5.1. Birinci Cesit Timelike ve Spacelike Oskiilator Egriler:

Bu bolimde, null olmayan N ve B; vektor alanlariyla null olmayan bir egri
birinci gesit oskiilator egridir gerek ve yeter sart egrinin tamamiyla E{ in non-
dejenere hiperdizlemi Gzerinde yattigi gosterilecek. Bu durum i¢in asagidaki teorem

verilebilir;

Teorem 5.1.1:

a , E} Uzerinde null olmayan N ve B; vektdr alanli null olmayan bir egri
olsun. O zaman « birinci ¢esit oskiilator egriye denktir gerek ve yeter sart her s igin
ks(s) = 0 dir.

Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki, a E{ {izerinde birinci cesit oskiilatdr egri olsun. O

zaman «a nin konum vektort,

a(s) = A(s)T(s) + u(sIN(s) + 9(s)B1(s)

bagintisi ile ifade edilir. Bu bagitinin s ye gore tiirevi alinir ve (3.3) Frenet

denklemleri kullanilirsa, kolaylikla k3(s) = 0 oldugu bulunur.

Tersine, her s igin k3(s) = 0 oldugunu kabul edelim. & nin konum vektorii

{T,N, B,, B,} ortonormal ¢atisi ile tekrar

a(s) = &9(a, T)T + e,9(a, N)N + e39(a, B1)B; + €,9(a, B;)B, (5.3

olarak yazilabilir. Buradan ks(s) =0 , (3.3) bagintist B, nin sabit bir vektor ve
g(a, B,) =sabit oldugunu gosterir. Bunlar (5.3) esitliginde kullanilarak, & nin birinci

cesit oskiilator egriye denk oldugu bulunur.
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Sonug 5.1.1:
Null olmayan N ve B; vektor alanlariyla E{ in spacelike ya da timelike
hiperdiizleminde tamamiyla yatan her null olmayan egri birinci ¢esit oskiilator

egridir.

5.2. Ikinci Cesit Timelike ve Spacelike Oskiilator Egriler:

Bu boliimde, egriliklerine bagl olarak null olmayan N ve B, vektor alanli Ej
tizerinde null olmayan ikinci ¢esit oskiilator egrileri karakterize edecegiz. a = a(s),
null olmayan N ve B; vektor alanl ve sifirdan farkli k4 (s), ko (s) ve k3(s) egrilikli
E; iizerinde birim hizli null olmayan ikinci gesit oskiilatér egri olsun. Tanima gore a
egrisinin konum vektori, A(s), u(s) ve 9(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak
uzere (5.2) denklemi ile ifade edilir. (5.2) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (3.3)

Frenet denklemleri kullanilirsa,
T = (/1’ - gll"'kl)T + (82/1](1 + IJ.’)N + (€3ﬂk2 - 8319](3)31 + 19,B2

elde edilir. Buradan

A’ - gll'l'kl = 1,
gzlkl + IJ.’ = O, 4
,lez—l9k3=0, (5 )
9" =0.
ve boylece ¢ € R, olmak lzere ,
k) )
A(s) = —cezkil(k—z) |
h(s) = e E (5:5)
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bulunur. Bu yolla, a egrisinin konum vektorinin k,(s), k,(s) ve ks(s) egrilik
fonksiyonlarina bagli olarak A(s), u(s) ve 9(s) fonksiyonlari elde edilir. Boylece,
(5.4) deki birinci denklem ve (5.5) kullanilarak, bir egrinin ikinci ¢esit oskiilator egri

olmasini ifade eden ve k;(s),k,(s) ve ks(s) egriliklerine bagl

A
1 kg)’) kiks -1
El—1= + € =—,cCER
2 (kl (kz 1 Cc ! 0

denklemi kolaylikla bulunur. Bu yolla, asagidaki teorem ifade edilir:

Teorem 5.2.1:
a(s) , tamamiyla E7 Uizerinde yatan, null olmayan N ve B; vektor alanli birim
hizli null olmayan bir egri olsun. O zaman a ikinci cesit Oskiilator egriye denktir

gerek ve yeter sart

!

& (i (ﬁ),) + & k;{? = _71 ,C ER, (5.6)

esitligi saglanir.

Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki a, Ef iizerinde ikinci gesit Oskiilatdr egriye denk
olsun. (5.5) bagintis1 ve (5.4) bagintisinin birinci denklemi kullanilarak, (5.6)

esitliginin saglandigi kolaylikla gosterilebilir.

Tersine, kabul edelim ki (5.6) denklemi saglansin. X € E* vektor( ,

!

X(s) =a(s) + ngk%(i_z) T(s) — ci—z N(s) — cB,(s)
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olarak  distiniilstin. (3.3) ve (5.6) bagmtilar1 kullanilarak X'(s) =0 oldugu
kolaylikla bulunur, bu da X vektoriiniin bir sabit vektor oldugu anlamina gelir. Sonug
olarak, « ikinci ¢esit oskiilator egriye denktir.

Ef izerinde birim hizli null olmayan bir a egrisi efer sabit egrilik
fonksiyonlarma sahip ise bu egri bir W- egri olarak adlandirilir. Oskiilator egrilere
bagl olarak Ej Uzerinde null olmayan W-egrilerin karakterizasyonu asagidaki

teoremle ifade edilmistir.

Teorem 5.2.2:
Tamamuyla E (izerinde yatan, null olmayan N ve B, vektor alanli her null

olmayan W-egri, ikinci ¢esit oskiilator egriye denktir.

Ispat:

Ispat teorem 4.1 den agiktir.

Teorem 5.2.3:
a(s), tamamiyla Ef Uzerinde yatan, null olmayan N ve B; vektor alanli birim
hizli null olmayan bir egri olsun. Eger a , ikinci gesit oskiilator egri ise, asagidaki

ifadeler saglanir:
(i) a nin konum vektdriiniin tanjant ve asli normal bilesenleri sirastyla

< a(s),T(s) >= —cslszkil(i—z) , <a(s),N(s) >= cszi—z , CER, (5.7)

ile verilir.

(ii) a nin konum vektdriiniin ikinci binormal bileseni sifirdan farkli bir sabittir,

yani;
< a(s),By(s)>=c ,c€ER, (5.8)
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dir.
Tersine, eger a tamamiyla Ef Uzerinde yatan, null olmayan N ve B; vektor
alanli, birim hizli null olmayan bir egri ve (i) ya da (ii) ifadelerinden birisi saglanirsa,

0 zaman « ikinci ¢esit oskiilator egriye denktir.

Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki a, E iizerinde ikinci gesit oskiilator egriye denk

olsun. (5.2) ve (5.5) bagintilart kullanilarak, @ nin konum vektorii

a(s) = —ce, kil (%)I T(s)+ ci—z N(s) + cB;(s) (5.9

2

olarak yazilabilir. (5.9) bagintisi kolaylikla (5.7) ve (5.8) bagmtilarinin saglandigin
gosterir, bu da (i) ve (ii) ifadelerini ispatlar.
Tersine, (i) ifadesinin saglandigini kabul edelim. < a(s),N(s) >= ce, %
2

denkleminin s ye g0re tirevini almarak ve (3.3) denklemi kullanilarak <
a(s),Bi(s) >= 0 esitligi elde edilir, bu da a nin ikinci ¢esit oskiilator egriye denk
oldugu anlamina gelir.

Eger (ii) ifadesi saglanirsa, ayni yolla @ nin ikinci ¢esit oskiilator egriye denk

oldugu kolaylikla bulunur.

Teorem 5.2.4:

a(s), tamamiyla Ef Uzerinde yatan, timelike asli normal N ve spacelike birinci
binormal B; vektor alanli, birim hizli bir timelike egri ya da spacelike egri olsun. O
zaman « ikinci ¢esit oskiilator egriye denktir gerek ve yeter sart ¢ € Ry, ¢1,¢3 € R

olmak Uzere,

k3(s) - -
ﬁ(z) = % (J e~ [a®dsgs 4 ¢ )el kads | % (Jelta®dsgs 4 ¢))e~Tkads  (510)
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dir.

Ispat:
Oncelikle a(s) in Ef tizerinde timelike asli normal N vektdr alanli birim hizli

timelike ya da spacelike egri oldugunu kabul edelim. Teorem 4.1 den dolay1 a nin

egrilik fonksiyonlari (5.6) denklemi ile ifade edilir. y(s) = ;8 ve p(s) =

( )
oldugunu kullanarak (5.6) denklemi,

a 4 ye) _ ot
&2 ds(p(s) ds)+£1p(s)_ c ' cERg

gibi yazilabilir. Daha sonra t(s) = f —ds degisken degistirme iglemiyle

d?%y

p(t)
€2 42

+£1y=_T, c €ER,

esitligi bulunur. Bu diferensiyel denklemin ¢6zimi ¢ € R, , c¢4,c; € R olmak

Uzere,
y = %(fe‘tp(t)dt +c)et + %(f etp(t)dt + cy)e™t

k3(s)

olarak verilir. Son olarak, y(s) = o)

ve t(s) = [ ky(s)ds esitliklerinden dolay1

k3(s) - -
#(Z) = %(f e~ Jla®dsgs + ¢ )el ka()ds 4 % ([ el k1®dsgs 4 ¢;)e~Tra®ds  (5.11)

esitligi elde edilir.

Tersine, eger (5.10) bagintis1 saglanirsa , bu bagintinin s ye gore iki defa trevi
alinarak (5.6) bagintisinin saglandigi elde edilir. Sonug olarak Teorem 4.1 saglanur,
bu da a nin ikinci ¢esit oskiilator egriye denk olmasidir.

Ayni yolla asagida verilen teorem ispatlanabilir.
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Teorem 5.2.5:

a(s) , tamamiyla E} Uzerinde yatan, spacelike asli normal N ve null olmayan
birinci binormal B; vektor alanli birim hizli spacelike bir egri olsun. O zaman «,
ikinci gesit oskiilatér egridir gerek ve yeter sart ¢(s) = [ky (s)ds , ¢ €R,,

c1,C, € R olmak Uzere,

k3(s) _
ka(s)

(f sing(s)ds + ¢;)cosp(s) + - (f cosd(s)ds + c;)sing(s)
dir.

Ornek 5.1:

E{ iizerinde bir birim hizl spacelike a egrisi,

()—3h3'h12'2_122
a(s) = 5cos S, Ssm 5,2 Ssm 5,2 5coss

olarak verilsin. Frenet vektorleri ve egrilikleri asagidaki gibi kolaylikla elde edilir:

T(s) = <\/Esinhs,\/gcoshs,ﬁcosZs,ﬁsinZs),
5 5 5 5
3 3 . 2 . 2
N(s) = <\/;coshs,\/;smhs,—Z\/;SLnZS,Z\/;COSZS> ,

B,(s) = «/_ sinhs, £coshs £c s2s, £Sln25
1 5 5 5
B,(s) = ( oshs, £ inhs, \/_55m25 gcosk)

ki(s) =1, k,(s) =6 veks(s) =2.Buradan g(a, B;) = 0 olup, « ikinci gesit
oskiilator egriye denktir.
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Sekil.5.1. a egrisinin x, = 0 uzayina dik izdiistimii.

Ornek 5.2:

E{ iizerinde bir birim hizh timelike f egrisi,
B(s) = (\/Esinhs, V2coshs, sins, coss)

olarak verilsin. Frenet vektorleri ve egrilikleri asagidaki gibi kolaylikla elde edilir:

T(s) = (\/Ecoshs, \V2sinhs, coss, —sins) ,

N(s) = (ﬁsinhs,ﬁcoshs, —ﬁsins, —ﬁcoss) ,
3 3 3 3

Bi(s) = (—coshs, —sinhs, —/2coss, \/Esins) ,

B,(s) = (g sinhs, g coshs, \é—g sins, ? coss) ,

ki(s) =3 |, ky(s) = zT\/E ve ki(s) = g dir. Buradan g(B,B;) = 0 oldugu

kolaylikla elde edilir, bu da 8 nin ikinci gesit oskiilator egriye denk oldugu anlamina

gelir.
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Sekil.5.2. § egrisinin x, = 0 uzayina dik izdiistimii.
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6. MINKOWSKIi UZAY-ZAMANDA NULL OSKULATOR EGRILERIN
KARAKTERIZASYONU

Bu bélimde, Minkowski uzay-zamanda bir null a egrisinin konum vektoriiniin
her zaman kendi oskiilatdr uzayinda yatmasi i¢in hangi sartlar1 saglamasi gerektigini
ifade edecegiz. Bu boliim i¢in ana kaynagimiz Ilarslan ve Nesovic (2012) tarafindan

yapilan ¢alisma olacaktir [14].

orijine gore) her zaman sirasiyla By veya Bi Oskiilatér uzaylarinda kaliyorsa a
egrisine sirastyla birinci ¢esit veya ikinci ¢esit oskiilator egri adi verilir.

Buna gore, birinci gesit ve ikinci ¢esit null oskiilator egrinin konum vektort,
A(s), u(s) ve 9(s) pseudo-yay parametresi s nin diferensiyellenebilir fonksiyonlari

olmak Uzere,

a(s) = A(s)T(s) + u(sIN(s) +9(s)By(s) (6.1)

a(s) = A(s)N(s) + u(s)B;1(s) + 9(s)B,(s) (6.2)

denklemleri ile ifade edilir.

6.1. Birinci Cesit Null Oskiilator Egriler:

Bu bolimde, Minkowski uzay-zamanda birinci ¢esit null oskiilator egrileri
karakterize edecegiz. Gosterecegiz ki Ef iizerinde bir null egri, birinci cesit bir
oskiilatér egridir gerek ve yeter sart tamamiyla E7 in timelike hiperdizleminde yatar.

Bu duruma bagli olarak asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 6.1.1:
a, E{ Uzerinde Cartan catili bir null egri olsun. O zaman a birinci cesit
oskiilator egriye denktir gerek ve yeter sart her s i¢in tglincl egriligi ks(s) sifira

esittir.

Ispat:

Oncelikle kabul edelim ki a, Ej iizerinde birinci gesit bir oskiilatdr egri olsun.
O zaman egrinin konum vektdri  a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) + 9(s)B;(s)
bagitisiyla ifade edilir. (6.1) bagintisinin s ye gore tiirevi alinir ve (3.6) bagintisi
kullanilirsa k3 (s) = 0 oldugu kolaylikla bulunur.

Tersine, kabul edelim ki her bir s icin ks;(s) =0 olsun. O zaman (3.6)
bagintisindan B,(s) sabit bir vektoér ve ayrica g(a,B,) nin sabit bir fonksiyon

oldugu elde edilir. Boylece @ nin konum vektorii

a(s) = g(a,B)T + g(a,N)N + g(a,T)B, + g(a, B;)B;

olarak tanimlanabilir ve g(a, B,) sabit bir vektordlr, bu da a nin birinci gesit
oskiilator egriye denk oldugunu gosterir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Bir sonug olarak asagidaki iki ifade kolaylikla yazilabilir.

Sonug 6.1.1:
E{ Uzerinde Cartan catili bir anullegrisi olsun. « , tamamiyla Ef in timelike

hiperdiizleminde yatar gerek ve yeter sart birinci ¢esit bir oskiilator egridir.

Sonug 6.1.2:
E} Uzerinde pseudo-yay parametresi s ile parametrelendirilmis Cartan catili
bir null a egrisi olsun. O zaman « birinci ¢esit oskiilator egridir gerek ve yeter sart

egrinin konum vektorii asagidaki forma sahiptir
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a(s) = (ﬁ(s)kz(s) — ﬁ”(s))T(s) +9'(s)N(s) + 9(s)B1(s) .
Burada, 9(s) = g(a(s),T(s)) # 0 keyfi bir diferensiyel denklemdir, bu denklem
9"'(s) —29'k,(s) —9(s)k;(s) +1 =0

olarak ifade edilir.

6.2. Ikinci Cesit Null Oskiilator Egriler:

Bu bolimde, kendi konum vektorleri ve egrilik fonksiyonlarinin bilesenlerini
kullanarak tamamiyla Ef iizerinde yatan ikinci cesit null oskiilatdr egrileri
karakterize edecegiz. a, pseudo-yay parametresi s ile parametrelendirilmis ve her bir
s igin iigiincii egriligi k5(s) # 0 olan E} iizerinde ikinci gesit bir null oskiilator egri
olsun. O zaman ikinci egriligi k,(s) sifira esit olabilir ya da sifirdan farkli olabilir.

Bu nedenle iki durum g6z 6niine alinir:

(A) k,(s)=0 ve (B) ky(s) # 0 dir.

Durum (A):

k,(s) =0 olsun.

(6.2) bagintisinin s ye gore tlrevi alinarak ve (3.6) bagmtis1 kullanilarak,
burada A =g(a,N) , u=g(aT) ve 9 =g(a, B,) swrasiyla egrinin konum

vektorindn asli normal, tanjant ve ikinci binormal bileseni olmak tizere,

H(s) —4(s) =0,

A'(s) =0,

—9(s)ks(s) = 1,
9'(s) + uks(s) = 0.

(6.3)

denklem sistemi elde edilir. (6.3) bagintisinin ikinci denkleminden A(s) = c € R
elde edilir. Boylece (A.1) A(s) =0 ve (A.2) A(s) = c € Ry, olacak sekilde iki alt

duruma ayrilabilir:
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(A.1) A(s) =0 olsun. Bu alt durumda, (6.3) Un ilk denklemi u = g(a,T)
tanjant bileseninin bir reel sabit oldugunu gosterir, boylece tekrar (Al.1) u(s) =0

ve (Al.2) u(s) =a,a € R, olacak sekilde iki alt duruma daha ayrilabilir:

(Al.1) u(s) =0 olsun. Bu alt durumda konum vektoriiniin tanjant bileseni
sifir olan E7 iizerindeki null egrinin ikinci gesit oskiilatér egri olmasi i¢in gerekli ve

yeterli durumlarin verildigi asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 6.2.1:

a , E{ Uzerinde s pseudo yayi ile parametrelendirilmis, k;(s) = 1, k,(s) = 0
ve ks(s) # 0 egrilikli Cartan catili bir null egri olsun. Eger a, tanjant bileseni
g(a,T) = 0 olan ikinci g¢esit bir oskiilator egri ise o zaman asagidaki ifadeler

saglanir:

() Ugiincii egriligi k3 (s) sifirdan farkli bir sabittir.
(i) a,S3(r),r € Ry pseudo kiiresi lizerinde yatar.
(iii)  Egrinin konum vektoriiniin ikinci binormal bileseni g(a, B,) sifirdan farkli

bir sabittir.
Tersine, eger a, E{ Uzerinde s pseudo yay ile parametrelendirilmis, k;(s) =

1, k,(s) = 0 ve k3(s) # 0 egrilikli Cartan ¢atili bir null egri ve (i), (ii) ya da (iii)

ifadelerinden birisi saglanirsa a bir ikinci ¢esit oskiilator egridir.

Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki a, tanjant bileseni g(a, T) = 0 olan ikinci ¢esit bir

oskiilator egri olsun. (6.3) denklem sistemi kullanilarak

A(s)=0, —-V9B)ks(s)=1, I9'(s)=0
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elde edilir.
Buradan 9(s) = c € Ry Ve boylece k3(s) = = =sabit oldugu bulunur, bu da

(1) ifadesini ispatlar. Buradan egrinin konum vektori
a(s) =cB, ,c €ER,

olarak verilir. Boylece kolaylikla g(a, a) = ¢? , g(a, B,) = ¢ oldugu elde edilir, bu
da (ii) ve (iii) ifadelerini ispatlar.
Tersine, kabul edelim ki (i) ifadesi saglansin. k3(s) =c ,c€ R, Ve (3.6)

oldugu bulunur. BOylece «a, ikinci g¢esit null oskiilator egriye denktir. (ii) ifadesi
saglansin. Buradan, g(a,a) =12 , r € R denkleminin U¢ defa s ye gore tirevi
alinarak ve (3.6) Frenet denklemleri kullanilarak g(a, B;) = 0 oldugu elde edilir,
bu da a nin ikinci ¢esit oskiilator egri oldugu anlamina gelir. Eger (iii) ifadesi
saglanirsa, g(a, B,) =sabit# 0 denkleminin s ye gore tiirevi alinarak ve (3.6)

bagintisi kullanilarak g(a, B;) = 0 oldugu bulunur, bu da teoremi ispatlar.

(Al.2) u(s) =a,a € R, olsun. Bu alt durumda, Teorem 6.2.1 in saglandig:

gibi ayni1 yolla ispatlanabilen asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.2.2:
a , E{ Uzerinde s pseudo yayi ile parametrelendirilmis, k;(s) = 1, k,(s) = 0
ve ks(s) # 0 egrilikli Cartan gatili bir null egri olsun. Eger a, tanjant bilseni
g(a,T) = a € R, olan ikinci ¢esit bir oskiilator egri ise, o zaman asagidaki ifadeler

saglanir:
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(i) Ugiincii egrilik k3 (s)
1

ks(8) = s
(i)  Egrinin konum vektoriiniin asli normal bileseni sifirdir, yani; g(a, N) =0
dir.

(iii)  Uzunluk fonksiyonu p = |la|l , p? =lcis+c,| c1 €ERy, c; ER

a € Ry, b € R esitligiyle verilir.

olarak ifade edilir.

Tersine, eer a, Ef Uzerinde s pseudo yay: ile parametrelendirilmis, k;(s) =
1, k,(s) = 0 ve ks(s) # 0 egrilikli Cartan ¢atili bir null egri ve (i), (ii) ya da (iii)

ifadelerinden biri saglanirsa, o zaman « ikinci ¢esit bir oskiilator egridir.

(A.2) A(s) = c € R, olsun. Bu alt durumda, konum vektérindin asli normal
bileseni sabit olan E tizerindeki null egrinin ikinci gesit oskiilatdr egri olmasi igin

gerekli ve yeterli durumlarin verildigi asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.2.3:

a , E{ Uzerinde s pseudo yayi ile parametrelendirilmis, k;(s) = 1, k,(s) = 0
ve k3(s) # 0 egrilikli Cartan catili bir null egri olsun. Eger « , asli normal bileseni
g(a,N) = c € R, olan ikinci gesit bir oskiilator egri ise, o zaman asagidaki ifadeler

saglanir:

(i) Ugiincii egrilik k3 (s),

1 . .-
ks(s) =7=—— , A4 €Ry, b € R ile verilir.

(i)  Egrinin konum vektoriiniin tanjant bileseni
gla,T)=as+b , a€Ry,, b €R ileverilir.
(iii)  Uzunluk fonksiyonu p = ||a||, p?>=|ds®+es+f| , d€ER,, efE€E

R olarak ifade edilir.
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Tersine, eger a , Ef Uzerinde s pseudo yayi ile parametrelendirilmis, k;(s) =
1, ky(s) =0 ve k3(s) # 0 egrilikli bir null Cartan egri ve (i), (ii) ya da (iii)

ifadelerinden biri saglanirsa, o zaman « ikinci ¢esit bir oskiilator egridir.
Teorem 6.2.3 {in ispat1, Teorem 6.2.1 in ispatiyla aynidir.
Durum (B):

k,(s) #= 0 olsun.

(6.2) bagintisinin s ye gore turevi alinip ve (3.6) bagintisi kullanilarak,

Akz - l9k3 = 1,

/1’ = Ilkz,

v (6.4)
19’ + Ilk3 = 0.

denklem sistemi elde edilir. (6.4) bagintisinin ilk ve son denklemleri kullanilarak,

elde edilir. (6.4) bagintisinin ikinci ve {iglincii denklemleri kullanilarak,

W (ﬁ) 4 Ll HE) (1) ~0 (6.5)

k3 k3 k3

diferensiyel denklem ortaya ¢ikar.

O zaman iki alt durum elde edilir. (B.1) (%)’ =0 ve (B.2) (%)I #0
3 3

(B.1) (’;—z) = 0 olsun. k,(s) ve ks(s) egrilik fonksiyonlarmin orani bir sabittir,

k2 (s)
k3(s)

c €ER, ve (B.1.2) k3(s) #sabit .

yani; = a € R, dir, boylece yine iki alt durumla karsilasilir: (B.1.1) k5(s) =
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(B.1.1) k3(s) = c € R, olsun. O zaman k5(s) = a.c € R, dir, bu da a nin bir null
helis oldugu anlamina gelir. Ayrica (6.6) bagmtist  cu(s)(a®? +1) = 0 seklinde

olur.

Son denklem, tanjant bileseninin g =0 oldugunu gosterir. Ayni yolla,

asagidaki gibi ikinci gesit null oskiilator helisler karakterize edilir.

Teorem 6.2.4:
a,E{ Uzerinde Cartan catili bir null helis olsun. O zaman a, tanjant bileseni
g(a,T) = 0 olan ikinci gesit bir oskiilatr egriye denktir gerek ve yeter sart a, Ef

tizerinde bir S3 () pseudo kiiresi izerinde yatar.

Teorem 6.2.1 in ispatina benzerliginden dolayr bu teoremin ispati

verilmeyecek.

(B.1.2) k5(s) #sabit olsun. Bu alt durumda asagidaki teorem saglanir.

Teorem 6.2.5:
a , Ef Uzerinde s pseudo yayi ile parametrelendirilmis ve k;(s) = 1, k,(s) =
aks(s) , a € Ry ve k3(s) #sabit egrilikli Cartan ¢atili bir null egri olsun. O zaman «

ikinci gesit bir oskiilator egriye denktir gerek ve yeter sart tigiincii egriligi ks (s),

k5" (s)k' (s)ks(s) — ks (5)k2(s) — 12 (kg'(s))g +aks'(s)k3(s) =0, a €R, (6.6)

diferensiyel denklemi ile ifade edilir.

Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki, a ikinci gesit oskiilatér egriye denk olsun. (6.6)

bagintis1 kullanilarak,
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__ ks
b= @ 67)

elde edilir.
Daha sonra, (6.7) bagintisi ve (6.4) bagintisinin {igiincli denklemi kullanilarak,

_ 3(k§)2—k3”k3
A= k%(a?+1) (6.8)

elde edilir. (6.4) bagmtisinin birinci denkleminde (6.8) bagintis1 yerine yazilirsa,

a(3(k5)* k"' )-k3(a?+1)
k3(a?2+1)

9 =

(6.9)

elde edilir.

Ayni yolla, @ konum vektoriinlin biitiin bilesenleri k;(s) ti¢lincii egriligine
bagl olarak ifade edilir. Bundan baska, (6.7), (6.8) ve (6.4) bagintisinin ikinci
denklemi kullanilarak k5(s) in (6.6) bagintisini sagladig1 bulunur.

Tersine, kabul edelim ki k;(s) tgilincii egriligi (6.6) bagintisin1 saglasin.

X € Ef vektorii asagidaki esitlikle verilsin:

2
3(k4) k3" ks K, a(3(k3)*~ks'"k3)-k3(a?+1)
k%(a?+1) K3(a2+1) 1 k4 (a?+1) 2

X=a

(3.6) ve (6.6) bagmtilar1 kullanilarak X' = 0 oldugu bulunur, bu da X in sabit bir
vektor oldugu anlamina gelir. Sonug olarak « ikinci ¢esit oskiilator egriye denktir.

Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
(B.2) (%) # 0 olsun. O zaman % # 0 dir. Boylece iki alt durum ile karsilagilir:
3 3

(B.2.1) k, #sabit, k3 =sabit+ 0 ve (B.2.2) k, # 0, k3 #sabit
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(B.2.1) k, #sabit , k; =sabit# 0 olsun. Bu alt durumda Teorem 6.2.5 gibi ayni

yolla ispatlanabilen asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 6.2.6:
a, E{ Uzerinde s pseudo yayr ile parametrelendirilmis ve kq(s) =1,
k,(s) #sabit ve k3(s) = a € R, egrilikli bir Cartan ¢atili null egri olsun. O zaman «

ikinci ¢esit bir oskiilator egriye denktir gerek ve yeter sart ikinci egriligi k, (s),

(k2(s) + a2k} (s) — 3k () (ky(s))” + (k3(s) +a®? =0  (6.10)

diferensiyel denklemi ile ifade edilir.

(B.2.2) k, # 0, k3 #sabit olsun. Bu son durumda da asagidaki teorem saglanir.

Teorem 6.2.7:

a, Ef Uzerinde s pseudo yayi ile parametrelendirilmis ve k;(s) = 1, k,(s) # 0
ve k;(s) #sabit egrilikli Cartan ¢atili bir null egri olsun. O zaman « ikinci gesit bir
oskiilator egriye denktir gerek ve yeter sart k,(s) ve ks(s) egrilik fonksiyonlari

asagidaki bagintilarla ifade edilir.

- [p()ds [p(s)ds _ _p)a)-4'(s)
¢ (e+a(s)e ds) = oo toe  CER

k3 (s) (k3 ()13 (s))

k3(s)
K} ()k3 (s) k2 (s)kh (s) dir

k3 ($)k3 (s)=ka (s)k3(s)

burada p(s) = ve q(s) =
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6.3. Minkowski Uzay- zamanda Null Oskiilator Egrilere Bazi Ornekler:

.. . 1 1 1 . . .
Ef Uzerinde y(s) = (353 +s,552,gs3,s) denklemiyle verilen null cubic

egrisi alinsin. Boylece egrilik fonksiyonlar1 da
ki(s) =1, ky(s) =0, ks(s)=0

olarak elde edilir. Teorem 6.1.1 den y nin birinci ¢esit oskiilator egri oldugu

bulunur.

—
-20

Sekil 6.1. y egrisinin x, = 0 uzayina dik izdiistimii

Null oskiilator egrinin ikinci 6rnegi olarak, Ef lizerinde bu & egrisi

1 1
6(s) = (— sinhs,—coshs,—sins,— coss)

V2 V2 V2o V2

denklemiyle disiiniilsiin. § nin egrilik fonksiyonlar1 da
kl(S) = 1, kz(S) = 0, k3(5) =-1

olarak kolaylikla elde edilir. Boylece, § pseudokire tzerinde yatan bir null helistir.

Teorem 6.2.4 e gore §, ikinci ¢esit bir oskiilator egridir.
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Sekil 6.2. § egrisinin x, = 0 uzayina dik izdiisimii

Bagka bir 6rnek olarak, Ef (izerinde a,c € R, olmak tizere,

1
—___p—as as — -
72 e ¥, e® + . cos(cs), 72 e

—as

1
0(s) = <eas + —cos(cs) —
c
——cos(cs), —sin(cs))
c c

denklemiyle verilen null egri alinsin. Bdylece T'(s) = 6'(s) olan tanjant vektérinin
g(0,T) = 0 denklemini sagladig1 gosterilebilir. Teorem 6.2.2 den dolay1 bu 6 nin
ikinci gesit oskiilator egriye bir drnek oldugu ifade edilir. Burada a = 2 ve ¢ = 2

alinarak asagidaki grafik elde edilir.

Sekil 6.3. § egrisinin x, = 0 uzayina dik izdiisimii
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Son olarak, Ef tizerinde s bir pseudo yay parametresi olmak tzere,

1 sz+¥ sz_¥ 1
+ )
252 2 V2
u(s) = /T <200$ <7ln(s)> +—
252 (V2 V2
oViZ 2sin (71n(s)>—7

denklemiyle verilen null egri diisiiniilsiin. Burada, u niin egrilik fonksiyonlari

ki(s) =1, ky(s) = S%, ks(s) = —

6
s2

olarak bulunur. Ayrica, bu egrilik fonksiyonlarinin (6.6) bagmtisini sagladigi

kolaylikla elde edilir. Teorem 6.2.7 ye gore, pu nln ikinci g¢esit bir oskiilator egriye

denk oldugu bulunur.

Sekil 6.4. y egrisinin x, = 0 uzayina dik izdiisimii
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7. MINKOWSKIi UZAY-ZAMANDA PARTIALLY NULL VE PSEUDO
NULL OSKULATOR EGRILERIN KARAKTERIZASYONU

Bu bélimde, Minkowski uzay-zamanda partially null ve pseudo null bir «
egrisinin konum vektoriiniin her zaman kendi oskiilator uzayinda yatmasi i¢in hangi
sartlar1 saglamasi gerektigini ifade edecegiz. Bu boliim igin ana kaynagimiz ilarslan
ve Nesovic (2011) tarafindan yapilan ¢alisma olacaktir [15].

a,{T,N,B,,B,} Frenet ¢atis1 boyunca, sirasiyla tanjant, asli normal, birinci
binormal ve ikinci binormal vektor alanlarindan ibaret olan Ef iizerinde bir egri
olsun.

Tekrar ifade edilirse, keyfi bir a egrisi E{ iizerinde, eger konum vektorii
(secilen orijine bagl olarak) daima sirasiyla ortogonal bilesenleri By ya da Bi
lizerinde yatiyorsa birinci ya da ikinci ¢esit oskiilator egri olarak adlandirilir.

Eger a birinci ¢esit partially null oskiilator egri ise,0 zaman konum vektorii
g(a(s),Bz(s)) = 0 olarak ifade edilir. Bu durumda, birinci ¢esit partially null
oskiilator egrinin konum vektori A(s) = g(a,T) ve u(s) = g(a, N) yay uzunlugu
fonksiyonu s iizerinde keyfi diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere agsagidaki

denklemle verilir:

a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) (7.1)

Ayrici, eger a ikinci gesit partially null oskiilatér egri ise, o zaman konum
vektorl g(a(s),Bl(s)) = 0 denklemi ile ifade edilir. Sonu¢ olarak, ikinci ¢esit
partially null oskiilatér egrinin konum vektori, A(s) = g(a,T), u(s) = g(a,N) ve
9(s) = g(a,B,) yay uzunlugu fonksiyonu s Uzerinde keyfi diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak (zere

a(s) = A()T(s) + u(s)N(s) + 9(s)Bi(s) (7.2)
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bagintisi ile ifade edilir.

Eger a pseudo null egri ise, By ortogonal bileseni {T, By, B,} tarafindan
gerilen E{ in bir lightlike (dejenere) hiperdiizlemidir ve Bi de {T, N, B,} tarafindan
gerilen Ef in bir non-dejenere hiperdiizlemidir. Sonug olarak, sirasiyla birinci cesit
ve ikinci ¢esit pseudo null oskiilatér egrinin konum vektori A(s), u(s) ve 9(s) yay
uzunlugu fonksiyonu s Uzerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak (izere

asagidaki denklemlerle ifade edilir:

a(s) = A()T(s) + u(s)B1(s) +9(s)Bz(s) (7.3)

a(s) = As)T(s) + u(s)N(s) + 9(s)B,(s) (7.4)

7.1. Birinci Cesit Partially Null Oskiilator Egriler:

Partially null diiz dogrular, birinci gesit partially null oskiilator egrilerin basit
ornekleridir. Asagidaki teoremde, E; iizerinde her diizlemsel partially null egrinin

birinci gesit partially null oskiilator egri oldugu gosterilecek.

Teorem 7.1.1:
a , E} lizerinde birinci egriligi k;(s) # 0 olan birim hizli bir partially null egri
olsun. O zaman « birinci gesit oskiilatdr egridir gerek ve yeter sart her s igin ikinci

egriligi k,(s) = 0 dir.
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Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki a birinci gesit partially null oskiilatr egri olsun. O
zaman egrinin konum vektorii (7.1) bagintisi ile ifade edilir. (7.1) bagintisinin s ye

gore turevi alinir ve (3.4) Frenet denklemleri kullanilarak

A(s) = u(s)k(s) = 1,
u'(s) + A(s)k1(s) =0, (7.5)
u(s)kz(s) = 0.

denklem sistemi elde edilir. (7.5) denklem sisteminin Gglincu denklemi u(s) =0
ya da k,(s) = 0 oldugunu gosterir. Eger u(s) =0 ise (7.5) bagmtilari ile bir
celiski elde edilir. Bu yuzden u(s) # 0 ve k,(s) =0 dir.

Tersine, kabul edelim ki her s icin k,(s) = 0 olsun. (3.4) Frenet denklemleri
kullanilarak, a'(s) =T(s) , a"(s) =ki(s)N(s) , a'"'(s) =ki(s)N(s)—
kZ(s)T(s) esitlikleri elde edilir. Boylece, a nin biitiin yiiksek mertebeden tiirevleri T

ve N vektorlerinin lineer birlesimidir. a i¢in Maclaurin esitligi,

2 3

a(s) = a(0) + a'(O)s + @ (0) 5 + & (0) 5 + -

olarak verilir, {T,N} tarafindan gerilen spacelike 2-uzayi lizerinde tamamen yattig
kanisina varilir. Boylece, egrinin konum vektorii (7.1) bagintist ile ifade edilir, bu da

teoremi ispatlar.

51



Teorem 7.1.2:
a, E; iizerinde birinci egriligi k;(s) # 0 olan birim hizl bir partially null egri

olsun. O zaman a birinci ¢esit oskiilator egridir gerek ve yeter sart egrinin konum

vektord,
a(s) = 3 7(s) + u(s) N(s) (7.6)
ile verilir, burada u(s) # 0 ve
W (S)ka(5) — 1 () () + u(s)3 (s) + k2 (s) = 0 (7.7)

diferensiyel denklemi ile ifade edilen keyfi bir diferensiyellenebilir fonksiyondur.

Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki « birinci cesit partially null oskiilator egri olsun.
Teorem 7.1.1 in ispatindan dolay1, u(s) # 0 olmak lzere (7.5) bagintisi saglanir.

(7.5) bagintisinin ikinci denkleminden,

A(s) = — ;;23 (7.8)

elde edilir. (7.1) bagintisinda (7.8) denklemi yerine yazilirsa, @ nin konum vektorii
(7.6) deki gibi elde edilir. Ayrica, (7.5) nin birinci ve ikinci denklemleri kullanilarak
u(s) fonksiyonunun (7.7) bagintisi gibi ifade edildigi kolaylikla elde edilir.

Tersine, a partially null egrisinin konum vektorii (7.6) bagintisi ile ifade
edilsin, kolaylikla g(a(s),Bz(s)) = 0 oldugu bulunur, bu da a nin birinci ¢esit
partially null oskiilator egri oldugu anlamina gelir. Bu teoremin ispatini tamamlar.

Acikga, (7.7) diferensiyel denkleminin ¢o6ziimi, birinci egrilik k;(s)in
denklemine baglidir. Teorem 7.1.1 den her birinci gesit partially null a oskilatér

egrisi tamamiyla E in spacelike 2-uzayinda yatar, bdylece birinci egrilik k;(s) in
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bilinen denklemi ile verilen egrinin parametrik denkleminin determinantini elde

etmek mumkiindr. Ef e izometrik olan a nin parametrik denklemi

S 1
ki(¢)

a(s) = fST(s)ds +C = f (cospe, + singes)dp + C
0 0

olarak yazilabilir, burada e, = (0,1,0,0) , e; = (0,0,1,0) , k;(s) = ¢'(s) , C € E}

sabit vektor ve ¢ (s), spacelike T (s) ve e, vektorleri arasindaki agidir.

Ornek 7.1.1:

E; Uzerinde
a(s) = (0,V2ssin(V2s) + cos(vV2s),sin(vV2s) — V2s cos(V2s), 0)

denklemiyle verilen partially null egrisini diistinelim. (3.4) Frenet denklemlerini

kullanarak, o nin Frenet vektorleri ve egrilikleri
T(s) = (0, cos(\/z), sin(\/E), O)
N(s) = (O, —sin(\/ﬁ), cos(\/ﬂ), 0)

B:(s) =(1,0,0,1)

1 1
BZ(S) = <_§; O;O; E)

ki(s) = =, ka(s) = k(s) = 0

olarak bulunur. Ozellikle, (7.7) bagintisini kullanilarak u(s) = —/2s olarak elde
edilir. o nin grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 7.1. o egrisinin x, = 0 uzaymna dik izdiisimi

Teorem 7.1.2 ye gore o nin konum vektorii
o(s) = T(s) — V2sN(s)

olarak yazilabilir. Son denklemden g(a(s), B, (s)) = 0 oldugu elde edilir, bu da o

nin birinci ¢esit partially null oskiilator egri oldugu anlamina gelir.

Tekrar ifade edilirse, E;{ tzerinde keyfi a egrisi, konum vektorii, secilen orijine
bagli olarak daima bu egrinin T tanjant vektor alaninin (N asli normal vektor alaninin
) ortogonal bileseni {izerinde yatar ise, normal egri (rektifiyen egri) olarak
adlandirilir. Sonraki teorem, birinci ¢esit partially null egriler ve partially null normal

egriler arasindaki basit bagintiy1 verir.

Teorem 7.1.3:
Birinci egriligi k;(s) # 0 ve tanjant bileseni g(a, T) sifir olan birinci ¢esit her

partially null oskiilatdr egri, partially null normal egridir, bu nedenle bir cemberdir.

Bu teoremin ispati, sadece Ej iizerinde partially null rektifiyen egrilerin, partially

null diiz dogru olmalarindan agiktir. Boylece asagidaki teorem saglanir.
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7.2. Ikinci Cesit Partially Null Oskiilator Egriler:

Bu bolimde, Ef Uzerinde her s igin k;(s) # 0 ve k,(s) # 0 egrilik
fonksiyonlar1 ile ikinci g¢esit partially null oskiilator egriler karakterize edilecek.
Asagidaki teorem, teorem 7.1.2 deki gibi benzer yolla ispat edilebileceginden ispati

yapilmayacak.

Teorem 7.2.1:
a, E{ Uzerinde k,(s) # 0 ve k,(s) # 0 egrilikli birim hizli partially null egri
olsun. O zaman, « ikinci gesit oskiilator egridir gerek ve yeter sart egrinin konum

vektord,

a(s) = = =2 T(s) + p(IN(S) = [ u(s)ka(5)dsBs (s) (7.9

denklemiyle verilir, burada u(s) # 0 , (7.7) bagintis1 ile ifade edilen keyfi bir

diferensiyellenebilir fonksiyondur.

Bir sonug olarak, asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 7.2.2:
a , Ef Uzerinde k;(s) # 0 ve k,(s) # 0 egrilikli birim hizli partially null egri

olsun. Eger, a ikinci ¢esit oskiilator egri ise, o zaman asagidaki ifadeler saglanir:

Q) Konum vektoriiniin sirastyla tanjant ve asli normal bileseni,

9(a(s), 7)) = - X2 g(a(s),N(s)) = u(s)

k1(s)
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olarak wverilir, burada pu(s), (7.7) bagmntisinda ifade edilen keyfi bir

diferensiyellenebilir fonksiyondur.

(i)  Konum vektoriiniin sirastyla tanjant ve ikinci binormal bileseni,

9@ 7)) = = 22 g(a(s), Bo(9)) = = [ w(ka(s)ds

olarak wverilir, burada pu(s), (7.7) bagmntisinda ifade edilen keyfi bir

diferensiyellenebilir fonksiyondur.

(ili)  Konum vektorinin tanjant bileseni ve uzaklik fonksiyonu p(s) = |la(s)]| ,

sirasiyla

{0 2
g(a(s),T(s)) = - % , pA(s) = l;%—((ss))+ U2 (s)

olarak verilir, burada u(s), (7.7) bagintisinda ifade edilen keyfi bir

diferensiyellenebilir fonksiyondur.

Tersine, eger a, Ef Uzerinde k;(s) # 0 ve k,(s) # 0 egrilikli birim hizl
partially null egri ve (i), (ii) ya da (iii) ifadelerinden biri saglanirsa, o zaman « ikinci

cesit oskiilator egridir.

Ispat:
Kabul edelim ki a , ikinci ¢esit partially null oskiilatér egri olsun. (7.9)

bagintis1 kullanilarak, kolaylikla (i), (ii) ve (iii) ifadelerinin saglandig: elde edilir.
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Tersine, kabul edelim ki (i) ifadesi saglansin. g(a, N) = y bagintisinin s ye
gore tlrevi alinarak ve (3.4) bagintis1 kullanilarak g(a, B;) = 0 oldugu elde edilir,
bu da @ nin ikinci gesit oskiilator egri oldugu anlamina gelir. Eger (ii) ifadesi
saglanirsa, g(a, B,) = — [ pk,ds denkleminin s ye gore iki defa tlrevi alinarak ve
(3.4) bagmtis1 kullanilarak g(a, B;) = 0 oldugu bulunur. Boylece a ikinci gesit
oskiilator egridir. Son olarak (iii) ifadesi saglanirsa, o zaman g(a,a) = g(a,T)? +
u? dir. Bu son denklemin s ye gore iki defa tiirevi almarak ve (3.4) bagntisi

kullanilarak, g(a, B;) = 0 oldugu elde edilir, bu da teoremin ispatini tamamlar.

Asagidaki teorem, ikinci g¢esit partially null oskiilator egriler ve partially null

normal egriler arasindaki basit bagintiy1 verir.

Ornek 7.2.1:

p(s) = (s, s,%cos(cs),%sin(cs)) , ¢ € R} denklemiyle verilen partially

null helisi diistintlstn. ¢ nin Frenet vektorleri ve egrilikleri
T(s) = (1,1, —sin(cs),cos(cs)) ,
N(s) = (0,0, —cos(cs), —sin(cs)) ,
Bi(s) = (c,c,0,0),
B,(s) = <—%, Oésin(cs), —%cos(cs)) ,
ki(s)=c,ky,(s)=1,k3(s)=0,c €R{§

denklemleriyle verildigi bulunur. Bununla kolaylikla g(¢(s),B;(s)) =0 oldugu

ifade edilebilir, bdylece ¢ ikinci gesit partially null oskiilator egridir.
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Sekil 7.2. ¢ egrisinin x, = 0 uzayma dik izdiistimii

Ustelik, teorem 7.2.1 kullanilarak u(s) = —% oldugu bulunur. Daha sonra, (7.9)

bagintist ve teorem 7.2.1 den ¢ nin konum vektorii

1
9(s) = = N(s) + 2By ()

olarak yazilabilir.

Ornek 7.2.2:

w(s) = (es,es,%cos(cs),%sin(cs)) , ¢ € R} denklemiyle verilen partially

null egrisi diistintlsin. w nin Frenet gatisi,
T(s) = (e, e, —sin(cs), cos(cs)) ,
N(s) = %(es, e®, —ccos(cs), —csin(cs)) :

14c2

B(s) = (1,1,0,0),

c
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c e’ . es .
+ 200+ ¢2)’' 1+ c? (cos(es) + CSln(CS)).m(Sln(CS) — ccos(cs))

olarak elde edilir, ayrica egrilik fonksiyonlar1 da
ki(s)=c,ky,(s)=¢e®,k3(s)=0,c€RZ

olarak verilir. Kolaylikla g(a)(s),Bl(s)) = 0 oldugu gosterilebilir, bu da w nin

ikinci ¢esit partially null oskiilator egri oldugu anlamina gelir.

Sekil 7.3. w egrisinin x, = 0 uzayina dik izdiistimii

Ozellikle, teorem 7.2.1 e gére w nin konum vektorii de
w(s) = —%N(s) +e?sBl(s) , CERS

olarak yazilabilir.
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7.3. Birinci Cesit Pseudo Null Oskiilator Egriler:

a:l > Ef |, ki(s) =1, ky(s) # 0 egrilikli ve iigiincii egriligi ks (s) sifira esit
ya da sifirdan farkli olan birinci ¢esit pseudo null oskiilator egri olsun. Bu durumda,
a nin konum vektori (7.3) bagintisi ile ifade edilir, (7.3) bagmtisinin s ye gore tlrevi

alinarak ve (3.5) Frenet denklemleri kullanilarak

A(s)—9(s) =1,
9'(s) — u(s)ka(s) = 0,

7.10
A(s) + u(s)ka(s) = 0, (7.10)
u'(s) —9(s)ks(s) =0,
denklem sistemi bulunur. Buradan iki durum elde edilir:
(A) ks(s) = 0. Bu durumda (7.10) denklem sistemi
A(s) =0,
u(s) =0,
9(s) = —1, (7.11)
p'(s) =0.
olur. (7.11) bagintis1 (7.3) bagintisinda yerine yazilirsa, & nin konum vektorii
asagidaki denklem ile ifade edilir:
a(s) = —B,(s) (7.12)

Bu yolla asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 7.3.1:
a , tamamiyla E; Uzerinde yatan k;(s) = 1, k,(s) # 0 ve k3(s) = 0 egrilikli
pseudo null egri olsun. Eger a , birinci ¢esit oskiilator egri ise, o zaman asagidaki

ifadeler saglanir:

Q) Konum vektoriiniin tanjant bileseni g(a, T) sifirdir.
(i)  Konum vektoriiniin asli normal bileseni g(a, N) = —1 olarak verilir.
(il)  Konum vektdriiniin birinci binormal bileseni g(a, B,) sifirdir.

(iv)  «a, bir light koni Gizerinde yatar.

Tersine, eger a, tamamiyla E; Uzerinde yatan k;(s) = 1, ky(s) # 0, k3(s) =
0 egrilikli pseudo null egri ve (i), (i1), (iii) ve (iv) ifadelerinden biri saglanirsa, o

zaman «a ikinci ¢esit oskiilator egridir.

Teorem 7.3.1, teorem 7.2.2 gibi benzer yolla ispatlanabilir. Bu yuzden bu

teoremin ispat1 verilmeyecek.

Ornek 7.3.1:

9(s) = (% cosh(\/a),\/%sinh(\/a),%sin(ﬁ), —\/%cos(\/a)) ,

cERY

denklemiyle verilen pseudo null egrisi diistiniilsiin. Buradan 9 nin Frenet vektorleri

7(5) = (J55inh (V&) 5 osh (VE5) o5 (Vas), g sn(Ves) )
N(s) = <% cosh(\/z),%sinh(\/?), —%sin(ﬁ),%cos(ﬁ))

B,(s) = (\/% sinh(Vcs), \/% cosh(V/cs), - % cos(Ves), — %sm(\/a))
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B,(s) =
(— \/% cosh(Vcs), — %sinh(ﬁ), - \/%sin(\/a), \/% cos(\/E)),
olarak elde edilir, egrilik fonksiyonlar1 da
ki(s)=c,ky(s)=e€°,ks(s)=0,c€ER]

olarak verilir. Kolaylikla g(9(s), B,(s)) = 0 oldugu gdsterilebilir, bu da 9 nin

birinci ¢esit pseudo null oskiilator egri oldugu anlamina gelir.

Sekil 7.4. 9 egrisinin x, = 0 uzayina dik izdiisiimi
(B) ks(s) # 0 . Budurumda (7.12) denklem sistemi

(1 + K3 () () + ka()k5()u(s) + ka(s) = O,
A(s) = ~ka()u(s),

9'(s) = ky(s)u(s), | (7.13)
_H®
9(s) = k3(s) J
olur. (7.13) denklem sisteminin birinci denklemi, genel ¢6ziimi
—[29 45, ceRr (7.14)

1
u(s) = c—)-=—=ds |,
,1+k§(s) /1+k§(s)
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olarak verilen lineer diferensiyel denklemidir. (7.13) ve (7.14) bagintilari

kullanilarak, asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 7.3.2:
a, tamamiyla E} Uzerinde yatan k;(s) = 1, k,(s) # 0 ve k;(s) # 0 egrilikli
pseudo null egri olsun. Eger a birinci ¢esit oskiilatér egri ise o zaman asagidaki

ifadeler saglanir:

() Konum vektoriiniin tanjant bilesenti,

g(a(s),T(s)):_k3—(s) c—fk3—(s)ds , CER

/1+k§(s) 1+k2(s)

olarak verilir.

(i) Konum vektoriniun asli normal bileseni,

1 k3(s) k3(s)
g(a(s),N(s))z— —~——"—|c—[+===ds |, c€R
1+k3(s) (1+k§(s))2 ’1+k§(s)
olarak verilir.

(ili))  Konum vektdriiniin birinci binormal bileseni,

g(a(s),Bi(s)) = =2 | ¢ — £ _gs ) ceR

/1+k§(s) /1+k§(s)

olarak verilir.
Tersine, eger a tamamuyla Ef Uzerinde yatan k;(s) = 1, k,(s) # 0, k5(s) #

0 egrilikli pseudo null egri ve (i), (ii) ve (iii) ifadelerinden biri saglanirsa, o zaman «

birinci ¢esit oskiilator egridir.
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Teorem 7.3.3:
a, tamamiyla E; Uzerinde yatan k;(s) = 1, k,(s) # 0 ve k5(s) # 0 egrilikli
pseudo null egri olsun. O zaman « birinci g¢esit oskiilatér egriye denktir gerek ve

yeter sart k,(s) ve ks (s) egrilik fonksiyonlari

3k (s)k4(s) = ;<c — [ ds> [l ()(1 + K3(9))” = 3ka($)KE(s) + Ky (s)(1 +
/1+k§(s) /1+k§(s)
K2(s))|,cer (7.15)

diferensiyel denklemi ile ifade edilir.

Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki, a birinci gesit oskiilatdr egriye denk olsun. Teorem
7.3.2 ve (7.13) denklem sisteminin ti¢iincti denklemi kullanilarak k,(s) ve ks (s)

egriliklerinin (7.15) bagintisi ile ifade edildigi bulunur.

Tersine, kabul edelim ki k,(s) ve ks (s) egrilik fonksiyonlari (7.15) bagintisi

ile ifade edilsin. X (s) € E{ vektori ,

X(s) = a(s) + =28 <c —f k5) ds)T(s) K <c —f £50) ds) By(s) + —5—

[14k2(s) [14k2(s) [1+k3(5) [1+k3(5) 1+K3()

L ON 3 C—f—k3(s) ds |B,(s) , CER
)2

(1+K2(s) /1+k§(s)

olarak verilsin. (3.5) ve (7.15) bagmtilar1 kullanilarak, X'(s) = 0 oldugu bulunur.
Sonug olarak, X(s), E;f Uzerinde bir sabit vektordir, bu da a nm birinci ¢esit

oskiilator egriye denk oldugu anlamina gelir. Bu da teoremi ispatlar.
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7.4. Ikinci Cesit Pseudo Null Oskiilator Egriler:
a, Ef Uzerinde k,(s) = 1, k,(s) # 0 ve k;(s), burada k5 (s) sifira esit ya da
sifirdan farkli olabilir, egrilikli ikinci g¢esit pseudo null oskiilator egri olsun. (7.4)

bagintisinin s ye gore tiirevi alinarak ve (3.5) Frenet denklemleri kullanilarak,

A(s)—9(s) =1,
A(s) + ' (s) =0,

7.16
1()ky (s) = (s)ks(s) = O, (7.16)
¥'(s) =0,
denklem sistemi elde edilir. Buradan da iki durumla karsilasilabilir:
(A) ks;(s) = 0 olsun. Bu durumda (7.16) denklem sistemi
A(s) =0,
u(s) =0,
9(s) = -1 (7.17)
9'(s) =0,

olarak bulunur. (7.4) bagintisinda (7.17) bagintis1 yerine yazilirsa, ikinci gesit pseudo

null oskiilator egrinin konum vektorii

a(s) = —=B,(s)
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bagintisi olarak bulunur, bu da (7.12) bagintisina denktir. Bu yolla asagidaki teorem

ifade edilir.

Teorem 7.4.1:

ki(s) =1, k,(s) # 0 ve k3(s) = 0 egrilikli her ikinci gesit pseudo null

oskiilator egri, birinci ¢esit pseudo null oskiilator egridir ve bu karsilikli olarak

saglanir.

(B) ks(s) # 0 olsun. Bu durumda (7.16) denklem sisteminin son esitliginden
9 € R elde edilir.Eger ¥ = 0 ise (7.16) bagintis1 kullanilarak bir ¢eliski elde edilir.

Bu durumda 9 = ¢, € R, dir. Ozellikle (7.16) bagintisinda 9 = ¢, yerine yazilirsa,

A(s) = —c, (ks(S))’ }\l

ka(s)
_ . ka(s)
19(5) = CO)

A(s)—co=1, J

olarak bulunur. Bundan sonra, iki durumla karsilagilabilir:

ks(s) ...
(B.1) o) =sabit ve

k3(s) .
(B.2) el #sabit

(B.1) ’;3—8 = ¢; € Ry olsun. O zaman (7.18) bagintisindan konum vektort,
2

a(s) = —c;N(s) —B,(s), c¢; €ER,
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olarak elde edilebilir. Boylece asagidaki teorem saglanir.

Teorem 7.4.2:

a, Ef uUzerinde ki(s)=1, ky(s)#0, ks(s) =+ 0egrilikli ve konum
vektoriinlin tanjant bileseni g(a, T) sifir olan birim hizli pseudo null egri olsun. O
zaman «a, ikinci ¢esit oskiilator egriye denktir gerek ve yeter sart iiciincii ve ikinci

egriliklerinin orani sabit bir fonksiyondur,

k3(s) _
% —_ Cl y Cl E RO (720)

Ispat:
Oncelikle kabul edelim ki, a ikinci cesit oskiilatér egriye denk olsun.
g(a,T) =0 oldugundan (7.18) bagmtisinin ilk denklemi kullanilarak (7.20)

bagintisinin saglandig: elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki tiglincii ve ikinci egrilikler (7.20) bagintisini saglasin.

X(s) =a(s) + ¢;N(s) + By(s), ¢; ERy

olarak verilen X € E{ vektérii almsin. Bu bagintimin s ye gore tirevi alinarak ve
(3.5) bagntis1 kullanilarak X'(s) = 0 oldugu bulunur. Bdylece X  sabit bir

vektorddr, bu da a nin ikinci gesit oskiilator egriye denk oldugu anlamina gelir.
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Ornek 7.4.1:

(s) = ( cosh(3s), smh(SS) sin(s), —cos(s)) denklemiyle verilen

pseudo null egrisi alinsin. T nun Frenet gatisi,

T(s) = sinh(3s), —cosh(3s) cos(s), sm(s))

(6
N(s) = % (cosh(Bs), sinh(3s), —sin(s), cos(s)) ,
B:(s) = \/%(351'71}1(35), 3cos(3s), —cos(s), —sin(s)) ,

B,(s) = %ﬁ (—cosh(3s), —sinh(3s), —sin(s), cos(s))

olarak verilir. T nun egrilikleri

ki(s) =1, kao(s) =3, ks(s) ==

olarak elde edilir.

Sekil 7.5. T egrisinin x, = 0 uzayina dik izdiisiimii
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’;3—23 = g oldugundan, (7.21) bagintisindan konum vektorii
2

7(s) = —5N(s) = B>(s)

olarak ifade edilir. Son denklem kullanilarak, g(r(s), T(s)) = 0 oldugu kolayca

bulunur. Teorem 7.4.2 ye gore t ikinci ¢esit pseudo null oskiilator egridir.

(B.2) f—gg #sabit olsun. O zaman (7.18) bagintisindan « egrisinin konum vektort,
2

k3(s)\’ k3(s)
a(s) = —c, (kZ(Z)) T(s) + ¢, (kz(z)) N(s) + coB,(s), ¢y €ERy

olarak verilir. Bu durumda Teorem 7.4.2 deki gibi ayn1 yolla ispatlanabilen son

teorem elde edilir.

Teorem 7.4.4:

a, Ef uUzerinde ki(s)=1, ky(s)#0, ks(s) = 0egrilikli ve konum
vektoriiniin tanjant bileseni g(a, T) sifirdan farkli olan birim hizli pseudo null egri
olsun. O zaman «a ikinci ¢esit oskiilator egriye denktir gerek ve yeter sart a, b, c € R

ve a, b ikisi birlikte sifira esit olmamak iizere {i¢iincii ve ikinci egriliklerin orani,

k3(s) _ 2
P =as“+bs+c

bagintisi ile ifade edilir.
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8. TARTISMA VE SONUC

2003 yilinda B.Y.Chen tarafindan tanimlanan rektifiyen egri kavrami daha
sonra Minkowski 3-uzayinda ilarslan .K. (2003) tarafindan calisilmistir. larslan ve
Nesovic (2008) rektifiyen egri kavrami 4-boyutlu Oklid uzayinda ve 4- boyutlu
Minkowski uzay-zamanda tanimlamis ve detayl bir sekilde ¢alismiglardir. Yapilan
bu tez ¢alismasinda yukarida adi gegen yazarlarin ¢alismalarina paralel olarak
oskilator egri kavrami 4-boyutlu 1-indeksli Minkowski uzay-zamanda tekrar
tanimlanarak bir pseudo null ve partially null egrinin oskilator egri olma sartlar elde
edilmistir. Elde edilen calismalar 01-05Temmuz 2013 tarihinde Ordu Universitesi
tarafindan diizenlenen XI. Geometri Sempozyumunda bir bildiri olarak sunulacak ve

daha sonra yayinlanmak tizere hakemli bir dergiye sunulacaktir.
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