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OZET

KESIK ULV AYRISIMININ BLOK GUNCELLEMESI

AYDOGAN, Ebru
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Bilgisayar Miihendisligi Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Hasan ERBAY
Haziran 2013, 40 sayfa

Sayisal rankin hesaplanmasi ve temel uzaylarin yaklasik olarak bulunmasi
problemi pek ¢ok alanda uygulama alani bulmaktadir. Sinyal isleme, goriintii
isleme, kontrol ve istatistik bu alanlar arasindadir. Sayisal rankin konu oldugu
matris hesaplamalarinda ortogonal doniistimler 6nemli bir rol oynar. Ciinki
ortogonal doniistimler sayisal olarak kararhidir, 2-normu korur ve bir matrisin
sayisal ranki hakkinda bilgi verir. Ayrica, ortogonal doniisiimlerde mevcut veri
matrisine satir eklenmesi veya c¢ikarilmasi islemleri giivenilir bir bi¢imde

gergeklestirilebilir.

Bir matrisin ortogonal doniisiimiiniin bulunmasi i¢in en sik kullanilan yontem
Tekil Deger Ayrisimi (SVD) algoritmasidir.  Alternatif diger ortogonal
dontigiimler ise QR, URV ve ULV ayrisimlaridir.

Bu tez, ULV temel matris ayrisimi, kesik ULV ayrisimi1 ve kesik ULV ayrisiminin
blok giincelleme algoritmasi hakkinda bilgi vermektedir. Onerilen algoritma,
diger algoritmalardan farkli olarak yeni eklenen wverileri bloklar halinde
giincellemektedir. Teorik ve sayisal sonuglar, ULV ayrisiminin SVD’ye 1yi bir

alternatif oldugunu gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: ULV Ayrisimi, Kesik ULV Ayrisimi, Blok Giincelleme



ABSTRACT

BLOCK UPDATE ON TRUNCATED ULV DECOMPOSITION

AYDOGAN, Ebru
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Depertment of Computer Engineering, M.Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Hasan ERBAY
June 2013, 40 pages

The problem of determining the numerical rank and approximating the subspaces
has applications in many fields. Signal processing, image processing, control and
statistics are among those fields. Orthogonal transformations play an important
role in matrix calculations when the numerical rank is an issue. Because
orthogonal transformations are numerically stable, preserve the 2-norm and give
information about the numerical rank of a matrix. Besides, data update and
downdate operations of existing matrix are performed reliably in orthogonal

transformations.

The most common method for finding the orthogonal transformation of a matrix is
Singular Value Decomposition (SVD) algorithm. Other alternative orthogonal

transformations are QR, URV and ULV decompositions.

This thesis, presents ULV-based matrix decomposition, the truncated ULV
decomposition and block updating algorithm for it. Unlike the other algorithms,
proposed algorithm updates the new added data as blocks. The theoretical and
numerical results show that the truncated ULV decomposition can be a good
alternative to the SVD.

Keywords: ULV Decomposition, Truncated ULV Decomposition, Block Update
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1. GIRIS

Karmagik bir matrisin, daha basit matrislerin ¢arpimina doniistiiriilmesine matris
ayrisimi denir ve matris ayrisimi 1960’11 yillardan bu yana sayisal analizde ¢ok sik
kullanilan ydntemlerden biridir. Onceleri sadece lineer sistem analizine
uygulanmis olan matris ayristmi, son yillarda yazilim, -elektronik sinyal

filtrelemesi, goriintii isleme gibi pek ¢ok alanda kullanilmaktadir [1].

En ¢ok kullanilan matris ayrisimlarindan biri olan Tekil Deger ayrigimi1 (SVD), bir
matrisi ortogonal bir matris, kdsegen bir matris ve ortogonal bir matris olmak
lizere iclii bir ¢arpima aywrir. SVD 6rneginde oldugu gibi, matris ayrigimi
sonucunda ortogonal matrislerin olustugu doniistimlere ortogonal doniisiimler ad1

verilir [1].

Matris hesaplamalarinda, ortogonal doniistimler 6nemli bir rol oynar. Bunun
sebeplerinden biri, ortogonal doniisiimlerin sayisal olarak kararli olmasidir ki bu
durum sayisal rank konu oldugunda 6nemlidir. ikincisi, ortogonal doniisiimler 2-
normu korur ve bu durum da problemlerin basitlestirilmesinde kullanilabilir.
Ucgiinciisii, ortogonal déniisiimlerde mevcut veri matrislerine satir eklenmesi veya
¢ikarilmasi islemleri giivenilir bir sekilde gergeklestirilebilir. Son olarak,
ortogonal doniisiimler, bir matrisin sayisal rank1 ve 0 matris iizerinde tanimlanmig

bazi alt uzaylar hakkinda bilgi verebilir [2].

Bir matrisin ortogonal doniisiimiiniin bulunmasi i¢in en sik kullanilan yontem
SVD algoritmasidir [3]. SVD, giivenli bir bigimde sayisal ranki ortaya ¢ikarir ve
gerekli alt uzay bilgilerini igerir. Donilisim i¢in kullanilan SDV algoritmasi

sayisal olarak kararli bir algoritmadir [4].

SVD, ¢ok kuvvetli bir ayrisim araci olmasina ragmen, bazi dezavantajlar1 da
vardir. Ornegin, mevcut veri matrisine yeni veri eklendiginde veya ¢ikarildiginda,
ayrisimi yinelemenin maliyeti yiksektir. Yani SVD, veri akisinin siirekli oldugu

problemlerde uygun bir doniisiim hesaplama yontemi degildir. Bu yiizden, sayisal



rank1 hesaplamada ve deger uzayini1 bulmada SVD gibi etkili fakat daha hizl
ayrisim algoritmalarina ihtiya¢ duyulmaktadir.

SVD’ye alternatif olabilecek ayrisimlardan biri QR ayrisimidir [5]. QR ayrisimi
bir matrisi, ortogonal bir matris ve {ist tiggensel bir matrisin ¢arpimina doniistiiriir.
Veri akisinin  devamli oldugu durumlarda ortogonal doniisiimii yeniden

hesaplamanin maliyeti daha diisiiktiir.

Sayisal siralamalar ve istenen alt uzaylari elde etmek igin giivenilir hesaplamalar
saglayan ve ranki ortaya ¢ikaran diger ortogonal doniisiimler ise URV ve ULV
ayrisimlaridir [2]. Bu ayrigimlar, SVD gibi rank bilgisini ve alt uzay bilgisini
igerir. Veri akisinin devamli oldugu durumlarda ise hesaplama karmasas1 SVD’ye

gore dustiktiir. Bu tezde, ULV tabanli matris ayrisimi izerinde durulmaktadir.

Tez boyunca veri matrislerinin sayisal rankini hesaplamada ULV ayrisimini
kullanma sebepleri ortaya konmaya ¢alisilmaktadir. Bundan yola ¢ikarak ULV
tabanli matris ayrisimi  tanimlanmakta ve ayrisima ait teorik sonuglar

verilmektedir.

Bir veri matrisine yeni veri blogu eklendiginde, mevcut bilgiyi kullanarak kesik
ULV ayrisimint giincelleyen bir algoritma olusturmak tezin temel amacidir.
Onerilen algoritma, diger algoritmalardan farkli olarak yeni gelen verileri birden
fazla satirdan olusan bloklar halinde giincellemektedir. Uygulanan bu yontemin,
veri akismin siirekli oldugu blok gilincelleme islemlerinde, ranki hesaplamada

diger yontemlere iyi bir alternatif olacagini ortaya koymak amacglanmaktadir.

Elde edilen kesik ULV ayrisimini blok giincelleme algoritmasinin sinyal isleme,

goriintii isleme, video isleme gibi alanlarda uygulanabilecegi diisiiniilmektedir.

Gilinlimiizde, ¢esitli matris ayrisim yontemleri ve uygulamalar1 alaninda yapilan

caligmalar agsagida kisaca 6zetlenmektedir.



ULV ve URV ayrisimlari ilk olarak Faddeev, Kublanowskaya ve Faddeeva [6] ve
Hanson ve Lawson [7] tarafindan tartigilmistir. Bir donem unutulan bu ayrisimlar

daha sonra yeniden giindeme gelmistir.

G. W. Stewart [8], ULV ve URV ayrisimi algoritmalarini ortaya ¢ikararak
arastirmacilarin dikkatine sunmustur. Yaptig1 ¢alismada URV ayrisimini kullanan

Stewart, bir matrise yeni verilerin eklendigi giincelleme islemini SVD’ye gore

daha az maliyetle gerceklestiren bir algoritma Onermistir. SVD ile O(n®)

maliyetle gerceklestirilen giincelleme islemi, URV kullanilarak O(n*) maliyetle

gerceklestirilmektedir. Onerilen bu algoritma, yiiksek rankli matrisler icin uygun

bir algoritmadir.

R. D. Fierro ve P. C. Hansen [9], Stewart’in algoritmasindan farkli olarak, diisiik
rankli matrisler i¢in uygun bir ULV ayrisimi algoritmasi Onermistir. Yaptiklar
caligma ile oOnerdikleri algoritmanin diisiik rankli matrislerin giincellenmesi

isleminde etkili bir yontem oldugunu ortaya koymuslardir.

H. Erbay [10], kesik ULV ayrisimini kullanarak bir matrisin temel uzaylarini ve
rankini bulan bir algoritma 6nermistir. Onerilen algoritma, diisiik rankli
matrislerin giincellenmesini etkili bir bi¢imde gergeklestirmektedir. Algoritma,

giincellemedeki maliyeti bakimindan SVD’ye alternatif bir oneridir.

J. L. Barlow ve H. Erbay [11], diisiik rankli matrisler i¢in uygun bir baska kesik
ULV ayrisim giincelleme algoritmasi énermislerdir. Onerilen bu algoritma, bir
matrise satir eklendigindeki giincelleme (update) ve bir matristen satir
cikarildigindaki  giincelleme (downdate) islemlerini etkili bir bigimde
gergeklestirmektedir.

H. L. Andrews ve C. L. Patterson [12], SDV’nin goriintii islemede kullanilmasi
konusunu onermislerdir. SVD algoritmalarinin, goriintiilerin temsilinde verimli
olarak  kullanilabilecegini  savunmuslardir.  Yaptiklar1  ¢alismada, SVD
algoritmalarinin potansiyel uygulamalarini goriintii islemenin gesitli alanlarinda

yorumlamiglardir.



W. Yodchanan [13] ise, UTV ayrisimlarinin resim yapist lizerindeki etkisini
aragtiran bir ¢alisma yapmistir. SVD ve UTV ayrigimlarini goriintii diizeltmede
karsilagtirmali  olarak kullanmigtir. Yaptigi calismanin  sonucunda UTV
ayrisgimlarinin ~ goriinti  igleme  alaninda  SVD’ye  alternatif  olarak

kullanilabilecegini gostermistir.

Tezin ikinci boliimiinde, ilk olarak calismanin temeli olan lineer cebir hakkinda
bilgi verilmistir. Gerekli matris ve matris islemleri tanimlanarak, bu matrisler
tizerinde gergeklestirilen ortogonal doniisiimlere deginilmistir. Devaminda,
caligmanin uygulanmasinda kullanilan Matlab programi ve Matlab’de matris

islemleri anlatilmistir. Son olarak ise, matris ayrisim ¢esitlerinden bahsedilmistir.

Tezin {i¢iincii boliimiinde, kullanilan matris ayrigimi anlatilmigtir. Tezin temelini

olusturan algoritma ve elde edilen sayisal sonuglar verilmistir.

Tezin son boliimiinde ise, tez ile ilgili elde edilen sonuglara ve degerlendirmelere

deginilmistir.



2. MATERYAL VE METOD

2.1. Lineer Cebir
2.1.1. Vektorler ve Matrisler

Tanim 1: Bir reel n — vektor X, i=1,2,...,n i¢in x; € R olmak tizere, n tane reel

Saymin
X = (2.1)

seklinde siralanmasidir.

Skalar x; ‘ler X’in elemanlar1 olarak adlandirilirlar. Tim reel n — vektor’lerin
kiimesi R" olarak gosterilir. Tez boyunca vektorler kaln ve kiigiik harfle ifade

edilecektir.

Tanmm 2: Bir matris, sayilarin m satir ve n silitundan olusan dikddrtgensel

gosterimidir. Yani

8; ap &,
L 22)
aml a‘m2 amn

i1=12...m ve j=12,....,n igin a;; € R seklindedir. Skalar a;; , A’nin bir

mxn

elemanidir. mxn reel matrisinin tiim kiimeleri R™" seklinde gosterilir. Calisma

boyunca aksi sdylenmedik¢e matrislerin tamaminin reel sayilardan olustugu

varsayilacaktir.

Verilen bir mxn boyutlu A matrisinin i —inci satir1 i =1,2,...,m igin

[ail &y v ain] (2.3)

ve A’nin j —inci stitunu j=1,2,...,n i¢in



(2.4)

dir.

Tanmim 3: mxn boyutlu bir A matrisi igcin m=n ise kare matristir. Bu durumda

A matrisi n — inci derecedendir.

Tanim 4: Tum elemanlar1 sifir olan vektore sifir vektori ve tim elemanlar: sifir
olan matrise sifir matrisi denir. Bu matris veya vektorler boyutundan bagimsiz

olarak 0 ile gosterilir.

Tanmim 5: n — inci dereceden kare bir | matrisi

{1,i=j
Li=4.. "~
0,1+ ]

olarak tanimlaniyorsa birim matris adini alir.

Tanmm 6: A= [aij ] mxn boyutlu bir matris ise A matrisinin transpozu, a; = a;

olmak iizere A" :[a” seklinde ifade edilen nxm boyutlu bir matristir. A’nin

transpozu, satir ve siitunlart yer degistirilerek elde edilmistir.

Tamm 7: n — inci dereceden bir A=[a; | matrisi i>j icin a; =0 isc iist

ticgensel matristir. Yani A matrisi,

a; &, a3 - &,
0 Ay Ay v Ay,

0 0 ag - &,

nn

seklindedir.



Tamm 8: n — inci dereceden bir A=[a; | matrisi i< j igin a;=0 ise alt

ticgensel matristir. Yani A matrisi,

a, 0 0 - 0
a, a, 0 - 0
8y Ay Ay .
. . . 0

_an1 a, d,; - 4, ]

seklindedir.

Tamm 9: n — inci dereceden bir A=[a; | matrisi i+ j icin a; =0 ise kdsegen

matristir. Yani A matrisi,

a, 0 0 0
0 a, O 0
0 0 a, :

P 0
(0 0 0 a, |

seklindedir.

2.1.2. Matrisin Alt uzaylar

Tamm 10: V vektdr uzayi, vektdr toplamas: ve skalar vektor carpimi gibi
islemlerin tanimlandig1 bir vektorler kiimesi olsun. V’nin alt kiimesi olan W,
V’nin yapabildigi vektor islemlerini kullanabilen bir vektor uzayr ise W’ye V’nin

alt uzay1 denir.
Bir A eR™" matrisinin en 6nemli iki alt uzayi, deger ve gekirdek alt uzaylaridir.

Tamim 11: Bir A matrisinin deger alt uzay1
range(A)={y = Ax|xeR"} (2.5)

seklinde ifade edilir.



Tanim 12: Bir A matrisi i¢in AX=0 esitliginin ¢6ziim kiimesine A’nin ¢ekirdek

alt uzayi denir ve

ker (A)={xeR" |Ax=0} (2.6)
seklinde gosterilir.
Tamm 13:  aXx, +aX,+---+a X, =0esitligi sadece a =a,=---=a =0
kosulunda saglaniyorsa {X;,X,, ---, X, } vektor kiimesi lineer bagimsizdir denir. V

vektor uzayinin, maksimum sayidaki lineer vektorlerinin kiimesine V’nin bir bazi
denir. V’nin bazindaki vektor sayisina V’nin boyu denir. V’nin boyu dim(V) ile

gosterilir.

Tamim 14: Bir A e R™" matrisinin ranki
rank (A)=dim(range(A)) (2.7)
seklinde tanimlanir. Eger rank(A): min(m, n) ise A matrisi tam ranklidir, aksi

halde A eksik ranklidir.
Tamim 15: A matrisi kare ve tam rankli bir matris ise tekil olmayan matristir.

Teorem 2.1: A matrisi kare ve tekil olmayan bir matris olmak tizere,
A'A=AA" =1 (2.8)

seklinde benzersiz bir A™ matrisi vardir. Bu matris A’nin tersi olarak adlandirilir.

Tanim 16: A € R™" matrisinin sozde tersi
Al = (ATA)'1 AT (2.9)

seklinde tanimlanir.

2.1.3. Matris Normlari

Normlar sayisal problemlerin ¢oziimlerindeki hatalari veya hassasliklart 6l¢mek

mxn

igin kullanilan skalar biiyiikliklerdir. Matris normlar1 |.||:R™" — R seklinde,



herhangi bir aeR ve ABeR™ icin asagidaki kosullar1 saglayan

fonksiyonlardir.

1. |A|=0ve||A|=0<A=0,

2. JoA]=

3. |A+B|<[A]+[B]
Onemli bazi matris normlar1 su sekilde ifade edilir:

e 1 —norm: Diger adiyla siitun normu.

LJ<n z‘a”‘

e oo —norm: Diger adiyla satir normu.

IAl, = maXZ\au\

1<i<m

Al =

e 2 —norm: Diger adiyla Euclid normu.

1/2
IAl, =(Z\aﬁr}

i j=1

|A]l = Q/ZZ‘aUr
i=l j=1

Frobenius norm ve 2 — norm, alt ¢arpim 6zelligi olarak bilinen

A8 <] AllE] (2.10)

Frobenius norm:

esitsizligini saglar.

Tamim 17: Herhangi bir x vektorii i¢in

o <A (211)

matris normuna ||x|| vektr normu ile uygundur

esitsizligi

denir.



2.1.4. Ortogonal Doniisiimler

Tanmim 18: Q matrisi n boyutlu kare matris olmak {izere,
Q'Q=QQ" =1, (2.12)

sartin1 sagliyorsa ortogonal matristir.

Teorem 2.2: Q matrisi n boyutlu ve ortogonal ise

Q'=Q" (2.13)

esitligini saglar.
Bir vektor ile ortogonal bir matrisin ¢arpilmasina ortogonal doniisiim denir.
Teorem 2.3: Ortogonal doniisiimler 2 — normu Kkorur.

Ispat: Q ortogonal matris, X vektor ve A bir matris olmak iizere

2 2
QA = (Qx,Qx) = X QT Qx =x'x =[x 2.14)
esitliginden vektoriin ortogonal doniistimde 2 — normu korudugu goriiliir.
A matrisinin 2 — normu

| A, = maxlAx|

Il =2
seklindedir. Buradan ||QA||2 normunu bulursak,

|QA], = max|[QAX|

Il =2
olur. y = Ax esitligini yerine yazarsak
A, = max|yl,

sonucunu elde ederiz. Esitlik (2.14)’den ||Qy||2 = ||y||2 oldugundan

|QAY, = max|Ax]|

e
=|Al,

elde edilir.

10



Teorem 2.4: [0, 2xt] araligindaki benzersiz bir 0 agis1 i¢in, 2x2 boyutlu Q matrisi
ortogonal ise

_{ cos@  sin 9} (2.15)

| —sin@ cos@

seklindedir.

Ispat: Q matrisi ortogonal oldugundan QQ" =1, ve A=detQ=1 esitliklerini

a b 1 .
saglar. Q = L d} alinirsa Q' =Q 7' = XadJQ esitliginden

a b d -b
Q= - (2.16)
c d —-c a
o . e a b
elde edilir. Matris esitliginden yola ¢ikarak a=d, c=-b, Q:{ b a} ve

a’+b? =1 olarak bulunur. Bu durumda (a,b) noktas birim ¢gember iizerindedir.
Buradan [0, 2xn] araliginda benzersiz bir 6 agis1 igin a=cosd ve b=sing

cosd sind
! }elde

azilabilir. Bulunan bu degerler yerine vazildiginda =
Y s Y Y s Q {—sin@ cosd

edilir.

2.1.4.1. Givens Doniisiimii

Lineer cebirde, Givens doniisiimii ikili koordinat diizleminde verilen bir vektoriin
dondiiriilmesidir. Givens doniisiimiiniin kullanilmasinin temel amaci vektor veya

matrislerdeki sifirlart ortaya koymaktir [14].
Bazi 0 agilar i¢in c=c0s8 ve s=sin@ oldugunda I,, birim matrisinin ranki 2

olan ve (2.15)’de verilen bir modifikasyonudur [2]. Givens doniisiimiiniin matris

olarak gosterimi
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1 0 0 -~ 0]
0 c S 0
G(i,j,0)= : s : (2.17)
0 -S c 0
10 0 0 1]

seklindedir.

xeR" bir vektor iken G(i, j,<9) ile ¢arpilmadan 6nce G(i, j,@)x=y olacak

sekilde y e R", y =x i, j bilesenleri hari¢ ve

yi = CXi +SXJ-
(2.18)
Y| =—SX; +CX;

elde edilir.

Eger

c=xi/;/,s:xj/;/,7/=1fxf+xj? (2.19)

S el ez

elde edilir. Givens algoritmas1t «,€R igin c,s ve y’y1 —sa+cf =0 olacak

seklinde diizenlenirse,

sekilde kurar. Bu sekilde tanimlanan Givens doniisiimii, carpildigi X vektoriinii

saat yoniinde @ acis1 kadar dondiiriir. Bu durumu 6rnek iizerinde inceleyelim.

v 1
Ornek 2.1: x= {

B3

} ve 0= % radyan olmak tizere ortogonal Givens matrisi
G cosd sin@ 1 1 «/5
|-sing cosd] 2|3 1

-t L Tl

12

seklindedir. Buradan

olarak bulunur.



Sekil 2.1°de X vektoriiniin saat yoniinde dondiiriilmesi gosterilmistir.

Gx

F 1
Y
Y

Sekil 2.1: Vektoriin Diizlemde Dondiiriilmesi

Cizelge 2.1°de Givens algoritmasinin nasil ¢alistigi verilmistir.

Cizelge 2.1: Givens Algoritmasi

Girdi: a ve B skalarlar
a
Ciktr: [_Cs i] [.3] = [)(;] seklindeki ¢, s, y skalarlar

[c, s, y] = GIVENS(a, B)
(1) if(g = 0)

2 c=1;, s=0 y=a

(3) elseif (18] > |al)

(4 t=a/B; tt=+1+t3;

(B) s=1/tt; c=ts; y=ttp;
(6) else

(7)) t=B/a; tt=1+t%;

8) c=1/tt; s=tc; y=tta;

13



2.1.4.2. Householder Doniisiimii

vV, sifir olmayan bir n — vektor olmak iizere, H ile gosterilen Householder matrisi
1 1
H=1 ——vVv', U==V'v (2.21)
u 2
seklindeki matristir. Herhangi bir vektor veya matrisin H matrisi ile ¢carpilmasina

Householder doniisiimii denir.

Teorem 2.5: Householder matrisi hem ortogonal hem de simetriktir. Yani H bir
Householder matrisi olmak tizere
H=H"=H" (2.22)

sartin1 saglar.

Ispat: H=1 - vv' matrisindeki v'v ifadesinin reel say1 oldugu asikardir.

VAY;

Oncelikle H" =H oldugunu gosterelim.

2 ' 2 T
HT Z(IH_VTV VVT) = InT—VTV (VVT)

T T
(VVT) =(VT) vi =vv' ve I T =1_ esitliklerini yerlerine yazarsak;

H =1,———vv' =H
Vv

elde edilir.

Sonra H'=H™" oldugunu gosterelim. Bunun ig¢in HH' =1_oldugunu

gostermemiz yeterlidir.

vvivv' = v(vT v) v =(v'v)vVv' degisimini yapar ve yerine koyarsak

14



olarak bulunur.

Sekil 2.2‘de Householder yansimasi gosterilmistir.

Sekil 2.2: Householder Yansimasi

cosd sin@

Givens doniisiimii vektori G :{ } seklinde bir ortogonal matrisle

—singd cosé
carparak Sekil 2.1’de goriildiigii gibi negatif yonde & agis1 kadar dondirdir.

Householder yansimasinda V; =c0s@ olarak diistiniildiigiinde vektor,

Ho 1-2vf -2wv, | [cos20 —sin20] [cosa —sina
2wy, 1-2v2| |-sin20 —cos26| |-sina —cosa

matrisiyle c¢arpilacaktir. Bu durumda Householder doniisimii Sekil 2.2°de

goriildiigii gibi vektori pozitif yonde 2 6 kadar dondiiriir. [2]

Cizelge 2.2°de Householder algoritmasi verilmistir.
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Cizelge 2.2: Householder Algoritmast

Girdi: n — vektor x
Ciktr: n — vektor v
[v.  w  0yeni] = HOUSE(x)
(1) o= (xTx)V/?;
(2) ar=x"ey;
@) Oyeni = —sgn(ai)o;
(4) v=x-0yenies;

) u=o0(o+|al);

2.2. Matlab

2.2.1. Matlab nedir?

Matlab, Matworks firmasmin olusturdugu, teknik hesaplamalar, matematiksel
problemlerin ¢6ziimii ve analizi i¢in gelistirilmis bir programlama dilidir.
Programin ismi “MATrix LABoratory” kelimesinin kisaltmasindan gelmektedir.
Ozellikle miihendislik alanindaki sistemlerin analizinde kullanilan Matlab,
kontrol, goriintli isleme, istatistik, optimizasyon, finans, bulanik mantik, sinir
aglar, grafik, veri tabani gibi basli basina her bir konu icin farkli bir arag

kutusuna sahiptir [15][16].

C, C++, Fortran, Delphi, Pascal ve benzeri geleneksel programlama dillerinin
aksine Matlab, daha 6zel amaglar1 gergeklestirebilmek i¢in tasarlanmigtir. Matlab,
Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, simiilasyon gelistirme, grafikler ¢izdirme ve
bunlar iizerinde degisiklikler yapma, finansal veri analizi yapma gibi birgok 6zel
islemlerin yapilmasini inanilmaz derecede kolaylastirir. Matlab’in tipik kullanim

alanlarini su sekilde siralayabiliriz [16]:

e Matematik ve hesaplama,
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e Algoritma gelistirme,

e Veri toplama ve gercek zamanli kontrol,

e Modelleme, simiilasyon ve prototip gelistirme,
e Veri analizi ve grafiksel goriintiileme,

e Grafiksel arabirimi ile uygulama gelistirme [16].

Matlab’in ¢esitli isletim sistemlerinde ¢alisan siiriimleri mevcuttur. Bu tezin
gerceklestirilmesinde  MATLAB R2009b siiriimii  kullanilmistir.  Calismanin
yapildig1 bilgisayarin 6zellikleri, islemci: Intel Core2Duo, 3.06GHz, ram: 3Gb,

isletim sistemi: Windows 7 seklindedir.

2.2.2. Matlab’de Matris Islemleri

Matlab, adindan da anlasilacagi gibi matrisler diger bir deyisle diziler ile calisir.
Yani Matlab, kullanacagi goriintii vb. verileri matrisler araciligi ile hafizada saklar

ve iglem yapar.

Bir dizi tek bir degerden, vektérden, matristen veya ¢ok boyutlu diziden
olusabilir. Bir dizi tek bir deger veya vektor ve matristen de olugsmus olsa aslinda

iki boyutludur.

Matlab’de matrisler kdseli parantezler i¢ine bilesenler arasina bir bosluk ve satir
sonlarina noktali virgiil konularak ifade edilir. Sadece boyutun belirtildigi 6zel
matrisler ise parantez igine boyut bilgisinin girilmesi ve aralarina virgiil

konulmas: ile tanimlanir.
Matlab’de tanimlanan dizi veya matrisler tam sayilardan, ondalikli sayilardan
veya karakterlerden olusabilirler. Tez boyunca kullanilacak olan dizi ve matrisler

reel sayilarda tanimli olacaklardir.

Matlab’de tanimlanan matrisin istenilen kisimlarini goérmek i¢in asagidaki

komutlar kullanilir. Ornek matrisimiz A olmak iizere;
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e A’nm i-inci satirindaki j-inci siitun elemanina erismek igin,

Al j)

e A’nm i-inci satirmin tiim elemanlarina erismek i¢in,

INGD)

e A’nin j-inci siitunun tiim elemanlarina erismek igin,

A )

e A’nin k-inct ve I-inci satirlar1 arasindaki elemanlarini gostermek igin,

Ak:1,2)

e Benzer sekilde A’nin k-inci ve l-inci siitunlar arasindaki elemanlarini
gostermek icin,

AGk:D
komutlar1 kullanilir.
Matlab’de matrislerin toplanmasi, ¢ikarilmasi veya carpilmasi islemleri tek
satirlik komutlarla gerceklestirilebilir. Dikkat edilmesi gereken islem yapilacak
olan matrislerin boyutlarinin birbirine uygun olmasidir. Matlab’de uygulanan

matris iglemlerinin bazilar1 asagidaki gibidir.

e Matrisin boyutu yani satir ve siitun sayist

size(A)
e Matrislerin toplanmasi

A+B
e Matrislerin farki

A-B

18



e Matrislerin ¢arpimi

A*B

e Matrisin skalar ile carpiminda her eleman o skalar ile ¢arpilir

a*A
e Matrisin tersi
inv(A)
e Matrisin devrigi(transpozu)
AI

Matlab’de bazi 6zel matrislerin tanimlamalar1 i¢in 6zel komutlar vardir.
Bunlardan bazilarin1 m ve n satir ve siitun boyutlar1 olmak tizere asagidaki gibi

ifade edebiliriz.

e  Sifir matrisi

zeros(m, n)

e Birim matris

eye(m,n)

e Rastgele sayi iireten matris, bu matris 0 ve 1 arasinda degerler {iretir

rand(m, n)

2.3. Matris Ayrisimlari

Daha once de belirtildigi gibi karmasik bir matrisin daha basit matrislerin ¢arpimi
bi¢iminde ifade edilmesine matris ayrisimi denir. Elde edilen matrislerin, temel
matrisin rank bilgisini ve 6z vektorlerini korumasi sebebiyle matris ayrisimi pek

cok alanda kullanigh bir yontemdir.
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2.3.1. SVD Ayrisim

Herhangi bir matrisin tekil deger ayrisimi (Singular Value Decomposition) SVD
ayristimi olarak adlandirilir. SVD ayrisimi, bir matrisin ¢arpanlarina ayrilma
tiirlerinden  biridir. Insan vyiizlerini modellemeden gen analizine, bilgi
cikarimindan veri sikistirmaya kadar uzanan genis bir ¢alisma alaninin temel
adimidir [17]. Bu ylizden, istatistik, goriintii isleme ve sinyal isleme gibi pek ¢ok
alanda kullanilmaktadir. Ayn1 zamanda SVD ayrigimi, bir matrisin rankin1 ortaya

¢ikarmak icin en ¢ok kullanilan tekniktir.

Matematiksel olarak, mxn boyutlu ve ranki r olan bir A matrisinin SVD
ayrisimi, m> N olmak iizere,

A=UxV' (2.23)
seklinde ifade edilir. Burada UeR™™ ve VeR™ olmak {lizere ikisi de
ortogonaldir. X eR™" seklinde kdsegen matristir. A’nin tekil degerleri olarak

adlandirilan o; ler X ’nin késegen elemanlaridir. A’nin rankina gore asagidaki

durumlardan bahsedilebilir:

1. rank(A)=n ise

o, 0 0 0
0 o, 0 0

2=[0 0 o . (2.24)
0 0 0 o,

seklindedir. X’nm tekil degerleri o, >0, >--->20,>0 bi¢iminde sralanmis

olabilir.

2. rank(A) =r <min(m,n) ise 0,20,20,>0,,="=0,=0

siralamasi gegerlidir.

5o
r= (2.25)
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seklinde yazilabilir ve X, =diag(oy,0,,...,0,) 'dir.

Bir matrisin SVD ayrigimin1 bulmak i¢in kullanilan Matlab kodu,
[U,S,V] =svd(A)
seklindedir. Bu komut satir1 ile A matrisinin ortogonal carpanlar1 olan U ve V

matrisleri ile tekil degerlerini iceren S matrisi bulunur.

Ornek bir A matrisi
1 0 0 0 1]
1 0 1 0 O
A= 0 1 1 1 1
11 0 1 1
11 1 1 1]

seklinde belirlensin. Bu matrisin SVD ayrisimi [U,S,V] = svd(A) ile bulunursa;

[ -0.2663 -0.5774 0.4072 0.6557 0
-0.2240 -0.5774 -0.6619 -0.1883 -0.3780
U= | -04903 05774 -0.2548 0.4674 -0.3780

-0.5122  -0.0000 0.5446 -0.5461 -0.3780
| -0.6133 0.0000 -0.1861 -0.1335  0.7559 |

(36246 0 0 0 0
0 14142 0 0 0
S= 0 0 12286 0 0
0 0 0 05941 0

0 0 0 0  0.0000

[ -0.4458 -0.8165 00844 -0.3570 0

-0.4458 0.4082 0.0844  -0.3570 0.7071
V= -0.3663 0.0000 -0.8976 0.2452 0.0000

-0.4458 0.4082 0.0844 -0.3570 -0.7071
| -0.5193  -0.0000 0.4158 0.7466  -0.0000
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matrisleri elde edilir. Elde edilen S matrisinden yola ¢ikarak A matrisinin rankinin

dort oldugu bilgisine ulasilir ve A’nin tekil degerleri sirali bir sekilde ortaya ¢ikar.

Ayrica U ve V matrisleri de ortogonalligin tanimi olan UU" =VV' =1 kosulunu

saglarlar.

2.3.1.1. Sayisal Rank

Veri matrisinde belirsizlikler ve yuvarlanmis hatalarin olmadig1 durumlarda SVD,
matrisin rankini bulmada kullanigli bir yontemdir. Fakat hatalarin varligi ve
belirsizlik gibi durumlar rank sorusunu anlamsiz kilar. Tam rankli olmayan
matrislerdeki ufak bir degisim ranki etkileyecektir. Bu durumda rank taniminm

yeniden uyarlamak gerekmektedir [18].

Tamm 18: Bir AeR™" matrisi i¢in
k =min{rank(B) :|A-BJ|, < &} (2.26)

olacak sekilde bir B matrisi varsa A, k sayisal &—rank a sahiptir denir.

o, i :1,2,...,min(m,n) A’nin tekil degerleri olmak tizere A matrisinin k sayisal
g—rank: igin

0,20,2:20,>E20,,2"""20,

n

(2.27)

siralamasi gegerlidir.

A matrisinin sayisal rankinin K oldugunu varsayalim. X, =diag(o;,0,,...,0,) ve

X, =diag(o,,;;0,p:--- 0,) koOsegen matrisleri olmak tizere A’min tekil deger
ayrigimi

%0
A= (Ul Uz) 0%, (Vl Vz)T (2.28)
00

seklindedir.

A, =U,X V] olmak iizere, Tanim 17’dan yola ¢ikarsak,
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IA-A, =|AV,|, <&, V, =V Viere-1Vy) (2.29)
esitlikleri saglanir. Ayrica,
range(V,) = span(V,,;, V.5, V) (2.30)

ifadesine A matrisinin sayisal ¢ekirdek uzay1 veya kirlilik uzayi denir.

SVD, A matrisinin alt uzay, rank ve matris iyilestirme gibi bilgilerini barindirir.
Diisiik rank varsayiminin hesabinda kullanish bir yontemdir [19]. SVD’nin bu ve
benzeri yararlarinin aksine, veri matrisine yeni veri eklendiginde veya
¢ikarildiginda gerekli giincellemenin matematiksel hesapla karmasasimin O(n®)
olmas1 gibi dezavantajlar1 da bulunmaktadir. Bu sebeple, alternatif olarak
giincelleme islemlerini daha hizli gerceklestiren ULV ve URV ayrisimlari
kullanilmaktadir [20]. Devam eden kesimde bu ayrisim yontemlerine

deginilecektir.

2.3.2. QR Ayrisimi

Siitun ranki tam olan bir matrisin, ortogonal bir matris ve satir ranki tam olan tist
licgensel matrisin ¢arpimi seklinde ifade edilmesi QR ayrisimidir. Tam rankl

matrislerin tekil degerlerini bulmada kullanigh bir yontemdir.

mxn boyutlu bir A matrisinin QR ayrisimi, m > n olmak iizere,
A=0OR (2.31)
seklinde tanimlanir. Burada Q e R™" seklinde ortogonal matris ve R eR™"

seklinde iist liggensel matristir.

A matrisinin QR ayrnisimmin  hesaplanmasinda  kullanilabilen  ideal
algoritmalardan ~ biri  Gram-Schmidt algoritmasidir. Bunu uygulamada

Householder, Givens, Fast Givens algoritmalarindan biri kullanilabilir.

Bir matrisin QR ayrisimini bulmak i¢in kullanilan Matlab kodu

[Q.R]=ar(A)
seklindedir.

23



Ornek bir A matrisi

0
0
1
1
1

P P O

0 O
0 1
1 1
1 O
1 1

>
1
N e =

seklinde olusturulsun. Bu matrisin QR ayrisimi [Q,R]=qr(A) Matlab kodu ile

hesaplanirsa;

[-0.5000 -0.3536 0.2041 0.6660  -0.3739 |
-0.5000 -0.3536  -0.6124  -0.4705 -0.1693
Q= 0 0.7071  -0.4082 0.1955 -0.5432
-0.5000 0.3536 0.6124 -0.4705  -0.1693
-0.5000 0.3536  -0.2041 0.2749 0.7126 |

[-2.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.5000 |
0 1.4142 0.7071 1.4142 1.0607

R= 0 0 -1.2247  -0.0000 0.2041
0 0 0 -0.0000 0.6660
0 0 0 0 -0.3739 |

matrisleri olusur. R matrisi ayrisimin kosulunu saglayan iist tiggensel bir matristir.

Q matrisi de ortogonalligin tanimi olan QQ' =1 kosulunu saglar.
g g g

2.3.3. ULV ve URV Ayrisim

ULV ve URV ayrisimlari, tam rankli olmayan sistemlerin ¢oziimiinde kullanigh

ve SVD’ye alternatif olarak goriilen matris ayrisimlaridir.

Matematiksel olarak, mxn boyutlu bir A matrisinin UeR™™ ve VeR™

ortogonal matrisler ve L e R™" alt {iggensel matris olmak iizere,
A=ULVT (2.32)
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seklinde tanimlanan ayrisimia ULV ayrisimi denir.

Benzer sekilde, mxn boyutlu bir A matrisinin UeR™™ ve V eR™ ortogonal
matrisler ve R e R™" iist iggensel matris olmak tizere,

A=URV' (2.33)
seklinde belirtilen ayrisimina da URV ayrigimi denir.

Bu ayrisgimlarin SVD’ye gore avantaji, A matrisine satir eklendiginde veya

cikarildiginda gilincellenmesinin hesaplama karmasasinin diisiik olmasidir.

Pek ¢ok uygulamada A matrisi, eski veri setinin etkisini azaltmak i¢in 1’den
kiigiik herhangi bir sabitle carpilir. Yapilan bu islem iistten pencereleme yontemi
olarak bilinir [21]. Gergeklestirilen bu tezde de iistten pencereleme yontemi

uygulanmustir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Kesik(Truncated) ULV Ayrisim

Kesik ULV ayrisimi, temeli ULV ayrisimina dayanan ve uygulama alaninda esas

alinan matris ayrisimidir.

m>n olmak {izere, A e R™" matrisinin kesik ULV ayrisimi(TULV)
A=ULV +E (3.1)
seklinde ifade edilir. Burada k <n olmak iizere U, e R™ ve V, e R™* matrisleri

soldan ortogonal, L e R** matrisi tersi almabilen alt iiggensel matris ve E € R™"

hata matrisidir. L ve E matrisleri
L, <& |El, <& UIE=0 (3.2)

sartlarini1 saglar. Buradaki & degeri belirtilen toleranstir [11].

3.2. Kesik ULV Ayrisiminin Blok Giincellemesi

A veri matrisine yeni bir veri satir1 eklendiginde, olusan yeni matrisin kesik ULV

ayrisiminin elde edilmesi siirecine gilincelleme denir. a, yeni veri siitunu olmak

R:(ATJ (3.3)

izere olusan yeni veri matrisi;

seklindedir.

Olusan yeni matrisin tamaminin ULV ayristmimi yeniden hesaplamak yerine,
onceki matrisin ULV ayrisgimini ve yeni eklenen verinin bilgilerini kullanarak,
yeni matrisin ULV ayristmini bulmak daha az maliyetli bir islemdir. Ozellikle
bliylik boyutlu matrisler s6z konusu oldugunda, bu yontemi kullanmak

avantajlidir.
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Bu calismada, X matrisin kesik ULV ayrigimi kullanilarak, yeni veri matrisi olan
X matrisinin kesik ULV ayrisimini hesaplayan bir blok giincelleme algoritmasi

gelistirilmistir. Calismanin temel amaci, A’ yeni eklenen matris blogu olmak

_ (X
X = (AT) (3.4)

matrisinin kesik ULV ayrisimin1 hesaplayan bir algoritmanin olusturulmasidir.

uzere

Gelistirilen algoritma benzerlerinden farkli olarak bloklar halinde eklenen

verilerin kesik ULV ayrisiminin giincelleme islemini yapmaktadir.

Onceki boliimde de bahsedildigi gibi, bir matrisin QR ayrisimini bulmada
kullanilabilecek en temel yontemlerden biri Classical Gram-Schmidth
algoritmasidir. Bu ¢aligmada gelistirilen algoritma da Block Classical Gram-
Schmidth (BCGS2) [22] algoritmasini kullanmaktadir. BCGS2 algoritmasinin
temeli, bir matrisin ortogonal ¢arpanlarina ayirma islemi olan local_gr

fonksiyonudur. Bu fonksiyon bir matrisin QR ayrisimini hesaplamayi saglar.

Fonksiyon, p <n<m olmak iizere, X € R™P matrisi i¢in
[Q,R]=local_qr(X) (3.5)

matrislerini iiretir. Burada R eRP® iist tiggensel matris ve Qe R™P soldan

ortogonal matristir. Q ve R, [22]’de verilen
[1,-Q"Q) < & Li(m. p) <1 (36)
X+AX=QR,  [AX]|<g,L(m p)|X| (3.7)

denklemlerini saglar. Burada L (m, p) kii¢iik degerli bir fonksiyon ve ¢,, makine

sayisidir. local_qr fonksiyonu Householder veya Givens QR ayrigimi

algoritmalarindan biri kullanilarak kodlanabilir. Householder QR ayrisiminin hata
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analizi [23]’de verilmistir, bunun sonucunda iiretilen L (m, p) =d,mp*¥?

ifadesinde d, bir sabittir.

Calismada kullanilan BCGS2 algoritmasi, asagida Cizelge 3.1°’de verilen One
Block CGS Step algoritmasin1 kullanmaktadir. Bu algoritma da kendi icinde

local_qr fonksiyonunu kullanmaktadir.

Cizelge 3.1: Algoritma 1 - One Block CGS Step

function| Q,R,S | =block_CGS_step(U, A)
S=U"A

X =A-US:

[Q.R]=local_qr(X);

end block CGS_step

Kullanilan bu algoritmanin giris degerleri, X matrisinin kesik ULV ayrisimi
sonucu elde edilen U matrisi ve yeni eklenen veri blogu olan A matrisidir. Bu

giris matrisleri i¢in calistirilan algoritma, BCGS2 algoritmasi i¢in gerekli olan

¢ikis degerlerini yani Q, R ve S matrislerini olusturur. Algoritmanin ¢iktisi olan

R iist iggensel matristir, Q matrisi yaklasik sol ortogonaldir ve (3.6) ile verilen

esitsizligi saglar. Bunun yaminda, Q ve X matrisleri (3.7)’yi saglarlar [22].

Calismada kullanilan BCGS2 algoritmasinin adimlar1 asagida Cizelge 3.2°de
verilmistir. Bu algoritma One Block CGS Step algoritmasinin iki kere
uygulanmasina dayanmaktadir. Benzer sekilde X matrisinin kesik ULV ayrigim1
ile elde edilen U matrisini ve yeni eklenen veri blogu olan A matrisini giris olarak

almaktadir.
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Cizelge 3.2: Algoritma 2 - Two Steps of Block CGS

function[Q,,R,,S,]=block_CGS2_step(U, A)
[Q..R,.S, | =block_CGS_step(U, A);

[QA, R,, SZ] =block_CGS_step(U,Q,);

end block CGS2_step

3.3. Blok Giincelleme Algoritmasi

Giliniimiizde goriintii ve sinyal isleme gibi pek ¢ok alanda {izerinde calisilan
veriler sitirekli  giincellenmektedir. Bu  veriler islenirken matrislerden
faydalanilmakta ve veriler matrisler tizerinde islenmektedir. Mevcut verilere
yenileri eklenmekte veya tam tersi mevcut verilerden veri eksilmektedir. Yani

matrisler lizerindeki veriler artmakta veya azalmaktadir.

Verilerin devamliliginin oldugu bu gibi durumlarda matris ayristmlarinin daha
etkin, hizl1 ve az maliyetli olarak kullanilabilmesi i¢in giincelleme algoritmalarina
ihtiya¢ duyulmaktadir. Glincelleme islemini tek bir satirdan daha fazlasi olarak
yani bloklar halinde yapabilen algoritmalar cok daha avantajlidir. Gelistirilen

algoritma ile bu islemin gergeklestirilmesi saglanmistir.

Mevcut matrisin kesik ULV ayrisimi bilgilerinden yola c¢ikilarak, yeni olusan
matrisin kesik ULV ayrisiminin hesaplanmasi saglanmistir. Soyle ki, m>n
olmak iizere X e R™" matrisi kesik ULV ayrisimi (3.1) ile verilen matris olsun.

(3.4) ile verilen X matrisi,
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bi¢iminde yeniden yazilabilir [24].

Cizelge 3.2 ile verilen block_ CGS2_step algoritmasinin 6nceden belirlenen A
blok matrisi ve V, matrisi girdileri ile kullanimi sonucunda
[View: L

new’ new’

SHEW] —block_CGS2_step(V,, A);

Esitligi elde edilir ve buradan,

AT =ST V,+L V!

new new = new

sonucuna ulasilir. Yani X matrisi,

g (U oL o)V (E
O I S-fl'-leW Lnew Vr;rew O

seklinde yeniden yazilabilir. Kesik ULV ayrisimin tam sonucunu elde edebilmek

icin ortada bulunan ( j matrisine Barlow, Erbay ve Slapnicar [25]

T
new new

tarafindan Onerilen refinement algoritmasi uygulanmistir. Bu algoritmanin
uygulanmasi, olas1 hatalar1 ortadan kaldirmis ve daha kesin sonuglar elde

edilmesini saglamistir.

Kesik ULV ayrisiminin blok giincelleme algoritmasinin Matlab benzeri kodu

Cizelge 3.3’de verilmistir. Olusturulan bu algoritma X matrisinin kesik ULV
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ayrisimint ve yeni eklenen veri blogu olan A matrisini giris olarak almaktadir.

Sonug olarak ise X matrisinin kesik ULV ayrisimini bulmaktadir.

Cizelge 3.3: Algoritma 3 - Kesik ULV Ayrisimi Blok Giincelleme Algoritmasi

function | U,,[,,V, |= TULV_block_update(U,,L,V,, A)

X=(:T);

[ Vocw: Liews Spew | = block_CGS2_step(V;, A);

=[O o[ b P v vy E<[E),
1= 0 I’ _Sr‘:'ew I—new, 17 \"1 new /1 - 0’

[Ul, I:l\7l] =TULV._refinement(X,U,,L,V);
end TULV_block update

Yapilan calismanin sonucunda elde edilen bazi teorik sonuglar asagida teoremler
olarak verilmistir. Elde edilen bu sonuglar, olusturulan algoritmanin ¢alismasini
ve sonuglarii dogrular niteliktedir.

Teorem 3.1: X =U,LV] +E esitligi verilmis olsun. O halde, U] E =0 dur.

Ispat: UJE =0 oldugu biliniyor. O zaman,

UJE

O] (X-0,LV)
= U/ X-UjuLV]
= U/ X-LV]

_ (U] o)X L 0V
Lo 1 )\AT) (S L J\VIL

_(ulx LV,
AT S-r:ewvl + LneWVr;reW

B UTX—LV]
AT -ST V,-L_ V!

new new - new
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UJ, U,’in Moore-Pensore sdzde tersi olmak iizere bu matris, asagida verilen

esitlikleri saglayan benzersiz bir matristir [3].

0,0{0, -,
0;0,0] - 0]
(0.01) =0.0;
(0[0,) -0,

Teorem 3.2: X =U,LV, +E esitligi verilmis olsun. O zaman,
E=PX, P=I1-UUf

esitligi saglanir.

Ispat: P=1-U,U] olmak iizere;

PX -

I
X
cl
cl

HC
=
<l

>
cli
cl
mi

esitligine (3.8) ve (3.10) Moore-Pensore durumlari uygulanirsa,

PX =

><I

+(0,0)) E

(.)€

0LV
)

- (U

(3.8)
(3.9)

(3.10)

(3.11)

olarak bulunur. Teorem 3.1’in sonucu olarak U] E = O esitligi yerine yazildiginda,

PX = E-(0;) (0,)'E

mi

bulunur.
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3.4. Sayisal Sonuclar

Daha once de belirtildigi gibi ¢alismada gercgeklestirilen giincelleme algoritmasi

iistten pencereleme yontemi kullanilarak test edilmistir. Bu yontemde eski

verilerin etkisini azaltmak i¢in X € R™" veri matrisi, «(0 <« <1) unutma faktorii

ile carpilarak, X veri matrisine A" yeni veri blogu eklenmistir. t zamanli X(t) veri

matrisi

(3.12)

Xa):(axa-nj

AT

seklinde olusturulmustur.

Uygulama, Matlab R2009b ile test edilmistir. X(t) matrisinin her t adimdaki
sayisal rankini bulmak i¢in Cizelge 3.3 ile verilen kesik ULV ayrisiminin blok
giincelleme algoritmasi kullanilmistir. Elde edilen sonuglara referans olmasi igin
ise her t adimda Matlab’in SVD’si ile sayisal rank hesaplanmistir. X(t) veri

matrisinin ranki her iki yontemle de bulunup, karsilastirilmistir.

V, (t) ve U,(t) matrislerinin soldan ortogonal olup olmadigini kontrol etmek igin

sirayla

-V OV,

[1-ul U, o),
normlar1 hesaplatilmistir. Ayrica, ayrisim hatalari her t adimda
[E]l=[x® - U, OLev] @)

denklemi ile hesaplatilmig ve bir matris i¢inde saklanmuistir.

Kesik ULV ayrisiminin blok giincelleme algoritmasinin her adiminda, hatalar,

daha 1iyi bir goriintii elde etmek i¢in log10 tabaninda ¢izilmistir.
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Ornek 3.1: X, 150x8 boyutunda, (0,1) araliginda rastgele degerlerden iiretilmis
bir matris olsun. X matrisinin rankin1 degistirmek amaciyla, rastgele segilen 145
satir1 7 =107 ile ¢carpilsin ve &~10"° olsun. Baslangi¢ matrisi olan X(0), 40x8
boyutundadir. Onu takip eden X(1) blogu 4x8 boyutundadir. Sonrasinda, her bir
adimda birbiri ardina 2x8 boyutunda veri bloklar1 eklenmistir. Uygulama igin
secilen unutma faktorleri a=0.9ve =05 olarak belirlensin. Elde edilen

sonuglar sirasiyla Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de gosterilmistir.

GnT Uzayr Hatalan 0=3VD, =Blok Gincelleme Alyontmasi
'12 T T T T T

=
Rank Tahminleri

10 il il ] il il il

W, in Crogonali

Ayngtirna Hatas|

D T T '14 T T T
£ j ] i5
m | 1 1 1 1 WB 1 1 1 1 1
10 0 k] ] 50 B0 0 10 0 K] a0 Il B0
U, in Ortogonali UIE nin Normu
D T T T T 'WD T T T
40 1 Ar
mu | | | | 1 3” 1 | 1 | 1
10 ] Kl ] il il 0 10 ] 10 ] a0 il

Sekil 3.1: a=0.9 i¢in elde edilen sonuglar
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Gl Uzay Hatalan 0=5VD, x=Blok Giincelleme Algortmas!
[] T T T T . 3 T T T T

0 10 P Kl 4 0 60

V. in Ortogonélij

Ayngtirma Hatas
[] T T '14 T T T

0 10 2 Kl 4 W0 60 0 10 2 il 40 30 60
U, in Ortoganalij U}E in Nomu
'1[] T T T '15 T T T
=

20 At
&l - 2t
40 1 1 1 1 1 3[] 1 1 1 1 1

0 10 2 Kl 4 W0 60 0 10 2 il 40 30 60

Sekil 3.2: a =0.5 i¢in elde edilen sonuglar

Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°deki ilk ¢izimler, blok giincelleme algoritmasi ile elde
edilen alt uzay hatalarmi gostermektedir. Ikinci cizimlerde ise Matlab‘in SVD
algoritmas1 referans olarak kullanilarak blok giincelleme algoritmasinin
hesapladigi rank tahminleri gosterilmektedir. Cizimlerden de goriildiigii tizere,
kullanilan algoritma rank degisiminin siklifina ragmen ranki dogru tahmin
etmektedir. Cizimde yatay eksen pencere adimlarini temsil etmektedir. Ugiincii
cizimler ayrigtirma hatasi olarak belirtilen E matrisinin normunu gostermektedir.
Teorik olarak sifir kabul edilen bu matrisin norm degerleri, sayisal olarak da sifira

cok yakindir. Dordiincii ve besinci pencerelerde sirasi ile V, ve U, matrislerinin
ortogonalligi kontrol edilip ¢izdirilmistir. Son ¢izimde ise, teorik olarak dogru

kabul ettigimiz U] E = O esitliginin sayisal olarak da dogru oldugu gosterilmistir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Matrisler, pek ¢ok bilimsel konunun uygulanmasi sirasinda kullanilan islevsel
bilgi saklayicilardir. Giiniimiizde goriintii isleme, sinyal isleme, video isleme, veri
sikistirma, istatistik ve benzeri pek ¢ok alanda verilerin islenmesi sirasinda
matrislerden faydalanilmaktadir. Her tirlii bilgi matrislerde saklanmakta, bu
matrisler lizerinde islemler yapilmakta ve geriye doniis saglanmaktadir. Tiim bu
islemler gerceklestirilirken karmasik bir matrisin yerine bu matrisin 6zelliklerini
tastyan daha basit bir matrisin incelenmesi daha kullanighdir. Bunu saglayan en
temel yontem ise matris ayrigimidir. Ayrisim sonucunda olusan matrisler, temel
matrise ait rank bilgisi, 6z degerler, 6z vektorler gibi onemli bilgileri muhafaza
ederler. Dolayistyla, olusan daha kiigiik boyutlu bu matrislerle calismak daha hizl
ve daha az maliyetlidir.

Matris ayrisimi denildiginde akla gelen en temel yontem SVD ayrisimidir. SVD,
bir matrisin sayisal rankin1 glivenli bir bicimde ortaya cikarir ve gerekli 6z deger
ve 0z vektor bilgilerini barindirir. Fakat SVD algoritmasi veri akisinin devamlhi
oldugu ve giincelleme gerektiren islemler i¢in olduk¢a maliyetli bir algoritmadir.
Bu durum, alternatif ayrisim yontemlerini arastirmacilarin giindemine getirmistir.

Son zamanlarda 6ne ¢ikan alternatif ayrisimlar ULV ve URV ayrigimlardir.

Tezin ¢alisma konusu olan kesik ULV ayrisiminin temeli ULV ayrigimidir. Bu
ayrisim, diisiik ve yiiksek rankli matrisler i¢in kullanilabilecek, sayisal ranki
giivenli bir sekilde ortaya cikaran ve gerekli alt uzay bilgilerini igeren bir ayrigim
yontemidir. ULV ayrisimi, SVD’ye gore daha hizli ve daha az maliyetli olmasi
sebebiyle 6ne ¢ikmaktadir. Giiniimiizde yapilan pek ¢ok arastirma bu durumu
dogrulayan sonuglar ortaya koymaktadir. Yapilan calismalarda, mevcut veri
matrisine satir eklenmesi veya ¢ikarilmasi iglemlerinin ULV ayrigimu ile gilivenilir
bir bigimde gergeklestirildigi gosterilmektedir. Yani, Ozellikle veri akisinin
devamli oldugu durumlarda, ULV ayristmimi kullanmak SVD’ye goére daha

avantajlidir.
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Bu bilgiler goz onilinde bulundurularak yapilan ¢alismada, mevcut matris ayrigimi
algoritmalarina alternatif olabilecek bir algoritma gelistirilmesi amaglanmustir.
Tezde bir veri matrisine yeni veri blogu eklendiginde, mevcut bilgiyi kullanarak
kesik ULV ayrisimini giincelleyen bir algoritma verilmistir. Mevcut ¢alismalarda
giincelleme islemi her satirin tek tek eklenmesi ile yapilmaktadir. Gelistirilen bu
algoritma, benzerlerinden farkli olarak birden fazla veri satirinin eklendigi

problemlerde etkin bir glincelleme iglemi saglamaktadir.

Calismada elde edilen sonuglarin daha dogru olmasini saglamak icin algoritmaya
bir adim eklenmistir. Giincelleme siireci sonunda olusan alt iliggensel matris
bozulmus rankli olabilir. Bu durumun sonuclar1 etkilememesi ve olasi hatalari
diizeltmek i¢in refinement algoritmasi kullanilmistir. Kullanilan algoritma, hata
matrisinin etkisini azaltir ve daha dogru sonuclarin elde edilmesini saglar.

Boylece daha keskin sonuglar elde edilmesi saglanir.

Calismanin devaminda, Ornek bir veri matrisine eklenen bloklarla elde edilen
niimerik sonuglar, SVD ile karsilastirmali olarak verilmistir. Ortaya ¢ikan teorik
sonuglar algoritmanin dogrulugunu; sayisal sonuglar ise kesik ULV ayrisiminin

SVD’ye alternatif olabilecegi gosterilmistir.

Ayrica yapilan bu ¢alismada, goriintii islemenin temellerine deginilmistir. Yapilan
literatiir taramast gostermistir ki, kesik ULV ayrisimi goriintii isleme, sinyal
isleme vb. konularda SVD’ye alternatif olarak kullanilmaktadir. Elde edilen
sonuclar ve benzer calismalarin 1s1¢inda ULV ayrisiminin, goriintii isleme ve

sinyal isleme gibi pek ¢ok alanda uygulanabilecektir.

Ilerleyen ¢alismalarda ise bu calismada gelistirilen blok update algoritmasia
ilaveten blok downdate algoritmasinin gelistirilmesi planlanmaktadir. Ayrica,
kesik ULV ayrisiminin blok gilincellemesi algoritmasinin degisik alanlarda
ozellikle mihendislikteki uygulamalar1 merak konumuz arasindadir. Bu

algoritmanin goriintii diizeltmede uygulanmasi yakin hedeflerimiz arasindadir.
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