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OZET

GAUSS-WEIERSTRASS TiPLI OPERATORLERIN YAKLASIM
OZELLIKLERI

YILDIZ, Dondi Duygu
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali, Yuksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ali ARAL
OCAK 2014, 63 sayfa

Bu tez, ikisi agiklama ikisi de temel bolim olmak Uzere toplam dort
bdlimden olugsmaktadir.

Birinci boélimde tezin amaci ve kaynaklar hakkinda genel bilgiler
verilmistir.

ikinci bélliimde tezde kullanilacak bazi temel kavramlari agiklanmigtir.

Uglincti bélimde g-Gauss-Weierstrass integrali yakinsaklik 6zellikleri
ele alinmistir.

Doérdincli boélimde Picard, Poisson-Cauchy ve Gauss- Weiestrass
singuler integrallerin Jackson tipli genellestirmeleri icin bazi yakinsakhk

sonuglari ele alinmigtir.

Anahtar Kelimeler: Sureklilik Moduld, P.P.Korovkin teoremi, g -Tulrev,
Picard, Poisson-Cauchy integrali, g-Gauss Weierstrass

integrali , Jackson tipli genellestirme.



ABSTRACT

THE CONVERGENCE PROPERTIES OF GAUSS WEIERSTRASS TYPE
OPERATORS

YILDIZ, Dondu Duygu
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor:Assc: Prof. Dr. Ali ARAL
JANUARY 2014, 63 pages

There are four chapters in this thesis, two of them are about
explanations and two of them are about basic chapters.

Information about the purpose of the thesis and resources are given in
the first chapter.

Some definition in the thesis are presented in the second chapter.

The convergence properties of g-Gauss-Weierstrass are given in third
chapter.

The convergence properties of Jakson type Picard, Poisson-Cauchy

and Gauss- Weiestrass singuler integrals are given in fourth chapter.

Key Words: Modulus of Continuity, P.P.Korovkin theorem ¢ -Derivative
Picard, Poisson-Cauchy integrals, g-Gauss Weierstrass integral
Jackson type generalization
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Hayatimin baglangicindan itibaren oldugu gibi egitim hayatim boyunca da
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SIMGELER DiziNi

w(f:6) Sureklilik Modiili
L, (f:x) Lineer Pozitif Operatorler
[rlq q — Tamsayisi
[r],! q — Faktoriyel
[:] q — Binom Katsayisi

a
dqf(x) q — Diferansiyel
Dyf (x) q — Tirev
W, (f;q,x) q — Gauss weierstrass Operatori
C[0,0) Stirekli Fonksiyonlar uzay1
P, :(f)(2) Picard Operatori
Qne(f)(2) Poisson Cauchy Operatori
Q,(f,6) Agirlikli Stireklilik Modiilt



1.GIRIS

Yaklasimlar teorisi, temel olarak verilen fonksiyona kendisinden ¢ok daha
basit ve kolay hesaplanabilen fonksiyona yaklasmayr amaclayan,
Matematiksel Analiz’ in temel konularindan birisidir.

A. F. Timan’in (A. F. Timan, 1963) hatirlattigi gibi reel degerli fonksiyonlar ile
yaklagimlar teorisinin temeli 1885 yilinda Weierstrass tarafindan verilen bir
teoreme dayanmaktadir. Bu teoreme gore “ Sonlu [a,b] aralidi lzerinde
tanimli her surekli fonksiyona, dlizgun yakinsayan bir polinom karsilik gelir.”

1912 yilinda S. N. Bernstein bu sonucu ¢ok daha basit ispat yontemleri
kullanarak vermisgtir.

Korovkin ise Lineer pozitif operatoér dizilerinin, surekli fonksiyona sonlu
kapali aralik Uzerinde duzgun yakinsakligini veren test fonksiyonlarinin
kimesinin varligini gostermistir. Bu sonuca gore test fonksiyonlari e;(x) =
x* i=0,1,2 fonksiyonlarindan olusur. Yani L, lineer pozitif operatdrler
dizisinin sonlu [a,b] arahdi Uzerinde tanimli surekli fonksiyonu duzgin
yakinsak olmasi igin gerek ve yeterli sart L,(t) operatdr dizisinin f
fonksiyonuna yalnizca e;(x) = x%,i=0,1,2 fonksiyonlar igin diizgin
yakinsamasidir.

Gunumuzde ¢ —analizi metodlari kullanilarak operatér dizilerinin
yakinsaklik sartlarini arastirmak, yaklagsimlar teorisinin donemli arastirma
alanlarindan birisi olmustur. Arastirmalar goOstermigtir ki g —sayilari
kullanilarak olusturulmus operator dizileri, klasik operatoér dizilerine gore,
yaklagimlarin hizini bulma acgisindan daha etkilidir. Ayrica klasik operatorler
icin elde edilemeyen bazi sonuglar g —analiz yontemleri ile elde
edilebilmektedir. g —sayilar kullanilarak, 1987 vyilanda Lupas ilk olarak
Bernstein operatorlerinin g —analogunu tanimlamis ve bazi yaklasim
Ozelliklerini ispatlamigtir.

1997 yilinda Phillips Bernstein operatorlerinin bir bagka genellestirmesini
tanimlamis (G.M. Phillips, 1997) ve adina q — Bernstein operatorleri demistir.
Bu operatorler birgok yazar tarafindan calisiimistir. (V. Gupta, Ali ARAL, F.
Altomare , Z. Xu, T. Ernst, ...)



Bu tez calismasinda oncelikle Gauss Weierstrass integralinin g-analogu
tanimlamis ve yaklagsim Ozelikleri agirlikh uzaylarda incelenmigtir. Daha
sonra agirlikli Korovkin teoremleri yardimi ile duzgun yakinsaklik problemi
ele alinmistir. Ayrica bu operatérin ve diger Gauss Weierstrass tipli
operatorlerin kompleks degiskenler igin bir genellestirmeleri tanimlanmis ve

yakinsaklik 6zellikleri incelenmigtir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar igin F. H. Jackson in “On a g-definite integrals, V. G. Kac
in P. Cheung, “Quantum Calculus” ve G. M. Phillips in “On generalized
Bernstein polynomials” adh kitaplarindan faydalaniimigtir - Gauss
Weierstrass operatorleri ve yaklasim 6zellikleri icin G A. Anastassiou, A.Aral

In “On Gauss Weierstrass integral Operators ” adli makalesinden, Picard,
Poisson-Cauchy ve Gauss- Weiestrass singuler integrallerin Jackson tipli
genellestirmeleri igin bazi yakinsaklik sonuglari i¢cin G.A. Anastassiou and S.
G. Gal In “Geometric and approximation properties of generalized singular

integrals in the unit disk” adli makalesi kullaniimistir.

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez calismasinda g-Gauss-Weierstrass integrali yakinsaklik 6zellikleri
agirlikh uzaylarda Korovkin teoremleri yardimi ile ele alinmistir. Ayrica
Picard, Poisson-Cauchy ve Gauss- Weiestrass singuler integralerin Jackson
tipli genellegtirmelerinin kompleks versiyonlari verilmis ve yuksek
mertebeden sureklilik modulleri yardimi ile yakinsaklik sonuglar elde

edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Tanim 2.1.q > 0, r € N olmak uzere

q+1
,q=1

bigiminde tanimlanan [r], sayisina q —tamsayisi denir.

Tanim 2.2. a € R olmak Uzere

n-1
[alng = [algla+1]g..[a+n—1], = H[a +ml,

m=0

ifadesine q- Pochammer gosterilimi denir.

Kisaca hatirlatacak olursak klasik anlamdaki Pochammer gosterimi;

Opn=x(x—-1Dx-2)..(x—n+1)
seklindedir.

Simdi tanimdan yararlanarak klasik anlamda bildigimiz ve daha

sonra kullanacagimiz
("% =G+ G2

Binom esitliginin ve Binom katsayilarinin g-analogunu elde edelim.

Bunun icin dnce klasik anlamda bildigimiz

n

(x+y)" = Z () "y

k=0

Binom acilimini g6z 6énune alalim.



Teorem 2.1. k € N,0 < g < 1 olmak Uzere

9 7]l ex
by [, =Ll a7+ [, (2.2)
dir.
ispat: a)
(x+y)* = Z [Z]q xkyk (2.3)
k=0

oldugundan n yerine n + 1 yazip,

x+™"t = +y)"(x+y)

esitligini kullanalim. (2.3) esitliginden;

n+1 n
Z [n ;lc‘ 1 n+i-kyk — Z [Z] nkyk (x4 y)
k=0 a k=0 1
n n
— Z [Z] xRy x4 Z [Z] xkyk+
=0 1 im0
olur.



(2.3) formulunde n yerine n + 1 yazilirsa ve son terim agilirsa

n
kzzo [n ;Ic- 1]q xn+1—kyk n [:ll i ﬂq ynt
n

S e S e o

k=0

n

Z [n ‘]|€' 1]q XMLk k 4 ket

k=0
n n—-1
:Z[Z] qun+1—kyk+z [Z] Ayt 4y ket
k=0 =0

n

zn+1] XLk k = zn: n+1kk+z[k_1] n+i-kyk
k=0

k=0

sol taraftaki ilk terim agilirsa,

[n ‘(l)‘ 1]q x4 Z [TL ‘;{' 1]q xn+1—kyk

_ [3] qox"+1+zn:[Z] qrantik k+2[k—1 X1k k
q £ g

olup buradan katsayilarin karsilastiriimasi ile

[, = e e+ L2,

elde edilir.



b) Buradaki durum (x + y)"*! = (x + y)"*(x + y) Ozdesliginden yararlanarak

benzer sekilde ispatlanabilir.

Teoremde elde edilen (2.2) esitliginden (2.1) esitliginin taraf tarafa

¢ikariimasiyla ;

0=gfi], L] -0 o
ve buradan

"] = - qnﬂ 9 ] k=12, .. (2.4)

kl, 1—q [k—l

esitligi elde edilir. Bu esitlik g-binom katsayilari olarak bilinir.

(@GDn=0-q¢A—qg?..(1—-q") olmak lzere

7 = (1-@U-¢*..A-q"
klg -1 -¢2)..1-¢"DA-9A-¢?)..(1—q™F)
_ (q; q)n
(@ Dk (@ Dn—k
esitligi vardir.

(2.4) esitliginden ;

(1_ n+1- k)
e N

(1_ n+1- k) (1_ n+2-— k)
o] -4 )




_ (1 _ qn+1—k) (1 _ qn+2—k) (1 _ qn+3—k) n ]
1—gF 1—g* 1-g* -3l

_A-g"A g™ ) (- qM) N
1-¢90-q¢*H..0-q 0!,

_a- "M - ¢ L1 -qM) -1 - gD ..(1—qg"7F)
1-91-¢»).A-¢)A-q)A-q?..(1—-q"")

_ 1-91-¢»..(1—q"
1-91-¢*.A-q¢") A -qA-q?)..(1—q"k)

__ @
(@D (G Dn—k

(2.5)

esitligi elde edilmis olur.
Tanim 2.3. g > 0 seklinde verilsin. n € N igin

], = {[111]q[n—1]q [ :f;

biciminde tanimlanan [n],! esitligine q- faktoriyeli denir.
n > 1igin [n]g! = [114[2]4 - [n]q

_(-90-¢>) 1-¢"
1-¢0-q) "1-9¢q

_(0-90-4¢9..a-q"
aQ-n




=@ (1—g)™"

seklinde degisik yazim seklini elde edebiliriz. Bu son esitlikten (g;q),

¢cozulurse

(@ Dn=[nlg! A -

elde edilir.

Benzer sekilde (q; q)x = [klq! (1 — @)* ve (¢; @)n-ir = [n — k]g! (1 — )" ¥

oldugu goruldr.

Bu son bagintilar (2.5) esitliginde yerine yazilirsa ;

[Tl] _ (@ Dn _ [n]q! Q1-" _ [n]q!
k q CHMCR )" [k]q! 1- Q)k[n - k]q! 1- Q)n_k [k]q! [n— k]q!

bulunur. Burada n > k > 0 dir. Elde edilen son ifade klasik anlamdaki

|
(Z) K (nn— )1

ifadesine benzemektedir.

Simdi

n

(x+y)" = Z [Z]q x"kyk

k=0

esitliginde y yerine xy yazarsak ;



n

crmy= D[] xrsay

k=0

olur. Burada (xy)" ifadesinin degerini hesaplayalim :
(xy)' = gqxy
(xy)* = xy xy = qx*y?
(xy)® = xy xy xy = ¢*x°y?
(x)* =qq*q> ...q" x*

yk

k(k-1)
= xkykq 2

olur. Bdylece

Gty = ) [l et

olup diger taraftan

(2.6)



x+x)"=x+xy)(x+xy)(x+xy)...(x + xy)(x + xy)
=x(1+y)x(1+y)x1+y)..x(QA+y)x(1+y)
=x(1+y)x(1+y)x(1+y)..x(x+yx) (1+y)
=x(1+y)xA+y)x(A+y)..x(x+qgxy) (1 +y)
=x(1+y)xA+y)x(1+y)..x(x+xqy) (1+y)
=x(1+yY)x1+y)x(A+y)..x@A+y)x*(A+qy) (1 +y)

ve boyle devam ederek
=x"(1+q"7 A +q") . T+ g+ ) (2.7)

bagintisi bulunur. Buradan (2.6) ve (2.7) karsilastirilirsa

D k(k-1)
A+NA+a)A+a) A +a =Y a7 [ ¥ @8
k=0 1

esitligi bulunur.

(2.8) esitliginde y yerine > yazarsak ;

n
Z R [Z]q xkyk = (14 %) (1+ q%) (1+¢? %) (14+q %)

=x"x+y)x+g)(x+q%y) .. (x+q" 1Y)

n
k(k—1) m yk
n z
Zx a 2 [k]qu

k=0
= (x+y)(x+ q)(x + ¢%y) .. (x + " 1y) (2.9)

esitligi elde edilir.

10



seklinde tanimlanan bir a € R sayisinin g-analogunda q — 1 yaklasimi

yapilirsa;

olur.
Benzer sekilde g — 1 yaklasimi igin ;

}Ii_r)r}[n]q I'=n!

im [ = (%)

oldugu kolayca gorulebilir.

Tanim 2.4. Anlamli olacak sekilde keyfi bir f(x) fonksiyonunu g6z 6nlne

alalim. f(x) in g-diferensiyeli

dqf(x) = f(gx) — f(x)
olarak tanimlanmaktadir.
Ornegin, x'in g —diferensiyeli

dof(x) =dgx =qx—x=(q—Dx dir.

11



Tanim 2.5.

dof ) f(qx) — f(x)
dgx (g -1Dx

qu(x) =

biciminde tanimlanan esitlige f(x) fonksiyonunun g-tiirevi denir.

f (x) fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon ise

F@0=F0) _ s

lim Dqf () = lim ==y

olur.

Buradaki D, f(x) operattri lineer bir operatorddr. Yani a,b sabitler olmak

uzere f ve g fonksiyonlari igin
Dglaf (x) + bg(x)] = aDef (x) + bDqg (x)
esitligi dogrudur. Gergekten ,

dglaf(x) + bg(x)]
dgx

Dglaf (x) + bg(x)] =

[af (gx) + bg(qx)] — [af (x) + bg(x)]
(g —Dx

[af(qx) — af (x)] + [bg(qx) — bg(x)]
(q—Dx

=aD,f(x) + bDyg(x) dir.

Bu da g —turev operatorunin lineer operator oldugunu gosterir.

Simdi g -Binom Teoremini verip ispatlayalim:

12



Teorem 2.2. |x| <1,|q] <1 ve (& q)ew = [If=o(1 — ag®) olmak lzere

i @Dk e _ (@D
£ (a4 @k (@ Deo

dur.
Burada (a;q)r = (1—a) (1 —aq)..(1 —aqg*™?) dir.
ispat:

(a; q)k k

fa(x) = :
£ (45 D

olsun. Bu fonksiyona g-tlirev operatért uygulanirsa;

f00 = folg0) O (@ ]t

qua(x) = (1 _ CI)X - £ (q, q)k q

elde edilir.

ﬁ@)—ﬁ@@::w(mwkl—f

_ k-1
x LGoa-a
— C (a;CI)k _ k k—1
kzl(CIiCI)k(l ) x

_ i (1-a)(1—aq)(1 - ag?) ..(1 —ag*™)
k=1

— qk k-1
1-q9)1—g?)..(1—qg" 1-q%)x

_ C (aq; Q-1 1
-Uma ,Z A=) A=

13



B (aq; Q-1 o
= )Z(qq)kl

B CU
=d-a z (@ D

=1 - a)faq(®)
olup buradan
fa(x) — falgx) = (1 - a)xfaq(x)

elde edilir. Diger taraftan

B o (@ 9 (aq; Q)
fa(x) - fa(qx) = ;—(q; D xk — Z—(q D xk

- 1
= —— (@) — (ag; )l *

£ (q; @)k

L (a(cg:zz))i_l [1-a—1+aq"x"
- (Cg;?f [-a+aq"]x*

= _ ) (a(til;;c;));;_l[ -

14



k = 0 icin ilk terim O’ dir.

(aq; Qr-1 [1— ¥k

& (4 D

fa(x) _fa(qx) =—a

(aq; Q) [1— g*+ ]
& (4 @k

1-aq)(1 —ag?) ..(1 —aq"®)
Li(1-q)(1=¢?) ..(1- ¢~ q"D

= —ax

B z aq; x4
= —ax _—x
£ (4 @

= —axfqq (x)

olup buradan
fa(x) = fa(gx) = —axfaq(x)
fa(x) = (1 — ax) faq (x)
fa(x)

1—ax

faq (x) =

bulunur. Daha 6nce

fa(x) — fo(gx) = (1 — a)xfaq(x)

oldugu elde edilmisti. Buradan f,(x) ¢ozullrse ;

fa(x) =1- a)xfaq (x) + fa(qx)

fa(x)

1—ax

+ fa(gx)

=(1—-a)x

15



X —ax

fa(x) + fa(qx)

1—ax

olup buradan

X —ax

fa(x) = fo(gx)

1—ax

veya

1—ax

fa(x) = fa(gx)

1—x

elde edilir.

Bu baginti ardisik olarak uygulanirsa ;

(1—-ax)(1—agx)

A= d-go la@

fa(x) =

_ (1-ax) (1 —agx) (1 - ag?)

C (1-x) 1—-qgx) 1-—q%x fa(@x)

_(1—ax)(1—aqx) (1 -aq?) (1-aq" 'x)
S (1-x) (I—gx) 1-¢?x 7 (1—g" )

fa(q"x)

_(ax; @)n
(),

fa(@™x)

_ (@5 9w
(% D oo

fa(0)

16



_ (@5 9w
(% Qoo

yani

@Ok, (@69

=2 ot T moa

bulunur ki bu da teoremi ispatlar.

Bu teoremi baska bir yoldan daha ispatlayabiliriz. Gergekten

(ax; @)oo
(% D oo

sonsuz garpimi sabit a ve g larile |x| < 1 — € igin mutlak ve diizglin

yakinsaktir. Bu durumda

(ax; q) o
CH PP

ifadesi |x| < 1 icin bir analitik fonksiyona yakinsar. Yani |x| < 1 igin

(@5 Qo
F(x) = =) Ax"

(5w
Taylor agilimi mevcuttur. Buradan ;

(ax; Q)0 (1 —ax)(1—agqx)(1—aq?) (1-aqg*x)..
F(x) = =

o (A—x) 1—gx) 1—g%x ~ (1—-q*)..

_(—ax)(1-aqx)(1—-aq®) ..(1- aqkx) ..

S (1-x) (A-x¢)(1-x¢?)..(1—xg")...

(1-ax)
= mF(qx)

17



olup bdylece
(1 -x)F(x) = (1 - ax)F(gx)

veya

(1-x) Z Ax™ = Z A, q"x™
n=0 n=0

olur. Elde edilen son esitlikte x™ lerin katsayilari kargilastirilirsa ;

0

Z Anxn _ z Anxn+1 — z Anxn _ z Anqnxn+1
n=0 n=0 n=0

n=0 =

D A=A = ) (1= ag) A = > (1 - aq" Ay 2"
n=0 n=0 n=0

Buradan
(1 - qn)An = (1 - aqn_l)An—l
elde edilir.

(1—aq"™)
CErD R

Bu iglem ardisik olarak yapilirsa ;

(-ag™) (- ag™?)
(1-q® (1—gm 1) "7

= (1 _ aqn—l) (1 — aqn—z) (1 - aqn—S) A
(1 - q") (1 — qn—l) (1 _ qn—z) n-3

18



_(U-ag"H(A-aq"®) (A-a@)l-a
1-gqv» (A-q¥Y) "(1-g)1-gq

_ (@ @n
(4 Dn

elde edilir. Yani ;

_ (@ Dn
(4 Dn
esitligi dogrudur. Bu indirgeme bagintisinda A, keyfi olup A, = 1 alinabilir.

n

Boylece ;

N (@ @Dn_, _(0%9)er
Fx) = z Apx™ z X"
_ " (q CI)TL (x; q)oo
n=0
olur. Bu ise ispati tamamlar.

q-Binom teoremindeki sonsuz carpim (1 —x)~¢ ifadesinin g-analoguna
baktigimizda da karsimiza cikar. a bir tamsayi olmasi halinde (1 —x)™¢

ifadesinin g-analogunu bulalim.

oo

(1+x)a=Z(Z)x”, [x] <1

n=0

oldugunu klasik anlamda biliyoruz.
(1 —-x)™" ifadesinin g-analogu ;

1
A1-x)1—-—qgx)..(1 —xq™1)
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_ (1—xq™ (1 — xq™?) ...
A1-20-gx)..1—xq"H) A —xq9™ (1 —xq™*) ...

_ [(1 —xq™][1 - (xq™)q] ...[1 = (xq™)q?] ...
A-2)A—-gx)..1—xq"YH) A —xq™) (1 —xq™*) ...

_ (xq% o
(5 Deo

seklinde yazilabilir. n tamsayi olmadigi durumda da son ifade anlamlidir.

qg-Binom teoreminin bazi 6zel hallerinin ilging 6zellikleri vardir.

1- g-Binom teoreminde a = 0 alinirsa ;

) )

olur.

. . . 1 . ..
2- q -Binom teoreminde a yerine —,X yerine ax yazip dizenlersek ;

= (—1)kq(e)xk

=0, lql <1
CHAP ()

k=0

olur. Gergekten ;

Z(ax D i _ (9% Do
(q q)k (x; q)oo

dur. Binom esitliginden ;
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o

S DD (5)

(@D

1)
k=0 k=0

(D) - ()

(@ D

I
[]s
Q
=

==
Il

0

) ia_lk a¥@ - D(@-(a-g)..(a- "

k
& CHOP i
Ve d-0@ 0@ -0 @ -0 ,
£ CHAP
N (lag?gh
k=0( b CHO)
0 k=1
= 2(—1)’%1 -
= CH)
5 (-4,
= X
e (@ D
elde edilir. Burada
1+2+3+---+k—1=k(k2_1)
ve
k kKl kkk-Dk-2)! k(k—1)
(2> (k—=2)2! (k=22 2

olduguna dikkat edilmelidir.



Ayni yerine yazmalari g-Binom teoremindeki esitligin sag tarafi icin de

yaparsak ;

(@x%; Qe (1—ax)(1—agx) (1 —aq?®) (1 -ag*x)..
Qo (A—x) (1—qx) 1—g%x " (1—-qkx)..

(a_,l), (E'q)w_(1‘a)(l—T)(l—T)...@—T)...

e  (1—2)(1—gx) 1 —xg%)...(1—xq") ..

(x5 ax) Qe (1—x)(1—gqx) (1—xq%)...(1 —xq") ..
X ax, (ax;9)ee (1 —ax) (1—agx) (1 —axq?)..(1 — axq*) ..
(6 QDo
@0,  Gras= .
bulunur.

3- g-Binom teoreminde a yerine g~V yazilirsa ;

N

N n
Y] c0ma®an = s = 1 -0 - x9) .. (1 - xg")
n=0 a

olur. Simdi bunu goésterelim :

(@Gn=0-a)(1—-aq)..(1—aqg"™")
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oldugunu biliyoruz. Burada a yerine g~ yazilirsa ;

@Nn=0-gMNA-qg"H..A-g """

— an q1+2+~'n—1(qN _ 1)(qN—1 _ 1) (qN—n+1 _ 1)

= (_1)nq—qu(Tzl)(1 — gV =gV V) ... (1 - gV D)
- (_1)nq_Nn+(g)(1 —gA—-qg" ) ..(1 =g )

= (g n(~Drg ()

olur. Bu ifadeyi g-Binom teoreminde yerine yazarsak;

@ Dn_ @D
@Dn (@D (@G Dy-n

(-1rg ™G = V] -pyrg )

olur.
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Burada

[N] _ (@ DN
nlg (4G PDn (G Pr-n

olduguna dikkat edilmelidir. Boylece N = 0,1,2 ... igin

N

Z [’ZL g = () N=012..

n=0

elde edilmis olur. Tanimdan

(xq7", @)oo
Do
_ 1-—xgMNA—-xg7 ") .. QA-x¢g7HA-x)A—xq) ..(1 —xq") ...

1-x)1-xq)..(1—xq") ..

= (xq ™
yazilabilir.
4-
i[N+k—1] e 1 ) o
k=0 . (s (1 —x) .. (1—xqN 1)’ x

esitligini gostermek igin g-Binom teoreminde a = ¢" yazarsak ;

Z @"; D s o (1—¢")(1 =" .. (1= g" ) Sk
(@ D  (1-90-¢»)..(1-49

24



olur. Toplam igindeki ifadeyi (q; q)ny—1 ile ¢carpip bolelim. Bu durumda ;

_ 1) (1 _ C[N)(]. _ qN—l) (1 _ qN—k+1) (1 _ q) (1 _ qZ) (1 _ qN—l) xk
A-¢)(1-¢».A-¢")A-q@A—-¢*)..(1—q"™)

k=0

o)

Z 1-¢)(1-¢)..1—q¢"HA-gMA-g"V)..(1 — gV *D) xk
(CHAPICH )T

k=0

_ (@ DN+r-1 Kk
= X
£ (4 i (@ Dn-1

bulunur. Son esitlikte toplam igindeki ifade ;

@G Dn+k-1 @Dy _ [N +k— 1]
@Dk @GDv-1 (@G Dr (G Drrr-1-k k q

seklinde yazilabilir. Boylece son esitlik ;

(o] N, [ee]
Z (q.,q)k xk:z[zv+ll{<—1] o
£ (@D £ q

seklinde yazilabilir.

Simdi de g-Binom teoremindeki esitligin sag tarafinda a = q" yazarsak
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(@5, Qo _ (@"%6 Do _ (1 —xq")(A —xg""™) .. (1 —xg"™") ..
5D (5P oo 1-x)1—xq)...(1—xq") ...

_ 1 _ 1
Q-0 -xq) .. (1—xq"" D) " (xq9)y

olur. Boylece g-Binom teoreminde a = ¢" yazilmasiyla ;

o

N+k—1] 1
x< = ;olx] <1
Z[ k ]q DN

k=0

esitligi elde edilmis olur.

Tanm 2.6. 0 <g<1vex€ Rigin

1
((1 - Q)x; Q)oo

eq(x) =

ifadesine f(x) = e* fonksiyonunun 1. tip g-analogu denir.

q-Binom teoreminin sonuglarindan biri olan

5 (~14qlD

=D, gl <1
CHDI

k=0

esitliginde x yerine —(1 — q)x yazarsak ;
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[0e]

S (D g2 (1) - )
CHO

= (A =P%Peo

k=0

esitligi elde edilir. Esitligi duzenlersek ;

k

_ z gkk=1/2 X
i (@ Dk
(1-q)*

© k

X

= E gD = = (—=(1 = 9% Q)eo = Eq(x)
k=0 v

elde edilir. Son esitlikteki E,; (x) fonksiyonuna f(x) = e* fonksiyonunun 2. tip
g-analogu adi verilir. O halde f(x) =e* Ustel fonksiyonunun iki farkli g-

analogu vardir. Kolayca gorilebilecegi gibi f(x) = e* in g-analoglari arasinda
eq(x) Eq(x) =1

Ozelligi vardir.

Tanim 2.7. f,[0.a] araliginda surekli fonksiyon olmak Uzere f(x) in

integrali

[ F@dgr =) rlaamiag - ag™)
0 n=0

seklindedir.

Bu tanim diizenlenirse;
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[ r@dpx=-@a) faamer. aer

elde edilir.
f in sinirsiz araliktaki g- integrali ise
“/a o
a\q"
[ rod=a-0 Y r(H)% . aso
0 n=-—oo

seklindedir.

Ayrica f , [a,b] araligindaki surekli bir fonksiyon olmak Uzere fin g- integrali ;

ff(x)dqx = ff(x)dqx - ff(x)dqx
a 0 0

seklindedir.

Tanim 2.8. g — integrali icin degisken degdistirme formali ;

u(x) = yx# igin ;
u(b) b
f fwdu = ff(u(x))Dql/pu(x)dql/ﬁx
u(a) a
dir.

Tanim 2.9. Klasik anlamda gamma fonksiyonu
r'(x) = fooo t*le~tdt

seklindedir.
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|g|<1 olmak Uzere

_ (@D
(4% Do

I (x) 1-'™

fonksiyonuna g- gamma fonksiyonu denir.

Tanim 2.10.

1
1-q

Q(t)=f xT1E (—qx)dgx
0

ifadesine g- gamma integrali denir.

Simdi g- gamma fonksiyonunda x — x + 1 yazalim ve pay ve payday!

(1-9)1 —qg*) ile carpalim.

(4 Do

I(x+1) = —(q"“, Do

Q-

_ (@ D1 —q)7* A1-9A-q9)
1-¢**).1-g**2)..1—-q"™) 1-q)(1—q")

_ (ql q)oo(l - q)l—x_ (1 - qx)
1-¢).(1—=q")A—-g**)([A —g**?)...(1— g"**)

_ @90 - (1-q%)
1-9@* Do

_ (1 - qx) (q' Q)oo(l - q)l—x
1-9) (@ Do

= [x]q E](x)
elde edilir.
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Yani ;
LG+ 1) = [x]g ()

esitligi saglanir.
g- gamma fonksiyonu tanimindan ;

(@ D1 =)™ _ 1
(4 Do

(1) =

oldugu aciktir.

Tanim 2.11. x,y € [a, b] olmak Uzere |x — y| < § sartini saglayan § > 0 igin

|f(x) — f(¥)| nin en kuguk Ust sinirina f nin siireklilik moddili denir.

w(f;8) = sup [f(x) = f)I

[x-y|=6
veya

w(f;6) = |il|l<%|f(x +h) = f(x)l

sembolleri ile gosterilir.

Tanim 2.12.

Wn1(f; ©)ap = sup{|Af f(e™)]; x| < 7, |ul < &}
esitligine n. mertebeden sireklilik modiiliu denir.
Sireklilik Modulinun bazi 6zellikleri;
1) w fonksiyonu monoton artandir. Yani;

61 < 6, = w(f;61) < w(f;62)
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2) meNise w(f;md) <mw(f;d)
w(f;mé) = |hsll<1136I1‘(x +h) = f(0)l
= sup [f(x+mh)— f(x)|

|mh|smé
m

D IFGe+ k) = £G+ (k= D)

k=1

= sup
|h|<é

m

< z sup | (x + kh) — F(x + (k — DR
|h|<é

k=1

=mw(f;d)
A>0icin w(f;A8) <A+ Dw(f;6) dir.

w(f;48) < w(f; [4] + 1)6)
< 1+ [ADw(f;6)

< 1+ VMw(f;d)

4) f;[a, b] de slrekli ise ;
If @) — f()] < w(f; [t —x])

dir.

w(f;lt—xI) = | Sup5|f(t) = f(l

t—x|<

= sup ]If(t) = f()l

t,xe{a,b

2 |f(®) = fl

5) If@-fol<(1+=) o8 dr.
() = fFO)I < w(filx = yD)

< w<f;6|x5_y|>

< <1+|x_y|>w(f;5)

é

dir.
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6) Wnt1(f348) < (1 + D)™ wni1(f56)
dir.

Teorem 2.3. (P. P. Korovkin)

{L.(f:x)} lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. a,(x),B,(x)ve y,(x),

[a, b] de duzgln olarak sifira yakinsayan diziler olmak Uzere V x € [a, b] igin;

L,(Ll:x) =1+ a,(x) (2.10)
L,(t:x) = x+ B,(x) (2.11)
L,(t?%:x) = x? + y,,(x) (2.12)

kosullari saglayan L,(f:x) f(x) e duzgun yakinsar. Burada f, [a,b] de
surekli a da soldan b de sagdan surekli ve reel eksenin tamaminda sinirh bir

fonksiyondur.

ispat : f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugundan tiim x ler igin
lf Gl <=M (2.13)

olacak sekilde M pozitif sayisi vardir. f € C[a, b] oldugu igin Ve > 0 sayisina
karsilik 6yle bir § > 0 sayisi vardir ki t e R ve x € [a,b] i¢in |[t—x|<§

oldugunda

lf () —f)l <e (2.14)
saglanir.

x,t € [a,b] oldugunda (2.14) esitsizligi f fonksiyonunun [a,b] araliginda
diizglin sirrekli olmasindan dolayi gerceklenir. x € [a, b], t & [a, b] oldugunda
ise (2.14) esitsizligi f fonksiyonu a noktasinda soldan ve b noktasinda
sagdan surekli bir fonksiyon oldugu igin gerceklenir. (2.13) ve (2.14)

esitsizliklerinden dolayi her t € R ve x € [a, b] igin
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F(©) = FOOI < &+ 55 (t — x)? (2.15)

esitsizligi gergeklenir. CUnkl |t — x| < § oldugunda |f(t) — f(x)| < € ayrica

M o
rAG x)? saglanir.

x)?

(-
52

|t — x| = & oldugunda ise

> 1 olacagindan Z—If(t —x)? > 2M saglanir.

Bu durumda € > 0 igin (2.13) esitsizliginden

If@®) = fOII < IF O]+ [f (0]
<2M

2M

< 57 (t—x)+¢ (2.16)

esitsizligi gerceklenir. Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden
1L (f32) = FOlcrapy = ILn (F () = fFC5%) + f () Ln(156) = F Ol g,
S L (fF @ = FG0)crap) + 1f lciap 1Ln (15x) = 1l cpa,n)

S L (f @ = FC L erapy + 1 lctap lLn (1) = Lllcra,p)

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim (2.10) dan dolayi sifira

yakinsar. Yani,

”f”C[a,b]”Ln(l;x) - 1”(:[a,b] < &, (n > wiken g, - 0)

esitsizligini saglayan ¢, dizisi vardir.
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O halde

ILn(f (&) = F i)l cpap) < ILn(1f () = FOIL)lclap) + €n (2.17)

esitsizligi saglanir. Simdi birinci terimi hesaplayalim. (2.16) esitsizliginden ve

lineer pozitif operatorun 6zelliklerinden dolayi

Lo (1f (&) = FOCILO ¢ )

<L, (s + i—nzl(t — x)z;x)

= e, (15%) + 53 L ((t = x)%)

= eLn (1) + 5 [Ln (6% ) = 2L (£0) + 2L (1; )]

=e[lp(Lx) - 1]+ e+ Z—Izw{[Ln(tz;X) — x%] = 2x[Ln (t; x) — x] + x?[Ln (L %) — 1]}

=&c+ (s + Z(S—ngz) [L,(1;x) — 1] + 2_12\/1 [L,(t?%x) — x?] — ;—Izwx[Ln(t; x) — x]

elde edilir. x € [a, b] oldugundan

2M ) 2M ) 4M 4M
(€+FX )SE-I_Fb ,(FXSFID)
dir. O halde
2M
C1 = _bz, C2 = Zbcl, C3 =&+ C1b2

= =3

esitliklerini kabul edersek
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1L (1f () = fFCO L

< e+ CllLa(t%2) = 22| + CollLn (6 ) — x| + C5llLn (L;%) — 1|

yazilabilir ve burada e > 0 istenildigi kadar kuguk secilebilen bir sayidir.
(2.10), (2.11) ve (2.12) esitsizliklerinden dolayl n — oo igin

L2 (1f (&) = fFCIL0I = 0

olur. Bu sonug ve (2.15) esitsizliginden yaralanarak

1L (f3x) = fFCOIl = 0

oldugu goralur.

Tanim 2.13.

uz(x)=\/% [ r@er6" ag a0

seklindeki integrale Gauss- Weierstrass integrali denir.

Tanim 2.14. A(D) ={f : D - C;f,D de siirekli ve D de analitiktir, f(0) =

0,f'(0) = 1} olmak Uzere f € A(D) ve ¢ > 0 igin,

n+1

+00
1 1 .
PusN@ = =5z [ [ 0 (M) o) du,
2¢ ] k
esitligine Picard singiiler integrali denir.
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Tanim 2.15. A(D) ={f : D » C;f, D de siirekli ve D de analitiktir, f(0) =

0,f'(0) = 1} olmak tizere f € A(D) ve ¢ > 0 igin,

n+1 3 .
1 1 [ f(ze™ )
Qne(F(2) = —m;(—l)k (n -]: ) J uz 4 &2 du,

esitligine Poisson- Cauchy singiler integrali denir.

Tanim 2.16. A(D) ={f : D - C;f,D de siirekli ve D de analitiktir, f(0) =

0,f'(0) = 1} olmak Uzere f € A(D) ve ¢ > 0 igin,

n+1 +7

WneD@ =~ 5505 2D (") [ Flaet e au,
k=1 r
1 n+1 +00
W*n,f(f)(z) = — 2C°(5) Z(_l)k (Tl ;'C' 1) J f(Zeiku)e—uz/fz du,
k=1 —o

esitliklerine Gauss Weierstrass singiiler integrali denir.

Burada z € D,n € N olmak Uzere;

A

c(®) =fe‘u2/52 du

0

co

c*(¢) = e W8 gy
/

esitlikleri vardir.
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Tanim 2.17. f kompleks fonksiyon olsun. z, noktasinin en az bir D(z,, §)
komsulugundaki tum noktalarda turevlenebilirse f, z, noktasinda analitiktir.

Ayrica f, z, noktasinda analitikse

oo

f@) =) alz— )t

k=0

seklinde Taylor seri agilimina sahiptir.
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3.GAUSS-WEIERSTRASS INTEGRAL OPERATORLERI

Tanim 3.1. f:R — R ye bir fonksiyon olmak tzere hern € N ,q € (0,1) ve

X € Ricgin, f in g-Gauss-Weierstrass integrali

[ ( +1 nlg./1—q 2
Wi (0,0 = 00 F " Gt O (1) det. B
seklinde ifade edilir.
Lemma 3.1. Her k € N igin W, operatord,
k ; j+1
k 2/T 2 )
Wn(tk; q,x) — Z ( >M xk-]
—\j)F 1
= e (3)
seklinde yazilabilir.
ispat : (3.1) esitliginden
Wn(tk; q,x)
2
Jila+n 2
nl,(q+1 t
= q—1 J (t+x)*E 2 <—q2[n]q Z) dst  (3.2)
2Lz (3) ,
esitligi vardir.
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O halde

k [n]q\/ 1_q2
VInlg(g+1) ky , , £2
W, (t*; q,x) = q—1 (j)xk J f t/E 2 —qz[n]qz dgt.
2w (3) 53 0

esitligi saglanir.

. o L, Vu
g-turev tanimindan yazabiliriz ki ve t = Z—M alirsak,

Dyo(t) = = ilau 2 (3.3)

Ml g gy [inlgva

g-integraliigin § = %igin degisken degistirmesi formalini kullanirsak ;

. t? 2/*1 j-1
f t'E 2 <—q2[n]q Z) dgt =——7 f u z Egp(—q*uw)deu
0 0

= : j=0,....., kicin

Bu da bize istenen sonucu verir.

Hatirlatma 3.1: n < 0igin E, (— %) = 0 oldugundan (3.1) operatoru ;

o)

VInlgv 1-q2

2 - 2 v .
o (%) Of f(x+OE, < q*[nlq 4> dgt

W [n]q(q +1)

Wn(f; q,X) -

seklinde yazilabilir.
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3.1. Gauss — Weierstrass integral Operatorlerinin Yaklagim ézellikleri

Burada Bohman-Korovkin teoremini kullanarak W, operatorini f(x)
fonksiyonuna agirlikli dizgun yakinsadigini gésterecegiz.

By(R)ile |[f(x)| < Ms(14+x*) ,x €R , dzelligini saglayan reel degerli
fonksiyonlarin sinifini gésterelim. C,(R) ise B,(R) de olan ve sureklilik

Ozelligine sahip fonksiyonlarin sinifini gosterecegiz.

CX(R) ile C,(R) uzayinda olan ve limx_,oof(—x) =k €R, |fll, = supyer '{fi)zl

+x2

Ozelligini saglayan fonksiyonlarin sinifini gésterecegiz.

Teorem 3.1.1. T,, lineer pozitif operatorlerde C,(R)den B,(R) ye bir dizi

olsun ve verilen kogullari saglasin;

lim 522 lT”(tIfzcz_ o, v=012
esitligi vardir.
v fEeCiR),
s T~ f@
n-ooX€R 1+ x2 ’

ve f* € C,(R)/C¥(R) olmak lizere bdyle bir fonksiyon var ki,

s [T — £ G0

=>1
n—o0oXER+ 1+ x2 -

esitsizligi saglanir.
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f € CX(R) igin surekli agirlik modulini ele alacagiz.

If(x+h) - fOI

0 (f,8) =7k ni<s 1+ (h+x)?

Bu fonksiyon, asagidaki 6zelliklere sahiptir :

(1) Q:(f,6) < 2lIfllz,

(2) Q,(f,md) <mQ,(f,6) , meN

(3) lims_o Q2 (f,8) = 0

sonsuz aralikta w,(f; &) sureklilik moduli § — 0 iken sifir olmaz ¢lnku f
fonksiyonunu w,(f; ) sureklilik ilk modulli agisindan yakinsama oranini
bulmuyoruz. Bu nedenle Q,(f, §) surekli agirlik modulinid géz énlne

alacagiz.

Hatirlatma 3.1.1. Herhangi bir lineer pozitif operatér monotondur, her f €

C,(R) igin, W, (f) € C,(R), Lemma 3.1 in monoton oldugunu goésterir.

Eder g = 1 segersek W, operatori Klasik Gauss-Weierstrass singuler

integral operatoru olur.

Sabit birgicin 0 < g <1
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W, operatorinin yakinsaklik 6zelliklerini gostermek icin, 0 < q, <1,q9 =q,

oyle bir dizikig, — 1,n—- o ve [n], - c,n— o olsun. Ornegin;

Gn=1-1,,n,  a>3 dizsi gdsterilir.

Teorem 3.1.2: 0 < g, < 1olmak Uzere q =q, alalimve q, - 1,n—-

alalim. Her fe CX(R) igin

sup |Wn(fF anx) _f(x)l _

Jn e 14 x2 0
dir.
ispat :
lim S“P Wa(1; qp, x) — 1 _
noooX€R 1+ x? -
oldugu acgiktir. Lemma 3.1 den
li sup IWn(tr Qnrx) _Xl _
noooX€R 1+ x? B
olur.
Lemma 3.1 i tekrar kullanarak
3
p Wa (500 ) =y Il 4 4(5)
XER 1+x2 — XER1+x2 1 1 !
V [n]Qn[;I% (7) [n] Qnrqrzz (i)

esitligini elde ediliriz.
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Burdan da

lim S¥P |Wn(t2;qn’x) - le —0
n—eo* R 1+ x? B

olur.

Boylece Teorem 3.1.1°in kosullari saglanir ve her f € CX(R) igin,

1 sup |Wn(ern’x)_f(x)| _0
noooX€R 1+ x2 B

dir.

Teorem 3.1.3. fe C¥(R) igin, n € N olmak lizere

3
aup Wa(f5 0, = F() 12 8Lz (3) < ES )
S N (RPN A >

esitsizligi gecerlidir.
ispat : Q, ézelliklerinden agiktir ki herhangi bir A > 0 icin ,

esitsizligi vardir.

d > 0icin, Q, tanimini kullanalim ve son esitlikte 1 = % alirsak ;

FO+0 = FI < A+ @+ D00 < (A + +02 (1+5) 0:0£,6) .
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W,, operatorunin lineerliginden ve monotonlugundan son esitligi kabul ederiz.

Wa(fiq,x) = f() <

2

JInlg(g+1) fo\/@ﬁ(l + (t + X)Z) (1 + g) qu (_qz[n]qé) dqﬂz(f, 6) olur.

22 (%)

(1+(t+x)2)(1+§>= (1—%)(1+(t+x)2)+% (t+x)+%(t+x)3 dir.

Ayni benzerligi kullanarak

(1-3) (1 + W ) + W (60, 5) + = Wa(£%5.0,%) | 0 (F, 6)
5 n\l"5 q, 5 y 4, 5 4 2\,

elde edilir.

Lemma 3.1 i ve basit cebirsel iglemleri kullanirsak;

3
{ ) 2 1 2r,2 (3)
I+x)( 1+ | +4x ~+ T
§\Tlale: (3) Mlelz () Onlele(3)
4T, (%) }
+ 0, (f,8) .
ol (3)  6I1Y?r (3)

1

JInlq

Yukaridaki esitsizlikleri kullanarak , (1 + x?) e bolersek ve § =

secersek
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(Wa(f5q,x) — f(0)

1+ x?
i <1+2rqz(§>>
fe(z) ikl (3)
4 3
", (%)(rqz @)2)jeu( [n]q>

olur.Bu da ispati tamamlar.

Hatirlatma 3.1.2. fe CX(R) iken, (3.1) deki operatériin agirlikli yakinsama
1

v [n]Qn

daha iyi g, se¢gimine bagli olarak yapilabilir ve hizi en az \/% kadardir.

hizi

dir. 0 < g, <1vegq, = 1,n — o iken. Ayrica bu yakinsama hizi

Hatirlatma 3.1.3. Sireklilik modulinit tanimlarsak

wy (f;6) = ,ch,|h|55|f(x +h) — f(x)],

f:R = R olmak iizere , f (x) = x i¢in w; (x;6) = § dir.

f:R =» R olmak lizere, herhangi bir § > 0 i¢in w; (f; ) < c0 g6z dnline alalim

ve V x € R i¢cin W, (f; q,x) vardir. Biz gorartz ki;

Wo(fsq,x +h) =W, (f;q,x) =
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Vg J_
_ (g +1 2
(q1 ) f (fx+h+0) —f(x+t))qu <—q2[n]q%> dgt.
2I, (7) .

|Wn(f; QJx'l'h) _Wn(f; qrx)l <

n]J_
— log+1) f |(Fx+h+1)

2r, (2) )
2
— fx+0)|E, (—qz[n]q %) dgt
dir.

2
JInlg 1-q2

+1 2
oo DT £ 4
21z (3) 0
=w; (f;9).
olur. Bu nedenle
w1 W (f5q,.);0) <w(f;6) V>0 (3.1.1)

W, operatéruniin sekil koruma 6zelligi kanitlanmis olur.

k = 1ic¢in Lemma 3.1 den biliyoruz ki

2

W,(t;q,x) =x+———
Va7 (3)

esitligi vardir.

46



Bundan dolayi
w1 (W (£59,%);8)) = w1 (x;8) =6,

esitliginden (3.1.1) ispatlanir. Buradan (3.1.1) kesindir.
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4. KOMPLEKS SINGULER INTEGRALLERI

Tezin bu kisminda kompleks Picard, Poisson-Cauchy ve Gauss-
Weierstrass singuler integrallerinin Jackson tipli genellestirimleri icin bazi
yakinsaklik sonuglari verecegiz. Ikinci mertebeden sureklilik moduilini
kullanarak duzgun yakinsaklik ve sekil koruma 6zelligini verecegiz.

D ={z € C; |z| < 1} igin; gosterelim Ki;
A(D) ={f: D - C;f,D desiirekli ve D de analitiktir, f(0) = 0, f'(0) = 1}

Bu nedenle eder f € A(D) iken her z € D igin

f2)=z+ ) ayz®
kZz ‘

yazilabilir.
f € A(D) igin ve ¢ > 0 olmak Uzere, kompleks singuler integraller igin

gosterelim ki ;

n+1

P (D@ =3¢ | [ lul/g Z( <" f(Ze”‘“)] du,

n+1

Qns (@) = - Z( (" jf(”

2 1 22
arctg +¢

Lku)
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n+1 tm

W (D0 = =gz V() [ e au,
k=1

—TT

n+1 +00

W (@) = — 26*1@ Z(_l)k (n ;(r 1) f f(zethr)e—v/E gy,
k=1

—00

z € D,n € N olmak Uzere;

T

c(&) =fe‘“2/52 du

0

Cc*(&) = f e W8 qu

0

esitlikleri vardir.
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4.1. Kompleks Singuler integrallerin Yaklagim Ozellikleri

Bu bolimde kompleks Picard, Poisson-Cauchy ve Gauss- Weierstrass
singuler integrallerinin Jackson tipli genellestirimleri icin yaklasim ve sekil

koruma 6zelliklerini gosterecegiz.

Teorem 4.1. (i) z € D ve ¢ € (0,1] igin,

n+1

IPoc (N — f(2)] < [Z (P !] na(F oo

k=0

fooo(l +u)" e % dy

Jy e ¥ du

|Wn,€(f)(z) - f(Z)l < Cuwne1(f58)ap » Cn

fooo(l +u)" e % dy

Wae(N@ = f@)] < Cawonia(fiDan €' P e du

/& (u + 1)n+1

du
100e(N) @) = F@)] < KO, O)wnar (f; Oap», K1, &) == u? +7% '
tan—1 (?)

Wni1(f3 E)ap = sup{|ALT f(e™)]; 1x] <7, |u| < ¢}
dir.

(i) Her § > 0, > 0n e Nigin,
w1 (Pog(f); 6)p < (2" = Dy (f;8)p,
w1 (Wye(f);8)p < 2™ = Dy (f;6)p,

w1 (We();6)p < ™M = Dy (f36)p,
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w1 (Qne(f);8)p < (2" = D1 (f; 8)p

esitlikleri vardir.

ispat: () z € D,|z| =1 ve & > 0 sabit olsun. Ciink{i maksimum moddil
prensibi igin

|Poe(F)(@) = f(2)], |zl =1z = e* géstermek yeterlidir.

f(2) = Pog(f)(2) =

+00 rn+1

= f(Z)% f[e"“'/f]du +%f [Z(—nk (":1) F(eiCrHanyg=Iul/E gy
o0 “eo Lk=1

+00
:% f (_1)n+1A$+1f(eiX)e—|u|/é’du

dir.
+00

1
f@ = Poc(N(@)] < 7 | Ol lul)ape /8 du

+ oo

L[ o (r6) et

oD

1 i u n+1
< ona(iDang [ (143) eau
0
n+1

= > ("E YK wna (5000

dir.
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Yukaridaki gibi esitlikleri ele alirsak ,

f(Z) - Wn,g(f)(z) f( 1)n+1An+1f(elx)e_u2/§zdu

ZC(E)

1 0 2/z2
|f (@) = Wae (NG S@Ofwnﬂ(f:u)ape‘” /$du

< C@ ——n1 (i Oon j 1+ ]n“e—uZ/fzdu

fooo[l +u]"tle ¥ du

<
fone‘”zdu

Wnt1(f5 $)ap

dir. Benzer gekilde ;
1 s
f(Z) - W*n,f(f)(z) = T(f) f(_1)n+1A3+1f(eix)€_u2/€2du
-7
Yukaridaki esitligi

C (.f) ~rp One1(f E)apf [1+ ]n+1e—u2/§2du

fo [1+u]*le ¥ du
<
fone‘”zdu

Wn+1(f3$)ap

yazariz. Son olarak da

T (_1)”+1Aﬁ+1f(eix)
u? + &2

f@) = Qug(N@ =5 du,

z arctg (?) o
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devam edersek

§ ”wn+1(f; Wap
R4 < du,
@ = e N@] = —= & f S

<—* o LRLE f 1+

arctg

1
mdu
=K ¢) wns1(f5$)ap

olur. Bu da ispati tamamlar.
Ispat (ii). |z, — z,| <& ,2,,2, € D olsun.

|Pn,$(f)(zl) - Pn,f(f)(zz)l

+oo n+1

< wi(filz1 — 221)5 == 2% f Z n+1 e~l/Eqy

—oo k=1

n+1

N ERINGLY

k=1

AN

< @" =D (f; 8)p

dir. Ayni sekilde devam edersek ;

|Wn,f(f)(zl) - Wn,E(f)(Zz)|

tnn+1

= 2(:1(5) J Z ("Z e du wy(F:8)
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<> (" Hatfior

< ("' = Dwi(f; )5
Benzer sekilde
(W e (F)(2) = W e(N(22)| < 2™ = Dy (f; 6)p

dir.
Son olarak

|Qne(F)(20) = Qne () (22)]

T n+1
] %arctg (?) —l ut + 52;(71 k JENGRLE

< @™ =D (f;8)p

Yukarida gegen tim esitsizliklerin sup degeri |z; — z,| < 6 dir. Bu durumda

(i) de istenen esitlikler elde edilmis oldu.
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