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OZET

METRIK UZAYDA F-BUZULME DONUSUMLERI iCIN SABIT NOKTA
SONUCLARI

HELVACI, Asuman

Kirikkale Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Ishak ALTUN

Ocak 2014, 45 sayfa

Bu tez ¢alismasinin girig boliimiinde sabit nokta teorinin kisa bir tarihi gelisimi ile bu
teorinin 0nemi ve uygulamada nasil kullanildigr hakkinda bir bilgi verilmistir.
Ardindan materyal ve yontem adi altinda verilen ikinci boliimde, sabit nokta teorinin
vazgecilmez kavrami olan metrik uzay ile bu uzaymn bazi temel kavramlar goz
oniine almmustir. Ugiincii boliim iki kisimdan olusmaktadir. ilk kistmda metrik
uzayda biiziilme doniisiimii, hemen hemen biiziilme doniisiimii ve quasi biiziilme
dontigiimii kavramlari detayli bir sekilde incelenmis, aralarindaki iliskiler agiklanmis
ve bu kavramlarin kullamldig1 bazi sabit nokta teoremleri ele almmustir. Ikinci
kisimda ise F-biizilme kavrami Orneklerle incelenmis, bilinen biiziilme
dontigiimlerinin F -biizilme doniisiimii oldugu vurgulanmis ve tam metrik uzayda
her F -biiziilme doniisiimiiniin tek sabit noktasinin var oldugu gosterilmistir. Yine
burada tezin orijinal kismini olusturan Ciric tip genellestirilmis F -biiziilme tanimi
yapilmis ve bu yeni kavram kullanilarak bazi sabit nokta sonuglar1 elde edilmistir.
Son boliim olan tartisma ve sonu¢ boliimiinde, burada elde edilen sonuclarin 6nemi
ile bunlarin literatlirdeki bazi sabit nokta teoremlerinin 6z genellestirmeleri oldugu

vurgulanmistir.

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Tam Metrik Uzay, F-biiziilmeler, Genellestirilmis

F-Buziulmeler



ABSTRACT

FIXED POINT RESULTS FOR F-CONTRACTIONS ON METRIC SPACE
HELVACI, Asuman
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. ishak ALTUN
January 2014, 45 pages

In the introduction section of this thesis, a brief history of the fixed point theory with
the development and importance of this information is given about how to use the
application. Then the second section under the name of materials and methods, the
concepts of metric space, which is an indispensable concept of fixed point theory,
and some basic properties of it are taken into consideration. The third section consist
of two parts. In the first part, the concepts of contraction, almost contraction and
quasi contraction mappings on metric space are detailed examined. Then the
relationship between these concepts are explained and some fixed point theorems are
considered. In the second part, the concept of F -contraction is examined with some
examples. It is also highlighted that the ordinary contractions are F -contractions,
then it has been shown that every F -contractions on complete metric space have a
unique fixed point. Here again, it has been introduced the concept of Ciric type F -
contraction, which is the original part of this thesis, and using this concept some
fixed point theorems are obtained. In the discussion and conclusions section, which
is the final section of this thesis, the significiance of the obtained results and they are

proper generalizations of the fixed point results in the literature are emphasized.

Key Words: Fixed Point, Complete Metric Space, F -Contractions, Generalized F -

Contractions.
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1. GIRIS

X bos olmayan bir kiime ve T: X — X bir doniisiim olsun. Tx = x 6zelligini saglayan
x € X noktasina T nin bir sabit noktas: denir. Yani, T doniisiimii altinda degismeyen
bir nokta T nin sabit noktasidir. Geometrik olarak reel degiskenli ve reel degerli bir
doniligimiin sabit noktasi, donligiimiin grafigi ile y = x dogrusunun Kkesistigi

noktadir. Ornegin;

1) X =10,1] olmak iizere T:X — X doniisiimii Tx =§ seklinde tanimlansim. O

zaman 0, T nin bir sabit noktasidir.

2) X=1{a,b} veT:X — X donisimii Ta = b ve Tb = a seklinde tanimlansin. O
zaman T nin sabit noktasi yoktur.

3) Ara deger teoreminin bir sonucu olarak siirekli her bir T:[a,b] — [a,b]
doniislimii en az bir sabit noktaya sahiptir. Ancak siirekli olmayan bir T

dontisiimii sabit noktaya sahip olmayabilir.

Sabit noktanin taniminda X kiimesi veya T doniisiimii lizerinde higbir yapiya gerek
olmadig1 i¢in, sabit nokta teori ¢aligmalari bir doniisiimiin sabit noktasinin hangi
kosullar altinda var oldugunu arastirmaktadir. Dolayisiyla sabit nokta teori bir varlik
teorisidir. Bu teoriler genellikle sabit noktanin ne olacagini belirtmemektedir. Ancak
bazi sabit nokta teoremleri sabit noktanin varliginin yani sira tek olup olmadigini, tek
ise nasil bulunabilecegini de gostermektedir. Ayrica sabit nokta teori matematigin
birgok dali ile iliskilidir ve halen iizerinde yogun ¢aligmalar yapilmaktadir. Ornegin;
nonlineer fonksiyonel analiz, optimizasyon teori, operator teori ve genel topoloji

bunlardan baslicalaridir.

Sabit nokta teori caligmalari ii¢ ana yonde gelismektedir:
1) Topolojik Sabit Nokta Teori

2) Discrete Sabit Nokta Teori

3) Metrik Sabit Nokta Teori



Tarihsel olarak, bu ii¢ ana alanlardaki sinir ¢izgileri, asagidaki {ic ana teoremin
kesfi ile belirlenmektedir:

1) Brouwer Sabit Nokta Teoremi

2) Tarski Sabit Nokta Teoremi

3) Banach Sabit Nokta Teoremi.

Topolojik Sabit Nokta Teori 1912 yilinda Brouwer ile baslamistir. Brouwer

kendi adi ile alinan asagidaki teoremi ifade ve ispat etmistir:

Teorem 1. R" nin kapali birim yuvarindan kendisine tanimli her siirekli

dontistimiin sabit noktas1 vardir.

1909 yilinda Brouwer bu teoremin ispatinda 19. yiizyilin sonlarinda eski bir
problemin ¢dziimii i¢in ilk defa Poincare tarafindan kullanilan yeni bir ispat
yontemini kullanmistir ve n = 3 i¢in teoremin ispatini yapmistir. Daha sonra
1910 yilinda Hadamart keyfi bir n i¢in ilk ispatin1 vermistir. Ardindan 1912
yilinda Brouwer farkli bir ispat vermistir. Brouwer sabit nokta teoreminin reel
eksende 6zel bir durumu su sekildedir: T:[0,1] — [0,1] siirekli bir doniisiim ise
T nin bir sabit noktas1 vardir. Ayrica Brouwer sabit nokta teoremi doniislimiin
sabit noktasinin tekligini garanti etmemektedir. Ornegin T:[0,1] — [0,1] birim
doniisiimiiniin sonsuz ¢oklukta sabit noktasi1 vardir. Brouwer’in bu teoreminin
sonsuz boyutlu uzaylara genisletilmesi diisiiniilmiis fakat Kakutani bu teoremin
sonsuz boyutlu uzaylarda gecerli olmadigin1 gosteren 6rnek vermistir. Ancak
yine de Brouwer sabit nokta teoremi bazi ek sartlarla birlikte 1930 yilimda

Schauder tarafindan sonsuz boyutlu uzaylara asagidaki sekilde genisletilmistir:

Teorem 2. X bir Banach uzayi, C, X uzaymin kompakt, konveks bir alt kiimesi
ve T:C — C siirekli bir doniistim olsun. Bu durumda T doéniisiimii C de en az

bir sabit noktaya sahiptir.

Discrete sabit nokta teorisi calismalari 1955 yilinda Tarski ile baslamistir.
(X, <) bir kismi sirali kiime olsun. Eger her x,y € X i¢in {x,y} kiimesinin

supremumu ve infimumu varsa (X, <) ikilisine bir latis (6rgii) adi verilir.



Ornegin Z tamsayilar kiimesi bilinen siralamaya gore bir latistir. Eger bir latisin
bos olmayan her A kiimesi bir supremuma ve bir infimuma sahipse bu latise
tam latis denir. Ornegin, [0,1] kiimesi bilinen siralamaya gore bir tam latistir.
(X, <) bir kismi sirali kiime ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger x < y olacak
sekildeki her x,y € X icin Tx < Ty oluyorsa, T ye azalmayan doniisiim denir.

Tarski kendi ad1 ile anilan asagidaki teoremi ifade ve ispat etmistir.

Teorem 3. (X, <) bir tam latis, T: X - X azalmayan bir doniisiim olsun. Bu

durumda T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Bu teoremin, matematikte bulunan pek ¢ok uygulamasinin yani sira semantik
programlama dil teorisinde de birgok uygulamasi bulunmaktadir. Tam latis olan
kismi siral1 bir kiimenin, tizerinde verilen bir metrik ile birlikte tam metrik uzay
olmayabilir. Ornegin X = [0,1/2) U {1} kiimesi bilinen siralama ile birlikte
tam latis olmasina ragmen tam metrik uzay degildir. Tarski teoremine gore
T:[0,1] = [0,1] azalmayan bir dontisimiin bir sabit noktas1 vardir. Burada T
donilisiimiiniin siirekli olmas1 gerekmez. O halde Bruower sabit nokta teoremi
ile Tarski sabit nokta teoremi birbirinden bagimsizdir. Ayrica Tarski sabit nokta

teoremindeki T nin azalmayan doniisiim olmasi sarti Kaldirilamaz. Ornegin
x € [0, %) icin Tx =1 ve x € [%,1] icin Tx = 0 seklinde tanimh T:X — X

dontistimiiniin higbir sabit noktas1 yoktur.

Diger taraftan metrik sabit nokta teorisi ¢galigmalar1 19. ylizyilin sonlarina dogru
denklemlerin 6zellikle diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin varhigi ve tekligi
i¢in kullanilan ardisik yaklasimlar metodu ile baslamistir. 1922 yilinda Banach
[14], soyut kavramlarla bu yaklasimi gelistirmesine ragmen bu yaklasim
metodu Ozellikle Picard’in ¢alismasi ile iliskilendirilir. Banach, literatiirde
biliziilme doniiglimii prensibi olarak ta adlandirilan ve ilk defa tezinde agik

olarak belirttigi asagidaki teoremi ifade ve ispat etmistir:

Teorem 4. (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir biiziilme donistimi

olsun. Yani her x,y € X igin



d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k € [0,1) var olsun. O zaman T doniisiimiiniin X de bir tek
sabit noktas1 vardir. Ustelik X deki herhangi bir baslangi¢ noktasindan elde

edilen Picard iterasyon dizisi T nin sabit noktasina yakinsar.

Brouwer sabit nokta teoremi ile Banach sabit nokta teoreminin bazi
benzerlikleri olsa da aslinda birbirinden farkli iki teoremdir. Ornegin,
Tx =1—x ile tammh T:[0,1] - [0,1] donisimi i¢in k =1 oldugundan
Banach sabit nokta teoremi geregince sabit noktasinin varlig1 garanti
edilmezken, T doéniisimi [0,1] de siirekli oldugundan Brouwer sabit nokta

teoremi geregince en az bir sabit noktasinin varligi garanti edilmektedir. Ayni

sekilde Tx =§ ile tanimli T: [0, ) — [0,00) donlisimii i¢in Brouwer sabit

nokta teoremi uygulanamaz iken, k = % oldugundan Banach sabit nokta teoremi

geregince sabit noktas1 var ve tektir.

Metrik uzayda biiziilme doniistimii, farkli iki noktanin goriintiileri arasindaki
uzakligin  bu noktalar arasindaki wuzakliktan daha kiigiik oldugunu
gostermektedir. Dolayisiyla her bir biiziilme doniisimii siireklidir. Biiziilme
doniisiim prensibi, matematikte ¢cok dnemli problemlerin ¢ozliimiiniin varlig: ve
tekligi i¢in iyi bir aragtir. Bu 6neminden dolay: bu prensip ¢ogu arastirmacilar
tarafindan genisletilmis ve genellestirilmistir. Bunlarin en Onemlileri 1968
yilinda Kannan; 1971 yilinda Reich; 1974 yilinda Ciric; 1976 yilinda Caristi
tarafindan verilmistir. Daha sonra, 2004 yilinda Berinde; 2008 yilinda Suzuki;

2012 yilinda Samet ve arkadaslar1 tarafindan genellestirmeleri yapilmastir.

2012 yilinda Wardowski bir ¢alismasinda asagidaki teoremi ifade ve ispat

etmistir.

Teorem 5. (X,d) metrik uzay ve T:X —» X bir donisim ve F € F olsun.

d(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki her x,y € X igin



T+ F(d(Tx,Ty)) < F(d(x,y)

olacak sekilde bir 7 > 0 var olsun. O zaman T nin tek bir sabit z noktas1 vardir.

Ustelik her x, € X igin {T"x,} dizisi T nin bu sabit z noktasina yakinsar.

Bu tez c¢alismasinda, Wardowski’nin bu teoremi dikkate alinarak tam metrik

uzaylarda bazi genel sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

1.1. Kaynak ozetleri

Tezin hemen hemen tamaminda kullanilan temel metrik ve topolojik kavramlar igin
Kocgak’in “Genel Topolojiye Giris ve Coziimlii Alistirmalar”, Mucuk’un “Topoloji
ve Kategori” ve Soykan’in “Fonksiyonel Analiz” adli kitaplarindan yararlanilmistir
[1,2,3]. Ugiincii béliimiin ilk kisminda metrik uzayda biiziilme déniisiimii kavrami ve
onun literatiirde bulunan bazi genellestirmeleri ile ilgili bilgileri Agarwal, O’Regan
ve Sahu’nun “Fixed Point Theory for Lipschitzian-type Mappings with Applications”
adli kitabi, Granas ve Dugundji’nin “Fixed Point Theory” adhi kitab1 ve
Istratescu’nun “Fixed Point Theory an Introduction” adli kitabr kaynak olarak goz
ontine alinmistir [4,5,6]. Yine bu kisimda bahsedilen metrik uzayda hemen hemen
biizilme kavrami ile literatiirde bulunan Banach, Kannan, Chatterjea gibi
biiziilmelerin, hemen hemen biiziilmenin birer 6zel halleri oldugunu gosteren
onermeler i¢in Berinde’nin “Approximating fixed points of weak contractions using
the Picard iteration” ve “Iterative Approximation of Fixed Points” adli makaleleri ile
Pacurar’in “Iterative Methods for Fixed Points Approximation” adli kitabindan
yararlanilmistir [7,8,9]. Yine metrik uzayda quasi biiziilme ve bunun bazi 6zellikleri
icin Ciric’in “A generalization of Banach's contraction principle” adli temel makalesi
ile “Fixed Point Theory Contraction Mapping Principle” adli kitab1 kullanilmigtir
[10,11]. Ugiincii béliimiin ikinci kisminda F-biiziilmeler ile tam metrik uzayda her F-
biiziilmenin sabit noktasinin var ve tek oldugunu gosteren teorem icin
Wardowski’nin “Fixed points of a new type of contractive mappings in complete
metric spaces” adli makalesi incelenmistir [12]. Bundan yararlanarak tezin orijinal

kisminda metrik uzayda Ciric tip genellestirilmis F-biiziilme donilistimii tanimlanmig



ve bu tip doniisiimlerin tam metrik uzaylarda sabit noktasinin varligi ve tekligi ile
ilgili baz1 sonuclar elde edilmistir. Elde edilen sonuglar Minak, Helvaci ve Altun
tarafindan “Ciric type generalized F-contractions on complete metric spaces and

fixed point results” adli ¢alismada ele alinmistir [13].

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez ¢alismasinda, 2012 yilinda Wardowski tarafindan tanimlanan metrik uzayda F-
bliziilme kavrami g6z Oniine alinarak bunun bazi genellestirmelerinin tanimlanmasi
ve bazi sabit nokta sonuglarinin elde edilmesi amaglanmistir. Bu diisiince ile metrik
uzayda Ciric tip genellestirilmis F-bilizilme kavrami tanimlanmis ve bu tip
doniistimlerin tam metrik uzayda sabit noktasinin var ve tek oldugunu gdsteren bazi

sonugclar elde edilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Metrik ve Topolojik Kavramlar

Tanmim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime olmak tizere d: X X X — R fonksiyonu her

x,y,z € X igin
i) dix,y)=0ex=y
i) dlx,y) =d(y,x)

i)  d(xy) <d(x2)+d(zy)

kosullarin1 sagliyorsa d ye X lizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

Tanmm 2.1.2. (X, d) herhangi bir metrik uzay olsun. Bir x, € X ve r > 0 reel sayisi

verildiginde

B(xy,7) = {x € X:d(xy,x) <1}

kiimesine x, merkezli r yarigapl agik yuvar,

D(xq, 1) = {x € X:d(xp,x) <1}

kiimesine x, merkezli r yarigapl kapali yuvar,

S(xg, ) ={x € X:d(xg,x) =71}

kiimesine x, merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi denir.

Tanmim 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay ve U da X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

Eger her x € U i¢in B(x,r) € U olacak bigimde bir r > 0 sayis1 varsa U kiimesine

acgiktir denir.



Tamim 2.1.4. Bir (X,d) metrik uzayinda bir A alt kiimesi i¢in X\A acik ise A ya

kapal1 kiime denir.

Onerme 2.1.1. (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

i) (X, d) igindeki her agik yuvar agiktir.
i) (X, d) igindeki her kapali yuvar kapalidir.

Tanmmm 2.1.5. (X,d) bir metrik uzay, A ve B de X in bos olmayan iki alt kiimesi

olsun. Bu durumda

d(A,B) = inf{d(a,b):a € A,b € B}

sayisina A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik denir. x € X olmak iizere

d(x,A) = inf{d(x,a):a € A}

sayisina X noktasinin A kiimesine olan uzakligi,

d(A) = sup{d(a,b):a,b € A}

sayisina A kiimesinin ¢ap1 denir.

Eger d(A) < oo ise A kiimesine sinirli kiime, eger d(A4) = oo ise A kiimesine sinirsiz

kiime denir.
Tanim 2.1.6. (X, d) bir metrik uzay ve {x,,}, X de bir dizi olsun. Her £ > 0 sayisina
karsiik n > n, oldugunda x, € B(x,¢) olacak bi¢cimde bir n, dogal sayis1 varsa

{x,} dizisi x noktasina yakinsar denir. Kisaca x,, = x ile gosterilir.

Onerme 2.1.2. Metrik uzayda yakinsak bir dizinin limiti tektir.



Ispat. (X, d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. {x,,} dizisinin x,y € X gibi
iki farkli noktaya yakinsadigini varsayalim. & = %’y) diyelim. Simdi B(x,&) N

B(y,e) =@ oldugunu gosterelim. z € B(x,&) N B(y,&) olsun. Bu durumda
d(x,z) < e ve d(y, z) < € olur. Buradan

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) <e+e=2¢

elde edilir. Bu ise 2e = d(x,y) olmasiyla gelisir. O halde B(x,&) N B(y,&) = 0
olur. {x,} dizisi x noktasina yakinsadigindan bir ny € N sayist her n > n, igin
X, € B(x,&) olacak sekilde vardir. Benzer sekilde {x,} dizisi y noktasina
yakinsadigindan bir n; € N sayis1 her n > n, igin x, € B(y, &) olacak bigimde
vardir. Bu durumda her n > maks{ny, n,} i¢in x, € B(x,€) N B(y, €) olur. Bu ise

B(x,¢) N B(y, &) = @ olmasiyla ¢elisir. O halde {x,,} dizisi tek bir noktaya yakinsar.

Tanmm 2.1.7.(X, d) bir metrik uzay ve {x,} de X de bir dizi olsun. n;, < nj,, olmak

iizere {x,, } dizisine {x,} dizisinin bir alt dizisi denir.

Onerme 2.1.3. (X,d) bir metrik uzay olsun. {x,,} dizisi yakinsak ise her {xnk} alt

dizisi de ayn1 noktaya yakinsar.

Onerme 2.1.4. (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A nin kapali olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul {x,,} € A ve x,, = x oldugunda x € A olmasidir.

Tanmm 2.1.8. (X,d) metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Eger here > 0
sayisina karsilik m,n > n, oldugunda d(x,, x,,) < € olacak bigimde bir n, dogal
sayis1 var ise {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X, d) metrik uzayi igindeki
her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise (X, d) ikilisine tam metrik

uzay denir.
Onerme 2.1.5. Metrik uzayda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

Onerme 2.1.6. (X, d) metrik uzayimdaki her bir Cauchy dizisi smirhdir.



Onerme 2.1.7. (X, d) bir metrik uzay {x,,}, X de bir dizi ve

(o]
Z d(xnr xn+1) < ®
n=1

olsun. Bu durumda {x,,} bir Cauchy dizisidir.
Ispat. m,n € N,m > n igin
d(xn: xm) Sd(xru xn+1)+"'+d(xm—1'xm)
m—1
= Z d(xj, Xiy1)
i=n

< D G i)
i=n

olur. Yo, d(Xp, Xpeq) < 0 ve X2 d(x;,xi41) de verilen serinin kalan terimi

oldugundan

limd(x,, xy) =0
n—->oo

elde edilir ki bu {x,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Tanmim 2.1.9. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar, T: X — Y herhangi bir fonksiyon ve
x € X olsun. T fonksiyonunun x noktasinda siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul X icinde x e yakinsayan her {x,} dizisi i¢in, Y i¢indeki {T'x,} dizisinin Tx e

yakinsak olmasidir.
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Tamim 2.1.10. Bir (X, d) metrik uzayinda ag¢ik kiimelerin bir ailesi {G;: i € I} olsun.
Eger A € X igin

AEUGi

i€l

oluyorsa {G;: i € I} ailesine A kiimesinin bir agik Ortiisii denir. Eger agik ortiinlin

n
Ac U Gi,
k=1

olacak bi¢imde bir {G; :k = 1,2,---,n} alt ailesi var ise, bu aileye {G;:i € I} agik

Ortiistiniin sonlu alt ortiisii denir.

Tanmm 2.1.11.(X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. Eger A kiimesinin her agik
oOrtiistiniin sonlu bir alt Ortiisii varsa A kiimesine kompakt kiime denir. Eger X

kompakt bir kiime ise (X, d) uzayina kompakt metrik uzay denir.

Tamm 2.1.12. X bos olmayan bir kiime ve 7, X in kuvvet kiimesi olan P(X) in bir alt

siifi olsun. Eger 7 sinifi,

) 0,X€ET
i) T ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti T ya aittir

i) 7 yaait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi t ya aittir

kosullarin1 sagliyorsa 7 ya X tizerinde topoloji, (X,7) ikilisine de topolojik uzay

denir.
Tamm 2.1.13. (X, 7) bir topolojik uzay ve X in bazi agik alt kiimelerinin bir sinifi §

olsun. X in her agik alt kiimesi f nin elemanlarinin herhangi bir sayida birlesimi

olarak yazilabiliyorsa f ya 7 i¢in bir taban denir.
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Teorem. 2.1.1. X bos olmayan bir kiime, § da X in alt kiimelerinden olusan bir sinif

olsun.

i) X =UgeB
i) Her By, B, € B i¢in B; N B, de B ya ait bir takim kiimelerin birlesimidir.

sartlar1 saglaniyorsa 8, X lizerinde tek bir topolojinin tabanidir.
Tamim 2.1.14. (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. ¢, = {ANG: G € t} ailesi A
tizerinde bir topolojidir. T tarafindan olusturulan 7, topolojisine T dan indirgenen

topoloji ve (4, ) topolojik uzayina da (X, T) topolojik uzayinin alt uzayi denir.

Onerme 2.1.8. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere g = {f(X,€):x € X, € > 0}

smifi X tizerinde bir topolojinin tabanidir. Bu topoloji

T ={UCSX: U,(X,d)deagik}

olup buna metrik topoloji denir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Biiziilme doniisiimii ve genellestirmeleri

Tamm 3.1.1. (X, d) bir metrik uzay T: X — X bir doniistim olsun. Her x, y € X i¢in
d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak bigimde a = 0 sayis1 varsa, T ye Lipschitz doniisiimii denir. Bu esitsizligi
saglayan en kii¢iik @ sayisina T nin Lipschitz sabiti denir. T Lipschitz doniisiimii igin
a <1 ise T ye biizilme donilisiimii, « = 1 ise T ye genislemeyen doniisim denir.

x # y olacak bigcimdeki her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < d(x,y) oluyorsa T ye

biiziilebilir doniisiim denir.

Her Lipschitz fonksiyonu siireklidir. Ctinkti her € > 0 i¢in d(x,y) <8 =§ iken

d(Tx,Ty) < ad(x,y) < ad = € olup T Lipschitz fonksiyonu siireklidir.

Teorem 3.1.1.(Banach) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir biiziilme

doéniisiimii ise T nin X de bir tek sabit noktas1 vardr.

Ispat. x, € X keyfi bir nokta olsun.

Xy = TXg, X, = Txy = T2xg,, Xy = TXp_1 = T"Xg,

bigiminde tanimli {x,,} dizisini g6z 6niine alalim. Bu durumda her n € N i¢in

d(xn: xn+1) = d(Txn—lf Txn)

< ad('xn—lt xn)
< ad(xg, x1)
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olur. O halde m,n € Nvem > nigin

d(xn: xm) < d(xn'xn+1) + d(xn+1» xn+2) + et d(xm—ll xm)
< a™d(xy, x)+a™ 1d(xy, x;) + -+ a™ 1d(xg, x1)

= [a™+a™ ! + -+ a™ 1 d (xg, x1)
n
<

1—a d(xO'xl)

bulunur ki bu {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan

limx,, = z olacak bi¢cimde bir z € X noktas1 vardir. Ayrica T siirekli oldugundan

n—->oo
z = limx,; = limTx, =Tlimx,, =Tz
n—-oo n—-oo n—->oo

elde edilir ki bu T nin sabit noktasinin var oldugunu gosterir. Simdi w € X noktas1 T

nin bir baska sabit noktasi ise
0<d(z,w)=d(Tz,Tw) < ad(z,w) < d(z,w)
olur ki bu bir ¢eliskidir. Yani T nin sabit noktasi tekdir.

Simdi Berinde tarafindan metrik uzaylarda verilen hemen hemen biiziilme tanimini

verelim.

Tamm 3.1.2. (X, d) metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X

i¢cin

d(Tx, Ty) < 6d(x,y) + Ld(y, Tx) (3.1)

14



olacak sekilde § € (0,1) ve L > 0 sabiti varsa T ye hemen hemen biiziilme denir. d

metriginin simetri 6zelliginden dolayr hemen hemen biiziilme sart1 her x,y € X i¢in

d(Tx, Ty) < 6d(x,y) + Ld(x, Ty) (3.2)

dualini de dolayli olarak igerir. Dolayisiyla bir T doéniisiimiiniin hemen hemen
biiziilme oldugunu gostermek i¢in hem (3.1) hem de (3.2) sartimi sagladigi

gosterilmelidir.
Berinde; Banach, Kannan, Chatterjea ve Zamfirescu doniisiimlerinin hemen hemen
biiziilme doniisiimii oldugunu gostermistir. Ayrica Berinde hemen hemen biiziilme

doniigiimii kavramini kullanarak asagidaki sabit nokta teoremini ispatlamistir.

Teorem 3.1.2. (X,d) tam metrik uzay T:X — X bir hemen hemen biiziilme

dontisimii olsun. T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x, € X keyfi bir nokta olsun. Her n € N i¢gin x,, = Tx,,_; = T"x, seklinde

tanimli {x,,} dizisini goz oniine alalim. Bu durumda her n € N igin

d(Xn Xny1) = d(Txp_q, Txp) < 8d(Xp_1, %n) + Ld (xn, TXp_1) = 6d(xp_1, X5)

elde edilir. Bu islem devam ettirilirse

d(xnl xn+1) < Snd(xo, xl)

bulunur. m > n olsun.

d(xm: xn) < d(xn: xn+1) + et d(xm—lf xm)

S Snd(xo,xl) + + Sm_ld(.xo, xl)

1 _ Sm_n

= 8" — 5 d(xo, 1)
n

= 1= Sd(xofxﬂ

15



olur. n - oo i¢in limit alinirsa {x,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gériiliir. (X, d)
tam oldugundan {x,} dizisi yakinsak olup lim,_ X, = z olacak sekilde z € X

vardir. Ayrica
d(z,Tz) <d(z,xp41)+ d(xp41,T2)

= d(z,x,41) + d(Tx,, Tz)

< d(Z, xn+1) + 6d(xn, Z) + Ld(zl xn+1)
olupn - o i¢in d(z,Tz) = 0 olur. Yani z = Tz dir. Boylece ispat tamamlanir.
Not 3.1.1. Hemen hemen biiziilme doniisiimlerinde sabit noktanin tek olmasi
gerekmez. Ornegin X = [0,1] kiimesi iizerinde d alisilmis metrigine gore T: X — X,
Tx = x birim donilistimii L > 1 — & sartiyla hemen hemen biiziilme déniisiimii olup
X in her noktas1 bir sabit noktadir.
Tamm 3.1.3. (X, d) metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin
d(Tx,Ty) < b[d(x,Tx) + d(y,Ty)] (3.3)

olacak sekilde bir b € (0, %) sayisi varsa T ye Kannan doniisiimii denir.

Onerme 3.1.1. Her Kannan déniisiimii bir hemen hemen biiziilmedir.
Ispat. (3.3) esitsizligini kullanarak

d(Tx,Ty) < bld(x,Tx)+d(y,Ty)]
b{[d(x,y) + d(y, Tx)] + [d(y, Tx) + d(Tx,Ty)]}

IA

elde edilir. Buradan ise

(1 -b)d(Tx,Ty) < bd(x,y) + 2bd(y, Tx)
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olur. O halde her x,y € X igin

d(TT)<bd +2de

1 e
bulunur. 0 < b < > oldugu g6z 6niine alinirsa

dersek (3.1) saglanir. Ayrica (3.3), x Ve y ye gore simetrik oldugundan (3.2) yi de

saglar. O halde her Kannan doniisiimii bir hemen hemen biiziilmedir.

Tamm 3.1.4. (X, d) metrik uzay ve T: X — X bir doniistim olsun. Her x, y € X igin
d(Tx,Ty) < c[d(x,Ty) + d(y,Tx)] (3.4)
olacak sekilde ¢ € (0, %) sayist varsa T ye Chatterjea donilistimii denir.

Onerme 3.1.2. Her Chatterjea doniisiimii bir hemen hemen biiziilmedir.
Ispat. Uggen esitsizligini kullanarak

d(x,Ty) < d(x,y) +d(y,Tx) + d(Tx,Ty)

oldugundan, bunu (3.4) te kullanirsak

d(Tx,Ty) < c[d(x,Ty)+d(y,Tx)]
< cld(x,y) +d(y,Tx) + d(Tx,Ty) + d(y, Tx)]

A

olur. Buradan ise
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c 2c
< —
d(Tx Ty) < 7——d(x,y) + 74, Tx)

elde edilir. 0 < ¢ <§ oldugu g6z oOniine alinirsa § = é ve L= % dersek (3.1)

saglanir. Ayrica (3.4), x ve y ye gore simetrik oldugundan (3.2) yi de saglar. O

halde her Chatterjea doniisiimii bir hemen hemen biiziilmedir.

Tamim 3.1.5. (X, d) metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in
d(Tx,Ty) < AM(x,y) (3.5)
olacak sekilde A € [0,1) varsa T ye quasi biiziilme denir. Burada

M(x,y) = maks{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)}

dir. Quasi biiziilmeler i¢in ilk sabit nokta teoremi 1972 de Ciric tarafindan

ispatlanmustir.

Teorem 3.1.3. (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X bir quasi biiziilme olsun. Bu

durumda;

a) T dontisiimii bir tek u € X sabit noktasina sahiptir.

b) Herhangi x € X i¢in lim,,_,., T"x = u dur.

¢ d(T™xw) < 2—d(x, Tx) di.

Ispat. x € X keyfi bir eleman olsun. Asagidaki kisaltmalari kullanacagiz.
0(x,n) = {x,Tx, T?x,---, T"x},

a(x,n) = d(0(x,n)),
0(x) ={x,Tx,---, T™x, - }, a(x) = d(0(x)) (3.6)
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[lk olarak;
a(Tx,n—1) < Aa(x,n) (3.7)

esitsizliginin saglandigini gésterelim. a(Tx,n — 1) = d(T/x,T*x) olacak sekilde

1 <j <k <nvardir. T doniisiimii quasi biiziilme oldugundan

a(Tx,n—1) =d(TT/"'x,TT* x)
< Amax{d(T/~1x, T*1x),d(T/1x, T/x),d(T* 1x, T*x)}
< Ad({T7 2%, TIx, T/ x, -+, T*x})
< Ad({x,Tx,T?x,---,T"x})
= Ada(x,n)

olur. Boylece (3.7) esitsizligi ispatlanmig olur. Bazi k < n igin
a(x,n) = d(x, Tkx) (3.8)
oldugunu iddia ediyoruz. Eger a(x,n) =0 ise esitliginin saglandigi goriilr.
1<j<k<nigin a(x,n) >0 ve a(x,n) = d(T/x, T*x) oldugunu kabul edelim.
(3.7) esitsizliginden
a(x,n) =d(T/x,Tkx)

= a(T/x,n — )

= a(T(T'1x),n —j)

<Aa(T''x,n—j+1)

< Ala(x,n)

olur ki bu bir ¢eligkidir. Boylece (3.8) esitligi ispatlanmis olur.

Simdi a(x) in sinirli oldugunu gosterelim. (3.7), (3.8) ve iiggen esitsizliginden
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alx,n) =d(x,T*x) <d(x,Tx) + d(Tx,T*x)
<dxTx)+a(Tx,n—1) <d(x,Tx) + da(x,n)

elde edilir. Buradan,
a(x,n) < —d(x,Tx). (3.9)

elde edilir. a(x, n) tanim dikkate alindiginda {a(x,n)} dizisi azalmayandir ve ayrica

lim,_,. a(x,n) = a(x) dir. Béylece (3.9) esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa
a(x) < 1%Ad(x, Tx). (3.10)
olur ki bu bize a(x) in sinirli oldugunu gosterir.

Simdi {T™x } dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. n = 0,1,2, -+ igin
Bn(x) = a(T™x)

olsun. Bu durumda 0 < B,,(x) < a(x) ve {B,,(x)} dizisi artmayan ve alttan smirl
oldugundan yakimsaktir. Boylece lim,_ 8,(x) = B(x) vardir ve her n > 0 igin
B(x) < B (x) dir. Simdi (3.7) den n - o igin

a(Tx) < Aa(x) (3.11)
olur. Bu esitsizlik kullanilarak

Bri1(x) = a(T™x) = a(TT"x) < Aa(T™x) = AfBp(x)

elde edilir. Her n = 0 igin 8, (x) < Bpn+1(x) oldugundan

B(x) < ABn(x)
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olup buradan n — oo i¢in

Bx) < AB(x)

elde edilir. Boylece 1 < 1 oldugundan S(x) = 0 olmalidir ki bu {T™x } dizisinin bir

Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X in tamligindan
lim T"x = u
n—-oo
olacak sekilde u € X vardir. (3.5) den
d(Tu, TT"x) < Amax{d(u, T"x),d(u, Tu),d(T™x, T"*1x),d(u, T"*1x),d(T"x, Tu)}
olur. Buradan n — oo i¢in;
d(Tu,u) < Ad(u, Tu)
bulunur. 1 < 1 oldugundan d(Tu,u) = 0 olur. O halde Tu = u elde edilir. (3.7) den
sabit noktanin tekligi goriiliir. Boylece (a) ve (b) siklar ispatlanmis oldu. (3.11) de
ayni islem n kez yapilirsa
a(T™) = a(TT" x)
< Aa(T™ 'x) = Aa(TT" %x)
< 22a(T™2%x) = 22a(TT™ 3x)

< 1a(x)

elde edilir. Daha sonra (3.10) esitsizligini kullanirsak
a(T™x) < )l";d(x Tx)
T 1=-2

olur. m,n € Nvem > nigin
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n

1-4

d(T"x, T™x) < a(T™x) < d(x,Tx)

olup m — oo i¢in (c) nin de saglandig1 goriiliir.

Onerme 3.1.3. T déniisiimii sabit noktaya sahip bir quasi biiziilme doniisiimii olsun.

O zamanbu T doniisiimii bu noktada stireklidir.

Ispat. u, T nin bir sabit noktas1 ve {y,} dizisi de u ya yakinsayan bir dizi olsun. Biz

Ty, = Tu = u oldugu gostermeliyiz. (3.5) den
d(Tyn! TU) S Amaks{d (J’n: U), d(yn' Tyn), d(u, TU), d(Yn: TU), d(ul Tyn)}
< maks{d (yn, w), d(Wn, Tyn), d(w, Tyn)}

<AdW,u)+Adw, Tyy)

elde edilir. Buradan;

A
d(Tyn, Tw) < 7—7d0n W)

olur. Boylece lim,,_,, Ty, = Tu olup ispat tamamlanmis olur.

Ornek 3.1.1. X = [0,3] U [4,5] kiimesi lizerinde alisilmis metrik verilsin. T: X = X

doniigtimii

0 , x€[03]
T(x) =
3, x€[45]

seklinde tanimlasin. Bu durumda herhangi x € [4,5] igin
d(x,Tx) <2,d(Tx,T?x) =3

olur. Buradan
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d(Tx,T?x) > d(x,Tx)
dir. Yani herhangi x € X i¢in d(Tx, T?x) < d(x, Tx) saglanmaz.

Simdi T dontigiimiiniin (3.7) sartin1 saglandigin1 gosterelim. x € [0,3] ve y € [4,5]
olsun. Bu durumda d(Tx,Ty) = 3, d(y,Tx) = 4 olur. Buradan

3 3
d(Tx,Ty) = Z4 < Zmaks{d(x, Ty),d(y,Tx)}

olur. Boylece her x,y € X i¢in 4 =% ile birlikte T dontsiimii (3.5) deki yeterli

kosulu saglar.

Ornek 3.1.2.f:[0,1] = [0,1] déniisiimii

i , xE[O,%)

2x+1

1
; , x€1]0,-]

2

seklinde tanimlansin. Bu durumda f, § = g ve L = 6 i¢in hemen hemen biiziilmedir.

Ayrica f nin sabit noktalar1 0 ve 1 dir. Ancak f, Banach, Kannan, Chatterjea ve

Quasi biiziilme doniistimii degildir.
. . 1 2x 2y
Kabul edelim ki x,y € [0, ), olsun. Bu durumda fx = S fy== olup,

2x 2y

2 2 2
d(fx, fy) = 33" §|x—)’| = §d(x,y) Sgd(x,Y) + 6d(y, fx)

olur.x,y € [%, 1] olsun.

2x+1 2y+1

2
d(fx, fy) = 5= = 25| = 5400 y) + 64, )
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x € [0, %) ,y € [%, 1) olsun.

2x 2y+1

d(fx, fy) = 3

2
d(fx, fy) < §d(x,y) +6d(y, fx)

|_|2 1|<2I |+1
—3(x y) 3| =3l —yl+3

dir. Diger taraftan, bu doniisiimiin iki tane sabit noktasi oldugundan ve [0,1] tam

oldugundan bu doniisiim Banach, Kannan, Chatterjea ve Quasi doniisiimii degildir.
Lemma. h € [0, %) olmak tizere her quasi biiziilme hemen hemen biiziilmedir.
Ispat. i) M(x,y) = d(x,y) ise

d(fx,fy) < hM(x,y) = hd(x,y) < 6d(x,y) + Ld(y, fx)

§=he|o, %), L = 0 oldugundan f hemen hemen biiziilmedir.

i) M(x,y) = d(x, fx) ise

d(fx,fy) < hM(x,y) = hd(x, fx)
< hd(x,y) + hd(y, fx) < 6d(x,y) + Ld(y, fx)

d=he|o, %) , L = h = 0 oldugundan f hemen hemen biiziilmedir.

i) M(x,y) = d(y, fy) ise

d(fx,fy) <hM(x,y) =hd(y, fy) < hd(y, fx) + hd(fx, fy)

L d
S W, fx)

< dd(x,y)+ Ld(y, fx)
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6€[01),L = ﬁ oldugundan f hemen hemen biiziilmedir.

iv) M(x,y) = d(x, fy) ise
d(fx, fy) = hd(x, fy)

< hM(x,y)
< hd(x,y) + hd(y, fx) + hd(fx, fy)

h h
< -
<74y + =5 d. fx)

< 6d(x,y) + Ld(y, fx)
6= % <1,L= % = 0 oldugundan f hemen hemen biiziilmedir.

V) M(x,y) = d(y, fx) ise
d(fx,fy) < hM(x,y) = hd(y, fx) < 6d(x,y) + Ld(y, fx)

1>6=20,L= % = 0 oldugundan f hemen hemen biiziilmedir.

3.2. F-biiziilmeler

R, = (0,+) olmak iizere F: R, - R olan doniistimlerin bir ailesi olsun. Bu

durumda F asagidaki sartlar1 saglar.

(F1) F kuvvetli artandir. Yani her a, § € R, i¢in @ < f iken F(a) < F(p) dir.
(F2) Pozitif sayilarin her {a,} dizisi i¢in lim,_,a, = 0 olmasi igin gerek ve
yeter sart lim,,_,, F(a,) = —oo dir.

(F3) lim,_y+ a®F(a) = 0 olacak sekilde bir k € (0,1) vardur.

Tamm 3.2.1. (X,d) metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. d(Tx,Ty) > 0

sartin1 saglayan her x,y € X icin
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T+ F(d(Tx,Ty)) < F(d(x,y)) (3.12)
olacak sekilde bir T > 0 sayis1 varsa T doniisiimiine bir F-biiziilme ad1 verilir.

Asagida F ailesine ait Ornekler verilmistir. Bu Ornekler yardimiyla literatiirde

bulunan bazi biiziilme doniisiimlerinin bir F —biiziilme olduklar1 goriilebilir.

Ornek 3.2.1. F;: R, — R doniisiimii F;(a) = Ina olarak tanimlansin. Bu durumda
F; €F oldugu aciktir. T:X - X doniisimii bir F;-blizilme ise o zaman

d(Tx,Ty) > 0 sartin1 saglayan her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < e 'd(x,y) (3.13)

saglanir. Ayn1 zamanda Tx = Ty sartin1 saglayan x,y € X i¢in de (3.13) esitsizligi

saglanir. Yani T donisimi L =e7"

olmak iizere bir Lipschitz doniistimiidiir.
L = e7* < 1 oldugundan T bir biiziilme doniisiimiidiir. Dolayisiyla her biiziillme F;

buziilmedir.

Ornek 3.2.2. F,:R, > R déniisiimii F,(a) = Ina + a olarak tammlansin. Bu
durumda F, € F oldugu agiktir. T: X — X doniisiimii bir F,-biiziilme ise o zaman

d(Tx,Ty) > 0 sartin1 saglayan her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) ed(Tx,Ty)—d(x.Y) < e T (3.14)
a(x.y)

saglanir.
Ornek 3.2.3. F;:R, > R doniisimii F;(a) = —1/+a olarak tanimlansimn. Bu

durumda F; € F oldugu aciktir. T: X — X donitisimii bir F;-biiziilme ise o zaman

d(Tx,Ty) > 0 sartin1 saglayan her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) <

d(x,y)

1
(1 + 7./d(x, y))2
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saglanir. Burada d(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y) tipindeki lineer olmayan

buiziilmesinin 6zel bir durumu elde edilir.

Ornek 3.2.4. F;: R, - R déniisiimii F,(a) = In(a? + a) olarak tanimlansm. Bu
durumda F, € F oldugu aciktir. T: X — X doniisiimii bir F,-biiziilme ise o zaman

d(Tx,Ty) > 0 sartin1 saglayan her x,y € X i¢in

d(Tx, Ty)(d(Tx,Ty) + 1) <
dxyd@Ey) +1)

-7

saglanir.

Not 3.2.1. (F1) ve (3.12) den her F-biiziilme, bir biiziilebilir déntisiimdiir. Yani T
bir F-bliziilme ise, d(Tx, Ty) > 0 sartin1 saglayan her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) <d(x,y)
olur. Bu ylizden her F-biizlilme siirekli bir dontisiimdiir.

Not 3.2.2. H;ve H, € F olsun. Eger her « > 0 i¢in H;(a) < H,(a) ve G = H, — H4
azalmayan bir doniisiim ise o zaman her H;-biiziilme bir H,-bliziilmedir. Ger¢ekten

Not 3.2.1 den d(Tx, Ty) > 0 sartin1 saglayan her x,y € X i¢in
Gd(Tx,Ty)) < G(d(x,y))
olur. O zaman d(Tx, Ty) > 0 sartin1 saglayan her x,y € X i¢in

T+ Hy(d(Tx,Ty)) =7t + H,(d(Tx,Ty)) + G(d(Tx,Ty))
< Hl(d(x, y)) + G(d(x, y))
= Hy(d(x,¥))

elde edilir.
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Simdi 2012 yilinda Wardowski tarafindan verilen teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.2.1. (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X donilisiimii F-biiziilme olsun. O
zaman T doniisiimii X de bir tek z sabit noktasia sahiptir. Ustelik her bir x, € X igin

{T"x,} dizisi z ye yakinsar.

Ispat. Tlk olarak eger varsa T nin bir tek sabit noktaya sahip oldugunu gosterelim.
Gergekten z ile w T nin farkli iki sabit noktasi olsun. O zaman d(Tz, Tw) >0

oldugundan (3.12) esitsizliginden

T < F(d(z,w)) — F(d(Tz,Tw)) =0

elde edilir ki bu bir geliskidir.

Simdi T nin bir sabit noktaya sahip oldugunu gdsterelim. Bunun icin keyfi bir
Xo € X noktasini alalim. Her n = 0,1, --- i¢in x,,; = Tx, olacak sekilde X de bir
{Xn}neny dizisi olusturabiliriz. n = 0,1+ i¢in ¥y, = d(x,41X,) olsun. Eger
Xno+1 = Xn, olacak sekilde bir ny € N varsa, 0 zaman Tx,, = x,, olur. Boylece

ispat tamamlanir.

Simdi her n € N i¢in x,,1 # x, oldugunu kabul edelim. O halde her n € N i¢in
¥ > 0 oldugundan (3.12) den

F(yp) S F(¥n-1) — T < F(Yp—2) — 21 < < F(yp) — 1 (3.15)

esitsizligini elde ederiz. (3.15) esitsizliginde n = oo igin limit alinirsa

limF(y,) = —»

n—oo

elde ederiz. (F2) den
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limywVn =0 (3.16)

olur. Dolayisiyla (F3) den
limy VnkF(Vn) =0 (3.17)

olacak sekilde bir k € (0,1) vardir. Ayrica (3.15) den her n € N igin

Vo F(rn) = ¥ F (o) < va"F (yo) —n0) — v F(¥0) = —y"nr < 0 (3.18)
elde ederiz. (3.18) de n — o i¢in limit alirsak ayrica (3.16) ve (3.17) i kullanarak
lim,,,ny,* =0 (3.19)

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla (3.19) dan her n > n, i¢in ny,* < 1 olacak sekilde

bir n; € N sayis1 vardir. Sonug olarak her n > n, igin

1
Yn S ik (3.20)

elde edilir.

Simdi {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢in m > n > n,; olacak

sekilde m,n € N olsun. Uggen esitsizliginden ve (3.20) den

[ee]

- 1
d(xmlxn) S Vm-1tVm—2t ot ¥n < ¥; Szm
i=n i=n
elde ederiz. 2?;11'1% serisinin yakinsakligindan {x,} dizisi bir Cauchy dizisi olur. X

in tamhgmdan lim,_ x, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Son olarak, T nin

stirekliliginden

d(Tz,z) = limd(Tx,,x,) = limd(x,+1,x,) =0
n—-oo n—-oo

olur ve bdylece ispat tamamlanur.
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Ornek 3.2.1 ve Ornek 3.2.2 de taniml1 F;ve F, fonksiyonlarii gdz oniine alalim. O
zaman F, (a) < F,(a) ve F, — F; doniistimii kesin artan oldugundan Not 3.2.2 geregi
(3.13) sartin1 saglayan her biiziilme, (3.14) sartin1 da saglar. Ancak bunun tersi dogru

olmayabilir. Bunun i¢in asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 3.2.4. {S, },en dizisi asagidaki sekilde tanimlansin.

Sl :1
S, =1+2
nn+1
Sn =1+2+"'+Tl=%, n €N

X ={S,:neN}ve x,y €X icin d(x,y) = |x — y| olsun. O zaman (X,d) tam bir

metrik uzay olur. T: X — X doniistimii
T(Sn) =
seklinde tanimlansin. Ornek 3.2.1 de tanimlanan F; € F igin T, F;-biiziilme degildir.

Yani, T doniistimii Banach biiziilme degildir. Gergekten,

ATETEY) _, Saa=1_
n-wo d(Sn S1) now Sy —1

dir. Diger yandan Ornek 3.2.2 de tanimlanan F, € F olmak iizere 7, = 1 igin T
doniistimii F,-biiziilmedir. Bunun i¢in asagidaki durumlar1 géz oOniine alalim. Her

m,n € N igin

T(Sw) # T(Sy) & ((m>2An=1)V(m>n>1))
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dir. Bu durumda m > 2 olacak sekildeki her m € N i¢in

d(T(Sp), T(S1)) AT ST -dSmS) = Sm-1 =1
d(Sp, S1) Sm =1

m?—m-—2

T mZtm-2

e Sm-1—Sm

eTM<ceM<el

olur. Yine m > n > 1 olacak sekildeki her m,n € N igin

d(T(Sm). T(Sn)) TS T(Sn))=d(SmSn) = Mesn_sn—l'i'sm—l_sm
d(Sm, Sn) Sm = Sn
=m+n—1 e~ M £ on—m <e—1
m+n+1 a

olur.

Tanmm 3.2.2. (X,d) bir metrik uzay, T:X — X bir doniisim ve F € F olsun.
d(Tx,Ty) > 0 sartin1 saglayan her x,y € X icin

1
M(x,y) = maks {d (x,y),d(x,Tx),d(y, Ty), 3 [d(x,Ty) + d(y, Tx)]}

olmak {izere
T+ F(d(Tx,Ty)) < F(M(x,y)) (3.21)

olacak sekilde bir 7 > 0 sayist varsa T doniisiimiine Ciric tip genellestirilmis F-
biiziilme denir. Eger F;(a) =Ina olarak gbéz Oniine alimirsa her Ciric tip

genellestirilmis biiziilme ayn1 zamanda Ciric tip genellestirilmis F-biiziilmedir.

Teorem 3.2.2. (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X Ciric tip genellestirilmis F-
biiziilme olsun. Eger T veya F siirekli ise o zaman T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x, € X keyfi bir nokta olsun. n € {1,2,---} igin x,, = Tx,,_; seklinde taniml
{x,,} dizisini gbz oniine alalim. Eger en az bir ny € {0,1,---} igin x, 1 = X, ise

(1]
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Tx,, = Xy, Olup bu T nin bir sabit noktaya sahip oldugunu gosterir. Simdi her

0
n € {0,1,---} igin x, 44 # X, olsun. Ayrica her n € {0,1,---} i¢in y,, = d(Xp41, Xn)
diyelim. O zaman her n € {0,1, -+ } igin ,, > 0 dir. (3.21) den

F(mm) = F(d(xns1, %))
= F(d(Txp, Txp-1))
< F(M(xpxp_1)) — 1
= F(maks{d(xn, xn-1), d(xn, Xn41)}) — 7
=F (maks{yn_ljyn}) -7

(3.22)
elde ederiz. Eger en az bir ne{1,2,---} i¢in y, =y,_; ise yukaridan
F(y,) < F(y,) —t elde edilir ki bu 7> 0 olmas: ile ¢elisirr O zaman her
n € {1,2,-- } i¢in y,, < y,_1 dir. Boylece
F(yn) < F(yn-1) — 7
olur. Buradan ise
F(yw) S F(Yn-1) =T < F(yYn-2) =2t < S F(yo) —nt (3.23)
esitsizligini elde ederiz. (3.23) de n — oo igin limit alinirsa
lim F(y,) = —o
n—-oo
olur. Dolayisiyla (F2) den
limy, =0
n—oo
elde edilir. O halde (F3) den
lim y,*F(y,) = 0
n—->0oo
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olacak sekilde bir k € (0,1) vardir. Ayrica (3.23) kullanilarak her n € {1,2, - } i¢in
¥ F () = ¥a"F(ro) < v F (o) = n0) = ¥ F (o) = =y»"nt < 0 (3.24)
elde edilir. (3.24) te n — oo i¢in limit alinirsa

lim,ony, =0 (3.25)

olur. Dolayistyla (3.25) esitsizliginden her n > n; icin ny,* < 1 olacak sekilde bir

n, € N sayis1 vardir. Sonug olarak her n > n, i¢in

1

Yo < = (3.26)

elde edilir.

Simdi {x,},ey dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bunun igin

m > n > n; olacak sekilde m,n € N olsun. Uggen esitsizliginden ve (3.26) den

d(xn'xm) < d(xnfxn+1) + d(xn+1'xn+2) + et d(xm—lixm)

=¥n + Yn+1 + ot Ym-1

. 1 . e . - . o o ) .
elde edilir. {";lm serisinin yakinsakligi g6z Oniine alindiginda yukaridaki

esitsizlikte m — oo igin limit alinirsa d(x,, x,,,) = 0 elde edilir. Dolayisiyla {x,,}
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dizisi bir Cauchy dizisidir. X in tamligindan lim,,_,, X,, = z olacak sekilde bir z € X

vardir. Eger T siirekli ise o zaman

z=limx,,, =limTx, = T(lim xn) =Tz
n—-oo n—oo

n—->oo

olur. Dolayistyla z, T nin bir sabit noktasidir.

Simdi F siirekli olsun. Bu durumda z = Tz oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten bunu
gostermek igin aksini kabul edelim. Yani z # Tz olsun. Bu durumda n, € N sayis1
ve {x,} dizisinin bir {x,,} alt dizisi var dyle ki her n; > n, i¢in d(Txy,,Tz) >0
dir. (Eger boyle olmazsa her n > n, i¢in x,, = Tz olacak sekilde bir n; € N vardir.
Bu ise x,, = Tz demektir. z # Tz oldugu igin bu bir ¢eliskidir. ) Her n, = n, igin

d(Txp,, Tz) > 0 olup (3.21) esitsizliginden

7+ F (d(xn41,T2)) = T+ F (d(T2,, T2) ) < F(M (2, 2)

olur. k = oo i¢in limit alinirsa, F nin siirekliligi ve

1
M(xnk,z) = maks {d(xnk,z), d(xnk, xnk+1), d(z, TZ),E [d(xnk, Tz) + d(z, xnkﬂ)]}
oldugu dikkate alinirsa
T+ F(d(z, TZ)) < F(d(z,Tz))
elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla iddia dogrudur. Yani z = Tz dir. Simdi
T nin bir tek sabit noktaya sahip oldugunu gosterelim. Gergekten z ile w, T nin farkli
iki sabit noktasi olsun. O zaman d(Tz, Tw) > 0 oldugundan (3.21) den

T < F(M(z,w)) — F(d(Tz,Tw)) = F(d(z,w)) — F(d(Tz,Tw)) = 0

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir.
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Ornek 3.2.5. X = {n—lz:n € N} U {0} ve d(x,y) = |x — y| olsun. O zaman (X,d)

tamdir. T: X = X doniistimii

1 1
z o XT

Tx = (n+1) n
0 , x=0

seklinde tanimlansin. F;(a) = Ina olarak alirsak T, Ciric tip genellestirilmis F;-

biiziilme degildir. Gergekten

d(Tx,Ty)
SUDx,yex,x+y W

dir. Diger taraftan F,: Rt - R doniisiimii

( Ina 0<q<
— , a<e
| Va
Fz(“:4
| 2
ka—e +— , a > e?

seklinde tanimlansin. O zaman k =§ icin F, € F dir. Ayrica dikkat edelim ki F,

stireklidir. T = In2 i¢in T genellestirilmis F,-biiziilmedir. Ger¢ekten bunu gérmek
icin asagidaki tahminleri g6z Oniine alacagiz. Burada dikkat edelim ki

Squ,yexd(X, y) =1<e?dr.

t=1In2 i¢cin de T, Ciric tip genellestirilmis F,-biiziilmedir ancak ve ancak

d(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki her x,y € X i¢in
In2+ Fd(Tx,Ty) < F,(M(x,y)) (3.27)

dir. Bu esitsizlik icin agsagidakileri gostermek yeterlidir.
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d(Tx,Ty) = |Tx — Ty| > 0 olacak sekildeki her x,y € X igin
In2+ F,(d(Tx,Ty)) < F,(d(x,y))

1 1
— — 1
1= d(Tx, Ty),/d(Tx,Ty)d(x, y) Jaxy) < E

1 1
& |Tx = TyP=milx —y| P <

. 1 1
m>niginx =—,y = mahrsak,

1

1
[Tx — Ty[VT*=T|x — y| V=1

1
1 ) (n+11)2_(mi1)2 (i _ i)_(n_12'$>
(n+ 1)2 (m+1)2 n? m?

(n+1)(m+1) nm

<(m +1)?2—-(n+1)> )m <m2 - n2>_m

(n+1)2(m+ 1)2 n?m?

(n+1)(m+1) nm

(m+ 12—+ 12 \Vomz—m+2 (m? —n’m+n+ 2\ Jm2-n2
(n+1)2(m+ 1)2

n’m?2 m+n+2

(n+1)(m+1)
_ ((m+1)2—(n+1)2)_¢mx
T\ (n+1)2(m+1)2
nm
MmM+1)?2-m+1D?2m+1D(n+ 1D2(m+ 1)?\ Jmz-n2
(n+1)2(m+1)2 (m+n+ 2)n*m?
(n+1)(m+1) nm

B <(m +1)2—-(n+ 1)2>J(m+1)2—(n+1)2 Jm2-n2 o

(n+1)2(m+1)2

nm

< (m + n + 2)n?m? >\/m2—n2

(n+1)2(m+ 1)2(m+n)

olur. Diger taraftan

(m+1)2—(n+1)2<1

(n+12(m+1)2 2
n+1D(m+1) __nmm 1
Jm+1D)2-m+1)2 VmZ-nz
ve
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(m +n + 2)n?m?
(n+12(m+1)2(m+n) <

1
oldugu i¢in

1 1
L — 1
T = Ty =Pllx — y| VT <5

< - 1 .
olur. Dolayisiyla bu sart saglanir. Eger x = —Vvey= 0 ise

1 1 1
|Tx = Ty [T — y| V#1 | 1 |(n+11)2'| 1 _ﬁ
= |—FF- N n2
(n+1)2 n?
n2n
= (n + 1)201+1D)
n2(n+1) 1

T (n+ )X nZ

2(n+1) 1
- (n:l- 1) n2

1
< —
2

olur. Bu durumda (3.27) sartt saglanir. Dolayisiyla Teorem 3.2.2 nin tiim sartlar
saglanir. Bu yiizden T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Simdi Berinde’nin hemen hemen biiziilme doniisiimiinden yola ¢ikarak

asagidaki tanim1 verelim.

Tanim 3.2.3. (X,d) bir metrik uzay, T:X — X bir doniisim ve F € F olsun.
d(Tx,Ty) > 0 sartin1 saglayan her x,y € X icin

T+ F(d(Tx,Ty)) < F(d(x,y) + L(d(y, Tx))) (3.28)

olacak sekilde bir > 0 ve L > 0 sabiti varsa T doniisiimiine hemen hemen F-

buiziilme denir.
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T doéntisiimiiniin hemen hemen F-biiziilme oldugunu gostermek i¢in (3.28) ve

her x,y € X i¢in

T+ F(d(Tx,Ty)) < F(d(x,y) + L(d(x,Ty))) (3.29)

kontrol edilmelidir.

F;(a) = In a olarak goz 6niine alinirsa her hemen hemen biiziilmeler ayn1 zamanda

hemen hemen F-biiziilmedir. Ama bunun tersi dogru olmayabilir. Ornek 3.2.5 i gz

oniine alirsak  x = — Ve y = igin alirsak d(y, Tx) = 0 ve

n2 (n+1)2

1 1

Wz ean? _

SUPneN AL _1 ) -
n?’(n+1)=2

olur. Dolayisiyla (3.1) i saglayan &§ € (0,1) ve L > 0 sabiti yoktur. Yani T bir
hemen hemen biiziilme degildir, fakat T bir hemen hemen F-biiziilmedir. Hemen
hemen F-biiziilme kavramii kullanarak asagidaki sabit nokta teoremini verebiliriz.

Ancak bu teoremde dikkat edelim ki T veya F nin siirekli olmas1 gerekmemektedir.

Teorem 3.2.3. (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X hemen hemen F-biiziilme olsun.

O zaman T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x, € X keyfi bir nokta olsun. n € {1,2, -} i¢in x,, = Tx,,_; seklinde taniml
{x,} dizisini géz Oniine alalim. Eger baz1 ny € {0,1,-} igin X, 41 = X, ise
Tx,, = Xy, Olup bu T nin bir sabit noktaya sahip oldugunu gosterir. Simdi her
n € {0,1,---} igin X,4q # X, olsun. Ayrica her n € {0,1,---} i¢in y,, = d(Xp41, Xn)
olsun. O zaman her n € {0,1, - } igin y,, > 0 dir. (3.28) den
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F(Vn) = F(d(xn: xn+1))
= F(d(Txn_l, Txn))
< F(d(xn—l'xn)) -1

olur. Boylece

F(yi) SF(Yn-1) =T < F(Yn-2) =21 < < F(yo) —nt
olur. Buradan da

Lim F(yy) = —o0

elde ederiz. (F2) den

limy,=0

n—oo

olur. Teorem 3.2.2 nin ispatindaki gibi devam edersek {x,} nin (X, d) de bir Cauchy
dizisi oldugu gosterilebilir. X in tamligindan lim,_, x, = z olacak sekilde z € X

vardir.

Ote yandan (F2) ve (3.24) den d(Tx,Ty) > 0 sartim saglayan her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < d(x,y) + Ld(y,Tx)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla her x,y € X igin

d(Tx,Ty) < d(x,y) + Ld(y,Tx) (3.30)
saglanir. Buradan (3.30) dan

d(Tz,x,41) =d(Tz Txy)
<d(xpz)+Ld(z,Tx,)
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= d(xp, 2) + Ld(z, xp41)
olur.n —» o iken d(z,Tz) = 0 dir bu ise z = Tz demektir.

Ornek 3.2.6. X = [0,1] U {2,3} ve d(x,y) = |x —y| olsun. O zaman (X,d) tam

metrik uzaydir. T: X — X doniisiimii

1—x 01
rx={"7 - *€l01
X

, x €{2,3}

seklinde tanimlansin. d(T2,T3) = 1 = d(2,3) oldugundan her F € F ve her T > 0

i¢in

T+ F(d(T2,T3)) > F(d(2,3))

olur. Bu nedenle T donisiimii F- biiziilme degildir. Dolayisiyla Teorem 3.2.1 bu
ornege uygulanamaz. Simdi F(a) =Ina doniisiimiinii géz Oniine alalim. Bu
durumda T donisimii, T = In 2 ve L = 4 ile birlikte bir hemen hemen F-biiziilmedir.
Simdi bunun dogru oldugunu goérelim. d(Tx,Ty) > 0 ise x # y oldugu agiktir. O
Zaman

Vx,y € X [d(Tx,Ty) >0)>1+ F(d(Tx, Ty)) < F(d(x, y)) + Ld(y, Tx)]

ifadesi

Vx,yEX|[x#y=d(Tx,Ty) <e *d(x,y) + Le *d(y, Tx)]

ve buradan da

Vx,yEX[x#y=d(Tx,Ty) < %d(x, y) + 2d(y, Tx)] (3.31)

ifadesine denktir. Simdi agsagidaki durumlar1 goz oniine alalim.
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1.durum. x,y € [0,1] olsun. O zaman d(Tx,Ty) = % x—y|,d(x,y) =|x—y]| ve

d(y,Tx) = |¥| olur. Dolayisiyla (3.31) esitsizligi saglanir.

2.durum. x,y € {2,3} olsun. O zaman d(Tx,Ty) = [x—y| , d(x,y) = |x—y]| ve
d(y,Tx) = |x —y| olur. Dolayisiyla (3.31) esitsizligi saglanir.

2y+x-1

3.durum. x € [0,1] ve y € {2,3} olsun. O zaman d(Tx,Ty) = | > | ,d(x,y) =
2y+x-1 e e qeos o
|x —y|lved(y,Tx) = |T| olur. Dolayisiyla (3.31) esitsizligi saglanir.
2x+y—1
4.durum. y € [0,1] ve x € {2,3} olsun. O zaman d(Tx,Ty) = | | ,d(x,y) =

2

|x —y| ve d(y, Tx ) = |x — y| olur. Dolayisiyla (3.31) esitsizligi saglanir.

Teorem 3.2.3 de, eger T hemen hemen F-biiziilme olmasi durumunda sabit
noktaya sahip oldugu gosterildi. Ancak T nin sabit noktasinin tekligini garanti

degildir. Sabit noktanin tekligi i¢in asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2.4. (X,d) tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisimii hemen hemen F-
biiziilme olsun. Ayrica G € F olmak tizere d(Tx,Ty) > 0 sartin1 saglayan her
X,y € X i¢in

T, +G(d(Tx,Ty)) < G(d(x,y) + Ly (d(x,Tx))) (3.32)

olacak sekilde bir t; > 0 ve L; = 0 sabitlerinin var oldugunu kabul edelim. O zaman

T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat: Yukaridaki teoremin ispatindaki gibi T nin sabit noktasmin oldugu

goriilebilir. Simdi T nin sabit noktasinin tek oldugunu gosterelim. Gergekten z ile w,

T nin farkl iki sabit noktasi olsun. O zaman d(z,w) > 0 olup (3.31) den
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1.+ G(d(zw)) =11+ G6(d(TzTw))
< G(d(z,w)) + L,d(z,Tz)
= G(d(z, w))

olur. Bu ise bir geliskidir. Dolayistyla T nin sabit noktasi tektir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez c¢alismasinda temel sabit nokta teoremlerinden Banach sabit nokta teoremi,
hemen hemen biiziilme doniisiimler i¢in sabit nokta teoremi ve quasi biiziilmeler i¢in
sabit nokta teoreminin ispati detaylt bir sekilde incelenmistir. Buradaki ispat
metotlar1 ile Wardowski tarafindan ortaya atilan F-biiziilme kavrami yardimiyla elde
edilen sabit nokta teoreminin ispati karsilastirilmigtir. F -biiziilme kavraminin bilinen
biizilmeden daha genel oldugu orneklerle ortaya konmustur. Wardowski’nin bu
diisiincesi  genellestirilmis biiziilmelere uygulanarak metrik uzayda Ciric tip
genellestirilmis F -biiziilme doniisiimii tanimlanmis ve bu tip doniisiimler igin bazi
sabit nokta sonuclari elde edilmistir. Bu tez calismasinda elde edilen sonuclarin
metrik uzayda kiime degerli versiyonlar1 ile fuzzy metrik uzay, quasi metrik uzay ve
diizgiin uzaylarda ki versiyonlar1 elde edilebilir. Ayrica bu sonuglarin uygulamada

nasil kullanilabilecegi de arastirilabilir.
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