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There are three chapters in this thesis, two of them are about explanations and one of them is
about basic chapter.
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1. GIRIS

Fark denklemleri, diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerinin yanisira miithendislik, fizik,
biyoloji, iktisat gibi ¢esitli alanlardaki matematiksel modellerde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
denklemlerde bagimsiz degisken tamsayilar kiimesinde tanimlidir. Fark denklemlerinde
fonksiyonlarin tiirevi yerine farklari hesaplanir. Bundan 6tiirii fark denklemleri daha ¢ok stirekli

olmayan problemlerle ilgilenir.

Bu tezde amacimiz temel matematik yontemlerle ¢alisabildigimiz fark denklemlerinin tanimlari
yardimiyla ¢esitli uygulamalarini incelemektir. Tezde ilk iki boliim ilgilenecegimiz konu igin
temel kavramlar teskil etmektedir. Analizdeki temel bilgiler fark denklemleri i¢in 6nemlidir.
Ik olarak fark analizindeki temel kavramlar, iirete¢ fonksiyonu ve Euler toplam formiiliinii
verecegiz. Daha sonra lineer fark denklemlerinin temel teorisini gelistirip, bu denklemlerin
kapali formdaki ¢oziimlerini bulmak igin ¢esitli yontemler olan; sifirlayicilar, iireteg
fonksiyonlar1 ve z-donisiimlerini agiklayacagiz. Arkasindan da lineer fark denklemlerinin
cesitli alanlardaki uygulamalarinin ¢oziimlerini bulup analizlerini yapacagiz. Bu incelemeler
yapilirken fark denklemleri ile diferansiyel denklemler arasindaki iliskiler gézoniine alinmis ve

bir¢cok kavramin benzerlik gosterdigi goriilmiistiir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar i¢in W. G. Kelley ve A. C. Peterson un “ Difference Equations ” ve H.

Bereketoglu'nun “ Fark Denklemleri ” adl1 kitaplarindan faydalanilmstir.

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez c¢alismasinda lineer fark denklemleri ve bu denklemlerin ¢esitli yontemlerle ¢oziimleri

incelenmistir. Ayrica ¢esitli konulardaki problemlerin lineer fark denklemleri yardimiyla

coziimleri elde edilip analizi yapilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Fark Operatorii
Tanim 2.1.1. ( Fark Operatorii )

y(t), t reel ya da kompleks degiskeninin bir fonksiyonu olmak iizere,

Ay(t) = y(t+1) - y()

esitligi ile tanimlanan A operatoriine fark operatorii denir. [1-2]

Bu tezde y nin tanim kiimesi olarak genelde N = {O,l, 2, } dogal sayilar kiimesi alinmaktadir.

Bununla beraber bazi durumlarda t degiskeninin degeri [0, 00) araligindan ya da kompleks

diizlem gibi siirekli kiimelerden alinabilmektedir.

Fark operatorii tanimindaki bir birimlik adim boyu zorunlu degildir. Bunun yerine, h > 0

olmak iizere Az(S) operatori,

Az(s) =z(s+h)—z(s)

seklinde ifade edilir. z degiskeni ile y degiskeni arasindaki iligskiyi kurmak i¢in, y(t) = z(th)

denir ve s=th icin,
z(s+h)=z(th+h)=z(h(t+1)=y(t+1)

elde edilir. Boylece,



Anz(s) = z(s+h) - z(s) = y(t+1) - y(t) = Ay (t)

olur.

Bazen iki veya daha fazla degiskenli bir fonksiyona fark operatoriinii uygulamak gerekebilir.
Bu durumda, A operatériinde bir altsimge kullanilir. Bu simge hangi degiskenin

degistirilecegini gdstermek i¢in kullanilir. Ornegin;

Ate" =(t+1)e" —te" =e"

olur ki bu t nin degisken olarak kullanildigini, buna karsin;

Ate" =te™ —te" =t(e—1)e"

n

ise n nin degisken olarak kullanildigini gosterir.

Fark operatdriine fark operatorii tekrar uygulanirsa ikinci dereceden fark operatdrt,

A?y(t) = A(AY(1)) = A(y(t+1) - y(t))
=y(t+1+) -yt +1) [yt +1)-y(t)]

=y(t+2)-2y(t+1)+y(t)

olarak elde edilir. Benzer sekilde n. dereceden fark formiilii asagidaki gibidir. [1]

A"Y(t) = y(t+n)—ny(t+n—1)+ ”(”Zl_l) Y(t+n—2)+...+ (-1 y(t)
=Zn:(—1)"(my(t+n—k) (2.1)



seklinde verilir. n. dereceden fark formiiliiniin dogrulugu timevarim ile gosterilebilir.
Gergekten de,
n=1 i¢in (2.1) ifadesi yazilirsa,

1 v l
Ay(t) = Z(—l) (kj y(t+1-k) = y(t+1) - y(t)

olur. Bu ise n=1 ig¢in fark operatdriiniin tanimidir ve ifadenin dogrulugunu gosterir.

Simdi kabul edelim ki n=m igin (2.1) ifadesi dogru olsun. Yani,

A"y = 3 () mymm—k)

:y(t+m)—my(t+m—1)+m

(m-1) m(m—1)(m-—2)
Ty(t+m—2) - :

t+m-3
3l y(t+ )

oA (D™ Myt +1) + (D" y(t)

esitligi saglansin; bu esitligin her iki tarafina fark operatdriinii uygularsak;

A™y(t) = y(t+m+1) —my(t +m) +w y(t+m-1)— m(m —?I(m —2) y(t+m-2)
m(m-1)

oA D" Myt +2) + (D" y(E+D) — y(E+m) +my(t+m—1) — y(t+m-2)

2!

N m(m-21)(m-2)
3!

y(t+m=3)—..— (=)™ my(t+1) - (-1)" y(t)

= y(t+m+1)—(m+1)y(t+m)+(%+mjy(t+m—l)

_(m(m ~1(m-2) N m(m—1)

3! 21 jy(t +M=2)+..+[(=D)" = (=)™ m]y(t+D - (D" y(t)



m(m+1)

=yt+m+D)—(m+D)yt+m)+ y(t+m-1)

~ m(m-1)(m+1)

al yt+m—=2)+...+(M+D)(=D)" y(t+1) + (D)™ y(t)

olarak yazilabilir.

Burada m+1=n denirse,

m+1 m+

1
A"y(t) = z (-D)" [ " ] y(t+m+1-Kk)
k=0
esitligi elde edilir Ki bu istenilendir. Buna gore n. dereceden fark operatorti,
n n
A"y (t) =D (=D (kj y(t+n-k)
k=0

olarak ifade edilir.

Fark operatorii ile kullanilan basit bir operator de kaydirma operatoriidiir. Bu operator agagidaki
gibi tanimlanir.

Tanim?2.1.2. ( Kaydirma Operatorii )

y(t), t reel ya da kompleks degiskeninin bir fonksiyonu olmak {izere,

Ey(t) =y(t+1)

esitligi ile tanimlanan operatore kaydirma operatdrii adi verilir.

Kaydirma operatorii tanimindan,

E*(y(1) = E(E(Y®)) = E(y(t+1)) = y(t +1+1) = y(t +2)

elde edilir. Buradan kolayca,

Ey(t) = y(t+k)

5



esitliginin dogru oldugu gosterilebilir.

ly(t)=y(t) esitligini saglayan operator birim operatdr olarak bilinir. Buradan,
A=E-I

yazilabilir.

(2.1) esitligi Cebir’de bildigimiz Binom Teoremi’ne benzemektedir. Bunun igin buradaki

hesaplamalar cebirdeki ifadeler ile benzer 6zelliklere sahiptir. Yani

(a_b)n — Zi:(_l)k (:]bkan—k

oldugunu biliyoruz. Buna gore,

n

(E—l)"y(t)=i(—1)k( ]lkE”y(t)

n

:Z(—l)k(kjlky(un—k)

=

n
=2 (D" [kj y(t+n—-k)

olur. O halde,
ATy(t) =(E-1)"y(t)
olarak yazilabilir. Dolayisiyla,
A"=(E-1)"

olur.



n
(a+h)" = Z(k)bka”k ifadesini gozoniine alirsak,

A=E-1I
E=A+1
E"=(A+1)"

nn
— IkAn—k
n

yazilabilir. Bu ifade gézoniine alinarak E" operatorii y(t) fonksiyonuna uygulanirsa,

E"y(0) - Z(Ul ATy

= knO@A”ky(t)

olur. Boylece,

E"y(t) =i@wya)

elde edilir. Fark operatériiniin temel dzellikleri bir teorem olarak asagidaki gibi verilebilir. [1]

Teorem 2.1.1.

(@) Ym,neZ" icin A™(A"y()) = A™"y(t)

(b) A(y(®) +z(1)) = Ay(®) + Az(t)

(c) ¢ keyfi bir sabit olmak tizere, A(c y(t)) = cAy(t)
(d) A(y(®z() = y(t)Az(t) + Ez(t) Ay (t)

e a0y _ 2080 -y Az()
z(t) Z()Ez(t)

esitlikleri gecerlidir.



Ispat

Ispatlar1 yaparken fark operatdriiniin tanimini gézoniine alacagiz.

(@) A=E-—1I oldugunu biliyoruz. Boylece,

ATAP :(E—|)m(E—|)n :(E_I)mm — A™N

elde edilir.
(b)
A(y(®)+z(1)) = y(t+D +z(t+1) —[y(t) + z(1)]
=yt+D)+z(t+1)—y()—z(t)
=yt+D)—-y)+z(t+1) —z(t)
= Ay(t) + Az(t)

(©)
A(cy(t)) =cy(t+1)—cy(t)
=cly(t+1)—-y(®)]
= CcAy(t)

(d)

A(y(®)z(D) = yt+Dz(t+1) - y(t)z(t)
=y@t+D)z(t+1)—y(t)z(t)—yt)z(t+1)+ y(t)z(t+1)
=y@®)z(t+1)—-y@)z(t)+yt+Dz(t+1)— y(t)z(t+1)
=y®OLz(t+1) - z®O]+z(t +DLy(t+1) - y(1)]
= y(t)Az(t) + Ez(t)Ay(t)

(€)

A YO | _yE+D)  y®
Z(t) zZ(t+1) z(b)

_z(®y(t+1) - y(t)z(t+2)
- 2(t)z(t+1)

_ 2()y(t+D) -y z(+1) + y()z(t) - y(t)z(®)
z(t)z(t+1)




_ 20y +1) - yOI - y®[z(t+1) - z()]
z(t)Ez(t)

_ z(®)Ay(t) - y(®)Az(t)
z(t)Ez(t)

Bu teoremdeki toplama, ¢arpma ve bolme kurallar1 bildigimiz analizle benzerdir. Buna karsin
(d) ve (e) siklarinda kaydirma operatoriiniin isin igine girdigine dikkat etmeliyiz.
Simdi baz1 basit fonksiyonlara fark operatdriiniin uygulanmasi sonucu elde edilen karsiliklarini

bir teorem ile verelim.

Teorem 2.1.2. a keyfi bir sabit olmak iizere,

(@) A@@)=(a-Da

(b) A(sinat) = 23in%cos a(t +%)
.a . 1
(c) A(cosat)=—25|n§sm a(t+§)

(d) A(logat) =log(1+ %)
(e) A(logI'(t)) = logt

( Burada 1°(t) :.[xt‘le‘xdt olarak bilinen Gama fonksiyonudur.)
0

Ispat
(a A@)=a"-a'=aa'-a'=a'(a-1)=(a-1a'

(b) A(sinat) =sina(t +1) —sin at

=sinatcosa-+cosatsina—sinat

=sinat(cosa—1) +cosatsina [cosa—1=—25in2%]
- .
=-2sin Esmat+sm<':1cosat

=—2sin? Esin at +Zsingcosgcos at
2 2 2



. a a -
=2sin—| cos—cosat —sin—sinat
2 2 2

=2sin Ecos a(t+1j
2 2

(©
A(cosat) =cosa(t +1) —cos at
=cosatcosa—sinatsina—cosat
=cosat(cosa—1)—sinatsina [cosa—1=—25in2%]
=-2sin? Ecos at —2sin Ecosisin at
2 2 2
=-2sin a sin Ecos at + cos Esin at
2 2 2
=-2sin Esin a(t +£j
2 2
(d)
A(logat) =loga(t+1) —log at
_log a(t+1)
at
t
=log £1+}j
t
(e) A(logT'(t)) =logT'(t +1) —log I'(t) [T(t+1) =tI'(t)]
B rt+1)
['(t)
['(t)
=logt

Teorem 2.1.2 de t yerine t+k alinirsa formiiller yine gegerli kalir.

10



Teorem 2.1.1. ve Teorem 2.1.2. deki formiiller kullanilarak ¢ok daha karmasik ifadelerin
farklar1 bulunabilir. Bununla beraber bazi durumlarda tanimi uygulamak daha kolay olabilir.
Omegin a'™* fonksiyonuna tanim uygulanirsa,

Aat+k — at+l+k _at+k — aat+k _at+k — (a_l)at+k
olur. [1]
Ornek 2.1.1.

A(sec zt) ifadesini hesaplamak i¢in Teorem 2.1.2 yi uygulayalim.

Coziim

cos rt

A(sec ) = A( ! j

_ cosztAl—-1Acos 7t
cos 7tE cos 7t

. T . 1
~-2sin—sinz(t+=
1[-2sin " sin z(t+ )]

cosztcosz(t+1)

2(sin 7t cos% +C0s 7zt sin %)

cosztcosz(t+1)

B 2cos rt
cosztcos z(t +1)

3 2

cos rt cos zz —sin £ sin t
2

cos t

=-2secrt

olarak elde edilir.

Gergekten de, fark operatoriiniin tanimi kullanilarak ta bu sonug elde edilebilir:

11



Asec it =sec z(t +1) —sec t

B 1 1
cosz(t+1) cosxt

1 1

 cosztcosz—sinztsinz  cos szt

-1 1

" coszt  coszt

2
cos rt

=-2sec st

olur.

Analizdeki temel formiillerden birisi bir iislii ifadenin tlirevinin hesabidir ve bu;

4 _ o
dt

dir. Fark analizinde bu durum biraz farklidir ve maalesef ¢ok kullanigh degildir.

Yani, fark operatoriinde t" nin farki

AL" = (t+1)" —t"

e
L

olur ki bu basit bir ifade degildir.
Tamm 2.1.3. (Diisen Faktoriyel Kuvvet)

r nin degerine gore diisen faktoriyel kuvvet t* ile gosterilir ve asagidaki gibi

tanimlanir. [1]

12



(@) Eger r =1,2,3,... seklinde bir pozitif tamsay1 ise o takdirde,

tr=t(t-1)(t—2)..t—r+1)

(b) Eger r=0ise t° =1

(c) Eger r =—1,-2,... seklinde negatif bir tamsay1 ise,

= L
t+D(t+2)...(t-r)
(d) Eger r bir tamsay1 degilse,
o r't+1)
[t-r+1)

olarak tanimlanir.
t" nin yukaridaki tanimindan anlagilmaktadir ki, yukaridaki formiiller t ve r nin degerlerine
gore anlam kazanmaktadir.

Omegin , (—2)= tammh degildir. Ciinkii (c) sikkin1 gdzdniine alirsak payda sifir olur.

1.2
(- E)g i¢in (d) sikkindaki formiil anlamsizdir. Ciinki T'(-1) tanimsizdir.

(d) sikkinda verilen t* ifadesinin r nin bir tamsay1 olmasi durumunda Gama fonksiyonunu
tanimsiz yapan belirli t degerleri harig (a), (b), (c) siklarini verdigi kolayca goriilebilir. r bir
tamsay1 ise, basitge (a) , (b) ve (c¢) siklarini verdigi goriilebilir.

r pozitif bir tamsay1 olsun. Bu durumda,

o r{t+1
S T(t-r+1)

()
T T(t-r+1)

_tt-)r-1)
CT(t-r+))

13



tt-D)(t-2)..(t—r +)I(t—r+1)
- C(t—r+1)

—t(t—1)(t—2)...(t—r +1)

olur ki bu (a) nin (d) nin bir 6zel hali oldugunu gosterir.
Benzer bir yol izlenerek,
o rt+1)

=————"— ifadesinde r =0 igin,
r't-r+1)

tQ:F(t+1):1
rt+1)
olur ki bu da (b) sikkinin (d) sikkinin 6zel bir hali oldugunu gosterir.

I nin negatif bir tamsay1 olmas1 durumunda;

oo LA+

T T(t-r+1)

T+

C(t-n)r(t-r)

B rt+1)

S (t=n)(t-r-)r-r-1

B r'(t+1)

S (t-n)(t-r-D(t-r-2)rt-r-2)

r't+1)
t—r)(t—r—1)..(t+2)({t+)C(t+1)
~ 1
Dt +2)..(t—r=1)(t—T)

14



olur ki bu da (c) nin (d) nin 6zel bir hali oldugunu gosterir.
n,k eZ" ve n>k ise, n¥, nnink ya gére permiitasyonlarmin sayisin1 hesaplar.

n nin k ya gére kombinasyonlarinin sayisinin asagidaki binom katsayisi ile

ny  nl n(n-1..(n—k+1) (2.2)
k) (n—k)k! k! |

verildigini biliyoruz.

(2.2) esitligi gbz Oniine alindiginda tanim 2.1.3 iin (a) sikkindan,

ny nk
(k] T(k+1)

Binom katsayilart ve diisen faktoriyel kuvveti arasindaki bu iliski yardimiyla asagidaki

olarak yazilabilir.
genisletilmis binom katsayis1 tanimi verilebilir. [1]

Tanim 2.1.4. (Binom Katsayisi)

t
(rj binom katsayisi diisen faktoriyel kuvvet ifadesi kullanilarak,

t B t*
(r} CT(r+1)

seklinde tanimlanir.

Ayrica binom katsayilarinin asagidaki ¢cok kullanisl 6zdeslikleri sagladigi bilinmektedir. [1]

(1 (:] = (t i r} (simetri)

t t-1
(i) ( J = 1( J (parantez disina ¢ikarma)
r) rir-1

t t-1 t-1 -
(i) (rj:[ . }(r—l} (ekleme formiilii)

15



Gama fonksiyonlarinin 6zellikleri, binom katsayilarinin 6zellikleri, tanim 2.1.1 (d) sikki ve

tanim 2.1.2 kullanilarak bu ifadelerin diisen faktoriyel kuvvet tanimi ile de verilebilecegini

gosterelim.
Ispat

rt+1 rt+1 rt+1)
() t)_ t* _P(t-r+1) T(r+1) I-t+r+1)
r) r(r+1) TI(r+1) TIT({t-r+1) TIT(t-r+1

ot ([t
_F(t—r+1)_[t—rj

[(t+1) tr(t) I'(t)
(i) t _ t _I(t-r+) I-r+1) tIt-r+1)
r) rr(r+1) TI'(r+2 rr(r) r I(r)
G
Crr(r-1+1) rir-1
(iii)
I+
Y t° Dt-r+1) tr(t)
r) T(r+l) T(r+1)  rO(r)E-rrt-r)
I'(t)
t-1)_ (-1 _Trt-r)_ I 23)
r ) T(r+1) T(r+1) rO(C(t-r) '
r'(t)
t-1) (t-D= TI(t-r+1) I'(t) (2.4)
r-1) I(r)  T(r)  T()({t-r+1) '

(2.3) ve (2.4) i taraf tarafa toplarsak;

t—1 . t-1) (@) N L'(t)

r r—1) rO(nC{t-r) T(r){t-r)C{t-r)
_ I (1+ 1 = tr(t) z(tj
rnr¢-r) r t-r rt—r)r(r)rt-r) r

Boylece,
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= +
r r r-1
olarak bulunur.
Binom katsayilarinin farki ve bir kuvvetin farkini igeren formiiller diisen faktoriyel kuvvet

tanimi kullanilarak asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 2.1.3.

(@ At =rt™

t t
b) r=0 igin A =
o eeos ()
r+t r+t
c) A =
s
esitlikleri gecerlidir.

Ispat

Genel durumlar1 goz 6niine almadan once (a) sikkinin ispatin1 yapalim. Pozitif bir 7 tamsayisi

i¢in;
(a)

AL" = (t+1)" —t"
=(t+Dt...(t—-r+2)-t(t-1)..(t—r+1)
=[tt-21..t—r+2)][(t+1) - (t—r+1)]
=rt=

olur.

Simdi r keyfi bir say1 olsun. Tanim 2.1.1 in (d) sikkindan,

Atrop LE+D _ T(+2)  T(t+)
©I(t-r+]) T(t-r+2) T(t-r+l)
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_(+Dre+y)  (E-r+Hr+l)
C T(t-r+2) (t—r+2)

rt+1

=[t+l-t+r-1]———2
rt-r+2)

olarak elde edilir.

(b)
At[tj:At t_ont? e :[ t j
r I'(r+1) I'(r+1) rI'(r) I'(r) (r-1
(©)
(r+tj (r+t+l} (r+t] o
A, = ~ (Ekleme Formiiliinden)
t t+1 t
(r+tj (r+tj (r+tj
= —+ —
t+1 t t
B r+t
2
olur.

Ornek 2.1.2. y(t+2)—2y(t+1)+ y(t) =t(t—1) fark denkleminin bir ¢éziimiinii diisen kuvvet

tanimindan faydalanarak bulalim.

Yukaridaki tanim ve teorem gozoniine alindiginda bu fark denklemi,
Ay(t) =t?

formunda yazilabilir.

4
Teorem 2.1.3 ten, A’t* = A4t® =12t* dir. Béylece y(t) = i—z olur. Bu da fark denkleminin bir

¢Oztmiidiir.
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2.2. Toplam

Bu kisimda fark operatoriiniin tersi olarak tanimlanan belirsiz toplam kavramindan

bahsedecegiz. [1]
Tamm 2.2.1.
t>t, icin AF(t) = f (t) olsun. Bu durumda t >t igin,

D () =F(t)+c(t)

seklinde tanimlanan Z operatoriine ters fark operatorii veya belirsiz toplam denir. F(t)

fonksiyonuna da f (t) nin ters farki denir. (Burada c(t) sabit bir fonksiyondur.)

v nin tanim kiimesindeki tiim ¢ ler i¢in,

A yM®) =y
dir.

Belirsiz toplam bildigimiz diferensiyel kalkiiliisteki belirsiz integrale benzer bir rol oynar.

Biliyoruz ki,
d
S [ydt) =y
dir. Ayrica bir fonksiyonun belirsiz integralinin tek olmadigin1 biliyoruz. Ornegin,

Icostdt:sint+c

ifadesi ¢ nin her degeri icin degisir. (¢ herhangi bir sabittir. )

Belirsiz toplamin da tek olmadigini asagidaki 6rnek ile agiklayalim.
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Ornek 2.2.1. ) 6" ifadesini bulalim.
Coziim
Teorem 2.1.2 in (a) sikkindan,

t
A6' =56' :A%:G

t
yazilabilir. Buradan gortilmektedir ki, % ifadesi 6' nin bir belirsiz toplamidir. Simdi bundan

baska nelerin olabildigini belirleyelim. Bunun igin;
c(t)yi, 6 nin tamim kiimesiyle ayni olan ve Ac(t) = 0 olan bir fonksiyon olarak alalim. Bu

durumda,

t t t t
A 6—+c(t) A& +Ac(t)=&=£:6t
5 5 5 5

t
dir. Boylece, %-FC(t) de 6' nin belirsiz bir toplamidir. Bu durumda

Z6t :€+C

olarak yazilabilir. (Burada c herhangi bir sabittir.)

Buna gore asagidaki teorem yazilabilir.
Teorem 2.2.1.

Eger z(t), y(t) nin belirsiz bir toplamu ise, o takdirde y(t) nin belirsiz toplamlari

D y() =z(t) +c(t)

20



seklindedir. ( Burada c(t), y(t) ile ayn1 tanim bdlgesine sahiptir ve Ac(t) =0 dir.)

Ornek 2.2.2. (Siireklilik)

c(t) fonksiyonunun nasil bir fonksiyon oldugu, y(t) nin tanim kiimesine baglidir. Oncelikle,
c(t) nasil bir fonksiyondur sorusunun cevabini bulalim. Bunun i¢in, ¢(t) tanim kiimesi dogal

sayilar olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

Ac(t) = c(t+1)—c(t) =0

dir. Boylece, t=1,2,... igin

c)=c(2)=c(3)=...

elde edilir. Yani, c(t) sabit bir fonksiyondur.

Diger taraftan y nin tanim kiimesi tiim reel sayilar kiimesi ise; o takdirde

Ac(t)=c(t+1)—c(t)=0

olur ki bu her t igin, c(t+1) = c(t) olmasidir. Bunun anlam1 c(t) nin 1-periyotlu periyodik bir
fonksiyon oldugudur. Ornegin, c(t) = 2sin 2zt ve c(t) = -5cos4xz(t — ) fonksiyonlarimi
inceleyelim. [1]

c(t) = 2sin 2zt igin,

c(t+1) =2sin2z(t+1) = 2sin 2zt cos 27z + 2sin 27z cos 2zt = 2sin 2zt = c(t)

elde edilir. Boylece c(t) = 2sin 2zt fonksiyonu, bir periyotlu periyodik bir fonksiyondur.

c(t) =-5cosdr(t—x) igin,

c(t+1) =-5cosdn(t+1—x)
=-5co0s4x(t—x)cosdx+5sindxsindz(t—rx)

=-5co0s4xz(t—x)=c(t)
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elde edilir.
Boylece c(t) =-5cos4z(t—x) fonksiyonu, bir periyotlu periyodik bir fonksiyondur.

Buna gore asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.2.1.

a herhangi bir reel say1 olmak tizere y(t), {a,a+L a+2,...} kiimesi tizerinde tanimli bir

fonksiyon ve z(t), y(t) nin belirsiz bir toplami olsun. y(t) nin her belirsiz toplami ¢ keyfi bir

sabit olmak iizere,
D oyt)y=z(t)+c
seklinde verilir.

Teorem 2.2.2.

a bir sabit ve Ac(t) =0 olmak tizere,

(@ > =

1
. —cosa(t—zj
(b) D sinat= —

2sin—
2

+c(t), (a=2n7)

sin a(t—z)
(c) > cosat = ——+ c(t), (a=2n7)
23|nE

(d) D _logt =logI'(t)+c(t), (t>0)

(€) dt=

(f) Z( j (a+1j+c(t)

a+l

+C(t) (a=-1)
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dir.
ispat

@
D a' =F(t)+c(t) olsun. Her iki tarafin farki alinirsa,

A(Ya')=A(F(1)+c())
a' = AF(t) + Ac(t)
= AF(t)

elde edilir. Teorem 2.1.2 nin (a) sikkindan Aa' =(a—-1)a‘ oldugundan,

olur. Dolayisiyla,

a

F(t)= 21

olarak elde edilir. Boylece,

+c(t)

¢t a
Ta-

olarak bulunur.
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(b) a#2nx igin Zsin at = F(t) +c(t) olsun. Her iki tarafin farki alinirsa,

A(D sinat)=A(F(t)+c(t))
sinat = AF (t) + Ac(t)
sinat = AF(t)

olarak elde edilir.

Teorem 2.1.2 nin (c) sikkindan, Acosat =—-2sin %sin a(t +%j oldugu i¢in,

t=t —% dontisiimii yapilirsa,

Acosa t—1 :—25ingsina t—1+l
2 2 2 2

elde edilir. Buradan,

sinat =—

1 3 Acosa(t—lj
2sin— 2

1
cosa(t—zj
Al —— &/

ZsinE
2

sin at

elde edilir.

(c) a=#2nx igin ZCOS at = F(t) +c(t) olsun. Her iki tarafin farki alinirsa,
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A(D cosat)=A(F(t)+c(t))
cosat = AF(t) + Ac(t)
cosat = AF(t)

olur. Teorem 2.1.2 nin (b) sikkindan, Asinat = 2sin %cos a(t + %j oldugunu biliyoruz.

t=t —% doniistimii yapilirsa,

Asina t—1 :25ingcosa t—l+1
2 2 2 2

olur. Buradan,

Asina t—l :Zsingcosat
2 2

. 1
sin a(t—zj
A P N ——

2$,inE
2

cosat =

o)
sina| t—_
Fly=——2/

2sin—
2

sin a[t—)
> cosat :—az+c(t)

2sin—
2

seklinde bulunur.

(d) t>0 igin ZIOgt = F(t) +c(t) olsun. Her iki tarafin farki alinirsa,

A(D logt) = A(F(t)+c(t))
logt = AF(t) + Ac(t)
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logt = AF(t)

olarak elde edilir.

Teorem 2.1.2 nin (e) sikkindan AlogT'(t) =logt oldugundan,

F(t)=logI'(t)
> logt =logI'(t) +c(t)

olarak elde edilir.

(e) a=-1 i¢in Ztg = F(t)+c(t) olsun. Her iki tarafin farki alinirsa,

A t2)=A(F®)+c(t)
t2 = AF (t) + Ac(t)

{2 = AF(t)

seklinde elde edilir.

Teorem 2.1.3 {in (a) sikkindan, A t? = at** oldugunu biliyoruz. Buradan,

yazilabilir.

a=a+1 doniistimii yapilirsa,

olur. Yani,
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a+l
e :At(t J
a+l
dir. Dolayisiyla,
tLﬂ
F(t) =
®) a+l
olur. Buradan,
tL”-
Dot =——ac(t)
a+1

olarak bulunur.

t
()] Z({J =F(t)+c(t) olsun. Her iki tarafin farki alinirsa,

A(Z(ID =A(F(t)+c(t))

a

szAFG)HEG)
a

t
a

j=AFa)

olur.

At(ailjz(a:l—lj

t t
Teorem 2.1.3 {in (b) sikkindan, a0 igin A, [a] :( J oldugunu biliyoruz. Buradan,
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elde edilir. Yani,

F(t):[ailj
(e

olarak bulunur.

(9) Z(a:tJ = F(t) +c(t) olsun. Her iki tarafin fark: alinirsa,
A[Z(a:tﬁ — A(F () +c(t))

(a:tj:AF(t)

olur.

a+t a+t "
Teorem 2.1.3 iin (c) sikkindan, A, [ ) j = (t lj oldugunu biliyoruz. O halde,
+

a+t a+t
A, =
R
olarak bulunur. Buradan,
a+t
F(t) =
® (t_lj
a+t a+t
= +c(t
RS
seklinde elde edilir.
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Ornek 222. t=0,1, 2 i¢in y(0)=-1 Ve y(l)=3 baslangic degerleri ile birlikte

y(t+2)—2y(t+1)+ y(t) =t fark denkleminin ¢oziimiinii bulalim.

Coziim

y(t+2) -2yt +1)+y(t) = y(t+2)—y(t+1)—y(t+1)+y(t)
=[y(t+2)-y(t+D]-[yt+1)—y(®)]
=Ay(t+1) —Ay(t)
=A(y(t+1)-y())
= A(Ay(1))

= A%y(t)

Boylece A%y(t) =t* olur. Sonug 2.1.1 ve Teorem 2.2.2 nin (e) sikkindan, ¢ ve d keyfi sabitler

sabitler olmak iizere,

3

t,
Ay(t)=—+cC
y(t) 3

olarak elde edilir. Buradan da c ve d keyfi sabitler olmak iizere,

4

t,
t)=—+ct+d
y) =1

olur.
t=0 igcin,
04
0)=—+c0+d
y(0) T
d=-1
t4
t)=—+ct-1
y() B
elde edilir.
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t =1 i¢in,

4

1,
)=—+cl-1
y(@) P

3 11-1)(1-2)(2-3) telo1
12

3+1=c
c=4

bulunur.

Boylece verilen problemin tek ¢6ziimii;

4

t,
t)=—+4t -1
y(t) 1

olarak bulunur.
Simdi belirsiz toplamin genel 6zelliklerini bir teorem ile verelim. Bu teoremde yer alan (c) ve

(d) siklar1 kismi toplam olarak bilinir.
Teorem 2.2.3.

AY (t) = y(t) ve AZ(t) = z(t) olsun.

@ Y (y®)+z(t) =D y(t)+> z(t) (Lineerlik 6zelligi)
(b) a herhangi bir sabit olmak iizere, Zay(t) = az y(t)

(© D (yt)Az(t)) = y(®)z(t) - D_Ez(t)Ay(t) +c(t)

(d) D (Ey(t)Az(t)) = y(t)z(t) - > z(t)Ay(t) +c(t)
(Burada c(t) sabit bir fonksiyondur.)

Ispat

(a) Fark operatoriiniin lineerliginden,
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A @)+ Z () =AY (1) +AZ(t) = y(t) + z(t)

elde edilir. Buradan,

Doy +z(t) =Y )+ Z(t) +c(t)
=2 YO+ 2(t)

olur.

(b) a herhangi bir sabit olsun. Teorem 2.1.1. in (c) sikkindan,
AaY (t) =aAY (t) = ay(t)
oldugunu biliyoruz. Buradan,
D ay(t)=aY(t)+c(t)=ad_ y(t)

olur.
(c) Teorem 2.1.1. in (d) sikkindan,

A(y(®)z(1)) = y(D)Az(t) + Ez(t) Ay (t)

oldugunu biliyoruz. Teorem 2.1.4 den,
D (y(®)Az(t) + Ez()AY(Y)) = y(t)z(t) +c(t)
elde edilir. Teorem 2.2.3. iin (a) sikkindan,
D (y®Az() + D (Ez(t)Ay(1) = y(t)z(t) +c(t)

olur. Buradan,
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2. (y(DAz() = y()z(t) - D (Ez(t)Ay(1)) +c(t)

olarak bulunur.
(d) Teorem 2.1.1. in (d) sikkindan,

A(z(t)y(t)) = z(t)Ay(t) + Ey(t)Az(t)
oldugunu biliyoruz. Teorem 2.1.4 den,
D (2(O)AY(1) + Ey(t)Az(t)) = z(t) y(t) +c(t)
elde edilir. Teorem 2.2.3. iin (a) sikkindan,
D (2(OAY(D) + D (Ey(t)Az(t)) = z(t) y(t) +c(t)
olur. Buradan,

D (Ey(®Az() =z()y(t) - D (2(®) Ay (D)) +c(t)

2 (ByMAz(t)) = y(®)z(t) - 2. (2() Ay (1) +c(t)
elde edilir.
Integral hesabi yapmak igin kismi integrasyon formiiliinii kullandigimiz gibi toplamlari
hesaplamak i¢in de kismi toplam formiilleri kullanilir. Ustelik bu formiiller, fark denklemlerinin
analizinde de biiyiik bir 6neme sahiptir.
Ornek 2.2.3. a=1igin Y ta' ifadesini hesaplayalim.

Coziim y(t)=t ve Az(t)=a' secelim. Bdylece,

t

2(t) = =

a-1
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olur. Teorem 2.2.3. iin (C) sikkindan,

at +1
a—

D ta' =t

At +c(t
L ®)

at
a—l_Z
elde edilir. Buradan,

t
> ta' :i—ﬁZa‘+c(t)

a-1

ta' a

= a—l_—(a—l)z a +c(t)

elde edilir. (Burada Ac(t) =0 dir.)

.. t)t
Ornek 2.2.4. Z(S](Z] ifadesini hesaplayalim.

t t
Coziim y(t) :(Zj ve Az(t) :(J olarak segelim.

Teorem 2.2.1. in (f) sikkindan,

od;

olur. Teorem 2.2.3. {in (c) sikkindan,

SORRR ARSI

t t+1 -
yl(t):(lj ve Azl(t):( 5 j olarak segcilirse,
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Zl(t) = (t ;1j

seklinde elde edilir. Buradan,

2 N R

olur. Boylece,

t)t tyft t+1 t+2
{a)lo)lo e (7 {130
olarak elde edilir. (Burada Ac(t) =0 dir.)

Bu boliimiin kalan kisminda, y(t) nin tanim kiimesini N = {1,2,3,...} dogal sayilar kiimesi

olarak alacagiz. neN olmak iizere, y(t) fonksiyonu i¢in dizi notasyonunu Yy(t) <> {y,}

b
seklinde kullanacagiz. Ayrica kullanimda uygunluk olmasi i¢in, 8 >b oldugu zaman Z y, =0

k=a

olarak alacagiz. Bu durumda,

n-1
sabit bir m ve n>m igin An(z ykj:yn,sabit bir p ve p>n igin

k=m

olur.

Sonug 2.1.1. ifade etmektedir ki bazi ¢ sabitleri i¢in,

n-1
D Va=D Y+ (msn) (2.5)
k=m

esitligi ve alternatif olarak bazi d sabitleri igin,
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Zyn=—Zyk+d ;(n<p) (2.6)

esitlikleri gegerlidir. Ayrica, (2.5) ve (2.6) esitlikleri belirli toplamlardan belirsiz toplamlara
gecis icin bir yol gostermektedir.

n-1 k
Ornek 2.2.5. Z(gj belirli toplamin1 hesaplayalim.

k=1

Céziim

n=2,3,... i¢in (2.5) esitligi ve Teorem 2.2.2 nin (a) sikkindan,

olur. Buradan, ¢ =2 bulunur. n=2,3,... i¢in,

(3] -=+(3)

bulunur.
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Belirli toplami1 hesaplamak i¢in kalkiiliisiin temel teoremine benzeyen kullanigh bir formiil

vardir. Simdi bu formiilii bir teorem ile ifade edelim.
Teorem 2.2.4.

z,, Y, nin belirsiz bir toplamu ise, o takdirde

n?

dir.

|
Ornek 2.2.6. > k? yi hesaplayalim.

k1
Coziim Bunun igin,
k* =k ve k* =k(k-1)
esitliklerinden faydalanalim. Bu durumda,
k?=k(k -1 +k =k*+k?
olacagindan, ifadenin belirsiz toplami
ZKZ = Z(kl +k?)

seklinde yazilabilir. Belirsiz toplam lineer oldugundan,

Sk =Sk YK

Zk3

=—+—+C
2 3

36

(Teorem 2.2.2. (c))



olur. Teorem 2.2.4. geregince de ifadenin belirli toplami;

I 2 !S%_ !Sf_l+l

2k _[2+31
_(|+1)2+(|+1)3_§_§
2 3 2 3
_ (D (+010-1
2 3

1 1-1
:(I+1)I(E+Tj

_(1+D)I21+1)
- 6

olarak elde edilir.

Asagidaki teoremde belirli toplamlarda kismi toplam metodunun bir ¢esidini verecegiz.

Teorem 2.2.5. m < n olmak tizere,
n-1 n-1
Z aAb =[abI5 - Z (Aa, )b,
k=m k=m

dir.
Ispat
Teorem 2.2.3. iin (c) sikkindan,
> a,Ab, =ab, - (Aa,)b,.,

olarak yazilabilir.

y(n) =a, ve z(n) =D, olarak secilirse, esitlik (2.6) dan,

n-1 n-1
Z a,Ab =ab, - z (Aa )b, +C
k=m k=m
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olur. n=m+1 olarak alinirsa bu son esitlik,

a,Ab, =a_ b .. —(Aa, )b, ., +C

m m — “m+l m+1

olur. Buradan,

ab,,—ab,=a,b,,—-a,b,.,+ab,. +C

m+1 m+1-m-+1 mm+1

yazilabilir. Bu ise,

olmas1 demektir. Bu durumda,

amAbm = am+1bm+1 - (Aam)bm+1 - ambm

a,Ab_=a_ .b . —ab —(Aa )b

m+1~m+1

%Abm = [akbk ]mﬂ - (Aan)bmﬂ

m+1

olur. Dolayisiyla,
n-1 n-1
Z akAbk = [akbk]nm - z (Aak )bk+1
k=m k=m

yazilabilir. Bu ise istenilendir.
Uyan 2.2.1.

Teorem 2.2.5 in esdegeri olarak verilen,

ifadesi Abel toplam formiilii olarak bilinir. [1]
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Ornek 2.2.7.

-1
k3* ifadesini hesaplayalim.
1

3

=
Il

Coziim

Teorem 2.2.5. te,

a, =k ve Ab, = 3* olarak alalim. Buradan,

olarak elde edilir. Boylece,

nz_lksk_|: 3kj|n nl( 3k+1j
k=1 =

olur. Teorem 2.2.4. ve Teorem 2.2.2. nin (a) sikkindan,

2 2 2

Sy [F] 3 3_3-3
2

1

elde edilir. Buradan,

“stk n3n 3) 3(3-3
= 2) 2 2
213" -6-33"+9

4

_(2n-3)3"+3
4

olarak bulunur.
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Benzer sonug, 6rnek 2.2.3. teki hesaplamadan da elde edilebilir. Gergekten de,

Zn?>”:n3n > 3¢

2 (3-1°
n3n 3n+l
=——"—+C
2 4

olur.

Teorem 2.2.4. ten,

_(2n-3)3"+3
4

olarak elde edilir.

Omek 2.2.7. de kullanilan metodlar sayesinde, p(n), n’e bagl bir polinom olmak iizere,
n
p(n)(aj, p(n)sinan, p(n)cosan, p(n)a" formundaki her belirli toplami hesaplayabiliriz.

Fakat p. dereceden polinomlart hesaplamak i¢in tekrar tekrar kismi toplam almak zorundayiz.

Bir fonksiyonun n. dereceden farki igin esitlik (2.1.1) e dayali 6zel bir toplam metodu;

A“y(O)zi(—l)k[rk‘jy(n—k)

=Yy [Tj %0

. n n
seklindedir. Burada, i =n—k indis degistirmesi yaptik ve (n j = (
—i [

] ozelligini kullandik.

Boylece,

> (”] (i) =(-1"A"y(0) 2.7)
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olarak elde edilir.

Ornek 2.2.8.

n

D (- [TJ(I ;aj ifadesini hesaplayalim.

i=0

Céziim

i+a
(2.7) ifadesinde y(i)=(|:n j olsun. Teorem (2.1.3.) iin (b) sikkindan,

o)A

oldugunu biliyoruz. Buradan,

A"Y(©) =(mfnj

elde edilir.

Boylece (2.7) esitliginden,

Eo et

olur.
2.3. Dogurucu Fonksiyon ve Yaklasik Toplam

Klasik analizdeki ¢ogu integralde oldugu gibi fark analizinde de ¢ogu toplam basit fonksiyonlar

cinsinden ifade edilemez. y(t) :% gibi fonksiyonlar kolayca integrallenebilirdir. Soyleki;

41



b>a>0 olmak lizere,

b
J.%dtzlogg
>t a

dir. Fakat Z% toplamina karsilik gelen basit bir formiil yoktur.

k=1
Ileride verecegimiz Euler toplam formiilii ilgili integral hesaplanabildigi takdirde, bize bir
toplam i¢in yaklasik bir teknik verecektir. Bu sonucu formiile etmek igin fark denklemlerinin

analizinde dnemli olan kendini iireten bir dogurucu fonksiyon ve Bernoulli polinomlari olarak
bilinen 6zel bir fonksiyon ailesini kullanacagiz. [2]

Tanim 2.3.1.

{yk (t)} (genellikle terimleri sabit fonksiyon olan) bir fonksiyon dizisi olsun.
(a) Eger g(t,x), sifirin agik araligindaki tiim X ler i¢in g(t, X) = z y, (t)x* seklinde agilima
k=0

sahip bir fonksiyon ise g ye {y, (t)} i¢in dogurucu fonksiyon denir.
y 5 - . A .
(b) Eger h(t, x), sifirin agik araligindaki tiim X ler igin h(t,x) = Z—kl seklinde agilima
k=0 :

sahip bir fonksiyon ise h ye {y,(t)} i¢in iistel dogurucu fonksiyon denir.

(c) Herbir t icin y, (t), x=0 noktasinda X ’e karsilik gelen g(t,x) in kuvvet serilerinde k.

dereceden bir katsayidir. Biliyoruz ki bu katsayilar asagidaki formiille hesaplanabilir.

1 ok o~

Y (t)=my g(t,0)=yh(t,0) (2.8)

Ornek 2.3.1.

Bazi f(t) fonksiyonlar igin y, (t) = (f (t))* olsun. y, (t) i¢in dogurucu bir fonksiyonu bulmak
igin > (f(©)*x =D (f(t)x)* serisini hesaplamak zorundayiz.
ko koo

Bu seri bir geometrik serisidir. | f(t)x | <1 igin,
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o0

kZ:(;(f(t)x) "I fOx

g(t, x)

dir. Her iki tarafin tlirevini alirsak,

o 1 O
&[1—f(t)xj:§kzj(f(t)) X

Buradan,
f) < Kokt
i & O
xtt) < k Lk
w2k O
olur. Yani % {k(f(t))"} dizisi igin bir dogurucu fonksiyondur.

{(f (1))} dizisi igin iistel dogurucu fonksiyon ise;

()
ef(t) — (
Zw

dir.
Tanim 2.3.2.

tx

X

1 fonksiyonu X in kuvvetleri cinsinden seriye acilirsa,

e _SB)
1 &kl

olur. Buradaki B, (t) polinomlarina Bernoulli polinomlar1 ad1 verilir ve B, (t) ile gosterilir.
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tx

Diger bir deyisle )iil , B, (t) dizisi i¢in iistel dogurucu bir fonksiyondur.
e —

Tanim 2.3.3.

Bernoulli sayilari, B, ile gosterilir. t=0 noktasinda k. dereceden Bernoulli polinomunun
degeri, B, =B, (0) ile verilir.

Ik birka¢ Bernoulli polinomunu hesaplamak i¢in Tanim (2.3.2.) deki esitligi kullanacagiz.

X

Once esitligin her iki tarafim e -1 ile carpalim. Boylece,

1& B, (t)x*

e’ —
P S

X o

olarak elde edilir.
Esitligin her iki tarafindaki iistel fonksiyonlari sifirin komsulugunda Taylor serisine agip, X in

ayni1 kuvvetlerini biraraya toplarsak,

242 13,3 2
:|.+tX+t X +t—X+...: 1+1+X—+ B, (t) + B (t) B (t) N
2! 3! 21 3! 11

! 21
B,(t) , B,(t) B,(t) B(t) By())..
=BO+ (11 2|j (2!+2!1!+ 3! jx+

elde edilir. x in ayn1 kuvvetlerinin katsayilarini esitleyelim.

2
Bzz(t) + Blz(t) + BOG(t) v ve boyle devam eder.

Buradan ilk birka¢ Bernoulli polinomu;

B,(t) =1, B,(t) + 2oV

~t,

1 2 .1 _p 3t
B(1)=1, B(O)=t-7, B,)=t'~t+ B =t~ += (2.9)

olarak bulunur.

Ik d6rt Bernoulli sayisl ise,
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B, =1, B=—=, BZ:%, B,=0 (2.10)

olur. Bernoulli polinomunun birkag 6zelligini agagidaki teorem ile verecegiz. [3]
Teorem 2.3.1.

(@ k=1 igin B (t)=kB,_,(t)
(b) k>0 icin A B, (t) = kt“*
(c) k=1 icin B, =B (0) =B, (1)

(d) m>1icin B, ,=0

2m+1
Ispat

(@) k>1 olsun. Tanim 2.3.2. de esitligin her iki tarafinin t ye gore tiirevini alalim.

Buradan,

x2e"™ °°B(t)k
1—2

g™ “°B(t)k
e—lZ

= B (t) °°Btk

DI 2 !

olur. Birinci toplam ile son toplamdaki katsayilari esitlersek,
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B.,() _B.(®)
(k=11 k!

olur. Boylece,
B, (t) =kB, 4 (t)
olarak elde edilir.

(b) k>0 olsun. Tanim 2.3.2. de esitligin her iki tarafinin farkini1 alalim.

Buradan,

(Lineerlik 6zelliginden)

iA B, (t) X x(e(”l)X —e%)
= e*-1

= Z " (Taylor serisinden)

elde edilir. Son toplamda k =k —1 indis degistirmesi yaparsak,

tk—lxk

k—1)!

-5

0
k=1

~

olur. Boylece,

°°AB(t) N t*tx" AB(t) &
) TP

k=0 l k=1

elde edilir. Son esitlikteki ikinci ve ii¢lincii toplamdaki katsayilari esitlenirse,

AB() t7
ki (k-1)!
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AB/(t)  t
k(k-1)! (k-1)!

AB, (t) =kt**

oldugu goriiliir.

(c) k#1 olsun. Teorem 2.3.1. in (b) sikkindan,

AB, (t) = kt“*

oldugunu biliyoruz. Fark operatoriiniin tanimindan,

B (t+1)—B, (t) =kt**

olur.
t=0 igin, B (1)) —B,(0) =k0*™*
B.(1)-B,(0)=0
B, (1) = B, (0)

olarak elde edilir.
(d) m>1 olsun. Teorem 2.3.1. in (b) sikkindan,

AB, (t) = kt“*

oldugunu biliyoruz.

k =2m+1 alalim. Oyleyse,

At BZerl (t) = (2m +1)t2m+1—1 _ ktzm

olur. Fark operatdriiniin tanimini kullanirsak,

BZm+1 (t +1) - BZm+1 (t) = (2m +1)t2m
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olarak elde edilir.
Sonug 2.3.1.
k=0,12,... igin,

Ztk = ﬁ B..(t) +c(t)

olur. (Burada Ac(t) =0 dir.)
Teorem 2.3.2. (Euler Toplam Formiilii)

y@e™(t), y(t) nin (2m). tiirevini gostersin. y®™(t) nin m>1 ve n>2 olmak iizere bazi

tamsayilar i¢in [1, n] araligi lizerinde siirekli olsun. Bu durumda,

ZnZY(k) :jy(t)dt + y(n)+ y(l) +Zm: BZi [y(Zi—l)(n)_ y(2i—1) (1):|

2 &)
i) Y OB et

dir. Burada |t] , t ye esit veya t den kiiglik en biiyiik tamsayidir. ( |t] , taban fonksiyonu veya
en biiyiik tamsay1 fonksiyonu olarak bilinir.)

Teoremin ispatindan 6nce bir 6rnek verelim.
Ornek 2.3.2.

no 1
Z k2 toplaminin yaklasik degeri kagtir?
k=1
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Céziim

1

y(k) =k? ve m=1 olsun. Teorem 2.3.2. ve ( 2.10) dan,

3

ik% Tédt+n +12+§1: LLy@ 0 (n) -y (1) |+ jtzB(t—lt 1)t
~ . 2 iz (2i)!
3 - n -3
:§n2—§+%+;+%[y(n) y ]+ EZBZ(t—ltJ)dt
1 1

3 2 — 1 n —3

3 2 -1 n
2 2—g+n—+1 in2——+ _[t

-3
2B, (t—[t])dt
3 3 2 2 24 24 8 (t=1eh

2 2pz 1 ! 5 17,2
2 s j (- 1¢])

elde edilir. (2.9) dan,

B,(X) =X —X+=

oldugunu biliyoruz. B,(X) in, Maximum — minimum degerlerini bulalim.

0<x<1igin,

B'Z(x):(xz—x+a =0 :>2x—1=0:>x:%
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1..
olur. x == ig¢in,
2

1 1 1 1 -1
B,(5)=(2)}2-=+Z=—
2(2) (2) 2 6 12
elde edilir. Buradan,
-1 1
—<B (X)<=
T »(X) 5

olur.

vt icin,
(t—16]) e =1V (t=1¢]),y =0

dir. Yani 0<t—|t] <1 dir. Boylece,

1% 3 1% 3 13
——[tzdt<=([t2zB (t—|t])dt <— [t 2dt
96'!. 8! (t=1eD) 48!

yazilabilir. Buradan da,

-1 e 1 -1
—|2-2n? |<=[t2B,(t—|t])dt<—|2-2n?
96[ ] 8! J(t-1e]) 48( ]
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esitsizlikleri elde edilir.

Yaklasik toplami hesaplamak i¢in bu esitsizlikler kullanilirsa,

221 1 2 11 ¢
3 2 16 48~ &

bulunur.

Simdi teoremi ispatlayalim.

Ispat

k+1 k+1

1. . 1. .
!a—m—?ymm=!a«—?ymm

olarak alabiliriz.

VK i¢in son esitligin sag tarafindaki integrale kismi integrasyon uygulayalim.

u :t—k—% olsun. Boylece, du=dt olur.

dv =y (t)dt olsun. Boylece, v = y(t) olur. Buradan,

k+1 1., 1 k1 ki1
!(v«—gnuom={@—k—§]ﬂol —!yﬂmt

k+1

1 1
=[k +1—k—§j y(k +1)—(k —k _Ej y(k) - I y(t)dt

k

k+1

1 1
=5 y(k +1) +E y(k)— J; y(t)dt
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G +1;+ y(k) T y(t)dt (2.11)

olur.

(2.11) esitliginin sol tarafindaki integrale bakarsak,

rwu—%=aa—un

oldugunu goriiriiz.

Benzer olarak i=1,2,...,2m-1 i¢in,

k+1 k+1

j B.(t—1t])y® (t)dt = j B, (t k) y® (t)dt

olur.
Son esitligin sag tarafindaki integrale bir defa daha kismi integrasyon uygulayalim.

u=y®(t) olsun. Boylece, du =y" (t)dt olur.
. B..(t—k)
dv = B, (t—k)dt olsun. Teorem 2.3.1. in (a) sikkindan, v=—2—= olur.

1+1

Boylece Teorem 2.3.1. in () sikkindan,

T8,y (et = [(%0'““ ”} T Bty

DU AR ¢
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k+1

=24y (k4D y<'><k+1)]——J B, -1ty (dt  (212)

olur.

k,1den (n—1) e giderken (2.11) ve (2.12) denklemleri gozdniine alindiginda,

jB(t t])y (t)dt = jB(t It] )y(t)dt+IB(t [ty ()t + ...+ [ B,t—[t))y ()t

n-1

RCETR j YOI J;y(t)dt+...+w— [ vt

n-1

=%[y(1)+ 2y(2)+2y(3) +...+2y(n-1) + y(n)]—J'y(t)dt

j B,(t—[t])y (t)dt = zy(k) y(”)”(l) j'(t)dt (2.13)

1

J B,(t—t])y® (t)dt = '+1[ On)-y* ] ——f B, (t—[t])y"™ (t)dt (2.14)

olarak yazilabilir.

Son olarak, (2.13) ve (2.14) esitlikleri gézoniine alinarak ve Teorem 2.3.1. in (d) sikki

kullanilarak,

> ¥(0) -2 (Y +Y()- [yt = [ B¢~ 1))y ()t
_ BZ ' ' 1 0 (2)
=2[Y M-y ®]-3 [ B~ 1)y Ot

=—[y<n) y(l)] (<2><n) y?®)- f B, (t—[t])y® (t)d]
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=22y () -y O] 3B (YOO - YO 0)+ L[ (O () -y )

- j B, (t—1t])y* (t)dt]

x Bz| (2|—1) (2|—1) - (2m)
e RO Rl (2 a [ B, (- [t])y“" ()ct

olarak elde ederiz. Buradan,

(2i71) (n) _ y(2i71) (1):|

2y = [y(odt + (Y@ +y() +Z @ ),[

oyt B 1Y 0

olur ki bu istenilendir.
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3. LINEER FARK DENKLEMLERI

Bu boliimde lineer fark denklemlerini inceleyecegiz. Denklemlerin lineer olmasi veya lineer
olmamasi diferansiyel denklemlerdeki kullanima tamamen benzerdir. Genellikle bir bagimli ve
bir bagimsiz degisken iceren denklemleri inceleyecegiz.

Uygulamada ¢oziilmesi daha kolay oldugu ic¢in en fazla karsilasilan denklem tipi lineer
oldugundan lineer denklemlerin incelenmesi olduk¢a dnemlidir. Lineer denklemlerin igerisinde
0zel olarak sabit katsayili olanlar ¢6ziim metodu olarak kolay olanlar1 olup, genis bir denklem
ailesini temsil eder.

Lineer denklemlerin bu smifi, matris metodlar, operasyonel metodlar, doniisiimler,
genellestirilmis fonksiyonlar ve diger 0Ozel tekniklerin kullanimina izin veren cebirsel
ozelliklere sahiptir. Lineer olmayan denklemler i¢in lineerlestirme ile denge kurma gibi belirli

metodlar, lineer denklemler ile ilgili 6zelliklere baglidir.
3.1. Birinci Basamaktan Denklemler :

Vt igin p(t) =0 olmak iizere p(t) ve r(t) bilinen fonksiyonlar olsun. Birinci basamaktan

lineer fark denklemi;
y(t+1)—p)y()=r() (3.1)

seklinde ifade edilir
Ay(t) = y(t+1)— y(t) birinci basamaktan fark operatoriinde oldugu gibi (3.1.1) denklemi de

sadece t ve t+1 noktalarinda y nin degerlerini igerdiginden (3.1.1) denklemine birinci

basamaktan lineer fark denklemi adi verilir. Eger Vt i¢in p(t) =1 ise (3.1.1) denklemi,

Ay(t) =r(t)

olur. Biliyoruz ki bu denklemin ¢6ziimii,

y(t)=> r(t)+c(t)
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dir. (Burada Ac(t) =0 dir.)
Basitlik olmas1 igin y(t) nintanim kiimesi t = a,a+1,a+ 2,... ayrik kiimesi olsun. Once

homojen denklemi gézoniine alalim. Bu durumda denklem,
y(t+1) = p(®)y(t) (3.2)
seklinde yazilabilir. Bu denklemin ¢6zlimii iterasyonla,

y(@+)=p()y(@)
y@+2)=p(a+y@+l=p@a+)p@y)

n-1
y(a+n)=y(@)] ] ra+k)
k=0
olarak elde edilir. Bu ¢6zlim daha uygun bir formla,

y(t) = y(a)ﬁ p(s) ;t=a,a+la+2,..

a-1
olarak yazilabilir. (Buradan H p(s) =1 oldugu anlagilir.)

u(t), (3.2) denkleminin sifirdan farkli bir ¢oziimii olmak tizere, (3.1) denklemi v(t)

belirlenecek bir fonksiyon olmak tizere y(t) =u(t)v(t) doniisiimii yapilarak ¢oziilebilir.
u(t+)v(t+21) — p(t)u(t)v(t) =r(t)

olur. (3.2) den,
ut+D)v(t+21) —u(t+2v(t) =r(t)

elde edilir. Buradan,
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u(t+1Av(t) =r(t)
E(t)Av(t) =r(t)

AV(t) = ;((tt))

re) .
V()= == = (t)
olur. Boylece,

y(t) = u(t)[z r‘(t)) j (3.3)

olarak bulunur.

u(t), (3.2) denkleminin sifirdan farkli herhangi bir ¢6ziimii ve ¢ keyfi bir sabit olmak iizere,

(3.3) ifadesi (3.1) denkleminin genel ¢oziimiidiir. Bu sonuglar1 asagidaki teoremde verilebilir.
Teorem 3.1.1.

t=a,a+l,a+2,..i¢in, p(t) =0 olmak lizere p(t) ve r(t) bilinen fonksiyonlar olsun.

(a) t=a,a+1,a+2,... i¢in (3.2) denkleminin ¢6ziimleri,

u® =u@[ ] ps

seklinde ifade edilir.

(b) (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri,

re .

y(t)=u (t)[ZE ol

seklindedir. (Burada c bir sabit, u(t) (a) sikkinda sifirdan farkli herhangi bir fonksiyondur.)
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Ornek 3.1.1.
t=12,3,... igin y(t+1)—ty(t) = (t+1)! denklemini y(1) =5 baslangi¢ kosuluyla ¢ozelim.
Coziim

I1k olarak homojen denklemin ¢dziimiinii bulalim. Bunun i¢in y = u alalim.

Homojen denklem,
ut+1)—tu(t)=0 (3.4)

olup, teorem 3.1.1. in (a) sikkindan ¢6ziimii

1

u@®) =u@J [s=u@@-1!

s=1

dir. Bu ifade (3.4) denkleminde yerine yazilirsa,
u@@E)-tu@(t-n!=0

olur. Buradan,

u@IO-(©)!1=0

elde edilir. Burada, u(l) =1 secersek,

u(t) = (t—1)!

olur. Boylece teorem 3.1.1. in (b) sikkindan,

y(t)=(t—1)![z%+c]
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olur. Buradan,
y(t) =@ -DID (t+1)+c]
elde edilir. Sonug 2.3.1 den,

@0+D+q
2

Yt = -1
YO = DL el
y(t) =@+c(t—1)!

olarak bulunur.

t =1 i¢in,

5 (L+D)!

+c(l-D!I=1+c

c=4

olarak bulunur. O halde t =1,2,3,... i¢in ¢6zlim,

(t+1)!

(1) =+ A1)t
olarak elde edilir ki ¢6ziimi kontrol edersek,
I I
y(t+1)—-ty(t) = @+ 4t !—@

_(t+2)! tt+!
2 2

=g%;na+2—o

=(t+1)!
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oldugu gortiliir.
Ornek 3.1.2.

Bir bankaya her yilin basinda yillik %8 faizden 2000 dolar para yatirilsin, t. yilin sonunda

bankada ne kadar para biriktigini hesaplayalim. [1]
Coziilm

y(t), t. yil sonunda bankada biriken para olsun. Bu durumda bankada biriken paranin

denklemi;

y(t+1) = y(t) + (y(t) + 2000)(0.08) + 2000
~1.08y(t) + 2160

seklinde verilebilir. y(t+1)—1.08y(t) = 2160 denklemi, birinci basamaktan bir lineer fark

denklemidir.
Burada, p(t) =1.08 ve r(t) = 2160 tir.

Denklemin homojen kismi,
u(t+1)-1.08u(t)=0

olup, ¢6ziimii teorem 3.1.1 in (a) sikkindan,

u® =] [ o5

- u(O)ﬁ(l.os)

=u(0)(1.08)"
olarak elde edilir. Son esitlik denklemin homojen kisminda yerine yazilirsa,

u(t +1) —1.08u(t) = u(0)(1.08)"** —1.08u(0)(1.08)'
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= u(0)(1.08)"" —u(0)(L.08)"!
=0

elde edilir. u(0) =1 alinirsa,
u(t) = (1.08)'
olur. Teorem 3.1.1. in (b) sikkindan,

RIUN

y(t) =u®[>, Eu)

+c]

oldugunu biliyoruz. O halde,

y(t) = (1.08) _Z 2160 +c}

|~ (L.08)"
= (1 O8)t @ (i)t +C
' 1.08 1.08

olur. Teorem 2.2.1. in (a) sikkindan,

1 t

_ oy | 2160 (108)

' 1.08 ( 1 _1)
1.08

= —27000+¢(1.08)'

elde edilir. Baglangicta, y(0) =0 oldugundan, t =0 i¢in, ¢ nin degeri
y(0) = —27000+¢(1.08)°

0=-27000+c
c=27000
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olarak bulunur. Boylece herhangi bir t yilinda bankada biriken paranin miktarini veren

fonksiyon,
y(t) =27000] (1.08)' 1]
olarak bulunur. Ornegin yirminci y1l sonunda bankada,
y(20) = 27000] (1.08)* —1] = 98.845,84

dolar para birikmis olur.

Aslinda fark denkleminin ¢6ziimiinii adim adim hesaplayarak bulmak ta miimkiindiir. Fakat
burada yapilacak yuvarlama hatasi ciddi bir problem olusturabilir. Olasi bir yuvarlama
hatasinin carpici etkisi Gautschi tarafindan asagidaki ornekte verilmistir.

y(t+1) —ty(t) =1 fark denklemini, y(1) =1-e baslangi¢ kosuluyla ¢6zelim.

Burada, p(t) =t ve r(t) =1 dir.

Denklemin homojen kismi,
u(t+1)—tu(t)=0

olup, ¢6zlimii teorem 3.1.1. in (a) sikkindan,
t-1

u)=u@J [ r(s)=u(@)t-1)!
s=1

olur. Bu ifade homojen denklemde yerine yazilirsa,

u(t+2) —tu(t) =u(@)(t+1-1)'-tua)(t-1!
=u(at-u(a)t!'=0

olur. Burada u(a) =1 segebiliriz. Boylece,

u(t) = (t—1)!

62



olarak bulunur. Teorem 3.1.1. in (b) sikkindan,

ool

woza—n{E}—;L——+{

(t+1-1)!

:(t—l)![Z%Jrc}

elde edilir. Buradan da,

=0y Sk ve]

olarak bulunur. t =1 i¢in,

y(1) = 1-1)! l_11+c}

c=1-e

YO =(t-1|1-e+S ﬂ

olur.

0 k
. X

Taylor serisinden E F:eX oldugunu biliyoruz.
k=1 ™=

0

x=1 igin Zi:e dir.
k1 k!

Xx=0 igin ZR=1 dir.
o k!

Buradan,



bulunur. Boylece,

olur. Son esitsizlikten dolay1, Vt igin

y(t) < t-D!1-e+e-1]
=0

olur. Yani,

y(t)< 0

olur.
Yaklagik baslangi¢ degeri y(1) = —-1718 olmak {izere y(8) i hesaplayalim.

y(2) =y(@)+1=-1718+1=-0.718
y(3)=2y(2)+1=2(-0.718)+1=-0.436
y(4) =3y(3) +1=3(-0.436)+1=-0.308
y(5) =4y(4)+1=4(-0.308)+1=-0.232
y(6) =5y(5) +1=5(-0.232)+1=-0.16
y(7) =6y(6) +1=6(—-0.16)+1=0.04

y(8)=7y(7)+1=7(0.04)+1=1.28

olarak bulunur.
y(t) nin hesaplanan bu degerleri asil degerlerine yakin olmadigi gibi, bu durum isleme devam

edilirse daha da bozulacaktir. Dikkat edilmelidir ki yuvarlama hatasi yalnmiz baslangigtaki

yaklagim degerlerinde olmaktadir, diger hesaplamalar tam ¢ikmaktadir.
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Simdi ayrik veya siirekli bir tanim kiimesinden alinan bir ¢ igin (3.2) ve (3.1) denklemlerini
¢Ozelim.
p(t) > 0 oldugunu kabul edelim.

(3.2) denkleminin her iki tarafinin logaritmasi alnirsa,

log|u(t +1)| = logu(t)] +log p(t)
log|u(t +1)| - log|u(t)| = log p(t)
Alog|u(t)| = log p(t)
log|u(t) =" log p(t) +d (1)

|u(t)| _ eZIog p(t)+d (t)

u(t) = c(t)e=""" (3.5)
(Burada, Ad(t) =0 ve Ac(t) =0 dir.)

olur.
(3.5) denklemi, bize belirsiz toplamlar cinsinden (3.2) denkleminin bir ¢6ziimiinii verir. (3.1)
denkleminin y(t) ¢6ziimii, u(t) bilindigi zaman, Ac(t) =0 olan keyfi bir ¢ sabiti ve Teorem

3.1.1 in (b) s1ikki kullanilarak hesaplanabilir.

(t—r).t-r,)
(t—s)-(t=s,)

a,rn,..r,s,..s, sabitlerdir.)

1 iy iy

Ornek 3.1.3. u(t+1)=a u(t) denklemini ¢ozelim. (Burada

Coziim
u(t) nin 6niindeki ¢arpanlarin hepsinin pozitif oldugunu kabul edelim. O halde

(t-r)...(t-r,)
u(t) = c(t)ezlog[a(t—%)---(t—sm)}

olur. Buradan logaritma fonksiyonunun 6zellikleri geregince,
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u (t) _ C(t)eZ[log a+log(t—n )+...+log(t—r, )-log(t—s;)—..~log(t-sp, )]

_ C(t)e[ZIog :;1+Z:Iog(t—r1)-¢—...-¢—Z:Iog(t—rn )—Zlog(t—sl)—...—zIog(t—sm )]

yazilabilir. Teorem 2.2.1 in (d) sikkindan ise,

U(t) _ C(t)e[tlog a+logI(t—n )+..+logI (t—r,)—-log ' (t—s;)—..—logT'(t-s,,)]

log a‘+|ogr(t—r1)+...+log I'(t-r,)-logT (t-s;)—..—logT (t-s, )]

u(t) = c(t)e.

{a‘l‘(t—rl)...l“(t—rn)}
U(t) _ C(t)e I(t-sy)..T(t-sy)

aTa—qLIa—mq

u(t) = C(t)[ r't-s)..I'(t-s,)

olarak bulunur.

Gamma fonksiyonunun tanimli oldugu Vt i¢in bu ¢6ziimiin verilen fark denklemini sagladigini

gormek kolaydir. Soyleki,

a™r(t-r+1)..I(t—r +1) 4 (t-r)..(t-r) o) ar(t-r).It-r)

o s D=5, 4D (t=s)lt=s) " T(t=s).IT(t—s.)

a'T(t-n+D..I't-r,+1)  a"T(t-r+1).I{t-r +1)

c(t+1) c(t)
I'(t-s +1)..I'(t—s,+1) I't-s +1)..It-s,+1)
e(t+1) a™r(t-r+1)..I(t-r +1) e a™'r(t-r+1)..It-r +1) _o
[(t-s,+1)..I(t-s, +1) [(t—-s,+1)..I(t-s, +1)

a"'r(t-r+2)..It-r +1)

[(t-s,+1)..I'(t-s, +1) (c(t+1)—c(t))=0

olur. Ac(t) =0 oldugu i¢in, u(t) ¢6ziimiiniin verilen denklemi sagladig: goriiliir.
Eger p(t) rasyonel bir fonksiyon ise gamma fonksiyonu cinsinden (3.2) denkleminin

¢oziilebilir oldugunu gorelim. Ornegin,

t

——u(t
2t° +3t+1 ®

u(t+1 =

66



fark denklemini diisiinelim. Katsay1 fonksiyonunu ¢arpanlarina ayirirsak,

t
22 +3t+1

olur.

Boylece bir 6nceki elde edilen ¢6ziimden;

u(t) = c(t) (%) ' -
t+DIr(t +§)

elde edilir. Buradan,

u(t) = c(t)[%j Ll
rOr(+)

:C“)@ —
tI(t +§)

olur.
(3.1) denklemi ile siirekli kesirlerin artmasi arasinda ilging bir iligki vardir. (3.1) denklemini

kesirli formda yazarsak,

—r@t)+y(t+1)
=7V 7
y(t) o)
olarak elde edilir. Buradan,
I+ +y(t+2)
y(t+1)= p(t+1)

olur.
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y(t+1) i y(t) de yerine yazarsak,

—rit+1)+y(t+2)
p(t+1)
p(t)

—r(t)+

y(t) =

elde edilir.

Boyle devam edilirse,

—rt+3)+...
—rt+1)+ p(t+3)
—r(t)+ P(t+2)
p(t+1)
p(t)
—r(t) N —r(t+1)
pt) pE)p(t+1)

-rt+2)+

y(t) =

y(t) =

seklinde siirekli bir kesir elde ederiz.

Son ifadeyi sonsuz toplamlar cinsinden yazarsak,

= —r(t+k)
YO= 2 0 p k) (39)

olur. Bu seri yakinsak ise (3.1) denkleminin bir ¢dziimii olmak zorundadir.

Ornek 3.1.4.
y(t+1) —ty(t) =—3' denklemi igin, p(t)=t ve r(t)=-3" dir. (3.6) esitligi geregince;

© 3t+k
v = kzz(;t(ul) (k)

olur. Boylece,
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0 3t+k t oo Kok
Y= Zt(t+1) (t+k)_TZ3t

k=0 k=0

olur. Son seri bir faktoriyel serisidir.
Son serinin genel terimi a, =3“t™ oldugundan D’alembert Oran Testi kullanilirsa t € Z*

i¢in,

. a 3k+1t—k—1
lim =2 = [im ——
k—o ak k—o0 3t

B 3t(t+1)...(t+k)
ko t(t+1)...(t+K)(t+k+1)

3
=lim
koot +k+1

=0

<1

olur. Bu seri VteZ" igin D’alembert Oran Testi geregince yakinsaktir.

Boylece bu seri, bu fark denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Tamm 3.1.1.

Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiylik ve en kiiciik argiimentlerinin
farkina o denklemin basamagi denir. [2]

Ornegin,

y(n+3)—4y(n+2)+5y(n+1)=0

fark denkleminin basamagi; (n+3)—(n+1) =2 dir.

Baska bir 6rnek olarak,

y(n+5)—y(n)y(n+1)=2

fark denkleminin basamagi; (n+5)—n=>5 tir.
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Yada

y(n+6)=n(n-23)
fark denkleminin basamagi; (n+6)—(n+6)=0 dir.
3.2. Lineer Denklemler icin Genel Sonuclar :

vt igin p,(t) =0 ve p,(t) =0 olmak iizere n. basamaktan bir lineer denklem;

P, Yt +n) +...+ o (DY () =r(t) 3.7)

seklindedir. (Burada p,(t),..., p,(t) ve r(t) bilinen fonksiyonlardir.)
Eger r(t)=0 ise (3.7) denklemine homojen olmayan denklem denir. Bu denklemin once

homojen kismini ¢éziimiinii bulalim.
p,Mu(t+n)+...+ p,(Hu(t) =0 (3.8)

(3.7) denklemini kaydirma operatorii ile,
(P, @®E"+...+ py(E®) y(t) = r (t)

formunda yazabiliriz. Burada E° = | dir. E = A+ oldugu i¢in (3.7) denklemini fark operatorii
terimleri cinsinden yazmak miimkiindiir. Buna karsin, asagidaki 6rnek bu durumda denklemin

basamaginin bariz belli olmadigin1 gosteriyor.

Ornek 3.2.1.

A%y (t) +3A%y(t) + Ay(t) — y(t) = r(t) fark denkleminin basamagi kagtir?
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Céziim
E = A+ 1 oldugunu biliyoruz. Buradan,
A=E-I

olur.

Bu ifadeyi ve kuvvetlerini verilen denklemde yerine yazar ve gerekli diizenlemeyi yaparsak,

(E-1)’ y©)+3(E—1)" y@®)+(E—1)y(t) - y{®) =r()

(E®—3E?1+3E1° - 1) y(t) +3( E* - 2El + 17 ) y(t) + Ey(t) - ly(t) - y(t) = r (t)

E°y(t) - 2Ey(t) = r(t)
olur. Boylece denklem,
y(t+3)-2y(t+1) =r(t)

seklini alir. Bu denklemin basamagi; (t+3)—(t+1) =2 dir.

Simdi yalniz bir ¢éziime sahip olan (3.7) denklemi i¢in baslangi¢c deger problemlerini temel

olarak inceleyelim.

Teorem 3.2.1.

Vt igin p,(t),..., p,(t) katsayilari ile r(t), =1, igin tanimh reel degerli fonksiyonlar ve
[tO,OO) aralig1 iizerinde p,(t)=0, p,(t)=0 olsun. Bu durumda, {a,a+1,a+2,...} kiimesi

tizerindeki herhangi bir t, ve herhangi vy,, ¥;, Y,,..., ¥, sayilar i¢in (3.1.7) denklemini

saglayan yalniz bir y(t) vardir ve k =0,1,...,n—1 i¢in,

y(t +K) =Y,

dir. [1]
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Asagidaki teoremlerde bir dizi araciligiyla (3.7) denkleminin bir genel ¢6ziimiinii

tanimlayacagiz.

Teorem 3.2.2.

(a) Eger u,(t), u,(t) (3.1.8) denkleminin ¢dzlimleri ise, herhangi ¢ ve d sabitleri i¢in,

cu, (t) +du,(t)

(3.8) denkleminin bir ¢éziimiidiir.

(b) Eger u(t) (3.8) denkleminin, y(t) (3.7) denkleminin ¢dziimleri ise,

u(t)+y()

(3.7) denkleminin bir ¢éziimiidiir.

(c) Eger vy, (t) ve vy, (t) (3.7) denkleminin iki ¢6ziimi ise,

Y1 (t) -Y, (t)

(3.8) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Ispat

(@) uy(t), (3.8) denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan,

p, Mu (t+n)+...4+ p,(t)u, (t) =0 (3.9)

olur.

u,(t), (3.8) denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan,

p,Mu, (t+n)+...+ p,(t)u,(t) =0 (3.10)
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olur. (3.9) denklemini c ile (3.10) denklemini d ile carpip taraf tarafa toplayalim.

[cu, (t+n)+du, (t+n)] p, (t) +...+[cu, (t) +du, (t) | p,(t) =0

cu, (t) +du, (t) , (3.8) denkleminin bir ¢éziimiidiir.

(b) u(t), (3.8) denkleminin bir ¢dziimii oldugundan,

p,Mut+n)+...+ p,(t)u(t) =0 (3.11)

olur.

y(t), (3.7) denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan,

P @Yt +n)+...+ p D)y () =r(t) 3.12)

olur.
(3.11) ile (3.12) yi taraf tarafa toplarsak,

p,(Qu(t+n)+ p, )yt +n)+...+ p,(u(t) + po (1) y(t) =0+r(t)
[u(t+n)+y(t+n)]p, @) +...+[ut)+ yt)] p, (t) = r(t)

elde ederiz. Buradan da,
u(t) +y(t)

(3.7) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

(€) y,(t), (3.7) denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan,

Py (O Y, (t+ ) +...4 P (), () = r (1) (3.13)

Y, (t), (3.7) denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan,

73



Pr (0) Yo (E+N) +...+ Po(1) Y, (1) =r(t) (3.14)
(3.13) ten (3.14) i taraf tarafa ¢ikartirsak,

pn(t)yl(t+n)_ pn(t)Y2(t+n)+---+ pO(t)yl(t)_ po(t)Y2(t): r(t)_r(t)
[Yo(t+1) =y, (t+n)] p, () +... + [V (1) = Y. (1) | Py (1) =0

olur. Buradan,
Y1) =Y, (0)
(3.8) denkleminin bir ¢éziimiidiir.
Sonug¢ 3.2.1.
z(t), (3.7) denkleminin bir ¢6ztiimii olsun. (3.7) denkleminin her y(t) ¢6ziimii;
y(t) =z(t) +u(t)
formunda yazilabilir. (Burada u(t), (3.8) denkleminin bazi ¢oziimleridir.) [1]
Ispat
z(t), (3.7) denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan,
p, (M) z(t+n)+...4+ p,(t)z(t) =r(t) (3.15)

olur.

u(t), (3.8) denkleminin ¢oziimii oldugundan,

p,Mut+n)+...+ p,(t)u(t) =0 (3.16)
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olur.
(3.15) ve (3.16) y1 taraf tarafa toplarsak,

p, M)zt +n)+ p,u(t+n)+...4+ p,(t)z(t) + p,(H)u(t) =r(t) +0
[z(t+n)+u(t+n)]p, () +...+[z(t) +u(t)] p, (t) = r(t) (3.17)

olarak bulunur. y(t), (3.7) denkleminin ¢6ziimii oldugundan,

y(t+n)p, () +...+ y(t) o (t) = r(t) (3.18)

olur.
(3.17) ve (3.18) den,

y(t) =z(t)+u(t)

elde edilir.

Sonug 3.2.1.e gore (3.7) denkleminin tiim ¢éziimlerini bulma problemi iki kiigiik probleme
ayrilir:

(1) (3.8) denkleminin tiim ¢dzlimlerini bulma problemi,

(2) (3.7) denkleminin bir ¢6ziimiinii bulma problemidir.

Simdi birinci problemi analiz etmek i¢in birka¢ tanim verecegiz. [1]

Tanim 3.2.1.

Vvt>a i¢in cu, (t) +c,u,(t)+...+cu, (t) =0 olacak bicimde hepsi birden sifir olmayan c,, C,

, ..., C_ sabitleri varsa, {ul(t),uz(t),...,um(t)} climlesine [a,oo) kiimesi tizerinde lineer

m

bagimlidir denir. Vn >n, i¢in sadece ¢, =C, =...=C, =0 durumunda,

cu, (t) +cu,(t)+...+c.u, (t)=0
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esitligi saglaniyorsa  {U,(t),u,(t),....u, (t)} ciimlesine, [a,0) kiimesi iizerinde lineer

bagimsizdir denir.

Ornek 3.2.2.
t=a,a+1a+2,.. kiimesi iizerinde 2', t2' ve t*2' fonksiyonlarnin lineer bagimsiz oldugunu
gorelim.
t=a,a+l,a+2,.. icin,
2 +C,t2' +ct?2' =0

olsun. Esitligin her iki tarafin1 2' ile blelim. Boylece,

C +Ct+ct?=0
dir. Bu esitlik ancak ¢, =c,=c,=0 olmak sartiyla saglanir. Bu ise, 2', t2', t?2'

fonksiyonlariin lineer bagimsiz oldugunu gosterir.

Bununla birlikte, t=1,2,3,... kiimesi iizerinde u,(t)=2 ve u,(t)=1+coszt fonksiyonlar

lineer bagimsizdir. Oyleki,

2c, +C,(1+cosxt) =0

sart1 ancak C, =C, =0 icin saglanir. Fakat t = %,g,g,... kiimesi tizerindeki Vt i¢in u,(t) =2

ve U,(t) =1+coszt fonksiyonlari lineer bagimlidir. Oyleki ¢, =1, ¢, =2 segilirse,

u, (t) —2u,(t) =2—-2(1+cos zt) =0

olarak bulunur.

Simdi lineer fark denklemi ¢alismasinda kullanish bir matris tanimlayacagiz.

76



Tanim 3.2.2.

U,....,u. bilinen fonksiyonlar olmak iizere,

u,(t) TN BN TN ()
u, (t+1) u,(t+1 . . . u,(t+1)
W(t) =
_ul(t+.n—1) uz(t+.n—1) .o un(t+.n—1)_

seklinde tanimlanan matrise Casorati matrisi denir.

Casorati matrisinin determinantina Casoratyan denir ve Casoratyan, @(t)=detW (t) seklinde

gosterilir. Casoratyan, Wronskiyan determinantinin lineer diferensiyel denklemlerde yaptig1 isi

lineer fark denklemlerinde yapar.

Teorem 3.2.2.

t=a,a+1,... igin U, (t),u,(t),...,u (t) (3.1.8) denkleminin ¢dziimleri olsun. Oyleyse asagidaki
ifadeler birbirine denktir.

(@) t=a,a+1,... igin {ul(t), u, (t),...,u, (t)} kiimesi lineer bagimlidir.

(b) Bazi t ler igin @(t) =0 olur.

(c) Vt i¢in w(t) =0 olur.

Ispat

Ilk olarak, {u1 (t),u,(t),...,u, (t)} kiimesi lineer bagimsiz olsun. t =a,a+1,... i¢in dyle sifirdan

farkli c;,c,,...,C, sabitleri vardir ki;

cu, (t)+cu,(t)+...+cu (t)=0

cu,(t+)+cu,(t+1)+...+cu, (t+1)=0
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cu(t+n-+cu,(t+n-1)+..+cu, (t+n-1)=0

olur.

Bu homojen denklem sistemi c,,c,,...,C, asikar olmayan ¢oziimlerine sahip oldugundan,

t=a,a+1,... icin w(t) katsayilar matrisinin determinant1 sifirdir. Yani,
o(t)=0
olur.

Tersine,

o(t,) =0 oldugunu kabul edelim. Oyle sifirdan farkli c,,C,,...,C, sabitleri vardir ki;

Clul(to) +C2u2(t0) +"'+Cnun (tO) = 0

cu, (t, +1) +cu,(t, +1) +...+c.u, (t, +1) =0

cu,(t, +n-D+cu,(t, +n-1+..+cu,(t,+n-1) =0

dir.
Kabul edelim ki, u(t) =cyu, (t) +c,u,(t) +...+c.u_(t) olsun. Oyleyse,

u(t), (3.8) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Yani,

u(t,) =u(t,+1)=...=u(t, +n-1)=0

olur. Teorem 3.2.1. den, Vt i¢in u(t)=0 dir. Boylece, {ul(t),uz(t),...,un(t)} kiimesi lineer

bagimlidir.

(3.8) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimlerinin 6nemi asagidaki teoremin bir sonucudur.
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Teorem 3.2.3.

(3.8) denkleminin n-tane lineer bagimsiz ¢dzimii u, (t),u, (t),...,u, (t) olsun. Bu durumda (3.8)

denkleminin her u(t) ¢oziimii keyfi c,,c,,...,c, sabitleri igin,

u(t) =cu,(t)+c,u,(t)+...+c.u,(t)

formunda yazilabilir. [1]

Ispat

u(t), (3.8) denkleminin bir ¢oziimii olsun. @(t) # 0 oldugundan, her bir t=a,a+1,...,a+n-1

icin agagidaki denklem sistemini olusturalim.

cu,(a)+...+cu,(a)=u(a)

cu(a+1)+...+cu,(a+1)=u(a+l)

cu(a+n-1)+..+cu (a+n-1)=u(@a+n-1

olur. Bu sistemin katsayilar matrisinin determinantt W (u,, u,,...,u, )(&) Casoratyani’na esit olur.
Bu Casoratyan’in degeri sifirdan farklidir. Dolayistyla bu sistemin bir tek c,c,,...,C, ¢ozliimii
vardir. (3.8) denkleminin ¢éziimii t =a,a+1,...,a+ n—1 noktalarindaki degerlerinde tek olarak

belli oldugunu biliyoruz. Bundan dolay1, Vt i¢in

u(t) =cu, (t)+...+cu,(t)

olur.
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Ornek 3.2.3.

t nin tiim degerleri igin,

u(t+3)—6u(t+2)+1lu(t+1)—6u(t)=0

fark denkleminin ¢6ziimleri; 1,2',3" dir. Bu fark denklemi i¢in Casoratyan;

U, (t) U, (t) Uy (t)
ot)=u{t+1) u,(t+1) u,(t+1)
u(t+2) u,(t+2) u,(t+2)

1 2 3
— l 2t+1 3t+l
1 2t+2 3t+2
=26
olur. Yani,
w(t)=0

dir. Sonug olarak, {l, 2", 3t} kiimesi lineer bagimsizdir ve bu denklemin tiim ¢dziimleri,

ut)=c, +c,2'+¢,3
formunda yazilabilir.
3.3. Lineer Denklemlerin Coziimii:

(3.8) denkleminin tiim katsayilarinin sabitler olmasi durumunda ¢oziimiiniin nasil elde

edilecegini inceleyelim. Bunun i¢in p, =0 iken, (3.8) denkleminin her iki tarafin1 p, ile boliip

diizenlersek,
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utt+n)+p,ut+n-+..+ pu(t)=0 (3.19)

denklemini elde ederiz. (Burada p,, p;,..., P, , sabitler ve p, =0 dir.)
Tamm 3.3.1.

(@ A" +p, A" +...+ p, polinomuna (3.19) denkleminin karakteristik polinomu denir.
(b) A"+ p, A" +...+ p, =0 denklemine, (3.19) denkleminin karakteristik denklemi denir.
(c) Karakteristik denklemin A, 4,,..., 4, ¢oziimlerine, karakteristik denklemin kokleri denir.

(3.19) denkleminde, E kaydirma operatoriinii kullanirsak, (3.19) denklemi karakteristik

denkleme déniisiir ve ayn1 katsayilara sahip olur. Oyleki,
(E"+p,,E" +...4+ pu(t) =0 veya (E—2)“(E-A4,)%..(E-4)*u(t)=0 (3.20)

olur. (Burada o, + @, +...+ &, =n dir ve katsayilarin mertebesi onemsizdir.)

P, #0 oldugu icin her karakteristik kokiin sifirdan farkli olduguna dikkat edelim.

Simdi, (E —A4,)“u(t) =0 denklemini ¢ézelim. (3.21)
Kesinlikle, (3.21) in her ¢6ziimii (3.20) nin bir ¢éziimii olacaktir.

a, =1 ise (3.21) denklemi basitge,
u(t+1) = Au(t)
olur ve bu denklemin bir ¢6ziimii;
u(t) =4’
dir. Eger a, >1 ise, (3.21) denkleminde u(t) = A'v(t) olsun. Bu durumda,

(E _21)0[1 ﬂltV(t) — i(c:lj(_ﬂi)al—i EiﬂltV(t)
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— i((?) (_il)al_i ﬂ,lHi Elv(t)

_ /110(141 o (Clll](_l - EiV(t)

olur. E—1 =A oldugundan,

= A" (E-Dv()
=" A%V(t) =0

elde edilir. Buradan,
v(t)=1t,t%,..,t""

bulunur. Buna gore, (3.19) denkleminin ¢, ¢oziimleri;

AL AN TS

olur. Ornek 3.2.2. de oldugu gibi bu ¢dziimler lineer bagimsizdir. Burada yaptigimiz islem,

(3.20) deki her ¢arpana «,, @, ..., ¢, i¢in uygulanirsa (3.19) nin n-tane lineer bagimsiz ¢ozimii

elde edilir.
Teorem 3.3.1.

(3.19) denkleminin, sirasiyla o, @,, a3, ..., o, carpanlart ile A, 4,,..., 4, karakteristik koklerine
sahip oldugunu kabul edelim. (3.19) denkleminin A',...,t“*A", A, ..t} ., A, %A

olmak lzere n-tane lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir. [1]
Ornek 3.3.1.

t=a,a+l,a+2,... i¢in,
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ut+3)—7u(t+2)+16u(t+1)—12u(t)=0

denkleminin tiim ¢oztimlerini bulalim.

Coziim

Bu denklemin karakteristik denklemi;

AP —T72%+161-12=0

dir. Bu ifadeyi carpanlarina ayirirsak,

(A—2)%(1-3)=0

olur. Buradan,

A=A4,=2ve ,,=3

olarak bulunur.

Teorem 3.3.1. den bu fark denkleminin, u,(t)=2", u,(t) =t2' ve u,(t)= 3 olmak iizere ii¢

bagimsiz ¢6zlimii vardir.

2! t2' 3
o(t)=det| 2' (t+2)2" 2.3
2 (t+4)2" 43

1t 1
=32%det|1 (t+2) 2
1 (t+4) 4

— 3t22t+l + 0

Casorati matrisinin determinanti sifirdan farkli oldugu i¢in ¢oziimler, lineer bagimsizdir.

Oyleyse, bu fark denkleminin genel ¢oziimii;
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ut)=c,2' +c,t2' +¢,3

dir. (Burada c,,c,,c, keyfi sabitlerdir.)

Eger karakteristik kokler A =a=1b seklinde bir kompleks ¢ift igerirse, (3.19) denkleminin reel

¢oziimleri A =re™ =r(cos@=+isin®) kutupsal formu kullanilarak bulunabilir. Burada,
2 2 2 b
a‘+b®=r° ve tanf=—
a

dir. Boylece,
A =re"™ =r'(costd +isintd)

olur.

Coziimlerin lineer birlesimleri ayrica ¢oziim oldugundan, r'costd ve r'sinté reel bagimsiz
¢oziimlerini elde ederiz. Benzer yolla tekrarlayan kompleks kokler igin lineer bagimsiz
¢Oztiimler elde edilebilir.
Ornek 3.3.2.
u(t+2)—2u(t+1) +4u(t) =0 denkleminin bagimsiz reel ¢oziimlerini bulalim.
Coziim
Bu denklemin karakteristik denklemi;
A*=24+4=0

dir. Buradan karakteristik kokler;

A =1-i\/3 ve 4, =1+i\3
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olur. Kutupsal koordinatlar;
r=\J1+3=2 ve G:tan’lﬁ:%
elde edilir. Boylece iki bagimsiz reel ¢oziim,;
u, (t) =2' cos%t ve u,(t) =2'sin %t
olarak bulunur.

2 cos Zt 2tsinZt
o(t) = 3
21 cos T (t+1)—2tcosZt 2t sin Z(t+1) - 2tsin Lt
3 3 3 3

=43 20

oldugundan ¢ozlimler lineer bagimsizdir. Béylece denklemin genel ¢oziimii,
ut)=c2" cos%t +¢C,2"'sin %t

olur.

n. basamaktan sabit katsayili denklemin genel sekli;
yt+n)+p,,yt+n-0+...+ py(t)=r(t) (3.22)

dir. r(t) sabit katsayili homojen denklemlerin bir ¢6ziimii ise (3.22) denklemi sifirlayict metod

ile ¢oziilebilir. Simdi sifirlayict metod ile ilgili bir teorem verelim.
Teorem 3.3.2.

y(t), (3.22) denkleminin ¢6ziimii olsun. Yani,
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(E"+ ppsE" .+ p) YO =r (1)

saglansin, ayrica r(t) fonksiyonu da

(E™ +0y E™ +.40)y(1) =0

denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda y(t),

(E™+0q, . E™ +..+Q,)(E"+ p,,E" +...4+ p,)y(t) =0

denkleminin bir ¢oziimiidiir. [1]

Ispat

(3.22) denkleminin her iki tarafina,

(E™+0,,E™" +..+0y)

operatoriinii uygularsak,

(E"+q, ,E™ +..+0,) (Yt +n)+ p, Yyt +n=2) +...+ p,y()) = (E™ +q,_,E™" +...4+q)r(t)

elde edilir. Kabiilden dolay1 denklemin sag tarafi sifirdir. Bu durumda,

(E™+0q,,E™ +...+ g )(E"+q, E" +...+ p,)y(t) =0

olur. Bu da istenilendir.

Simdi bu teoreme bir 6rnek verelim.

Ornek 3.3.3.

y(t+2)—-7y(t+1)+6y(t) =t denklemini ¢ozelim.

86



Céziim

Oncelikle denklem operatdr formda yazilirsa,

(E>-7E+6)y(t) =t

olur. Bu ifadeyi carpanlarina ayirirsak,

(E-6)(E-Dy(t) =t

olur. Denklemin sag tarafindaki t fonksiyonu, (E —1)*t = A’t =0 homojen denklemini saglar.

Teorem 3.3.1. den y(t) =c,6' +c, fonksiyonu,

(E-D*(E-6)y(t)=0

denkleminin bir ¢oziimiidiir. (Burada (E—-1)*, denklemin sag tarafindaki sifirdan farkl

fonksiyonu sifir yaptig1 i¢in sifirlayicidir.)

Bu homojen denklemin ¢6ziimii;

y(t)=c6' +c, +ct+c,t’

dir. Katsayilar belirlemek i¢in orijinal denklemde y(t) nin bu ifadesini yerine yazariz. Burada
c,6'+¢, denklemin homojen kismini sagladigi icin, y(t) =c,t+c,t’yi orijinal denklemde

yerine yazmak yeterlidir. Boylece,

y(t+2) -7yt +1) +6y(t) =c,(t+2) +c,(t +2)* —7c,(t +1) - 7c,(t +1)* +6c,t +6¢,t°
t*[c, —7c, +6¢,]+t[4c, +c, —14c, — 7c, +6¢,]+4c, +2¢, —7c, — 7c, =t

t[4c, +c, —14c, —7c, +6¢,]+4c, +2¢c, - 7c, —7C; =t

elde edilir.

Karsilikli ayn1 dereceli terimlerin katsayilari esitlenirse;
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~10c, =1 =, :I—O

3
-3¢, —95¢; =0 35:503 =>C=—

olur. Buradan genel ¢6ziim;

3, 1
t)=c6' +c, +—t——t°
yt)=c, 2750 10

olarak bulunur.
Ornek 3.3.4.
t=a,a+1,... i¢in,
Ay(t) =3'sin Tt
2
fark denklemini ¢ozelim. [1]
Coziim

3'sin %t fonksiyonu, komplex karakteristik koklere sahip bir denklemi saglamak zorundadir.

Ornek 3.3.2. den, bu kdklerin kutupsal koordinatlar,

r=3,0=+—
2

oldugunu biliyoruz. Boylece karakteristik denklemin kokleri,

A, =3 2t=13i
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olur. Bu durumda 3tsin%t fonksiyonu,
(E—-3i)(E+3i)u(t) =(E*+9)u(t) =0
denklemini saglar. O halde teorem geregince Yy(t) =c, +¢,3' sin gt +c,3 Cos%t fonksiyonu,

(E*+9)(E-1)y(t)=0

denkleminin bir ¢6ziimiidiir. (Burada A = E —1 bagmtisini kullandik.)

Bu genel ¢oziimii orijinal denklemde yerine yazarsak,

¢, +¢,3"sin z(t +1)+¢, 3™ cosz(t +1)—(cl +¢,3'sin 2t +c,3 cosZtJ =3'sin 2t
2 2 2 2 2

3c,3 cos =t —3c,3' sin =t —c,3' sin —t — ¢,3' cos —t = 3' sin -t
2 2 2 2 2

(3c,-c;)3 cos%t+(—3c3 -c,)3 sin%t =3 sin%t

olur. Buradan karsilikli katsayilarin esitlenmesiyle,

3c,-¢,=0=r¢, =3c,

-3¢, —¢C, =1
elde edilir. Buradan,
C —_—3 ve C —_—1
10 210

olarak bulunur. Nihai olarak, verilen fark denkleminin genel ¢6ziimii;
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t

3( . & T
t)=c, ——|sin—t+3cos—t
Y0 =6~ [ sin Tt 3o0s 71

olarak elde edilir. (Burada, c, keyfi bir sabittir.)

Simdi birinci basamaktan sistemler i¢in bazi bilgileri verebiliriz.

y(t) ve z(t) bilinmeyen fonksiyonlar, L,M,P,Q polinomlar olmak iizere iki bilinmeyenli iki

fark denkleminden olusan

L(E)y(®)+M(E)z(t) = Ir(t)}
P(E)y(®)+Q(E)z(t) =s(t)

seklindeki sistemlerde yok etme metodu yardimiyla ¢oziilebilir. Bunun i¢in, Q(E) yi birinci

denkleme, M (E) i ikinci denkleme uygulayip birinci denklemden ikinci denklemi gikartirsak,
[QEE)L(E)-M(E)P(E)]y(t) +[Q(E)M (E) —M (E)Q(E)] z(t) = Q(E)r (t) - M (E)s(t)
denklemi elde edilir. Bu denklem de diizenlenirse,
[Q(E)L(E)-M(E)P(E)]y(®) =Q(E)r(t) - M (E)s(t)

olur. Bu denklem sabit katsayili lineer bir denklemdir. Bu denklemden y(t) yi bulup denklem

sisteminde herhangi bir denklemde yerine yazarak z(t) bulunur.
Ornek 3.3.5.

y(t+2)-3y(t)+z(t+1)—z(t) =5

(t+1)=3y(t) + 2(t+1) - 3z(t) 25t} lineer fark denklem sistemini ¢6zelim.
y(t+2) —3y(t) + z(t +1) —3z(t) =

Coziim

Verilen denklemleri operator formda yazarsak,
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(E*-3)y®)+(E-1)z(t) =5,

(E-3)y(t) +(E—3)z(t) = 25

olur.
Birinci denkleme (E —3) operatériinii ve ikinci denkleme (E—1) operatériinii uygulayip taraf

tarafa ¢ikartirsak,

[ (E*-3)(E-3)-(E-3)(E-1) |y(t) = (E-3)5' ~2(E-1)5'
[(E-3)(E-2)(E+1)]y(t) =55'—35'—105' + 25

~ 65!

elde edilir.

(E —5) operatdrii son denklemin sifirlayicisidir. Sifirlayict metod ile,

y(t) =c5'

alinabilir. y(t) yi son denklemde yerine yazarsak,

[(E-3)(E-2)(E+1)](c5')=—65
[ E°—4E*+E+6](c5')=—65'

c5'"® — 452 4 c5'" + 6c5' = —65"

36¢5' = -65'
-1
c=—
6
olarak bulunur. Boylece,
51

y(t)=c3 +c,2' +c, (—1)t %
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olur. y(t) i, ikinci denklemde yerine yazarsak,

(E-3)z(t) = 25' -3¢,3' - 2¢,2' +¢,(-1) +g5t +3c,3' +3c,2" +3¢, (1) —%5‘

(E-3)z(t) =c,2' +4c, (1) +§5t

olur. Son denklemde sifirlayict metodu kullanalim. Bu denklemin sifirlayicisi;
(E®-6E* +3E +10)

dur. Buradan,

2(t) =¢,3 —¢,2' — ¢, (-1) +%5t

olarak bulunur.

y(t) ve z(t) yi verilen birinci denklemde yerine yazarsak,

(E2 _3) y(t)+(E _1)Z(t) = (6C13t "'(:22t —2c¢, (_1)t —%Stj+£2043t —C22t +2C3(—1)t +%5t)

5' =(6c,+2c,)3' +5'

5’(

(6c,+2c,)3 +5'

c, =—3C,

olur. Boylece genel ¢6ziim;

t

y(t)=¢,3 +¢,2' +¢,(-1) —% ve z(t) =-3¢,3' —¢,2' ¢, (-1) + gSt

olarak elde edilir.

Simdi tekrar homojen olmayan genel denkleme donelim. Bu denklemin genel seklinin,
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P, (O y(t+n) +...+ py (D) y(t) = r (t) (3.7)
oldugunu biliyoruz. Bu denklemin homojen kismu ise,
P (OY(E+n)+...+ py (D) y() =0 (38)
oldugunu biliyoruz.
(3.7) ve (3.8) denklemlerini daha once inceledik. (3.7) denkleminin bir ¢oziimii i¢in
parametrelerin degisimi metodu baska bir yontemdir. Eger (3.8) denkleminin n-tane lineer
bagimsiz ¢oziimii biliniyorsa, bu ¢oziimler yardimiyla (3.7) denkleminin n - tane belirsiz

toplam kullanilarak tiim ¢oztimleri bulunabilir. Biz burada n=2 i¢in metodu genel olarak

aciklayacagiz.

Kabul edelim ki u, ve u,, (3.8) denkleminin bagimsiz ¢dziimleri olsun. (3.7) denkleminin, a,

ve a, belirlenecek sabitler olmak tizere,

y(t) =a (t)u, (t) +a, (t)u,(t)
formunda bir ¢6ziimiinii arayalim. Bu durumda,

y(t+1)=a (t+Du (t+1)+a,(t+1)u,(t+1)

=a, (t)u,(t+1) +a,(t)u, (t+1) + Aa, (t)u, (t +1) + Aa, (t)u, (t +1)

olur. Bu son esitlikte tiglincii ve dordiincii terimleri yok etmek i¢in &, ve a, uygun secilirse,

Aa,(t)u,(t+1) +Aa,(t)u,(t+1) =0 (3.23)

olur. Bu denklem t =t +1 igin,

yt+2)=a(t+Du (t+2)+a,(t+u,(t+2)

=a, (t)u, (t+2) +a, (t)u, (t+2) + Aa, (t) (U, (t +2) ) + Aa, (t) (u, (t +2))
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haline gelir.

(3.7) denkleminde y(t), y(t+1) ve y(t+2) yi yerine yazip a(t) ve a,(t) ortak parantezine

alirsak,

P, () Y(t+2)+ p, (1) y(t+1) + po () y(©) =&, () p, (t)u, (t +2) + p, (), (t+1) + py (t)u, (1) ]
+a, (t)[ p, (), (t +2) + p,(t)u, (t+1) + py (t)u, (t)] +P,(t) [ul(t +2)Aa, (t) +u,(t +2)Aa, (t)]

olur.

u, ve u,, (3.8) denkleminin ¢6ziimleri oldugu icin esitligin sag tarafindaki ilk iki ifade

sifirdir. Boylece,

r) = p,(t) [ul(t +2)Aaq,(t) +u,(t +2)Aa, (t)]

olur. Buradan,

U, (t+2)Aa (1) +U, (t+ 2)Aa, (t) = ;(2) (3.24)

olarak bulunur. Buna gore, Aa, (t) ve Aa,(t), (3.23) ve (3.24) lineer denklemlerini sagliyorsa,

y(t) = a,(t)u, (t) +a, (t)u, (1)

(3.7) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Teorem 3.2.2. den dolay1r W (t +1) sifirdan farkli oldugu i¢in bu lineer denklem sisteminin

¢Ozimii tektir.

n. basamaktan denklem i¢in asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.3.3.

u (t), u,(t), ..., u,(t) (3.8) denkleminin bagimsiz ¢oziimleri olsun.
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_ 0 ]
Aay(t) |
a,a,,..,a, W(t+1) . = ' matris denklemini saglasin. Bu durumda,
' r(t)
pa, )] [k
A&O) 15 o)

y(t) =a (tu,(t) +...+a, (t)u, ()

(3.7) denkleminin bir ¢oziimiidiir.
Ornek 3.3.6.

y(t+2)-7y(t+1)+6y(t) =t fark denklemlerinin tiim ¢ézlimlerini bulalim.
Coziim

Ornek 3.3.3. te bu problemi sifirlayici metod kullanarak ¢ozdiik. Simdi ise parametrelerin

degisimi yontemi ile ¢6zelim. Homojen denklemin iki bagimsiz ¢oziimii;
U (t) =1 ve u,(t) =6"
olarak elde edilmistir. Bu durumda (3.23) ve (3.24) denklemleri sirasiyla;

A3, (t)+6"Aa,(t) =0,

Aa,(t)+6"%Aa,(t) =t
olur. Buradan,
—t —t
Aa,(t) = 3 =a(t)= Z(?JJFC

olur. Teorem 2.2.1. in (e) sikkindan,
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2

_t—
a,(t) = E+C

—t(t-1)
10

+C

olarak elde edilir. Buradan,

t
Aaz(t)ZEG
1 1Y)
az(t)_%Zt(g] +d
1] (-6)(1Y) 61"
%lt(ﬂ@ 236 ]*d
1] -6 (1) (6)1
=— | —t| =1 +| = |-
30l 5 \6 5)6
(1) 1 (1Y)
%02 Ej E[Ej e

seklinde elde edilir. Boylece fark denkleminin genel ¢6zlimii,

y(t) = a,(t)u, (t) +a, (t)u, (1)

=a,(t)1+a,(1)6'
:M+C—L—i+d6t
10 25 125

2
—crde -1

10 50 125

2
:f+d6t—t—+§

10 50

olarak bulunur.

n=2 durumunda teorem 3.3.3. ve y(a) =y(a+1) =0 ile (3.7) denkleminin y(t) ¢6zlimiiniin

asikar bir gosterimini elde etmek icin kullanilabilir.
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Sonug 3.3.1.

n=2 durumunda, y(a) =y(a+1) =0 ’1 saglayan (3.7) denkleminin tek ¢6ziimii

parametrelerin degisimi metodu ile,

_ < U (K +1)u, (t) —u, (K +Du, (t)
O ety

seklinde verilir. (Burada u, ve u, (3.8) denkleminin bagimsiz ¢oziimleridir.)

Uyan 3.3.1.

y(t) nin 6nceki ifadesinden y(a) =0 1 elde etmek igin, bir toplamin en diisiik limitinin en

yiiksek limitinden daha biiyiik olmas1 gerekir.

3.4. Uygulamalar :

Sabit katsayili lineer fark denklemleri, fark denklemlerinin ¢ok kisitli bir sinifin1 temsil

etmesine ragmen ¢esitli uygulamalar mevcuttur. Simdi bunlarin birkagini inceleyelim. [1]
Ahlstirma 3.4.1. (Fibonacci Say1 Dizisi)

Fibonacci say1 dizisinde her tamsayi, kendinden onceki iki tamsayinin toplamidir. Fibonacci
say1 dizisi; 1,1,2,3,5,8,13,21,... seklindedir. Ayc¢icekleri ve cam kozalaklari tizerindeki spiral
desenler gibi bazi doga olaylarinda bu dizi goriiliir. Ayrica bu sayilar algoritma analizini
olusturur.

n=1,2,... icin F, , Fibonacci say1 dizisinin n. terimini gostersin. F, ’e, n. Fibonacci sayisi denir

ve F., asagidaki baglangic deger problemini saglar.

F.,-F.-F=0(n=12..)
F=1F =1
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Simdi bu problemi ¢6zelim.

Coziim

Verilen denklemin karakteristik denklemi;

A*—A1-1=0
olup, kokleri
+
A= 1_2\/5

dir. Bu durumda problemde verilen fark denkleminin ¢6ziimii;

n

2

dir. Bu ¢6zlim i¢in n=1 oldugunda,

2 2
ool
22

olur. n=2 oldugunda,
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o]

2 2
¢,(6+2v5)+c,(6-215)=4 (3.26)
olur.
(3.25) ve (3.26) dan,
c,=-C,

elde edilir.

(3.25) te ¢, =—c, yazilirsa,

—C, (1+\/§)+c2 (1—\/5): 2

—2¢,4/5=2

-1
C, = —75
olur. Buradan,
1
Cl=—C2 3(:12—,g

olarak bulunur.

n=12,... i¢in,

2 B2

1 [1+\/§]”_ 1 (1—\/§J”
5

olur.

Bu formiilde +/5 baskin olmasia ragmen, Fibonacci dizisinin 6zelligi geregince tim bu

sayilar tamsay1 olmak zorundadir.
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N — oo igin,

olur.
Bu oran altin oran olarak bilinir. Eski Yunanlilar bu orani, bir dikdértgenin uzunlugunun

genisligine orani olarak diistinmiiglerdir.

Alstirma 3.4.2. (Baykus-Fare Modeli)

Belirli bir tarim bdlgesinde, normal kosullar altinda baykus ve fare popiilasyonlar1 arasinda av-
avct iliskisi vardir. Bu bolgede, K bin — tane baykus ve L milyon — tane fare popiilasyonu var
olsun. Buna karsin, asir1 ki kosullart baykus popiilasyonunu siddetle azaltabilir. Asagidaki
modelde, baykus ve fare popiilasyonlar1 tekrar dengeye gelirler.

X(t) ve y(t) swrasiyla baykus ve fare popiilasyonlarindaki degisimi gostersin. t. yilin

baslangicindaki popiilasyonlarin  genel seviyeleri; baykuslarin popiilasyonu K+ x(t)

(binlerde), farelerin popiilasyonu L+ y(t) (milyonlarda) dir. Kabul edelim ki modelimiz,

AX(t) =-0.1x(t) + 0.2y(t)
Ay(t) =-0.1x(t) - 0.4y(t)

seklinde olsun.

Baykus popiilasyonunda bir azalma olmasi (x(t) < 0 ), herbir baykus basina daha ¢ok yemek
ve daha az baykusun fare yemesi demektir. Bu durum her iki popiilasyona da pozitif bir etki
yapar (—0.1x(t)> 0). Diger taraftan, fare popiilasyonlarindaki bir azalma (y(t) < 0), herbir
baykus basina daha az yemek ve fareler arasinda yemek igin daha az rekabet demektir. Bu

durum baykus popiilasyonlari lizerinde negatif bir etki (—0.2y(t) < 0) ve fare popiilasyonlari

tizerinde (—0.4y(t) > 0) olusturur. Baslangigtaki degerler;
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x(0)=-5 ve y(0)=0
olsun. Yukaridaki sistemi operator formda yazarsak,

(E-0.9)x(t)-0.2y(t) =0 (3.27)

0.1x(t) + (E—0.6) y(t) =0 (3.28)

olur. Kisim 3.3 teki metodlar1 kullanarak, birinci denklemi —0.1 ile carpip ikinci denkleme

(E—0.9) operatériinii uygulayip taraf tarafa toplarsak,

0.02y(t)+(E* —1.5E +0.54) y(t) =0
(E®-1.5E+0.56) y(t) =0
(E-0.8)(E-0.7)y(t)=0

y(t) = A(0.7) +B(0.8)
elde edilir. y(t) yi ikinci denklemde yerine yazarsak,

0.1x(1) +(E~0.6)| A(0.7) +B(0.8) | =0

t+1

~0.1x(t) = A(0.7) " +B(0.8) " ~0.6A(0.7) ~0.6B(0.8)

x(t) =—A(0.7) —2B(0.8)
olur. t =0 igin, x(0) =-5 oldugundan

~5=-A(0.7)’ -2B(0.8)"
A+2B=5 (3.29)

olur. t=0 i¢in, y(0) =0 oldugundan

0=A(0.7) +B(0.8)
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A+B=0
A=-B

bulunur. A=-B ifadesi (3.29) denkleminde yerine yazilirsa,

-B+2B=5
B=5

olur. Buradan,

olarak bulunur.

t yil sonra popiilasyonlarin degisimleri;

x(t) =5(0.7)' —10(0.8),

y(t) =-5(0.7) +5(0.8)
olarak elde edilir.

Alstirma 3.4.3. (Chebyshev Polinomlari)

Birinci ¢esit n. dereceden Chebyshev polinomu, n>0 igin,
T (x) =cos(ncos™(x))

seklinde ifade edilir.

T,(x) =1 ve T,(x) = X olduguna dikkat edelim. Simdi € =cos*(x) olsun. Bu durumdan>0

i¢in,

T..,(X)—2xT, ., (X) +T,(x) =cos(n+2)& — 2cos & cos(n +1)& +cosnd

= C0S NA cos 28 —sin ndsin 20 — 2 cos nd cos? 8 + 2sin nd cos &sin @ + cos n@
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= Cos ne(ZCos2 9—1) —sinn@sin 20 — 2 cos ndcos? @ +sin ndsin 26 + cos nd

=2c0sndcos’ @ —cosné —sinn@sin 20 — 2.cos nd cos? & +sin n@sin 26 + cos nd
=0

olur. Sonug olarak, T, (x) fonksiyonu sabit x ile n nin fonksiyonu oldugundan sabit katsayili
homojen lineer fark denklemini saglar.
Chebyshev polinomlar1 bu denklemden yararlanilarak hesaplanabilir.

Gergekten de, T, ,(X) =2XT, ,(X) —T,(x) rekiirans bagintisindan n=0 i¢in,

T, (%) = 2xXT, (%) = To (%)

T,(x) =2xx-1
T,(x)=2x" -1
n=1 igin,
T3(X) = ZXTz(X) _T1(X)
T.(x) = 2x(2x2 —1)—x
T,(X) = 4x® —3x
olur.

Basit bir tiimevarim ispati, T,(X) in n. dereceden bir polinom oldugunu gosterir.

o(x) =

= olsun. Burada w(x) agirlik fonksiyonudur.
1-x

M= N i¢in,

[T, 00T, (o = | SS(E0~Xc0S(mEDs ™),

e J1- %2

0 =cos™(X)
4o =——2_dx
1-x?
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an (X1, (X)o(x)dx = —T cos(né) cos(ma)d &
= ]r.cos(ne) cos(ma)dé

déo

3 ]5 cos(n+m)é+cos(n—m)é
- 2
0

_ l{sin(n +m)o . sin(n— m)HT

2 n+m n-m |,

_1jsin(n+m)z N sin(h—m)z _sin(n+m)0 _sin(n—m)O}
2 n+m n—m n+m n—m

=0

bulunur.

Boylece Chebyshev polinomlarinin, @(Xx) agirlik fonksiyonu ile [—1,1] aralig1 ilizerinde
ortogonal oldugu gosterilmis oldu. Bu 6zelligi ve birkag baska 6zelliginden dolay1r Chebyshev
polinomlari, polinom tipli siirekli fonksiyonlarin yaklagimini inceleyen yaklasim teorisi
dalinda temel bir Oneme sahiptir. Ayrica bu denklemler ortogonal polinomlarin

hesaplanmasinda da genel bir faydaya sahiptir.
Ahstirma 3.4.4. (Topraktaki Suyun Ayarlanmasi)

Su tayinlamasindan dolayi, bir kisi ¢imenlerini sadece aksam 9 dan sabah 9 a kadar

sulayabilmektedir. Varsayalim ki bu kisi bu periyotta tarim topragina g -miktar su ekleyebilsin.

Fakat tarim topragindaki toplam su miktariin yarisi, sabah 9 dan aksam 9 a kadar ki periyot
sirasinda emilme ya da buharlagma araciligiyla kaybolur.
Farz edelim ki tarim topragi,ilk giin tayinlamasinda aksam 9 da | baslangi¢ miktar1 kadar su

icersin. y(t), t. 12-saatlik periyodun sonunda toprakta biriken su miktar1 olsun. Bu durumda;

eger t tek say ise,

y(t+2)=%y(t)+q

veya t ¢ift sayi ise,
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_1 9
y(t+2)—2y(t)+2

esitlikleri saglanir. Genel olarak ise,
1 _ 95 vt
y(t+2)=2y() _2(3 -1)') (3.30)

denklemi saglanir. Bu denklemin homojen kismi,

karakteristik koklerine sahip oldugundan homojen kismin ¢éziimii;
-t -t
(V2) +d(~2)

olur.

Sifirlayict metod ile homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢oziimii;
A+B(-1)'
olarak elde edilir.

yi(t) = A+B(-1)

y,(t+2)= A+B (_1)t+2} esitliklerini
A =

(3.30) denkleminde yerine yazarsak,

A+ B(-1)"*2 —%(A+ B(-1)')= %(3—(—1)t)

A B v .
So ) =5(3-()
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As_, %
2 2
2 2

elde edilir. Boylece genel ¢6ziim,

YO =c(v2) +d(~2) +[3-(-1']

olarak bulunur. Bu ¢6ziimde y(0)=1 ve y(1) = | +q baslangi¢ kosullarini kullanalim.

t =0 igin,

t =1 i¢in,

elde edilir.

_ Ara_ (10
y(0)_c+d+2[3 (-1)°]

l=c+d+d
2

Il =c+d+q

| -g=c+d (3.31)

c—d=+2(1-q) (3.32)

(3.31) ile (3.32) yi tarafa toplarsak,

(JE+1)| —(ﬁ+1)q

2

C=
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olur. c yi (3.31) denkleminde yerine yazarsak,

(JE+1)|—(J§+1)q

2

+d=1-q

o

2 2

olarak bulunur. Boylece,

y(t) ='%q(ﬁ)t A [1—(—1>f]+[1+(—1)t]}+g[3—(—1)t]

olur. (Burada t=0,1,2,...)

t nin en genis degerleri icin y(t), q ve 2q arasinda degerler alir.

Ahstirma 3.4.5. ( Bir Tridiagonal Determinant )

ab 00 0 0O

c ab 0 0 0O

0 c ab 0 0O

0 0 ¢ a 0 0 O
D, =det|

0 00O a 0

0 00O a

|10 0 00 al
olsun.

Bu determinant 6nce (n+ 2)x(n+ 2) tipine genisletilip sonra birinci satira gore agilirsa,
D,., =aD, , —bcD, homojen fark denklemi elde edilir.

Bu homojen fark denkleminin karakteristik denklemi;

A*—al+bc=0
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dir. Bu denklemin karakteristik kokleri;

a++a’—4bc
hemT g

olarak bulunur.

a’—4bc < 0 oldugu durumu diisiiniirsek,

a ivabc-a*
j'1,2 =_*
2 2
olarak elde edilir.

Bu komplex kokler i¢in kutupsal koordinata gecersek,

a? 4bc-a?
r=,—+ =+/bc
4 4 \/_

a
X=TrC0SO = cos O = = = oSO =

r ZJE
y

y=rsing =sinf= :>Sin6?—L_a2
T 2:Jbc

olur.

Boylece,
A= \/E(coseiisin 0)

elde edilir. Buradan genel ¢6ziim;

D, =(c,cosnd+c,sin ne)(bc)g

olarak bulunur.

a ve D, =a’ —bc oldugu igin ¢, ve ¢, sabitlerini bulabiliriz.
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n=1 igin,

1

a=(c,cos@+c,sind)(bc)? (3.33)
olup n=2 igin,
a’ —bc =(c,cos26+c,sin 20)(bc) (3.34)
olur. Birinci denklemdeki a degerini ikinci denklemde yerine yazarsak,

(c,cos0+c,sin )’ (bc)—be = (c, cos 20 +c, sin 26)(bc)
(c” cos? 6+ 2c,c, sin Ocos 0+¢” sin® 0) (bc) —be = (¢, cos 26 + ¢, sin 26))(be)

c,=1vec,=cotd

bulunur.

n>1 i¢in,

Dn

(bc)g (cosnd+cot@sinng)

2 sin(n+1)@

D :(bc) sin@

olur. Belirli durumlarda D, nin degerleri periyodiktir. Ornegin,

a=b=c=1ise,
cosd = :i :6’:Z
2 3

n>1 igin,
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sin(n +1)£
3 . V4
D,=1————==—sin(n +1)§

sin% ‘/§

olur.
n=1 icin, Dlz%sin(ul)%:%?:l
n=2 icin, D, =%sin(2+1)%=%0=0

. 2 r 2(-3
n=3icin, D, =—=sin(3+1) = =——| X2 |=1
1(;111 3 \/g (+)3 \/5[ 2 ]

n=4 igin, D, :%sin(ul)%:%(_—‘f]:—l
n=5 icin, D, =%sin(5+l)%=%0=0

Boylece, D, 1,0,-1,-1,0,1,1,0,—1,—1,... dizisini verir. Yani, D, periyodiktir.

Ahstirma 3.4.6. ( Epidemiyoloji )

Xy, belirli bir niifustaki bir salginin, n. giiniindeki hastalanan bireylerin sayisinin kesirle

ifadesini gosterirse, asagidaki denklem hastaligin yayilmasinin olas1 bir modelini ifade eder.

n>0 igin,

n

Iogi:Z(leg—xH)Ak

n+l k=0

dir. (Burada A , K. giinde hasta bireylerdeki bulasiciligin Slgiistidiir. ¢ kiigiik pozitif bir
sabittir.)

X, =€ " olursa, z, i¢in denklem;
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n

z., = Z(1+g—e‘z"‘k ) A

k=0

olur. Bu denklem lineer olmayan bir denklemdir. Dikkat edelim ki x  salgmin erken

n

asamalarinda 1 e yaklagirken, z, sifira yaklagir.

e ™ *nin yerine yaklagik degeri ayni olan 1—2z,, y1alirsak, y, =0 baslangig degeriile N>0

igin You = (6= Yo ) A lincer denklemi elde edilir. Bu denklem sabit katsayih lineer
k=0
denklem olmasmna karsin herbir Y,.,, Y. Y1, Y,,.-s Y, dizisinin Onceki elemanlarmin tiimiine

bagli oldugu i¢in bundan dnce ¢alistigimiz higbir tipten degildir. Fakat dogurucu fonksiyonlar
metodu, Konvoliisyon tipteki bir toplam olarak bilinen Z Y, A toplamimin 6zel bir formu
k=0

oldugundan burada kullanishdir.

{yn} dizisi i¢in bir Y (t) dogurucu fonksiyonu arayalim.
Y(t) = Z y,t" ve ayrica A(t) = Z At"™ dir.
k=0 n=0
Kuvvet serilerinin ¢arpimi yontemi (Cauchy ¢arpimi) ile,
ADY(O) =Yo At +(y, A +Yo AL +
-3 (Swa b

=0

yazilabilir.

y. li fark denkleminin her iki tarafini1 t"** ile carpip toplarsak,

ZyM t EZ[Z }

n=0 \ k

olur. Denklemin sol tarafinin toplam1 y, =0 oldugundan Y (t) ye esittir. Denklemin sag

tarafinin ikinci toplami A(t)Y (t) ye esittir.
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oldugunu biliyoruz. Bdylece,
1
Y(t) = A(t) Tt + A1) Y(1)

elde edilir. Buradan da,

eA(t)
(1-t)(1-AQ))’

Y(t) =

{yn} icin dogurucu bir fonksiyon olarak bulunur.
Birkag 6zel durumda, {yn} dizisi asikar olarak hesaplanabilir. Ornegin,
0< a < 1iken, A =ca" olsun. Budurumda,

ct ect

ve Y(t) =

A= (1-t)(1—at—ct)

dir.

Kismi kesirlerle ifade edersek,

ect _ &C 1 1
(1-t)(1-at—ct) ‘1_(a+c)[1_t _1—(a+c)t}

elde edilir. Buradan da,



Y, =8—C)[1—(0(+C)HJ

1—(a+c

olur.

a+c<1lise, y, timn lerigin oldukea kiiciik kalacaktir. Bu durumda salgin etkisiz olacaktir.

3.5. Degisken Katsayili Denklemler :

Degisken katsayili ikinci ve daha yiiksek basamaktan lineer fark denklemleri cogu kez kapali
formda ¢oziilemez. Bunun ig¢in bu tarzdaki denklemlerin ¢6ziimii igin bir genelleme
yapamayacagiz. Sadece bu denklemleri ¢6zmek icin birka¢ kullanisli metod verecegiz. Bu

metodlar belirli durumlarda asikar ¢6ziimlere imkan saglayacaktir. [1]

n. basamaktan lineer fark denklemi operat6r formda;
(P (DE"+...+ Py () y(©) =r (1)
seklinde yazilabilmektedir.

Eger y(t) nin 6niindeki operator, sabit katsayili lineer denklemlerdeki gibi birinci basamaktan

lineer carpanlarna ayrilirsa, buradan elde edilen birinci basamaktan denklemler seriler

yardimiyla ¢oziiliirek istedigimiz ¢oziimleri buluruz.

Ornek 3.5.1.
(E®—(t+1)E—(t+1))y(t) =0 denklemini gozelim.
Coziim
Operatorii carpanlarina ayirirsak,
(E+1)(E—(t+1))y(t)=0

olur. (E—(t+1))y(t)=v(t) denirse, denklem
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(E+1)v(t)=0
seklinde yazilir. Buradan,
v(t)=c (—1)t
olarak elde edilir. v(t) nin bu degeri yerine yazilirsa,
(E-(t+1))y(t) = c(-1)

olur. Homojen denklemin genel ¢6ziimii dnceki bilgilerimizi kullanirsak,

dr(t+1)

olur. Teorem 3.1.1. den dolay1 da,

y)=dI'(t+1) +cl'(t+ 1)2 F((;-lr)z)
olarak bulunur.

Eger t, {0,1, 2, } kiimesinden degerler alirsa,

_ SYG
y(t) = Dt c:t!k:0 D]

elde edilir. (Burada c ve d keyfi sabitlerdir.)
Bazen homojen denklemin sifirdan farkli bir 6zel ¢6ziimiinii bulabiliriz. Bu durumlarda,
denklemin basamagini bir azaltabiliriz. lkinci basamaktan bir denklem icin, birinci

¢oziimiinden bagimsiz ikinci ¢ézlimii bulmak miimkiindjir.
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Lemma 3.5.1.

p,(ut+n)+...+ p,(t)u(t)=0 denkleminin ¢dziimleri; u,(t),...,u,(t) olsun. (t), bu

denklemin Casoratyan’1 olsun. Oyleyse w(t),

o(t+1) = (—1)n S:—Eg o(t) (3.35)
denklemini saglar. [1]
Ispat
o(t+1) in son satirini, (n. satir) + Py @. satir)+ ...+ Pos [(n-1).satir] seklinde yazarsak,

determinantin bilinen 6zelligi geregince w(t+1) in degeri degismez.

Fark denklemi yeni son satir1 gostermek i¢in kullanilabilir. Yeni son satir;

“Poy @), =Pou @)
P, P,

olur. Bu durumda w(t+1) i yeniden diizenlersek,

Cout+) . . . U, (t+D) u (t+1) |
ot+1)=det| . . . .

u (t+n-1) u,,t+n-1) u (t+n-1)

Pouwy o Py P

P, P, Py |

olarak elde edilir. Buradan,
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ot+1)=(-1)" Eo—g; o(t)

olur.

Kabul edelim ki u,(t),

p, (Hu(t+2) + p,(tu(t +1) + p,(t)u(t) =0 (3.36)

denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii olsun. u, (t) de (3.36) denkleminin diger ¢6ziimii olsun.

Ayrica,

A U, (t) _U (t)AU2 (t) —U, (t)Aul (t)
WO LD

o)
(b, (t+1)

oldugunu biliyoruz. Boylece,

o(t)

U, (t) = Ul(t)ZW

(3.37)

olarak elde edilir.
Basamak Indirgeme:

u, (t), (3.36) nin sifirdan farkl bir ¢oziimii ve p,(t), p,(t) sifirdan farkli olsun. O halde (3.37),

(3.36) nin bagimsiz bir ¢ozlimiinii verir. Burada w(t), (3.35) in sifirdan farkli bir ¢6ziimiidiir.

[1]

Ornek 3.5.2.

ut+2)—u(t+1 —tilu(t) =0 denklemini ¢ozelim.
+
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Céziim

u, (t) =t +1 verilen denklemin bir ¢dziimiidiir.

o(t), o(t+1) = _til @(t) denklemini saglar. Burada,
+

olarak segebiliriz. Buradan,

u,(t) = (t+1) 5 (D)

elde edilir. Boylece bu denklemin genel ¢6ziimii;

u(t) (t+1)[c+dtz (f;l)z)!]
olarak bulunur.

Ornek 3.5.3.

t(t +1)A2u(t) +atAu(t) +bu(t) =0 denklemi Cauchy-Euler diferensiyel denklemine benzerdir.

(Burada a, b sabittir.) Bu denklemi ¢6zelim. [1]
Coziim

Denklemin u(t) = (t+r —1)" seklinde bir 6zel ¢6ziimiinii arayalim. Bu ¢6ziimii denklemde

yerine yazarsak,
t(t+1)r(r-1)(t+r-D=2 +atr(t+r-1)=+b(t+r-1)" =0
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olur.

tt+r-1)~ =(t+r-1" (3.38)
tt+D(t+r-1)=2 =(t+r-1)" (3.39)

olduklarindan (3.38) ve (3.39) ifadeleri yerlerine yazilirlarsa,

r(r=Dt+r-1)"  +ar(t+r-1)" +b(t+r-1)" =0

elde edilir. Buradan da,

r’+(@a-Dr+b=0 (3.40)

bulunur.

(3.40) denklemi farkl1 r,r, reel koklerine sahipse, fark denklemi i =1,2 igin,

0O =+ -1

bagimsiz ¢oziimlerine sahiptir.
(3.36) denklemindeki p,, p,, p, katsayilar1 polinom ise, (3.36) nin bir ¢6ziimii i¢in bir
dogurucu fonksiyonun fonksiyon aileleri ile ¢oziilebilen bir diferensiyel denklemi sagladigini

gosterir. Bu, diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini kuvvet serileri yardimiyla bulmak i¢in bir

metoddur.

Ornek 3.5.4.

n=0,12,... i¢in,

(n+2u,,,—-("n+3)u,,,+2u, =0

n+2 n+l

denklemini ¢ozelim. [1]
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Coziim
u, i¢in bir dogurucu fonksiyon,
g(x) =2 u,x"
n=0

olsun.

[lk olarak, denklemin herbir terimini X" ile ¢arpip 0 dan co a kadar toplamini alirsak,
> (N+2)u, X" =D (N+3)u,,, X" +2> ux" =0
n=0 n=0 n=0

elde ederiz.

Birinci toplamda n=n—-2 ve ikinci toplamda n=n-—1 indis degistirmesi yaparsak,
D> onu X" = (n+2u X" +2) ux" =0 (3.41)
n=2 n=1 n=0

elde ederiz.

g (x)=>_nu,x"" oldugu i¢in (3.41) deki birinci toplam;
n=1

> =2 (g (9 -u,)

X

haline gelir. (3.41) deki ikinci toplam ise;
> (+2)ux" = nu X2 u X" =g (x) + g(g(x) ~U,)
n=1 n=1 n=1 X

olur.

Bu ifadeleri (3.41) deki yerlerine yazarsak,
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%(g'(x)—ul)—g‘(x)—f(g(x)—ung(x)=o
g'()—2g(x) =12
1-x

olarak bulunur.

U, = 2U, icin son denklemin ¢oziimii,

g(x) =e*
tir. Buradan,
< o0 2n Xn
g(x)=e"=> —
no N:

olarak yazilabilir. Béylece n=0,1,2,... igin,

olur.

Bu hesaplamada denklemin katsay1 fonksiyonlari birinci dereceden oldugu i¢in g(x) in sadece

birinci tiirevini kullandik. Genellikle, diferensiyel denklemin basamagi en yiiksek dereceli
polinomun derecesine esittir.

Ikinci ¢dziim basamak indirgeme kullanilarak kolayca bulunabilir. (3.35) ten,
2
o(n+1) =——aw(n)
n+2

bulunur. Boylece,

n

T (n+D)!

w(n)
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olarak secebiliriz. Buradan ikinci ¢6ziim;

2n
2" (n+1)!
V. =— J S A
" n!Z 2"
nli(n+1)!

2" & k!

- k+l
n' &g 2"

olur.
Omek 3.1.4.te, baz1 birinci basamaktan denklemlerin ¢dziimlerinin faktdriyel serileri
yardimiyla yapildigini gordiik. Daha yiiksek basamaktan denklemlerin de bu tiir ¢oziimleri

vardir.

Bu tarz denklemlerde u(t) = Z at™ gibi 6zel seriler denklemde yerine yazilip a, katsayilari
k=0

bulunur. Aslinda bu hesaplamalar epeyce karigiktir. Buna ragmen asagidaki ornek oldukga
basittir.

Ornek 3.5.5.

2u(t+2)+(t+2)(t+Du(t+1) - (t+2)(t +u(t) =0 denkleminin faktoriyel serisi ile ¢oziimiinii
bulunuz. [1]

Coziim
Bu denklem,

2u(t+2)+(t+2)(t+DAu(t)=0

olarak yazilabilir. Denklemin u(t) = z at™ seklinde ¢coziim arayalim. Bu ifadeyi son
k=0

denklemde yerine yazarsak,
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S 28, (t+2)* + (t+2)(t+1) > a, (k) =0

S 28, (t+2)* + 3 a, (-K)(t+2)(t+ Y2 =0

olur.
(t+2)t+Dt= = (t+2)™

esitligini son ifadede yerine yazarsak,
> 23, (t+2)" +> a (-k)(t+2)™* =0
k=0 k=1

elde edilir.

Ikinci seride k =k +1 indis degistirmesi yapip tek bir seri halinde yazarsak,
> [2a, - (k+1)a,, |(t+2)™ =0
k=0

olur.

Keyfi a, ve k>0 i¢in,

Q= K +1ak
elde edilir. Buradan da,
2k
K _mao

bulunur. Boylece verilen denklemin faktoriyel serisi ile ¢oziimii;
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© 2k i
u(t) = %th*
k=0 K:

olur. Bu seri oran testi geregince negatif olmayan Vt icin yakinsaktir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezin baslangicinda fark denklemleri i¢in temel 6zellikler ele alindi ve bu Ozellikler
incelendi. Daha sonra bu temel tanim ve 6zelliklerin fark denklemlerinde nasil kullanildigi
aciklandi. Tezin ilerleyen boliimlerinde sabit katsayili lineer fark denklemleri ve baslangi¢
deger problemlerinin ¢éziimleri verildi. Bunlarla ilgili 6zel problemler ele alindi ve ¢oziimleri
incelendi. Son kisimda ise degisken katsayili lineer fark denklemleri 6zel durumlar icin
incelendi.

Bu tezde amaglanan fark denklemlerinin temel kavramlari i¢in bir kaynak olusturmaktir. Elbette
fark denklemleri bu tezdeki konularla smirli degildir. Ancak incelenen kisim itibari ile

okuyucuya yararli olacagi kanaatindeyiz.
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