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ÖZET 

 

 

L NEER OLMAYAN KOMPLEKS KISM  TÜREVL  DENKLEMLER N 

ÇÖZÜMLER  · Ç N LOKAL VARLIK VE TEKL K TEOREMLER   

ÖZTÜRK, Hakan 

K r kkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dal , Yüksek Lisans Tezi 

Dan man: Prof. Dr. Kerim KOCA 

Haziran 2014, 35 sayfa 

 

 

Bu tez dört bölümden olu maktad r. 

 

Birinci bölümde tezin amac , konunun güncelli i ve kaynaklar hakk nda bilgi 

verilmi tir. 

 

kinci bölümde bir kompleks s n r de er probleminin çözümlerinin varl k ve tekli i 

konusunda lokal bir inceleme yap lm t r. 

 

Üçüncü bölümde ise bir kompleks diferensiyel denklem sistemi vektörel diferensiyel 

denklem formuna dönü türülerek çözümün varl k ve tekli i için sa lanmas  gereken 

ko ullar ortaya konmu tur. 

 

Son bölümde ise tezdeki sonuçlar hakk nda k sa bilgi verilmi  ve ileri bir a ama 

olarak nelerin yap labilece i aç klanm t r. 

 

Anahtar kelimeler: Kompleks k smi türevli denklemler, Lokal varl k ve teklik                                 

                                  teoremi, Hölder uzay , Schwarz problemi 
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ABSTRACT 

 

 

LOCAL EXISTENCE AND UNIQUENESS THEOREMS FOR COMPLEX 

PARTIAL SOLUTION OF NONLINEAR EQUATION  

ÖZTÜRK, Hakan 

K r kkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematic, M. Sc. Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA 

June 2014, 35 pages 

 

 

This thesis consists of four parts. 

 

In the first part of the thesis goal and topicality of the subject is given information 

about the resources. 

 

In the second part of a complex existence and uniqueness of solutions of boundary 

value problems has been evaluated on the local. 

 

In the third part of a complex system of differential equations converted to vector 

form solutions of differential equations to be satisfied for the existence and 

uniqueness conditions have been revealed. 

 

In the last part of the thesis results and provided brief information about what can be 

done in an advanced stage is described. 

 

Key Words: Complex partial differential equations, Local existence and uniqueness  

 theorem, Hölder space, Schwarz problem 
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S MGELER D Z N

N Doğal sayılar kümesi

Z Tamsayılar kümesi

C Kompleks düzlem (z-düzlemi)

D Kompleks düzlemin bir alt bölgesi

D D bölgesinin kapanışı

∂D D alt bölgesinin sınırı

Re z z kompleks sayısının reel kısmı

Im z z kompleks sayısının sanal kısmı

Lp p normlu fonksiyon uzayı

TD Cauchy tipi zayıf singülerliliğe sahip operatör

ΠD Cauchy tipi kuvvetli singülerliğe sahip operatör

C1 1. basamaktan kısmi türevleri sürekli fonksiyonlar sınıfı

∂
∂ z

z ye göre kısmi türev operatörü

Cα(D;C) D üzerinde tanımlı Hölder sürekli kompleks değerli fonksiyonların sınıfı

Cα,1(D;C) 1.basamaktan kısmi türevleri mevcut ve Hölder sürekli fonksiyonların sınıfı

mD D bölgesinin Lebesque ölçümü

Ck
0(D;C) D ye ait k.basamağa kadar türevlere sahip tüm test fonksiyonların sınıfı

vi



1. GIRIŞ

Reel veya kompleks diferensiyel denklemler teorisinde en önemli konular-

dan birisi de denklemi çözmeden çözümlerin varl k ve tekliginin araşt r lmas d r.

Bunun için denklemde bilinen fonksiyonlar, denklemin katsay lar , başlang ç veya

s n r koşullar , v.s. yard m yla varl k ve teklik koşullar ortaya konmaktad r.

Ortaya konulan koşullar n gerekli veya yeterli olup olmad g ayr bir araşt rma

konusudur.

S n r deger problemlerinin çözümlerinde verilen bölge degi̧smez. Çünkü verilen

bölgenin s n r üzerinde bilinmeyen fonksiyonunun degeri verilmektedir. Ancak

s n r koşulu olmaks z n belli tipten kompleks diferensiyel denklemlerin çözüm-

lerinin varl g ve tekligi verilen bölgenin ölçüsüne de bagl olabilir.

Bu tezde z = F (z, , z) formundaki diferensiyel denklemin s n r koşullar

olmaks z n çözümünün varl k ve tekliginin herhangi bir bölgenin ölçüsüne nas l

bagl oldugu ortaya konulmuştur. Inceleme Hölder uzay nda yap lm şt r.

Çeşitli fen ve mühendislik alan nda ortaya ç kan diferensiyel denklemlerin

çözümleri genellikle integral denklemlerle veya integral denklem sistemleri ile ifade

edilebilmektedir. Bu durumda diferensiyel denklemin çözümünün varl k ve tekligi

integral denklemin veya integral denklem sisteminin çözümünün varl k ve tekligine

dönüştürülebilmektedir. Varl k ve Teklik teorisinin temelini ise operatör teoride

Sabit Nokta Teoremleri oluşturmaktad r.

1.1. Tezin Amac

Bu tezin temel amac , skaler ve vektörel formdaki z = F (z, , z) kompleks

diferensiyel denkleminin çözümlerinin var ve tek olmas için denklemin tan m-

land g bölgenin ölçüsüne nas l bagl oldugunu araşt rmak ve bunun için yeterli

koşullar ortaya koymakt r. Diger bir amaç ise incelenen problemin genelleştirilip

yeni sonuçlar ortaya koyabilmenin temelini oluşturmaktad r.
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1.2. Kaynak Özetleri

Öncelikle [1] kaynag ndan kompleks diferensiyel teorisinde çok kullan lan TD ve

D operatörleri ve temel kavramlar ögrenilmi̧stir. Daha sonra ayn kaynag n

4. bölümünden (Sayfa 130 — 149) tezin esas konusu olan bölgenin ölçüsüne bagl

varl k ve teklik teoremleri incelenmi̧stir. Son k s mda [3] kaynag ndan kompleks ve

vektörel formda bir diferensiyel denklem için tan mlanan s n r deger probleminin

çözümünün varl k ve tekligi ele al nm şt r.

1.3. Temel Kavramlar

Tan m 1.1 (X,A, ) ölçülebilir bir uzay ve 1 p < olsun. Lp (X) uzay

Lp (X) = f | f : X C öyleki |f |p d <

olarak tan mlan r ve f Lp (X) fonksiyonunun normu ise

f p = |f |p d
1/p

şeklindedir.

Teorem 1.1 Lp uzay · p normuna göre tamd r.

Ispat: Ispat için referans [7] bak n z.

Tan m 1.2 (Hölder Eşitsizligi) p > 0 ve q, 1
p
+ 1

q
= 1 koşulunu saglayan

bir say olmak üzere her f Lp [a, b] , g Lp [a, b] için

fg f p g q

d r.

Tan m 1.3 D C s n rl bir bölge olmak üzere, D de tan ml kompleks degerli

bir f fonksiyonu için

(TDf) (z) =
1

D

f ( )

z
d d , (1.1)
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şeklinde tan ml TD operatörüne zay f singülerlige sahip Vekua integral operatörü

denir.

Tan m 1.4 D C s n rl bir bölge olmak üzere, D de tan ml kompleks degerli

bir f fonksiyonu için

( Df) (z) =
1

D

f ( )

( z)2
d d , (1.2)

şeklinde tan ml D operatörüne kuvvetli singülerlige sahip Vekua integral oper-

atörü denir.

Tan m 1.5 Bir reel veya kompleks z degi̧skeninin bir f fonksiyonu verilmi̧s olsun.

D bölgesinin tüm z1, z2 noktalar için

|f (z1) f (z2)| H |z1 z2|

olacak şekilde H ve 0 < < 1 sabitleri mevcutsa, f ye D bölgesinde bir Hölder

şart saglar veya D bölgesinde Hölder süreklidir denir. H = H (f) = H (f ;D. )

ya Hölder sabiti, ya Hölder üssü denir. D bölgesinde Hölder sürekli fonksiyon-

lar n oluşturdugu uzaya da Hölder uzay denir. Hölder uzay n da norm

f C = sup
z1=z2 D

|f (z1) f (z2)|
|z1 z2|

şeklinde tan mlan r.

Tan m 1.6 (Cauchy Dizisi) (X,R) bir uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi ol-

sun. Her > 0 için m,n > n oldugunda |xn xm| < olacak şekilde a

bagl bir n dogal say s bulunabiliyorsa (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir. Her

Cauchy dizisi bu uzay n bir noktas na yak ns yor ise o zaman bu uzaya Tam uzay

denir.

Teorem 1.2 Her yak nsak dizi bir Cauchy dizisidir.

Teorem 1.3 Her Cauchy dizisi yak nsakt r.
3



Teorem 1.4 Bir say dizisinin yak nsak olmas için gerek ve yeterli şart bir Cauchy

dizisi olmas d r.

Teorem 1.5 Her Cauchy dizisi s n rl d r. Fakat her s n rl dizi, Cauchy dizisi

degildir.

Tan m 1.7 f : X R olsun. Her x, y X çifti için |f(x) f(y)| < L |x y|
gerçeklenmek üzere bir L R+ sabiti varsa, f fonksiyonuna Lipschitz koşulunu

saglayan fonksiyon; L ye f nin Lipschitz sabiti denir.

Tan m 1.8 X bir normlu vektör uzay ve T : X X bir fonksiyon olsun.

Eger her x, y X için

||Tx Ty|| ||x y||

olacak şekilde bir 0 < < 1 varsa T ye bir daralma(büzülme) fonksiyonu denir.

Teorem 1.6 (X, ||.||) bir Banach uzay olmak üzere T : X X bir daralma

fonksiyonu ise o zaman

(i) T nin bir ve yaln z bir sabit noktas vard r;

(ii) herhangi bir x0 X için {T nx0} iterasyon dizisi, T nin bu sabit noktas na
yak nsar; yani her n N için xn = Txn 1 ile tan ml {xn} iterasyon dizisi
T nin bu sabit noktas na yak nsar.
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2. VARLIK TEOREMLERI

2.1. Kompleks K smi Türevli Denklem Sistemlerinin Çözüm Yap s

j

z
= fj (z, 1, 2, ..., m) , j = 1, 2, ...,m (2.1)

sistemini gözününe alal m. Burada j = j (z) , j = 1, 2, ...,m, m tane kompleks

degerli fonksiyonlar belirlenmeye çal ş lacakt r. Önce bu sistemin çözüm yap s

ortaya konulacak, daha sonra çözümün tekligi ve tek anlaml l g araşt r lacakt r.(2.1)

in sag ndaki fj fonksiyonlar n tümü özdeş olarak s f r ise (2.1) sistemi

j

z
= 0, j = 1, 2, ...,m (2.2)

sistemine indirgenir. Bu durumda j (z) ler uygun bir G C alt bölgesinde

holomorf fonksiyonlar ise = ( 1, 2, ..., m) , (2.2) sisteminin çözümü olur. O

halde her holomorf bileşenli Vektör-degerli fonksiyonlar (2.2) sistemini saglar.

(2.1) sisteminin çözümlerini ortaya koymadan önce

dyj
dt
= fj (t, y1, y2, ..., ym) , j = 1, 2, ...,m (2.3)

reel adi türevli diferensiyel denklem sistemini gözününe alal m.

Diferensiyel hesab n temel teoreminden t = t0 noktas n n uygun bir komşu-

lugunda (2.3) sisteminin bir çözümü

yj (t) = Cj +

t

=t0

fj ( , y1 ( ) , y2 ( ) , ..., ym ( )) d , j = 1, 2, , ...,m (2.4)

olarak yaz labilir. Burada Cj ler yj lerin t0 noktas ndaki degeridir. Yani Cj =

yj (t0) d r.

Tersine (2.4) sisteminin her iki taraf n n t ye göre türetilmesiyle (2.3) sis-

teminin sagland g gösterilebilir. fj ler üzerine konulan uygun koşullar alt nda

(2.4) integral denklem sisteminin tek anlaml olarak çözülebilirligi gösterilebile-

ceginden (2.3) ün (y1, y2, ..., ym) şeklinde bir çözümü tek anlaml olarak belir-

lenebilir. Böylece (2.3) sisteminin yj (t0) = Cj başlang ç koşullar n saglayan

çözümü (y1, y2, ..., ym) tek anlaml olur ve t = t0 noktas nda (C1, C2, ..., Cm)
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degerini al r. O halde her bir çözüm (2.4) deki Cj sabitleri yard m yla tespit

edilebilir.

Şimdi benzer durumu

j

z
= fj (z, 1, 2, ..., m) , j = 1, 2, ...,m

sistemi için ortaya koyal m. G s n rl bir bölge olsun ve ( 1, 2, ..., m) (2.1) in

G da sürekli verilmi̧s bir çözümü olsun. Bu durumda (2.1) diferensiyel denklem

sisteminin ( 1, 2, ..., m) çözümü için

z
j (z) +

1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d =

j

z
fj (z, 1, 2, ..., m) = 0

eşitligi yaz labilir.

Böylece köşeli parantezin içi bir holomorf fonksiyon belirtir. O halde

j (z) = j (z)
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d , j = 1, 2, ...,m (2.5)

olup burada j (z) , G de tan mlanm ş holomorf fonksiyonlard r.

Sonuç olarak (2.1) sisteminin G da sürekli her çözümü (2.5) integral den-

klem sistemini saglar. Burada j ler G de holomorf, G da sürekli fonksiyon-

lard r. (2.5) integral denklem sistemi (2.4) integral denklem sistemine benzemek-

tedir. (2.4) deki Cj sabitlerinin yerine (2.5) sisteminde j, holomorf fonksiyonlar

gelmi̧stir. Diger bir ifadeyle holomorf fonksiyonlarda z ye göre türev sabit rolünü

oynamaktad r.

Tersine j holomorf fonksiyonlar olmak üzere (2.5) integral denkleminin

her çözümü (2.1) denklem sisteminin çözümü olur. (2.1) diferensiyel denklem sis-

teminin çözümlerini ortaya koymak için (2.5) integral denklem sistemini çözmemiz

gerekmektedir. Bunun için fj lerin üzerine konulacak uygun koşullar alt nda

Banach Sabit Nokta Teoremi kullan labilir. Bu durumda her m için G de holo-

morf, G da sürekli 1, 2, ..., m fonksiyonlar için (2.1) sisteminin bir ( 1, ..., m)

çözümü bulunur. O halde (2.1) denklem sisteminin ( 1, ..., m) çözümleri, ele-

manlar holomorf fonksiyonlar olan ( 1, 2, ..., m) vektör degerli fonksiyonlar

yard m yla karakterize edilebilir.
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Dikkate al nacak varl k teoremlerini ortaya koymak için önce

j (z)

z
= fj (z, 1, 2, ..., m) ; j = 1, 2, ...,m

sistemindeki fj fonksiyonlar üzerine baz koşullar koymam z gerekmektedir:

a) z G olmak üzere fj ler m + 1 tane z, 1, 2, ..., m degi̧skenlerinin fonksiy-

onlar olarak sürekli olsun. Ayr ca her j için | j| R ve |fj| KR oldugunu

kabul edelim.

b) fj ler, | j| R, | j| R olmak üzere her z G için

|fj (z, 1, 2, ..., m) fj (z, 1, 2, ..., m)| LR

m

j=1

| j j| (2.6)

düzgün Lipschitz koşulunun sagland g n varsayal m. Burada LR al ş lm ş Lip-

schitz sabitleridir.

Banach sabit nokta teoremini kullanabilmek için, (2.5) integral denklem

sisteminin içinde bulundugu Banach uzay n vermemiz gerekir.

j = j (z) , G da tan ml sürekli, kompleks degerli fonksiyonlar olmak

üzere = ( 1, 2, ..., m) formundaki vektör degerli fonksiyonlar n s n f n R ile

gösterelim. R deki norm sup
G
| j (z)| ifadelerinin en büyügü olarak tan mlan rsa

bu durumda

= max
1 j m

sup
G
| j (z)|

normuna göre R s n f bir Banach uzay olur.

Şimdi

MR = { R : R}

s n f n tan mlayal m.

Lemma 2.1 MR kümesi kapal d r.

Ispat. = ( 1, ..., m), MR nin bir y g lma noktas olsun. Bu durumda

noktas na yak nsayan ve MR uzay ndan seçilen

(k) =
(k)
1 , ...,

(k)
m

7



dizisi mevcuttur. R s n f ndaki yak nsakl k (k)
j lar n j ye düzgün yak nsamas

anlam nda oldugundan noktasal olarak her j ve z G için

(k)
j (z) j (z) , k (2.7)

olur. (k) MR oldugundan (k) R d r. Ayr ca tan m nedeniyle (k)
j R

d r. lim
k

(k)
j (z) = j (z) olmas nedeniyle | j| R yaz labilir. Böylece

= max sup
G
| j (z)| olur. Böylece MR d r. MR kapal d r.(2.1) diferen-

siyel denklem sisteminin sag ndaki fj fonksiyonlar üzerine konulan (a) hipotezi

nedeniyle bir eleman = ( 1, 2, ..., m) MR olan

fj (z, 1 (z) , ..., m (z))

fonksiyonu yard m yla tan mlanan bileşke fonksiyon da G da sürekli olur. Bu

durumda her MR için

1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d

integrali ile tan mlanan fonksiyon kompleks düzlemin tamam nda tan ml ve sürekli

olur. Eger 1, 2, ..., m fonksiyonlar G de holomorf ve G da sürekli iseler bu

durumda

Wj (z) = j (z)
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d (2.8)

olmak üzere

W = (W1, ...,Wm)

G da sürekli bir vektör fonksiyonu tan mlar. Sonuç olarak (2.8) dönüşümü her

MR eleman W R eleman na dönüştürür. Bu dönüşüm operatörünü

T ,f : MR R
T ,f = W = (W1, ...,Wm)

şeklinde gösterelim. Şimdi = ( 1, 2, ..., m) olmak üzere

R < R

eşitsizliginin sagland g n varsayal m. Diger taraftan

G

d d

z
G

d d

| z| 2 mG

8



Schmidt eşitsizliginin kullan lmas yla

|Wj (z)| | j (z)|+ 1

G

|fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))|
| z| d d

R +
1
2 KR mG

eşitsizligi yaz labilir. Böylece

W = max
j
sup
G
|Wj (z)| R +

2
KR mG

olur. Eger G bölgesinin mG ölçüsü 2 KR mG R R eşitsizligi saglanacak

şekilde seçilirse W R elde edilir. Bu durumda W = T ,f görüntüsü MR

kümesi içine düşer. Böylece aşag daki lemma ispatlanm ş oldu.

Lemma 2.2 Eger

mG
(R R )2

4K2
R

(2.9)

eşitsizligi saglan rsa bu durumda T ,f operatörü MR kümesini yine kendi içine

dönüştürür. Diger taraftan

T ,f : MR MR

T ,f = W = (W1, ...,Wm) , j = 1, 2, ...,m

Wj = j (z)
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d

olarak tan mlanan T ,f operatörünün daralma dönüşümü olup olmad g n araşt r-

mak için her , MR elemanlar n n W = T ,f ,W = T ,f görüntülerini

dikkate almak gerekir. Burada = ( 1, ..., m) , W = W1, ...,Wm d r. Tan m

(2.8) den

Wj (z) Wj (z) =
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( )) fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d

(2.10)

yaz labilir. (2.6) Lipschitz koşulu göz önüne al n rsa integrant n pay için

|fj ( , 1 ( ) , ..., m ( )) fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))| LR

m

j=1

| j ( ) j ( )|

mLRmax
j

sup
G
| j j|

= mLRd ( , )

9



eşitsizligi elde edilir. (2.10) bag nt s na Schmidt eşitsizliginin uygulanmas yla

Wj (z) Wj (z)
m
LRd ( , ) 2 mG

2m
LRd ( , ) mG

bulunur. Böylece

d (T ,f , T ,f ) W W = max
j
sup
G

Wj (z) Wj (z)
2m

mGLRd ( , )

eşitsizligi elde edilir. Bu durumda aşag daki Lemma verilebilir:

Lemma 2.3

mG <
4m2L2R

,
2m
LR mG < 1 (2.11)

eşitsizligi saglan rsa T ,f operatörü daralma dönüşümüdür.

Sonuç 2.1

mG <
(R R )2

4K2
R

, KR = sup
G
|fj , 1, ..., m| , (MR yi kendi içine dönüştürmek için)

mG <
4m2L2R

, (LR, fj lere ili̧skin Lipschitz sabitlerinin maksimumu) ( daralma için)

eşitsizlikleri ayn anda sagland g nda T ,f operatörü MR kapal kümesinden yine

kendi için bir daralma dönüşümüdür.

K = min
(R R )2

4K2
R

,
4m2L2R

dersekmG < K eşitsizligi sagland g nda T ,f : MR MR dönüşümü daralma

olur. Bu durumda Banach Sabit Nokta Teoremine göre T ,f operatörü, MR

s n f nda bir tek sabit noktaya sahiptir. O halde

T ,f =

olacak şekilde tek anlaml bir MR eleman vard r. O halde W = için

Wj (z) = j (z)
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d , j = 1, 2, ...,m

saglan r. Bu durumda Wj (z) gösterilimi ile

j (z) = j (z)
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d

10



ifadesi özdeş olarak ayn olur. Böylece aşag daki teorem ispatlanm ş oldu:

Teorem 2.1 = ( 1, 2, ..., m) G’de holomorf, G da sürekli olsun. Eger G

bölgesinin mG ölçüsü (2.9) ve (2.11) eşitsizlikleri saglanacak şekilde yeterince

küçük seçilirse bu takdirde

j

z
= fj (z, 1 (z) , ..., m (z)) , j = 1, 2, ...,m

diferensiyel denklem sisteminin dolay s yla

j (z) = j (z)
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d , j = 1, 2, ...,m

integral denklem sisteminin bir tek çözümü vard r.

Not 2.1 mG, (2.9) ve (2.11) koşullar n saglam yorsa, bu eşitsizlikler saglanacak

şekilde G bir alt bölgesi seçilebilir.

Not 2.2 R0 > R al n r ve z G için, | j (z)| < R0, j = 1, 2, ...,m olmak

üzere fj = fj (z, 1 (z) , ..., m (z)) fonksiyonlar sürekli türetilebilir, yani
fj ,

fj

k smî türevlerine sahip ise bu takdirde fj ler Lipschitz koşulunu da saglarlar.

= u + iv olsun. Bu durumda kompleks k smî türev tan m ndan

fj
u
=

fj
+

fj
,
fj
v
= i

fj fj

olup, buradan fj nin u ve uv degi̧skenlerine göre de k sm türevlerininin var ve

sürekli oldugu sonucu ortaya ç kar. Böylece u ve uv fonksiyonlar n n da ilgili

türevlerinin sürekli oldugu da elde edilmi̧s oldu.

Şimdi her z G ve | | R, = 1, 2, ...,m için

u
Re fj,

u
Im fj,

v
Re fj,

v
Im fj

k smi türevlerinin M ile s n rl oldugunu kabul edelim. Yani her z G için

u
Re fj < M,

u
Im fj < M,

v
Re fj < M,

v
Im fj < M

| | R, = 1, 2, ...,m, = u + iv olmak üzere türev için ortalama deger

teoreminden

Re fj (z, 1, ..., m) Re fj (z, 1, ..., m) =
m

=1

Re fj
u

(u u ) +
Re fj
v

(v v )

(2.12)

11



yaz labilir. Burada Re fj
u
,
Im fj
v
türevleri, (z, 1, ..., m) ve (z, 1, ..., m) nokta-

lar n birleştiren dogru üzerindeki bir noktada hesaplanm şt r.

Benzer şekilde (2.12) bag nt s Im fj için de yaz labilir.

Böylece tekrar fj nin reel ve sanal k s mlar birleştirilip

|u u | | |
|v v | | |

eşitsizlikleri de göz önüne al n rsa LR = 4M Lipschitz sabitleri olmak üzere

|fj (z, 1, ..., m) fj (z, 1, ..., m)| 4M

m

=1

| |

eşitsizligi elde edilir. Çünkü

|fj (z, 1, ..., m) fj (z, 1, ..., m)|
= |Re fj (z, 1, ..., m) Re fj (z, 1, ..., m)

+ i [Im fj (z, 1, ..., m) Im fj (z, 1, ..., m)]|
|Re fj (z, 1, ..., m) Re fj (z, 1, ..., m)|
+ |Im fj (z, 1, ..., m) Im fj (z, 1, ..., m)|

=
m

=1

Re fj
u

(u u ) +
Re fj
v

(v v )

+
m

=1

Im fj
u

(u u ) +
Im fj
v

(v v )

m

=1

Re fj
u

|u u |+ Re fj
v

|v v |

+

m

=1

Im fj
u

|u u |+ Im fj
v

|v v |
m

=1

[M | |+M | |]

+
m

=1

[M | |+M | |]

= 4M
m

=1

| |

olur.

Not 2.3 | | R olmak üzere -düzlemindeki, fj lerin tan ml

oldugu R yar çapl diskleri lerin normlar için R olmas halinde teorem

12



geçerlidir. Ancak z G ve herhangi ler için fj lerin tan ml olmas halinde

herhangi bir için de teorem geçerli olabilir.

Eger z G ve 1, ..., m degi̧skenlerine göre
fj k smî türevleri var sürekli

ve s n rl ise bu takdirde Lipschitz koşulu daima saglan r.

herhangi bir şekilde seçilmek üzere < R ve = R al nabilir. Bu

durumda LR Lipschitz sabiti tek olarak belirlenebilir.

z G ve | | R olmak üzere (z, 1, ..., m) noktalar n n kümesi kompakt

oldugundan bu küme üzerinde |fj| ifadeleri s n rl d r. Her z G, | | R için

KR say lar |fj| KR olarak seçilir. Böylece mG nin bir üst s n r için gerekli

olan tüm sabitler tespit edilebilir. Bu durumda G bölgesi, mG ölçüsü (2.9) ve

(2.11) eşitsizliklerini saglayacak şekilde seçilebilir. Kaŗs t olarak G bölgesi, mG

ölçüsü (2.9) ve (2.11) eşitsizliklerini saglayacak şekilde küçültülebilir.

Şimdi KR say lar n n ve LR Lipschitz koşulunun, fj (z, 1, ..., m) fonksiy-

onun da içinde tan ml oldugu düzlemindeki diskin R yar çap na nas l bagl

oldugunu görmek için basit iki örnek verelim. Her iki örnek de m = 1 hali için

verildi. Yani düzlemde = (z) şeklindeki bir çözümün bulunmas problemi ele

al nacakt r.

f (z, ) = A (z)

olsun. Burada bir dogal say ve |A (z)| k d r. Bu durumda

|f (z, )| KR = kR , z G, | | R

olup böylece

f (z, ) f (z, ) = A ( ( ) ) , N

= A (z) ( ) 1 + 2 + ...+

oldugundan, | | R, | | W için

|f (z, ) f (z, )| k R 1 | |

yaz labilir. O halde LR = k R 1 elde edilir.

Diger bir örnek olarak sag taraftaki fonksiyonu

f (z, ) = A (z)
1 + | |2

13



şeklinde seçelim. N, 2, z G, |A (z)| k olsun.

0 (1 | |)2 = 1 2 | |+ | |2

olmas nedeniyle nin bütün degerleri için

2 | | 1 + 2

olur. Böylece
| |

1 + | |2
1

2
(2.13)

yaz labilir. Bu durumda her z G, | | R için

|f (z, )| KR =
1

2
kR 1

elde edilir. Ayr ca | 2|
1+| |2 olacag ndan |f (z, )| KR.1.R

2 de yaz labilir.

Diger taraftan | 2| = olmas nedeniyle

f (z, ) f (z, ) =
A (z)

1 + | |2 1 + | |2 1 + (1 + )

=
A (z)

1 + | |2 1 + | |2 +

=
A (z)

1 + | |2 1 + | |2 ( ) + 1 1

yaz labilir ve

= ( ) 1 + 2 + ...+ 1 (2.14)

olmas ndan dolay

| |
1 + | |2 1 + | |2

| | 1

1 + | |2 1 + | |2 + ...+
| | 1

1 + | |2 1 + | |2 | |

eşitsizligi elde edilir. Öte yandan köşeli parantezde | | ve | | n n çarpan olarak
ayr lmas yla ve

1

1 + | |2 1,
1

1 + | |2 1

olmas nedeniyle, | | < R, | | < R
| |

1 + | |2 1 + | |2
1

2
R 1 | | (2.15)
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bulunur. Ayr ca

1 1 = 1 1 + 1 (2.16)

yaz labilir. (2.14) de için yaz lan ifade, (2.16) deki 1 1 için yaz l rsa

= | | , = | | , 1 1 = ( ) 1 + 2 + ...+ 1

olduklar da gözönüne al n rsa | | < R, | | < R

1 1

1 + | |2 1 + | |2
| |

1 + | |2
| |2

1 + | |2 ( 1)R 2 | |+R 2 | |
(2.17)

elde edilir.
| |

1 + | |2
1

2
ve

| |2
1 + | |2 1 (2.18)

eşitsizlikleri gözününe al n rsa (2.17) n n sag taraf 1
2
R 2 | | ile s n rland r la-

bilir.Böylece (2.15) ve (2.18) den

|f (z, ) f (z, )| k R 2 | |

elde edilir.Çünkü

|f (z, ) f (z, )| A (z)

1 + | |2 1 + | |2 ( ) + 1 1

A (z) | |
1 + | |2 1 + | |2 +

A (z) 1 1

1 + | |2 1 + | |2
k R 2 | |

2
+
1

2
R 2 | |

d r. Böylece Lipschitz sabiti LR = k R 2 olur.

Not 2.4Bundan sonra j

z
= fj (z, 1, ..., m) , j = 1, 2, ...,m sisteminde fj (z, 1, ..., m)

fonksiyonunun her z G ve 1, ..., m için tan ml ve sürekli oldugunu kabul ede-

cegiz. Her G için fj ( , 1 ( ) , ..., m ( )) fonksiyonu sürekli ve böylece s n rl

oldugundan herhangi bir R eleman için

Wj (z) = j (z)
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( )) fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d ,
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j = 1, 2, ...,m operatörü tan ml d r. Ikinci varsay m olarak her z G ve herhangi

1, ..., m için
fj
,
fj

k smî türevlerinin mevcut, sürekli ve s n rl olduklar n varsayal m. Bu durumda

her z G ve herhangi = ( 1, ..., m) , = ( 1, ..., m) için Lipschitz koşulu

saglan r. Bu durumda L Lipschitz sabiti fj lerin k smî türevlerinin mutlak

degerinin s n r olarak tespit edilebilir.

(2.8) integral operatörü her R için tan ml oldugundan, Banach sabit

nokta teoremi R uzay n n tamam için kullan labilir. Çünkü R nin tamam da

yine R nin kapal bir alt bölgesidir. Bu durumda (2.8) integral operatörünün

daralma olmas n garanti eden G nin ölçüsü ile ilgili olan

mG <
4m2L2R

eşitsizligine ihtiyaç vard r. Ayr ca G nin ölçüsü ile ilgili (2.11) eşitsizliginin, özel

olarak önceden verilen (z) holomorf fonksiyonundan bag ms z oldugu göster-

ilmelidir. Böylece G nin tamam nda tan ml her holomorf fonksiyonu için ilgili

çözüm oluşturulabilir.

holomorf fonksiyonu ile çözümü aras ndaki ili̧skiyi araşt rmak için

diger bir fonsiyonuna kaŗs l k gelen bir başka çözümünü gözönüne alal m.Bu

durumda

T ,f = , T ,f =

yaz labilir. Bu denklem her bir bileşen için yaz l r ve kaŗs l kl bileşenler için fark

oluşturulursa

j (z) = j (z) j (z)
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( )) fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d ,

elde edilir. Lipschitz koşulunun da gözönüne al nmas yla buradan

j (z) j (z) j (z) j (z) +
LR

G

m

=0

| ( ) ( )|
z

d d

yaz labilir. R uzay ndaki metrik tan m ndan

j (z) j (z) d j, j ; | ( ) ( )| d ( , )
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yaz labilir. Böylece Schmidt eşitsizliginin kullan lmas yla,

| j (z) j (z)| d , +
mL

d ( , ) 2 mG

bulunur. 2mL mG = dersek

d ( , ) = max
j

sup
G
| j j| d , + d ( , ) (2.19)

yaz labilir. Şimdi G nin mG ölçüsünü öyle belirleyelim ki integral operatörü için

(2.11) daralma koşulu saglans n. Bu ise bize < 1 olmas gerektigini söyler.

çözümünü belirleyen , veya çözümünü belirleyen holomorf fonksiy-

onlar

T ,f = , T ,f =

denklemlerinden veya ya göre çözüm yap larak bunlar n bileşenleri

j (z) = j (z) +
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d ,

j (z) = j (z) +
1

G

fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d , j = 1, 2, ...,m

şeklinde elde edilir. Buradan fark oluşturulup fark n mutlak degeri için ayn

s n rland rma metodu kullan l rsa

j (z) j (z) d ( , ) +
1
mL2 mGd ( , )

ve buradan da

d , (1 + ) d ( , ) (2.20)

elde edilir.

= T ,f integral denkleminin holomorf fonksiyonu yard m yla oluş-

turulan çözümünü = ve benzer şekilde T ,f = integral denkleminin

çözümünü de = ile göstererek (2.19) ve (2.20) dan

d ( , ) d , + d ( , )

d , (1 + ) d ( , )

d , d , + d ,

(1 ) d , d ,

d ,
d ,

1
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ve ikinci denklemden
d ,

1 +
d ,

olup son iki eşitsizligin birleştirilmesiyle

d ,

1 +
d ,

d ,

1
(2.21)

eşitsizligi elde edilir.
(k)
j ler G de sürekli G de holomorf fonksiyonlar olmak üzere (k)

1

dizisini gözönüne alal m. Burada (k) =
(k)
1 , ...,

(k)
m d r. (k)

1
dizisinin

R uzay ndaki metrige göre = ( 1, ..., m) vektör fonksiyonuna yak nsad g n

varsayal m. Bu durumda R, metrige göre kapal oldugundan (k)
1 ler k için

G da j ye düzgün yak nsar.

Fonksiyonlar Teorisinde holomorf fonksiyonlar içinWeierstrass Yak nsakl k

Teoremlerine göre j limit fonksiyonlar holomorf olmak zorundad r.

Şimdi (k) = (k), = olsun.Bu durumda (2.21) eşitsizliginden

d (k),
1

1
d (k), (2.22)

yaz labilir. k için (k) oldugundan k + için d (k), 0 olur.

O halde (2.22) den k + için d (k), 0 olup buradan (k) = (k)

dizisi = ifadesine yak nsar. Bunlar n bir sonucu olarak dönüşümünün

sürekli oldugunu söyleyebiliriz.

dönüşümü tek anlaml d r. Çünkü G sürekli, verilen her = ( 1, ..., m)

çözümünde j ler (2.5) integral denklem sistemini saglar. Bu durumda her

çözümüne kaŗs l k = ( 1, ..., m) holomorf fonksiyonu tek anlaml olarak belir-

lenebilir.

Tek anlaml l k nedeniyle operatörünün 1 tersi vard r. Bu ters dönüşüm

her çözümüne = 1 şeklinde bir holomorf fonksiyon kaŗs l k getirir.

çözümün ve holomorf fonksiyonu = T ,f operatörü yard m yla birbirine

bagl d r.

Eger = , = 1 denirse o zaman (2.21) eşitsizligi

(1 ) d ( , ) d 1 , 1 (1 + ) d ( , )
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formunda da yaz labilir

(2.21) eşitsizliginden de operatörünün sürekliligi elde edilir. Böylece son

eşitsizlikten 1 operatörünün de sürekli oldugu görülebilir.

G de holomorf, G de sürekli fonksiyonlar n s n f n H ile ve diferensiyel

denklem sisteminin G de sürekli çözümlerinin s n f n W ile gösterelim. Bu du-

rumda H ve W, R s n f n n alt kümeleri olur. Ayr ca H; operatörü yard m yla

W s n f üzerine tek anlaml olarak dönüştürülebilir. Tek anlaml l k ve ve 1

n (iki tara ) sürekliliginden bir topolojik dönüşümdür. Böylece aşag daki

önerme elde edilmi̧s oldu:

dönüşümü, holomorf vektörlerin H kümesini, çözümler kümesine

dönüştüren Topolojik bir dönüşümdür.

Not 2.5 Tutschke [4] çal şmas nda, H üzerindeki s n rland r lmas ile ayn olan

ve R s n f n n yine kendi içine dönüştüren bir topolojik dönüşümün var oldugunu

gösterdi.

Şimdi

1

1 +
d , d , 1 1

1
d ,

eşitsizliginden aşag daki önermeyi (Yaklaş m Teoremini) verebiliriz:

Teorem 2.2 Eger G de holomorf, G de sürekli (k) vektör fonksiyonlar dizisi

, holomorf vektör fonksiyonuna düzgün olarak yak nsarsa bu takdirde (k)

yard m yla oluşturulan (k) çözümler dizisi de yard m yla oluşturulan çözümüne

düzgün olarak yak nsar.

Not 2.6 Bu teoremin ortaya ç k ş nda ve Not 2.5 in elde edili̧sinde Cauchy

singülerligi olan katl integral

G

h ( )

z
d d sup

G
|h| 2 mG

şeklinde Schmidt eşitsizligi yard m yla s n rland r ld . Burada h (z) , G de tan ml ,

sürekli ve s n rl bir fonksiyondur. Ayr ca Teorem 1 in elde edili̧sinde ve Not 3
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de h n n s n rl l g h n n G daki sürekliliginden ortaya ç kar. Çünkü G s n rl bir

bölge ve G kompaktt . Bu tip integraller için 2 ayr s n rland rma teknigi daha

vard r. Önce G bölgesi için mG ölçüsü yerine G nin çap n kullanal m. Bunun

için önce r, z- merkezli disk için kutupsal koordinatlar olmak üzere

G

h ( )

z
d d

G

h ( )

r
rdrd sup

G
|h|

G

drd

yaz labilir.Eger z G ise G noktalar n n z ye olan uzakl klar G nin diamG

yar çap ndan daha büyük olmayacak şekilde seçilebilir.

Not 2.7 Bir kümenin çap , G nin iki̧ser iki̧ser tüm noktalar aras ndaki uzak-

l klar n supremumu olarak tan mlan r. Yani diamG = sup
G
|zi zj| , zi, zj G.

S n rl bölge için diamG daima sonludur. G nin aç k olmas nedeniyle G den

seçilen sabit bir z için G noktalar n n z ye olan uzakl g diamG den kesin

küçük olur.

Böylece her z G için

G

h ( )

z
d d sup

G
|h (z)| 2 diamG

bulunur.

Diger bir s n rland rma ise

G

h1h2d d

G

|h1|p d d
1
p

G

|h2|q d d
1
q

şeklindeki Hölder eşitsizligidir. Burada p, q

1

p
+
1

q
= 1 (2.23)

eşitligini saglayan birbirinden farkl pozitif say lard r. p, q say lar na konjuge üsler

denir.

h1 ( ) = h ( ) , h ( ) =
1

z

olmak üzere Cauchy-singülerligine sahip katl integrale Hölder-eşitsizligi uygu-

lan rsa

G

h ( )

z
d d

G

|h ( )|p d d
1
p

G

d d

| z|q

1
q
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elde edilir. Sag taraftaki ikinci integralde tekrar r, kutupsal koordinatlar kul-

lan l rsa q < 2 olmak üzere

G

d d

| z|q =
G

rdrd

rq
=

G

r1 qdrd 2
r2 q

2 q

diamG

0

=
2

2 q
(diamG)2 q

bulunur. Böylece q < 2 koşulu alt nda

G

d d
| z|q integralin mevcut oldugu görülmüş

olur.

q < 2 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmas nedeniyle p > 2 olmal d r.

G

|h ( )|p d d
1
p

= h p

dersek bu eşitlik h fonksiyonunun Lp normu ad n al r.

Sonuç olarak h fonksiyonu p > 2 olmak üzere Lp normuna sahipse bu

durumda

G

h ( )

z
d d h p

2

2 q
(diamG)2 q

eşitsizligi geçerlidir. Bu s n rland rma, h fonksiyonunun s n rl olmamas halinde

de kullan labilir. Yani bu son eşitsizlik s n rs z h fonksiyonlar için de geçerli

olabilir.

Vekua kendi kitab nda [[5]] bu s n rland rma teknigini sistematik olarak

kulland . Kesim 1.3 deki Lemma 1’in ispat nda bu metodla

G

d d

| z|q
2

2 q

mG
1 q

2

eşitsizligi elde edildi.

Not 2.8 (2.5) integral denklem sisteminin tek anlaml olarak çözülebilirligi Ba-

nach Sabit nokta teoremi yard m yla hesaplanabilir. Ancak Integral operatörün

daralma olmas n saglamak için G bölgesinin mG ölçüsünün (2.11) eşitsizligini

saglamas gerektigini gördük. Ancak H. MEDEN [6] çal şmas nda gösterdigi gibi

eger Schauder Sabit Nokta Teoremi yard m yla çözümün varl g ve Liouville Teo-

remi yard m yla tekligi ispatlanabilirse ölçüsü büyük olan G bölgeleri için de

benzer s n rland rmalar yap labilir.
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Şimdi m = 1 için Liouville teoremini kullanarak s n rland rmay görelim:

f = f (z, (z)) , fonksiyonu her z G ve uygun degi̧skenleri için tan ml ,

sürekli ve s n rl olmak üzere

(z) = (z)
1

G

f ( , ( ))

z
d d (2.24)

integral denklemi gözönüne alal m. f = f(z, ) s n rl oldugundan her z G için

|f (z, )| K (2.25)

olacak şekilde K sabiti vard r.

fonksiyonu G de holomorf, G da sürekli ve G nin de s n rl bir bölge

oldugunu kabul edelim.

(2.24) ün sag taraf , G da sürekli bir = (z) fonksiyonu (2.8) de oldugu

gibi

W (z) = (z)
1

G

f ( , ( ))

z
d d

şeklinde bir W = W (z) fonksiyonuna kaŗs l k getiren bir T ,f operatörü olarak

tan mlanabilir. W = W (z) fonksiyonu z düzleminin tamam nda özellikle de

G da tan ml ve sürekli bir fonksiyondur. Schmidt eşitsizliginin tekrar kullan l-

mas yla W (z) (z) fark için

|W (z) (z)| 1
K2 mG

2K
mG

yaz labilir ve böylece

d (W, ) = sup
G
|W | 2K

mG (2.26)

elde edilir.
2K

mG = R

diyelim. G da tan ml , sürekli = (z) fonksiyonlar n n Banach uzay n R ile

gösterelim.

R den seçilen ve R deki metrige göre fonksiyonuna olan uzakl g R den

küçük kalan fonksiyonlar n n s n f n M ,R ile gösterelim. Yani

M ,R = { R : d ( , ) R}
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olsun. (2.26) eşitsizligi, her R için W = T ,f elaman n n; M ,R s n f na ait

oldugun gösterir. Özellikle T ,f , (2.26) eşitsizliginden dolay M ,R s n f n yine

kendi içine dönüştürür.

Böylece her MR için tan ma uygun olarak

d ( , ) = R

yaz labilir. = 0 dersek 0 R olup buradan 0 MR oldugu

görülür.Buna göre M ,R nin eleman 0 MR olmak üzere = + 0

formunda yaz labilir.Tersine eger 0 MR ise + 0 elaman M ,R s n f na

aittir. Sonuç olarak,M ,R s n f ,MR nin elamanlar n n bir holomorf fonksiyon

ile toplam ndan elde edilen elemanlardan oluşmaktad r.

Diger taraftanMR s n f Lemma1 nedeniyle kapal oldugundanM ,R s n f

da kapal d r.

, R ve 0 < < 1 olsun. Bu durumda + (1 ) eleman

, elemanlar n birbirine baglayan dogru parças olarak tan mlan r.

Ayr ca , M ,R ise o zaman R ve R olup

böylece

[ + (1 ) ] = ( ) + (1 ) ( )

+ (1 )

R + (1 )R = R

olur. O halde , M ,R elemanlar n birbirine baglayan dogru parças yine

M ,R s n f na aittir. Yani , M ,R için 0 < < 1 olmak üzere +

(1 ) M ,R olur.

Eger bir lineer uzaydaki bir kümenin elamanlar n n iki̧ser iki̧ser birleştir-

ilmesiyle oluşan dogru parçalar yine bu kümeye aitse bu kümeye konvekstir denir.

Buna göreM ,R konveks ve kapal bir kümedir.

Şimdi ilave olarak her z G için f (z, ) n n

|f (z, ) f (z, )| L | | (2.27)

Lipschitz koşulunu saglad g n kabul edelim.
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Not 2.9 Not 2.2 deki Lipschitz koşulu yerine uygun bir bölgede f , f türev-

lerinin var, sürekli ve s n rl olduklar hipotez olarak al nabilir. Bu koşullar yeter-

lidir. Al ş lm ş oldugu gibi , M ,R oldugunu kabul etmemiz yeterlidir.

, M ,R olmak üzere W = T ,f ,W = T ,f görüntü elemanlar için

(Schmidt eşitsizliginin de kullan lmas yla)

W (z) W (z) =
1

G

f ( , ( )) f ( , ( ))

z
d d

1
L 2 mG

=
2L

mGd ( , )

yaz labilir. Buradan

d W,W = W W = sup
G

W (z) W (z)
2L

mGd ( , )

olur.

Eger k + için d (k), 0 olacak şekilde bir (k)
1
dizisi oluş-

turulursa o zaman bu s n rland rmaya göre W (k) = T ,f
(k),W = T ,f görüntü

elemanlar için

d W (k),W
2L

mGd (k),

eşitsizligi yaz labilir. O halde k için d T ,f
(k), T ,f 0 olur.Bu ise T ,f

operatörünün sürekli oldugunu gösterir.

Not 2.10 Eger hk = hk (z) fonksiyonlar G de tan ml , sürekli ve |hk| m

şeklinde düzgün s n rl ise bu takdirde

Hk (z) =
1

G

hk (z)

z
d d

integrali de G da düzgün s n rl ve bütün noktalarda ayn dereceden süreklidir.

Not 2.11 |hk| m oldugunda her Hk lar n tümü ayn zamanda s n rl ise

buna ayn dereceden süreklidir denir.

Böylece aşag daki önerme geçerlidir:
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(k)
1

M ,R dizisi verilsin. Bu takdirde T ,f
(k )

=1
görüntüleri

yak nsak olan (k ) alt dizisi vard r.

Not 2.12 T ,f operatörüR s n f n n tamam nda tan ml d r. Ayn sonuç nedeniyle
s n rl herhangi bir dizinin (yani her k için (k) M ) bir alt dizisi vard r ve

bu dizinin T ,f operatörü alt ndaki görüntüsü de yak nsak olur. Diger bir ifade

şekli ile T ,f operatörü tamd r.

(2.25) hipotezinden dolay her z G ve her k = 1, 2, . . . için

f z, (k) K

olur. Diger taraftan W (k) = T ,f
(k) olmas yani diger bir ifadeyle

W (k) = (z)
1

G

f , (k) ( )

z
d d

olmas nedeniyle W (k)
1
dizisi düzgün s n rl ve ayn dereceden süreklidir.

Arzela — Ascoli Teoreminden W (k)
1
dizisinin düzgün yak nsak özellikle

de R deki metrige göre de düzgün yak nsak olan W (k )
=1
alt dizisi vard r.

Diger taraftan W (k) = T ,f
(k ) olmak üzere T ,f operatörü (k )

=1
yak nsak

alt dizisi yine yak nsak T ,f
(k )

=1
alt dizisine dönüştürür.

M ,R ve T ,f nin ortaya konulan özellikleri nedeniyle Schauder Sabit Nokta

Teoremi kullan labilir. Böylece T ,f operatörünün sabit noktas

= T ,f

eşitligini saglar.

Bu durumda sabit noktas (2.24) integral denkleminin çözümü olur ve

nin holomorf bir fonksiyon olmas nedeniyle , G bölgesinde

z
= f (z, )

diferensiyel denklemini saglar.

Şimdi tespit edilen bir (z) holomorf fonksiyonuna kaŗs l k (2.24) integral

denkleminin çözümünün tek olup olmad g n araşt ral m.
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Bunun (2.24) integral denkleminin başka G de sürekli diger bir çözümün

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

(z) = (z)
1

G

f ( , ( ))

z
d d

olup buradan fark dan bag ms z olarak

(z) (z) =
1

G

f ( , ( )) f ( , ( ))

z
d d (2.28)

şeklinde elde edilir.

Cauchy singülerligine sahip katl integral z düzleminin tamam nda tan ml

sürekli ve s n rl bir fonksiyon tan mland g ndan, (2.28) önce yaln zcaG de tan lan-

m ş fonksiyonunun tüm kompleks düzleme geni̧sletmesi olarak düşünülebilir.

Bu şekilde geni̧sletilmi̧s fonksiyon olsun. (2.28) nin sag taraf G n d ş nda

holomorf bir fonksiyon tan mlad g ndan , G n n d ş nda holomorftur.

Böylece G bölgesinde

z
( ) = f (z, ) f (z, )

olur. f = f (z, ) Lipschitz koşulunu saglad g ndan

z
( ) = L | |

yaz labilir. O halde , G de (1.1).den

= e

formunda yaz labilir. Burada , G de holomorf bir fonksiyondur. ise (1.1) de

anlat lan, Cauchy-singülerligine sahip ve katl integralle tan mlanan bir fonksiyon-

dur. Yani

g (z) =
1

z
, = 0

0 , = 0

olmak üzere (z) = 1

G

g( )
z
d d d r.

ve fonksiyonlar kompleks düzlemin tamam nda sürekli ve s n rl

olduklar ndan holomorf fonksiyonu kompleks düzlemde bir sürekli geni̧sletmeye

sahiptir.
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ve fonksiyonlar G n d ş nda holomorf olup ve böylece de G

n d ş nda holomorf fonksiyondur. G ve G n n d ş nda holomorf olan sürekli bir

fonksiyon olan

= ( ) exp ( ) (2.29)

fonksiyonu kompleks düzlemin tamam nda holomorf olmak zorundad r.

ve fonksiyonlar n n s n rl g ndan dolay fonksiyonu da s n rl d r.

Klasik fonksiyonlar teorisindeki Liouville Teoreminden sabit olmak zorundad r.

Böylece (2.28) den z için (z) (z) 0 olur.

Diger taraftan fonksiyonunun s n rl olmas z için (z) 0

olmas n gerektirir. O halde kompleks düzlemde sabit bir fonksiyon olan (z),

kompleks düzlemde s f r olmak zorundad r. O halde her z için özellikle de z G

için (z) (z) = 0 olur. O halde (2.24) integral denkleminin G de birbirinden

farkl iki çözümü olamaz.
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3. BIR KOMPLEKS KISMI TÜREVLI DENKLEM SISTEMI IÇIN

SCHWARZ PROBLEMI

G C basit irtibatl , düzgün s n ra sahip bir bölge olmak üzere, G de

j

z
= Fj (z, 1, ..., m) ; j = 1, 2, ...,m; z G (3.1)

Re j| G = j; Im j (z0) = cj; z0 G; j C1 G,R , 0 < < 1 (3.2)

s n r-deger problemini göz önüne alal m. Burada cj reel sabitler ve C1 G,R G =

G G üzerinde türetilebilir Hölder-sürekli reel degerli fonksiyonlar n s n f d r.

(3.1) sistemindeki Fj, j = 1, 2, ...,m fonksiyonlar n n aşag daki koşullar

saglad g n varsayal m:

(a) z G olmak üzere Fj ler m+1 tane z, 1..., m degi̧skenlerine göre sürekli ve

| j (z)| R, |Fj (z, 1 (z) , ..., m (z))| K (R) (3.3)

olacak şekilde R ve K (R) sabitleri mevcut olsun.

(b) | j (z)| R, j (z) R olmak üzere her z1, z2 G için Fj ler

|Fj (z, 1, ..., m) Fj (z, 1, ..., m)| LR |z1 z2| +
m

i=1

| i i | (3.4)

düzgün Lipschitz koşulunu saglas n. Burada LR, al ş lm ş Lipschitz sabitlerinin

maksimumudur.

Diger taraftan

= ( 1, ..., m) ;

c0 = (c1, ..., cm) ;

w = ( 1, ..., m) = (u1 + iv1, ..., um + ivm)

= (u1, ..., um) + i (v1, ..., vm) =: u+ iv

olmak üzere, (3.1) (3.2) s n r deger problemi

w
z
= F (z,w) , z G, w = ( 1, ..., m) , F = (F1, ..., Fm)

u| G = , v (z0) = c0, z0 G
(3.5)
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şeklinde vektörel formda yaz labilir. (3.1) sisteminden

j (z) = fj (z)
1

G

Fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d , = + i (3.6)

= fj (z) + TGFj (z, 1 (z) , ..., m (z)) , j = 1, 2, ...,m

olur. Burada fj ler G de key holomorf fonksiyonlar ve

TGFj (z, 1 (z) , ..., m (z)) =
1

G

Fj ( , 1 ( ) , ..., m ( ))

z
d d

d r. Böylece (3.5) deki vektörel denklemin bir çözüm gösterimi

w (z) = f (z)
1

G

F ( ,w ( ))

z
d d = f (z) + TGF (z,w) (3.7)

olarak, vektörel integral denklem formunda yaz labilir. Burada f = (f1, ..., fm) ve

TGF (z,w) = (TGF1 (z, 1 (z) , ..., m (z)) , ..., TGFm (z, 1 (z) , ..., m (z)))

dir. w vektörel fonksiyonunun G s n r ndaki davran ş ile f keyfî holomorf

fonksiyonunun s n rdaki davran ş aras ndaki bag nt y ortaya ç karmak için önce

f fonksiyonunun f = + fw şeklinde iki holomorf fonksiyonun toplam şeklinde

yaz labildigini kabul edelim. Ayr ca ve fw holomorf fonksiyonlar s ras yla

Rew| G = u| G = Re | D = , Imw (z0) = v (z0) = Im (z0) (3.8)

Re fw| G = ReTGF (.,w)| G , Im fw (z0) = ImTGF (.,w) (z0) (3.9)

s n r koşullar n saglas n. Böylece (3.7) çözümü

w (z) = + fw + TGF (z,w) (3.10)

şekline gelir.

Teorem 3.1 Eger (3.10) daki ve fw holomorf fonksiyonlar s ras yla (3.8) (3.9)

s n r koşullar n saglarsa bu takdirde (3.10) ile tan mlanan w fonksiyonu (3.5)

Schwarz probleminin çözümü olur.

j C G olmak üzere j skaler fonksiyonunun normunu

j = max sup
G
| j (z)| , sup

z1=z2

| j (z2) j (z1)|
|z2 z1|

(3.11)
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şeklinde tan mlayal m. Burada C G , G ta kompleks degerli Hölder-sürekli

fonksiyonlar n s n f d r. Bu norma göre C G s n f bir Banach uzay d r.

Şimdi

K = w = ( 1, ..., m) : j C G ; j = 1, ...,m

s n f n tan mlayal m. Bu s n ftaki bir normu

w = max
j=1,2,...,m

j (3.12)

şeklinde verebiliriz. Bu norma göre de K s n f bir Banach uzay d r. K s n f n n

bir alt s n f olan

R = {w = ( 1, ..., m) K : w R} K; 0 < R < + (3.13)

s n f n göz önüne alal m. Eger w R ise Fj (z, 1 (z) , ..., m (z)) fonksiyonu

G ta tan ml bir fonksiyon olur. Bu şekilde G ta tan ml bileşke fonksiyonlar n

s n f n Fj (.,w) ile gösterelim.

Teorem 3.2 w R ise (3.4) koşulu alt nda Fj (.,w) C G d r.

Ispat. w = ( 1, ..., m) R olsun. olsun. Bu takdirde olup i C G ,

i = 1, ...,m olup buradan her z1, z2 G için

| i (z2) i (z1)| i |z2 z1|

yaz labilir. (3.4) koşulunun göz önüne al nmas yla

|Fj (z2,w (z2)) Fj (z1,w (z1))| LR |z2 z1| +
m

i=1

| i (z2) i (z1)|

LR 1 +
m

i=1

i |z2 z1|

olur. Bu da Fj (.,w) C G oldugunu gösterir.

Lemma 3.1 R s n f (3.12) normuna göre kapal d r.

Ispat. Göz önüne al nan hipotezler alt nda, R’nin bir w y g lma noktas na
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yak nsayan ve R’den seçilen her (wn)1 Cauchy dizisi için w R oldugu göster-

ilebilir.

(3.4) koşulunun yan nda ilave olarak F = (F1, ..., Fm) fonksiyonunun her

w,w R için

F (.,w) F (., w) L1 w w (3.14)

Hölder-Lipshitz koşulunu saglad g n varsayal m. Diger taraftan

F (.,0) =M, M R+ (3.15)

olsun. Bu durumda

F (.,w) F (.,w) F (.,0) + F (.,0)

L1 w +M

yaz labilir. Böylece, eger w R ise

F (.,w) L1 w +M L1R +M (3.16)

olur. Diger taraftan TG operatörünün

TG : C G C1 G

şeklinde oldugu bilinmektedir. F (.,w) C G oldugundan TGF (.,w) C1 G .

Burada C1 G , birinci basamaktan türetilebilir Hölder-sürekli kompleks degerli

fonksiyonlar n s n f d r.

Lemma 3.2 fw holomorf fonksiyonu için

Re fw| G = ReTGF (.,w)| G
Im fw (z0) = ImTGF (.,w) (z0) , z0 G

s n r koşullar n n sagland g m varsayal m. Eger TGF (.,w) C1 G ise bu takdirde

fw K1 ( ) TGF (.,w) (3.17)

eşitsizligi saglanacak şekilde K1 ( ) sabiti vard r.

Ispat. Bu lemman n ispat için [1] kaynag na bak labilir.
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Eger holomorf fonksiyonu (3.8) s n r koşullar n saglarsa ve Re | G =
koşulundaki fonksiyonu G s n r nda C1 G s n f na aitse, bu takdirde

C1 G olur. Bu durumda önceden verilen her ve c0 için

K2 (3.18)

olacak şekilde bir K2 sabiti bulunabilir. Ortaya konulan hipotezler alt nda (3.10)

daki , fw fonksiyonlar C1 G s n f na ait olur.

Şimdi

T : R K
w W = + fw + TGF (z,w)

operatörünü tan mlayal m. , fw, TGF (.,w) C1 G oldugu aç kt r. Dolay s yla

W C1 G ,dir. (3.14) , (3.15) , (3.16) n n göz önüne al nmas yla

W + fw + TGF (.,w)

K2 +K1 ( ) TGF (.,w) + TGF (.,w)

= K2 + [K1 ( ) + 1] TGF (.,w)

K2 + [K1 ( ) + 1] TG F (.,w)

K2 + [K1 ( ) + 1] TG (L1R +M)

yaz labilir. Böylece aşag daki lemmay verebiliriz:

Lemma 3.3 Eger

K2 + [K1 ( ) + 1] TG (L1R +M) R (3.19)

eşitsizligi saglan rsa, T operatörü R s n f n yine kendi içine dönüştürür.

(3.19) koşulunun gerçeklendigini varsayal m. Bu takdirde T operatörü

T : R K
w W = + fw + TGF (z,w)

şekline gelir.

Şimdi T operatörünün hangi koşullar alt nda daralma operatörü oldugunu

gösterelim.
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W R eleman ndan başka birW R elaman n göz önüne alal m. Bu-

radan

W W = fw fw + TG [F (z,w) F (z,w)] (3.20)

yaz labilir. Burada w R için

W= + fw+TGF (z,w)

d r. Diger taraftan fw fw holomorf fonksiyonu için

Re [fw fw]| G = Re [TG (F (z,w) F (z,w))]| G (3.21)

Im [fw fw] (z0) = Im [TG (F (z,w) F (z,w))] (z0)

s n r koşullar saglan r. (3.21) koşullar n saglayan holomorf fonksiyonlar için

fw fw K1 ( ) TG (F (z,w) F (z,w))

K1 ( ) TG (F (z,w) F (z,w))

eşitsizligi geçerlidir. Böylece (3.16) n n göz önüne al nmas yla

W W fw fw + TG (F (z,w) F (z,w))

K1 ( ) TG F (z,w) F (z,w)

+ TG F (z,w) F (z,w)

= [K1 ( ) + 1] TG F (z,w) F (z,w)

[K1 ( ) + 1] TG L1 w w (3.22)

elde edilir. Bu eşitsizligin sol taraf TGw TGw d r.

Sonuç 3.1 Eger

[K1 ( ) + 1] TG L1 < 1 (3.23)

eşitsizligi saglan yorsa, T : R R operatörü bir daralma dönüşümüdür.

Böylece aşag daki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.3 K1 ( ) , K2, L1, R,M pozitif reel sabitleri s ras yla (3.17), (3.18),
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(3.14), (3.13) ve (3.15)’teki gibi olmak üzere, (3.19) ve (3.23) eşitsizliklerinin sag-

land g n varsayal m. Bu takdirde

T : R K
w W = TGw = + fw + TGF (z,w)

olarak tan mlanan operatörün Tw = w şeklinde bir tek sabit noktas vard r

Sonuç 3.2 (3.12) normuna göre R s n f bir Banach uzay d r. (3.19) eşitsi-

zliginin saglanmas durumunda T : R K operatörü R s n f n kendi

içine dönüştürür. (3.23) eşitsizligi saglan rsa, T operatörü bir daralma dönüşümü

olur. Böylece Banach Sabit Nokta Teoremi’ne göre T : R R oper-

atörünün TGw = w şeklinde bir tek w R sabit noktas vard r. Bu w sabit

noktas (3.5) s n r-deger probleminin çözümüdür. Dolay s yla w = ( 1, ..., m)

çözümünün bileşenleri için (3.1) sistemi ve (3.2) koşullar saglan r. Böylece (3.1)

sisteminin (3.2) koşullar n saglayan çözümü var ve tektir.
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez, iki temel problemden oluşmaktad r. Ilk k s mda bir kompleks difer-

ensiyel denklemin çözümünün varl k ve tekliginin bölgenin ölçüsüne nas l bagl

oldugunu Hölder normu kullanarak incelenmi̧stir. Dolay s yla bu bir lokal prob-

lemdir. Kompleks düzlemde incelenen bu problem kompleks diferensiyel denklem

sistemine ve n boyutlu kompleks uzaya da uygun koşullar alt nda geni̧sletilebilir.

Bu durum henüz incelenmemi̧stir. Ayr ca Hölder uzay nda Hölder normu kul-

lan larak incelenen bu lokal problem Banach uzay gibi başka fonksiyon uzay-

lar nda da incelenebilir.

Tezin ikinci k sm nda kompleks düzlemin bir basit irtibatl bölgesinde

tan mlanan belli tipten kompleks diferensiyel denklem sistemi bir tek vektörel

denkleme dönüştürülmüş ve daha sonra bu vektörel denklem için tan mlanan

Schwarz probleminin çözümünün varl k ve tekligi araşt r lm şt r. Burada incele-

nen problem için varl k ve teklik bölgenin ölçüsüne bagl degildir. Bu problemde

de Hölder normu kullan lm şt r. Bu normun d ş nda başka fonksiyon uzay normu

kullan larak yeni sonuçlar elde edilebilir. Ayr ca ele al nan kompleks diferensiyel

denklem sistemi için Dirichlet s n r deger problemi henüz incelenmemi̧stir.
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