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OZET

LINEER OLMAYAN KOMPLEKS KISMI TUREVLI DENKLEMLERIN
COZUMLERI -ICIN LOKAL VARLIK VE TEKLIK TEOREMLERI
OZTURK, Hakan
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kerim KOCA
Haziran 2014, 35 sayfa

Bu tez dort bolumden olusmaktadir.

Birinci bolimde tezin amaci, konunun gincelligi ve kaynaklar hakkinda bilgi

verilmistir.

Ikinci bélimde bir kompleks sinir deger probleminin ¢ozimlerinin varhik ve tekligi

konusunda lokal bir inceleme yapilmstir.

Uciincli boliimde ise bir kompleks diferensiyel denklem sistemi vektorel diferensiyel
denklem formuna donusturilerek ¢ozimun varhk ve tekligi icin saglanmas: gereken

kosullar ortaya konmustur.

Son bolumde ise tezdeki sonuglar hakkinda kisa bilgi verilmis ve ileri bir asama

olarak nelerin yapilabilecegi agiklanmistur.

Anahtar kelimeler: Kompleks kismi tirevli denklemler, Lokal varlik ve teklik

teoremi, Holder uzayi, Schwarz problemi



ABSTRACT

LOCAL EXISTENCE AND UNIQUENESS THEOREMS FOR COMPLEX
PARTIAL SOLUTION OF NONLINEAR EQUATION
OZTURK, Hakan
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA
June 2014, 35 pages

This thesis consists of four parts.

In the first part of the thesis goal and topicality of the subject is given information

about the resources.

In the second part of a complex existence and uniqueness of solutions of boundary

value problems has been evaluated on the local.

In the third part of a complex system of differential equations converted to vector
form solutions of differential equations to be satisfied for the existence and

uniqueness conditions have been revealed.

In the last part of the thesis results and provided brief information about what can be
done in an advanced stage is described.

Key Words: Complex partial differential equations, Local existence and uniqueness

theorem, Holder space, Schwarz problem
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SIMGELER DIiZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

Kompleks diizlem (z-diizlemi)

Kompleks diizlemin bir alt bolgesi

D bolgesinin kapanisi

D alt bolgesinin sinir1

z kompleks sayisinin reel kismi

z kompleks sayisinin sanal kismi

p normlu fonksiyon uzay1

Cauchy tipi zayif singiilerlilige sahip operator
Cauchy tipi kuvvetli singiilerlige sahip operator
1. basamaktan kismi tiirevleri siirekli fonksiyonlar sinifi

z ye gore kismi tiirev operatorii

D iizerinde tanimli Holder siirekli kompleks degerli fonksiyonlarin sinifi
1.basamaktan kismi tiirevleri mevcut ve Holder siirekli fonksiyonlarin sinifi
D bolgesinin Lebesque dl¢iimii

D ye ait k.basamaga kadar tiirevlere sahip tiim test fonksiyonlarin sinifi

vi



1. GIRIiS

Reel veya kompleks diferensiyel denklemler teorisinde en énemli konular-
dan birisi de denklemi ¢ozmeden ¢oziimlerin varlik ve tekliginin arastirilmasidir.
Bunun i¢in denklemde bilinen fonksiyonlar, denklemin katsayilari, baslangi¢ veya
sinir kogullar1, v.s. yardimiyla varlik ve teklik kosullari ortaya konmaktadir.
Ortaya konulan kogullarin gerekli veya yeterli olup olmadigi ayr1 bir arastirma
konusudur.

Smir deger problemlerinin ¢oziimlerinde verilen bolge degismez. Ciinkii verilen
bolgenin smir1 iizerinde bilinmeyen fonksiyonunun degeri verilmektedir. Ancak
sinir kosulu olmaksizin belli tipten kompleks diferensiyel denklemlerin ¢oziim-

lerinin varligr ve tekligi verilen bolgenin 6lciisiine de baglh olabilir.

Bu tezde ws = F' (2, w, w,) formundaki diferensiyel denklemin sinir kogullar:
olmaksizin ¢oziimiiniin varlik ve tekliginin herhangi bir bolgenin 6l¢iisiine nasil

bagl oldugu ortaya konulmustur. Inceleme Holder uzayinda yapilmistir.

Cesitli fen ve miihendislik alaninda ortaya c¢ikan diferensiyel denklemlerin
coziimleri genellikle integral denklemlerle veya integral denklem sistemleri ile ifade
edilebilmektedir. Bu durumda diferensiyel denklemin ¢oziimiiniin varlik ve tekligi
integral denklemin veya integral denklem sisteminin ¢oziimiiniin varlik ve tekligine
doniigtiiriilebilmektedir. Varlik ve Teklik teorisinin temelini ise operator teoride

Sabit Nokta Teoremleri olugturmaktadir.

1.1. Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci, skaler ve vektorel formdaki ws; = F(z,w,w,) kompleks
diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin var ve tek olmasi i¢in denklemin tanim-
landig1 bolgenin dl¢iisiine nasil bagl oldugunu arastirmak ve bunun igin yeterli
kosullar1 ortaya koymaktir. Diger bir amag ise incelenen problemin genellestirilip

yeni sonuglar ortaya koyabilmenin temelini olusturmaktadir.



1.2. Kaynak Ozetleri

Oncelikle [1] kaynagindan kompleks diferensiyel teorisinde ¢ok kullanilan T ve
I1p operatorleri ve temel kavramlar 6grenilmistir. Daha sonra ayni kaynagin
4. boliimiinden (Sayfa 130 — 149) tezin esas konusu olan bolgenin dl¢iisiine baglh
varlik ve teklik teoremleri incelenmigtir. Son kisimda [3] kaynagindan kompleks ve
vektorel formda bir diferensiyel denklem i¢in tanimlanan sinir deger probleminin

¢oziimiiniin varlik ve tekligi ele alinmigtar.

1.3. Temel Kavramlar

Tanim 1.1 (X, A, ) olgiilebilir bir uzay ve 1 < p < oo olsun. L, (X) uzay1

Lp(X):{f| f:X—>(C6yleki/|f|pd,u<oo}

olarak tamimlanir ve f € L, (X) fonksiyonunun normu ise

1/p
11, = (/Ifl”du)

seklindedir.
Teorem 1.1 L, uzay1 |-||, normuna gore tamdr.
Ispat: Ispati icin referans [7] bakiniz.

Tanim 1.2 (Hélder Esitsizligi) p > 0 ve g, %4—% = 1 kosulunu saglayan

bir say1 olmak tizere her f € L, [a,b], g € L, [a,b] igin

gl < W £1l, llgll,

dir.

Tanim 1.3 D C C siirh bir bolge olmak iizere, D de tanimli kompleks degerli

bir f fonksiyonu i¢in

To) () =~ [[ L acan (1)
2



seklinde tanimhi T, operatoriine zayif singiilerlige sahip Vekua integral operatorii

denir.

Tanim 1.4 D C C siirh bir bolge olmak iizere, D de tanimli kompleks degerli

bir f fonksiyonu icin
1
or) ()= 1 [ [ L ican 12)
D

seklinde tanmimli I1p operatoriine kuvvetli singiilerlige sahip Vekua integral oper-

atorii denir.

Tanim 1.5 Bir reel veya kompleks z degiskeninin bir f fonksiyonu verilmis olsun.

D bolgesinin tiim z1, 2o noktalar: i¢in

|f (21) = f ()] < H |21 — 2|"

olacak gekilde H ve 0 < oo < 1 sabitleri mevcutsa, f ye D bolgesinde bir Holder
sart1 saglar veya D bolgesinde Holder siireklidir denir. H = H, (f) = H (f; D.«)
ya Holder sabiti, a ya Holder iissii denir. D bolgesinde Holder siirekli fonksiyon-

larin olusturdugu uzaya da Holder uzayi denir. Holder uzayin da norm

”f”ca = sup |f(zl) B f(22)|

«
z17#22€D |Z1 - ZQ|

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.6 (Cauchy Dizisi) (X,R) bir uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi ol-
sun. Her ¢ > 0 i¢in m,n > n. oldugunda |z, — z,,| < & olacak sekilde ¢ a
baglh bir n. dogal sayis1 bulunabiliyorsa (z,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir. Her
Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina yakinsiyor ise o zaman bu uzaya Tam uzay

denir.

Teorem 1.2 Her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.

Teorem 1.3 Her Cauchy dizisi yakinsaktir.
3



Teorem 1.4 Bir say1 dizisinin yakinsak olmasi icin gerek ve yeterli sart bir Cauchy

dizisi olmasidir.

Teorem 1.5 Her Cauchy dizisi stmirhdir. Fakat her simirh dizi, Cauchy dizisi

degildir.

Tanmim 1.7 f: X — R olsun. Her z,y € X cifti i¢in |f(z) — f(y)| < L |z — y|
gerceklenmek {izere bir L € R* sabiti varsa, f fonksiyonuna Lipschitz kosulunu

saglayan fonksiyon; L ye f nin Lipschitz sabiti denir.

Tanim 1.8 X bir normlu vektér uzay ve T' : X — X bir fonksiyon olsun.
Eger her x,y € X icin

1Tz = Tyl < allz =yl

olacak sekilde bir 0 < ov < 1 varsa T ye bir daralma(biiziilme) fonksiyonu denir.

Teorem 1.6 (X,||.||) bir Banach uzay1 olmak tizere 7' : X — X bir daralma

fonksiyonu ise o zaman

(i) T nin bir ve yalniz bir sabit noktas1 vardir;

(ii) herhangi bir zy € X icin {7z} iterasyon dizisi, 7" nin bu sabit noktasma
yakinsar; yani her n € N i¢in z,, = Tx,,_; ile tammh {z,} iterasyon dizisi

T nin bu sabit noktasina yakinsar.



2. VARLIK TEOREMLERI

2.1. Kompleks Kismi Tiirevli Denklem Sistemlerinin C6ziim Yapaisi

]
0z

sistemini goziiniine alahm. Burada w; = w; (2), j = 1,2, ..., m, m tane kompleks

:fJ (Z,WI,WQ,...,Wm), j:1,2,...,m (21)

degerli fonksiyonlar1 belirlenmeye caligilacaktir. Once bu sistemin ¢oziim yapisi
ortaya konulacak, daha sonra ¢oziimiin tekligi ve tek anlamhiligi aragtirilacaktir.(2.1)
in sagindaki f; fonksiyonlarin tiimii 6zdes olarak sifir ise (2.1) sistemi

%:O, j=12,....m (2.2)

sistemine indirgenir. Bu durumda w; (z) ler uygun bir G C C alt bolgesinde

holomorf fonksiyonlar ise w = (w1, ws, ..., W), (2.2) sisteminin ¢oziimii olur. O

halde her holomorf bilegenli Vektor-degerli fonksiyonlar (2.2) sistemini saglar.
(2.1) sisteminin ¢oziimlerini ortaya koymadan 6nce

dy; .
d_t] - fj (tvylayQa "'7ym)7 J= L2,...,m <23)

reel adi tiirevli diferensiyel denklem sistemini goziiniine alalim.
Diferensiyel hesabin temel teoreminden ¢ = ¢y noktasinin uygun bir komsu-

lugunda (2.3) sisteminin bir ¢oziimii

yj (t) = Cj + /f] (T,yl (T) , Y2 (T),...,ym (T)) dT, j = 1,2,,...,m (24)

olarak yazilabilir. Burada Cj ler y; lerin ¢y noktasindaki degeridir. Yani C; =
yj (to) dur.

Tersine (2.4) sisteminin her iki tarafinin ¢ ye gore tiiretilmesiyle (2.3) sis-
teminin saglandigr gosterilebilir. f; ler tizerine konulan uygun kosullar altinda
(2.4) integral denklem sisteminin tek anlamlh olarak ¢oziilebilirligi gosterilebile-
ceginden (2.3) iin (y1, Y2, ..., Ym) seklinde bir ¢oziimii tek anlamh olarak belir-
lenebilir. Boylece (2.3) sisteminin y; (¢g) = C}; baslangi¢ kosullarim saglayan

¢ozimii (y1, Yo, ..., Ym) tek anlamh olur ve t = ¢, noktasmda (Cy,Cy,...,Cy,)
5}



degerini alir. O halde her bir ¢oziim (2.4) deki C; sabitleri yardimiyla tespit
edilebilir.
Simdi benzer durumu

3(,0]'
— = fi(z,w1,Wa, ..y Wi), J=1,2,....m
az f]( y W1y W2y eeey ) J

sistemi i¢in ortaya koyalim. G smurh bir bélge olsun ve (wy,ws, ..., wy,) (2.1) in

G da siirekli verilmis bir ¢oziimii olsun. Bu durumda (2.1) diferensiyel denklem

sisteminin (w1, wa, ..., wy,) ¢ozlimii igin

0z

% Wi (2) + %// fj <C’w1 <§)_, .Z:.’wm (C))dﬁdn = %—f] (z,wl,wg, ...,wm) =0
G

esitligi yazilabilir.

Boylece kogeli parantezin i¢i bir holomorf fonksiyon belirtir. O halde

w; () =, (2) — %//fj (Ceon (g)_ Z“m D gean. j=1.2...m  (25)
G

olup burada ®; (2), G de tanimlanmig holomorf fonksiyonlardir.

Sonug olarak (2.1) sisteminin G da stirekli her ¢oziimii (2.5) integral den-
klem sistemini saglar. Burada ®; ler G de holomorf, G da siirekli fonksiyon-
lardir. (2.5) integral denklem sistemi (2.4) integral denklem sistemine benzemek-
tedir. (2.4) deki C; sabitlerinin yerine (2.5) sisteminde ®;, holomorf fonksiyonlar:
gelmigtir. Diger bir ifadeyle holomorf fonksiyonlarda Z ye gore tiirev sabit roliinii
oynamaktadir.

Tersine ®; holomorf fonksiyonlar olmak tizere (2.5) integral denkleminin
her ¢oziimii (2.1) denklem sisteminin ¢oziimii olur. (2.1) diferensiyel denklem sis-
teminin ¢oziimlerini ortaya koymak igin (2.5) integral denklem sistemini ¢6zmemiz
gerekmektedir. Bunun igin f; lerin iizerine konulacak uygun kosullar altinda
Banach Sabit Nokta Teoremi kullanilabilir. Bu durumda her m i¢in G de holo-
morf, G da siirekli ®;, ®,, ..., ®,, fonksiyonlar1 i¢in (2.1) sisteminin bir (wy, ..., wp)
¢oziimii bulunur. O halde (2.1) denklem sisteminin (wy, ...,w,,) ¢dziimleri, ele-
manlar1 holomorf fonksiyonlar olan (®q, ®s, ..., ®,,) vektor degerli fonksiyonlar:

yardimiyla karakterize edilebilir.



Dikkate alinacak varlik teoremlerini ortaya koymak i¢in ¢nce

Ow; (2)
0z

= f] (Z,w17w2, ,wm)’ ] = ]_’2, ”‘7m

sistemindeki f; fonksiyonlar: tizerine baz1 kosullar koymamiz gerekmektedir:

a) 2 € G olmak iizere f; ler m + 1 tane 2, w;,wy, ..., w,, degiskenlerinin fonksiy-
onlar olarak siirekli olsun. Ayrica her w; i¢in |w;| < R ve |f;| < Kg oldugunu
kabul edelim.

b) f; ler, |w;| < R, |@;| < R olmak {izere her z € G igin
115 (2o w1, w2, e wm) = fi (2,@1, @, oy @) | S LY |y — @51 (2.6)
j=1

diizgiin Lipschitz kogulunun saglandigini varsayalim. Burada Lz ahgilmig Lip-
schitz sabitleridir.

Banach sabit nokta teoremini kullanabilmek igin, (2.5) integral denklem
sisteminin i¢inde bulundugu Banach uzayimi vermemiz gerekir.

w;j = wj(2), G da tammh siirekli, kompleks degerli fonksiyonlar olmak
tizere w = (w1, wa, ..., wy,) formundaki vektor degerli fonksiyonlarin sinifin1 R ile
gosterelim. R deki norm sgp lw; (z)| ifadelerinin en biiytigii olarak tanimlanirsa

bu durumda

lwll = max sup |w; (2)]

normuna gore R sinifi bir Banach uzay1 olur.
Simdi
Mr ={w e R : vl < R}

sinifinl tanimlayalim.
Lemma 2.1 My kiimesi kapalidir.

Ispat. w, = (Ws1,...,wWsm), Mg nin bir yigilma noktas: olsun. Bu durumda

w, noktasina yakinsayan ve Mz uzayindan segilen

wh) = (w(lk), ...,wﬁ,’f))
7



dizisi mevcuttur. R smifindaki yakinsaklik wg-k) larin w,; ye diizgiin yakinsamasi

anlaminda oldugundan noktasal olarak her j ve z € G icin
Wi (2) = wi (2), k — 00 (2.7)

olur. w® € Mz oldugundan Hw(k)” < R dir. Ayrica tanim nedeniyle ‘w&k)‘ <R
dur. /}1_{20 W (2) = wsj (2) olmasi nedeniyle |w,;| < R yazlabilir. Boylece
|w. || = max sup |w.; (2)| olur. Boylece w, € Mg dir. My kapahdir.(2.1) diferen-
siyel denklemGsisteminin sagindaki f; fonksiyonlar: iizerine konulan (a) hipotezi

nedeniyle bir eleman w = (wy,ws, ..., w,,) € Mz olan

fi(z,w1(2),.ywm (2))

fonksiyonu yardimiyla tanimlanan bilegke fonksiyon da G da siirekli olur. Bu

durumda her w € Mg icin

L[5 Q:oion )
G

integrali ile tanimlanan fonksiyon kompleks diizlemin tamaminda taniml ve stirekli

olur. Eger ®,,®,, ..., ®,, fonksiyonlar1 G de holomorf ve G da siirekli iseler bu

durumda

W) =) - 1 [[ L8l

olmak {izere

W = (Wl, ceey Wm)

G da siirekli bir vektor fonksiyonu tanimlar. Sonug olarak (2.8) doniisiimii her

w € Mg elemant W € R elemanina doniigtiirtir. Bu doniigiim operatoriinii

T¢7f1 MR — R
w = Tyw =W=W,..,W,)

seklinde gosterelim. Simdi ® = (®q, @, ..., D,,,) olmak iizere
|®| <R <R

esitsizliginin saglandigini varsayalim. Diger taraftan

2] ity




Schmidt esitsizliginin kullanilmasiyla

W < )+ [ |(§> o ) e
G

1
< R+ 22y/7KzrVmG
T
esitsizligi yazilabilir. Boylece

2
[W|| = maxsup [IV; (2)] < B + —=Kv/mG
b G NZ3

olur. Eger GG bolgesinin mG olgiisii %K rVmG < R — R’ esitsizligi saglanacak
sekilde segilirse ||W]| < R elde edilir. Bu durumda W = T} jw goriintiisiic Mg

kiimesi i¢ine diiger. Boylece asagidaki lemma ispatlanmig oldu.

Lemma 2.2 Eger )
m(R—R)
G — 7
= TR

esitsizligi saglanirsa bu durumda T} ; operatorii Mz kiimesini yine kendi icine

(2.9)

dontistiiriir. Diger taraftan

T¢7f : MR — MR

w — Tyw=W=Wy,. Wy, j=12,..,m
Wj — ¢j (Z) o %//f] (C>W1 (C) y ooy Win, (C))dfdn
G

(—z
olarak tamimlanan 7} ; operatoriiniin daralma dontistimii olup olmadigini arastir-
mak icin her w,w € Mg elemanlarmm W = T¢7fw,va = Ty jw goriintiilerini

dikkate almak gerekir. Burada w = (w1, ...,w0n) , W= <W1, ey Wm> dir. Tanim
(2.8) den

Wj (Z) _ /M7J (Z) _ _%//‘fj <C7w1 (C) 30 Wm (C)) - fj (Caal (g) j ey Win (C))

=z d&dn

(2.10)

yazilabilir. (2.6) Lipschitz kogulu gz 6niine alinirsa integrantin pay1 igin

15 (G wi(Q) s s wm (€)) = £5 (G @01 (Q) 5oy 0m ()] < LRZM(C)—@'(C)I
< mLpmax sup |w; — w;]
J G

= mLgd(w,w)



esitsizligi elde edilir. (2.10) bagmtisina Schmidt egitsizliginin uygulanmasiyla

W) (2) = W, ()] < ™ Lid (0, 2) 2/ < 2\/—”;LRd (w,5) VG

bulunur. Boylece

- — — 2 -
d(Ty, yw, Ty, s0) HW - WH = maxsup ‘Wj (2) =W, (2)| < \/—ﬂiVmGLRd (w,w)
i« T

esitsizligi elde edilir. Bu durumda asagidaki Lemma verilebilir:

Lemma 2.3

T 2m

esitsizligi saglanirsa T y operatorii daralma dontigtimiidiir.

Sonug 2.1
T (R-R)’ R .
mG < W’ Kr = SIGIP |fiC w1,y ooy wim| |, (Mg yi kendi igine doniistiirmek icin)
mG < L, (Lg, f; lere iligkin Lipschitz sabitlerinin maksimumu) ( daralma igin)
4m2L% /

esitsizlikleri ayn1 anda saglandiginda Ty ; operatorii Mz kapali kiimesinden yine
kendi icin bir daralma doniistimiidiir.

_(n(R-R)* =«
K =
. < AKZ O Am?LE,

dersek mG < K esitsizligi saglandiginda T, ,: Mz — My donistimii daralma
olur. Bu durumda Banach Sabit Nokta Teoremine gore T} ; operatorii, Mg

sinifinda bir tek sabit noktaya sahiptir. O halde
Ty fw=w

olacak gekilde tek anlaml bir w € My eleman vardir. O halde W = w igin

Wj (Z) = (I)j (Z) — %//fj (Cawl (C) e Wm (C))dédn, j = 1,2, .., m
G

(—z

saglanir. Bu durumda W, (z) gosterilimi ile

(—=z

10



ifadesi 6zdes olarak ayni olur. Boylece agagidaki teorem ispatlanmis oldu:

Teorem 2.1 & = (&, Py, ..., P,,) G’de holomorf, G da siirekli olsun. Eger G
bolgesinin mG olgiisii (2.9) ve (2.11) egitsizlikleri saglanacak sekilde yeterince

kiigiik secilirse bu takdirde
]
0z

diferensiyel denklem sisteminin dolayisiyla
1 ; ey Win .
w; (Z) _ q)] (Z) o _//f] (Cﬂwl (CC) ) . y W (C))dgd/'% j = 172’ o
T _

integral denklem sisteminin bir tek ¢oziimii vardir.

= fi(z,w1(2),ywm (2)), 7=1,2,...,m

Not 2.1 mG, (2.9) ve (2.11) kosullarini saglamiyorsa, bu esitsizlikler saglanacak
sekilde G bir alt bolgesi segilebilir.

Not 2.2 Ry > R almir ve z € G igin, |w; ()] < Ro, j = 1,2,...,m olmak
8f] of;

v 0wy

tizere f; = f; (z,w1(2),...,wn (2)) fonksiyonlar: siirekli tiiretilebilir, yani 5
kismi tiirevlerine sahip ise bu takdirde f; ler Lipschitz kosulunu da saglarlar.

w, = u, + v, olsun. Bu durumda kompleks kismi tiirev tanimindan

Ofi _0fi L 90f 0fi . (0f _ 91
ou, Ow, 0w, Ov, ow, 0w,

olup, buradan f; nin u, ve u, degiskenlerine gore de kismi tiirevlerininin var ve

siirekli oldugu sonucu ortaya cikar. Boylece u, ve wu, fonksiyonlarmin da ilgili
tiirevlerinin siirekli oldugu da elde edilmis oldu.

Simdi her z € G ve |w,| < R, p=1,2,...,m igin

08 Ref], 0 Imfj,a8 Ref], 0 Imfj

kismi tiirevlerinin M ile sinirli oldugunu kabul edehm. Yani her 2z € G icin

0 0 0 0
‘a—uyRefj <M, 8—%1me <M,‘8—%Refj <M, a—vylmf] <M
lwu| < Ryp=1,2,...,m, W, = u, + v, olmak iizere tiirev i¢in ortalama deger
teoreminden
“~[OR . Ref; _
Refj (Z7w17~--7 ) R‘ef] (Z Wiy -y W'm = Z |: a;yf] uu _UV) + aevfj (Ul/ _Ul/)‘|

(2.12)



- ORef; Imf;
yazilabilir. Burada =54, 7=

tiirevleri, (z,w1,...,wn) ve (2,w1, ...,W,,) nokta-
larini birlestiren dogru iizerindeki bir noktada hesaplanmigtir.
Benzer gekilde (2.12) bagmtisi Im f; i¢in de yazilabilir.

Boylece tekrar f; nin reel ve sanal kisimlar birlegtirilip

AN
B
N
|
&
s

|y, — |
|UV _’17V| < |wu _wu|

esitsizlikleri de g6z 6niine alimirsa Lz = 4M Lipschitz sabitleri olmak iizere
11 (201, o) = [ (2,81, o, Bo)| S AMY |, — @y
v=1
esitsizligi elde edilir. Ciinkii

|fj (Z,(.L)17 ...,wm) — fj (27@1, ,@m)|

= |Ref; (z,w1,...,wn) — Re fj (2,01, ..., W)

+i[Im f; (2, w1, ooy i) — Im f; (2,01, ..., O]

< |Re f; (2, w1, ..., wm) — Re fj (2,01, ..., W)

+|Im f; (2, w1, ooy wi) — Im f (2,01, ..., Win)|
_ Vzmj Pg;fj (u, — ) + P;eTfj (v, — %)}

. zm; V%ﬁ (uy —T0,) + Iglvfj (v, — m} '
£ PR oo

+é Hagfyfj |uy—ay|+‘lgnvfj |v1,—i7y|]
< S Ml Bl + M, 5]

v=1

+i M |w, — &,| + M |w, —@,|]

v=1

= 4MZ lw, — @, |
v=1
olur.

Not 2.3 |w,| < R olmak iizere w,-diizlemindeki, f; lerin tanimh

oldugu R yarigaph diskleri ® lerin normlari i¢in ||®|| < R olmas: halinde teorem
12



gecerlidir. Ancak z € G ve herhangi w, ler icin f; lerin tamimh olmas: halinde
herhangi bir ¢ icin de teorem gegerli olabilir.

Eger z € G ve wy, ..., w,, degiskenlerine gore % kismi tiirevleri var stirekli
ve sinirli ise bu takdirde Lipschitz kogulu daima saglanir.

® herhangi bir sekilde segilmek iizere ||®|| < R ve ||®| = R’ alinabilir. Bu
durumda Lg Lipschitz sabiti tek olarak belirlenebilir.

z € G ve |w,| < Rolmak iizere (2, wy, ..., W, ) noktalarmin kiimesi kompakt
oldugundan bu kiime iizerinde |f;| ifadeleri smirhdir. Her 2 € G, |w,| < R igin
Kpg sayilan |f;| < Kpg olarak secilir. Boylece mG nin bir iist sinir icin gerekli
olan tiim sabitler tespit edilebilir. Bu durumda G bolgesi, mG olgiisii (2.9) ve
(2.11) egitsizliklerini saglayacak sekilde segilebilir. Karsit olarak G bolgesi, mG
olgiisii (2.9) ve (2.11) esitsizliklerini saglayacak gekilde kiigiiltiilebilir.

Simdi K sayilarinin ve Lp Lipschitz kosulunun, f; (z,ws, ..., w.,) fonksiy-
onun da i¢ginde tanimh oldugu w, —diizlemindeki diskin R— yarigapina nasil bagh
oldugunu gormek icin basit iki 6rnek verelim. Her iki 6érnek de m = 1 hali icin
verildi. Yani diizlemde w = w (z) seklindeki bir ¢tziimiin bulunmas: problemi ele
alinacaktir.

f(zw) = A(z)w’

olsun. Burada ¢ bir dogal say1 ve |A (z)| < k dir. Bu durumda
If (z,w)| < K =kR’, z€ G, |w| <R
olup boylece

fzw) = f(z0) = AW - (@)), c €N

= AQR)(w-o) (W +wT0+ ...+ 1)
oldugundan, |w| < R, |0] < W i¢in
|f (z,0) = f(2,@)| < ko BT |w — @]

yazilabilir. O halde Ly = ko R~ elde edilir.

Diger bir 6rnek olarak sag taraftaki fonksiyonu

wo’

f(zw) ZA(z)TMz

13



seklinde secelim.oc € N, 0 > 2,2 € G, |A(2)| < k olsun.
0<(1—|w)=1-2]w + |w]
olmasi nedeniyle w nin biitiin degerleri icin
2|w| <14 w?
olur. Boylece

|w]
1+ ]w!2

< (2.13)

1
2

yazilabilir. Bu durumda her 2 € G, |w| < R igin

[*]

1+|w]

elde edilir. Ayrica > olacagindan |f (z,w)| < Kg.1.R7? de yazlabilir.

Diger taraftan |w?| = ww olmasi nedeniyle

. o A(Z) [ & ~= ~c _
f(z,w)—f(z,0) = i+ ]w[2) 0+ |@\2) w (1 +ww> —w’ (1 +ww)}
— A(2) W7 — T+ W — o?”ww}
(1+ w) (1+ @) L
_ A (Z) [ o ~0 ~ o—17~ —~0—1
— ELIED _(w —w )+ww(w 0 — ww )]

yazilabilir ve
w =@ = (w—0) (W W PO+ .+ (7)”_1) (2.14)

olmasindan dolay1

|w0' _acrl _ |w|0—1 N N |&3|J—1
I+w®) +@) ~ |+ w?) C+@) 7 O+ w) O+ 3%

w =@

esitsizligi elde edilir. Ote yandan koseli parantezde |w| ve |@| nin carpan olarak

ayrilmasiyla ve
1

—— <1, —= <1

1+ |wl 1+ |wl
olmasi nedeniyle, |w| < R, |&0| < R

v — ]

(1+ w?) (1+1@]%)
14
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bulunur. Ayrica

WG —a T =B W -+ (G- @) (2.16)

yazilabilir. (2.14) de o i¢in yazlan ifade, (2.16) deki w”~' —&° " igin yazilirsa

)5‘ = ||, W — &7‘ = |w—wl|, (w"fl — @Uﬁl) = (w—w) (w”il +0TT0 4+ @Uﬁl)

olduklar1 da gozoniine alimirsa |w| < R, |w| < R

~ o—-17>~ _ —~~o—-1 ~2
BB E)

(L4 |wf) L+ BF) 1+ w1+ (@

[(6—=1)R7?|w—0&|+R?|w— ]
(2.17)

elde edilir.
|| 1 @

——— < —ve — 5 >
I+wf? =2 1+|3f

(2.18)

esitsizlikleri goztiniine almrsa (2.17) nin sag tarafi 30 R7~? |w — &| ile sirlandirla-

bilir.Boylece (2.15) ve (2.18) den
|f (z,0) = [ (2,@)| < ko R7™* |w — G|

elde edilir.Ciinkii

A(z)

’f(z7w) - f(z,w)\ < (1 + |w|2) (1 + |(.~d’2)

[(w" —w7) + ww (w"’lz — w@"‘lﬂ

A (Z) |w0' . wcr| . A (Z) ww (w"‘ﬁ — w&"”)
(1+|w?) 1 +1@) (1+|w?) @ +1@)

koR°72|w— @ 1 -
7 2|w 2 + §O'RU_2 lw — O

<

dir. Boylece Lipschitz sabiti Ly = ko R72 olur.

Not 2.4 Bundan sonra % = fj (z,w1,...,wn), J = 1,2,...,msisteminde f; (z,w1, ..., wn)
fonksiyonunun her z € G ve wy, ..., w, icin tanimh ve siirekli oldugunu kabul ede-
cegiz. Her ¢ € G igin f; (¢,w1 (¢),...,wm (¢)) fonksiyonu siirekli ve boylece siirh

oldugundan herhangi bir w € R elemani i¢in

VV]' (Z) = q)j (z) — %// fj (Cawl (C) y ey W (C)) - fj (Cval (C) ) 7@m (C))

= dédn,

15



j =1,2,...,m operatorii tanimhdir. Ikinci varsayim olarak her z € G ve herhangi

W1, eeey Wiy 1IN

afj afj
ow,’ dw,

kismi tiirevlerinin mevcut, siirekli ve sinirhi olduklarini varsayalim. Bu durumda
her z € G ve herhangi w = (wy,...,wn), @ = (W1, ..., ) icin Lipschitz kosulu
saglanir. Bu durumda L Lipschitz sabiti f; lerin kismi tiirevlerinin mutlak
degerinin sinir1 olarak tespit edilebilir.

(2.8) integral operatorii her w € R igin tanimh oldugundan, Banach sabit
nokta teoremi R uzayimnin tamami i¢in kullanilabilir. Ciinkii R nin tamami da
yine R nin kapal bir alt bolgesidir. Bu durumda (2.8) integral operatériiniin

daralma olmasini garanti eden G nin 6lgiisii ile ilgili olan

T
mG < M
esitsizligine ihtiyag vardir. Ayrica G nin olgiisii ile ilgili (2.11) esitsizliginin, 6zel
olarak ¢nceden verilen ® (z) holomorf fonksiyonundan bagimsiz oldugu goster-
ilmelidir. Boylece G nin tamaminda tanimli her ® holomorf fonksiyonu i¢in ilgili
¢oziim olusturulabilir.

® holomorf fonksiyonu ile w ¢oziimii arasindaki iligkiyi aragtirmak icin
diger bir o fonsiyonuna karsilik gelen bir bagka w ¢oziimiinii gbzoniine alalim.Bu
durumda

Topw=w, Ty ,w=w

yazilabilir. Bu denklem her bir bilegen icin yazilir ve karsilikli bilegenler icin fark

olusturulursa

wj (2)=0 = ®; (2)—

l/ fj (Cawl (C) y ey Wm (C)) - fj (C’a)l (C) ; "‘7(‘~Um (C))
s (—z

elde edilir. Lipschitz kogulunun da gozoniine alinmasiyla buradan

Z! w, (€) — @, (Q)|

@ (2) - / = dédy

yazilabilir. R uzayindaki metrik tanimindan

wj (2) = w; (2) <

®; (2) — @5 (2)

<d(0.8); ()= (O < d(w.)
16



yazilabilir. Boylece Schmidt esitsizliginin kullanilmasiyla,

w; (2) — @ (2)] < d (@, 513) + m?Ld (w, @) 2v/7TVmG

bulunur. %ﬁ = « dersek
d(w,w) = max sup|w; —w;| <d (<I>, 5) + ad (w,w) (2.19)
J G

yazilabilir. Simdi G nin mG olgiisiinii 6yle belirleyelim ki integral operatorii igin
(2.11) daralma kogulu saglansin. Bu ise bize o < 1 olmasi gerektigini styler.
w ¢oziimiinii belirleyen ®, veya w ¢oziimiinii belirleyen ® holomorf fonksiy-

onlari

denklemlerinden ® veya d ya gore ¢oziim yapilarak bunlarin bilegsenleri

(I)j (2) = w; (Z) + %/ fj ((,wl (g); ‘Z"vwm (C))dfdn,

G
O, (2) = (z)+%//fj (6,81 (CO_"Z'"&m(O)dfdn, j=1,2,...m
G

seklinde elde edilir. Buradan fark olusturulup farkin mutlak degeri icin ayni

simirlandirma metodu kullanmilirsa
- _ 1 _
PQ;(2) — D (z)‘ < d(w,@) + =mL2y/7TVmGd (w, )
T
ve buradan da
d (@, &)) <(1+a)d(w ) (2.20)

elde edilir.
w = Ty sw integral denkleminin ® holomorf fonksiyonu yardimiyla olus-
turulan w ¢oztimiini w = AP ve benzer sekilde T f@ = w integral denkleminin

coziimiinii de & = A® ile gostererek (2.19) ve (2.20) dan

,w) < d<<1> <T>>+c)zd(w w)
( 3) < (1+a)dw5)
<A<I>A ) < d<<1> q>>+ad<Aq>,A&>)
(1—a)d (A@ A<I>) < d <1>,<T>)
(A<I>,A<I>) < —dlqi’j)

17



ve ikinci denklemden
a(,9) B
N )<y <A<I>, A<I>>
1+«
olup son iki esitsizligin birlestirilmesiyle

dl(i—’f) <d (A@,Aci) < @ (2.21)

esitsizligi elde edilir.

q)g.k) ler G de siirekli G de holomorf fonksiyonlar olmak iizere (q)(k))io
dizisini gozoniine alalim. Burada ®®*) = (@gk)7 ...,<I>£?) dir. (fb(k))jo dizisinin
R uzaymdaki metrige gore & = (®q, ..., D,,) vektor fonksiyonuna yakinsadigim
varsayalim. Bu durumda R, metrige gore kapali oldugundan @gk) ler £ — o0 igin
G da ®; ye diizgiin yakinsar.

Fonksiyonlar Teorisinde holomorf fonksiyonlar i¢cin Weierstrass Yakinsaklik
Teoremlerine gore ®; limit fonksiyonlar1 holomorf olmak zorundadir.

Simdi w® = A®® | w = A® olsun.Bu durumda (2.21) esitsizliginden
1

—

d (A®™ AD) < ——d (@™, @) (2.22)

yazilabilir. k — oo i¢in ®*) — @ oldugundan k — +o0 i¢in d (@™, ®) — 0 olur.
O halde (2.22) den k — 400 igin d (AQD(k),ACI)) — 0 olup buradan A®®) = ,®)
dizisi A® = w ifadesine yakinsar. Bunlarin bir sonucu olarak A doniigiimiiniin
siirekli oldugunu soyleyebiliriz.

A doniistimii tek anlamhdir. Ciinkii G siirekli, verilen her w = (wy, ..., wp,)
coziimiinde w; ler (2.5) integral denklem sistemini saglar. Bu durumda her w
¢oztimiine kargihk ® = (@4, ..., ®,,) holomorf fonksiyonu tek anlamh olarak belir-
lenebilir.

Tek anlamlilik nedeniyle A operatoriiniin A~! tersi vardir. Bu ters doniistim
her w ¢oziimiine ® = A~'w seklinde bir holomorf fonksiyon karsiik getirir. w
¢oziimiin ve ® holomorf fonksiyonu w = Ty jw operatorii yardimiyla birbirine
baglidir.

Eger w = A®, = A~1% denirse o zaman (2.21) esitsizligi

(1-a)d(w,@) <d(A'w,A7T'D) < (1+a)d(w,o)
18



formunda da yazilabilir

(2.21) esitsizliginden de A operatoriiniin siirekliligi elde edilir. Boylece son
esitsizlikten A~ operatoriiniin de siirekli oldugu goriilebilir.

G de holomorf, G de siirekli ® fonksiyonlarin siifin1 H ile ve diferensiyel
denklem sisteminin G de siirekli w ¢oziimlerinin smifim W ile gosterelim. Bu du-
rumda H ve W, R smifinin alt kiimeleri olur. Ayrica H; A operatorii yardimiyla
W smifi iizerine tek anlamh olarak doniistiiriilebilir. Tek anlamlhlik ve A ve A™!
m (iki tarafl) siirekliliginden A bir topolojik doniigiimdiir. Boylece asagidaki
onerme elde edilmis oldu:

A doniigtimii, @ holomorf vektorlerin ‘H kiimesini, w ¢oziimler kiimesine

dontistiiren Topolojik bir doniistimdiir.

Not 2.5 Tutschke [4] galigmasinda, H {izerindeki simirlandirilmasi A ile ayni olan
ve R sinifinin yine kendi i¢ine doniigtiiren bir topolojik doniistimiin var oldugunu
gosterdi.

Simdi

H%d (<I>, <T>) <d <A<I>, A*@) << i ~d (@, 5)

esitsizliginden agagidaki énermeyi (Yaklagim Teoremini) verebiliriz:

Teorem 2.2 Eger G de holomorf, G de siirekli ®*) vektor fonksiyonlar: dizisi
®, holomorf vektor fonksiyonuna diizgiin olarak yakisarsa bu takdirde ®®*)
yardimiyla olusturulan w®) ¢coziimler dizisi de ® yardimiyla olusturulan w ¢oziimiine

diizgiin olarak yakinsar.

Not 2.6 Bu teoremin ortaya cikisinda ve Not 2.5 in elde edilisinde Cauchy

singiilerligi olan katli integral
h(¢)
C—dﬁdn < sup|h|2vTVmMG
— 5 o
a

seklinde Schmidt esitsizligi yardimiyla simirlandirildi. Burada i (2) , G de tanimli,

siirekli ve sinirli bir fonksiyondur. Ayrica Teorem 1 in elde ediligsinde ve Not 3
19



de h min smrhhigi A nin G daki siirekliliginden ortaya cikar. Ciinkii G smirh bir
bolge ve G kompaktti. Bu tip integraller icin 2 ayri sinirlandirma teknigi daha
vardir. Once G bolgesi icin mG olgiisii yerine G nin capimi kullanalm. Bunun

icin 6nce r, 0 z- merkezli disk i¢in kutupsal koordinatlar olmak iizere

/!%dédn < /G/hfﬂﬁ)rdrde < sgp|h|/G/drd9

yazilabilir. Eger z € GG ise ( € G noktalarinin z ye olan uzakliklar1 G nin diamG

yaricapindan daha biiyiik olmayacak sekilde secilebilir.

Not 2.7 Bir kiimenin ¢api, G nin ikiger ikiger tiim noktalar1 arasindaki uzak-
liklarin supremumu olarak tamimlamr. Yani diamG = sup |z — zj|, 2,2 € G.
Siirli bolge i¢in diamG daima sonludur. G nin agik oleas1 nedeniyle G' den
secilen sabit bir z i¢in ¢ € G noktalarimin z ye olan uzakhigi diamG den kesin
kiigiik olur.

Boylece her z € (G i¢in
h
//ﬁdfdn <sup |h(z)| 2rdiamG
P C—=z G

bulunur.

Diger bir sinirlandirma ise

—
ESE

[ [ mamadean) < | [[ il acan ; [ thaft e
G G G

seklindeki Holder egitsizligidir. Burada p, ¢

1 1

-+-=1 (2.23)

P q
esitligini saglayan birbirinden farkli pozitif sayilardir. p, ¢ sayilarina konjuge tisler
denir.

1
h =h h(¢)=
1O = h(0) Q) = 7=

olmak iizere Cauchy-singiilerligine sahip katl integrale Holder-esitsizligi uygu-

// CUE /G/ O dan| /G/ T
20
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elde edilir. Sag taraftaki ikinci integralde tekrar r,0 kutupsal koordinatlar kul-

lanilirsa ¢ < 2 olmak {izere

diamG

J[&% = [ = w5
G G

bulunur. Boylece ¢ < 2 kogulu altinda / / dgd" 7 integralin mevcut oldugu goriilmiis

B 2T
_2—q

(diamG)>™1

G
olur.

q<?2ve % + % = 1 olmas1 nedeniyle p > 2 olmalidir.

B =

[ w©r | =qm,
G

dersek bu egitlik A fonksiyonunun L, normu adin alir.

Sonu¢ olarak h fonksiyonu p > 2 olmak tizere L, normuna sahipse bu

// Lagan| < 101, |27 (diamG)-

esitsizligi gegerlidir. Bu sinirlandirma, h fonksiyonunun simirli olmamasi halinde

durumda

de kullanilabilir. Yani bu son esitsizlik sinirsiz A fonksiyonlar: icin de gecerli
olabilir.
Vekua kendi kitabinda [[5]] bu sinirlandirma teknigini sistematik olarak

kullandi. Kesim 1.3 deki Lemma 1’in ispatinda bu metodla

[ (%)

esitsizligi elde edildi.

Not 2.8 (2.5) integral denklem sisteminin tek anlamli olarak ¢oziilebilirligi Ba-
nach Sabit nokta teoremi yardimiyla hesaplanabilir. Ancak Integral operatoriin
daralma olmasim saglamak i¢in G' bolgesinin mG 6lgiisiiniin (2.11) esitsizligini
saglamasi gerektigini gordiik. Ancak H. MEDEN [6] caligmasinda gosterdigi gibi
eger Schauder Sabit Nokta Teoremi yardimiyla ¢oziimiin varlig1 ve Liouville Teo-
remi yardimiyla tekligi ispatlanabilirse 6l¢iisii biiyiik olan G bolgeleri icin de

benzer sinirlandirmalar yapilabilir.
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Simdi m = 1 i¢in Liouville teoremini kullanarak sinirlandirmay1 gorelim:
f = f(z,w(z)), fonksiyonu her z € G ve uygun w degiskenleri icin tanimli,

siirekli ve simirlh olmak iizere
w(z) = (2) - % / / wd@m (2.24)
G

integral denklemi gozoniine alalm. f = f(z,w) siurh oldugundan her z € G icin
|/ (zw)| < K (2.25)

olacak sekilde K sabiti vardir.
® fonksiyonu G de holomorf, G da siirekli ve G nin de siirh bir bolge
oldugunu kabul edelim.

(2.24) iin sag tarafi, G da siirekli bir w = w (z) fonksiyonu (2.8) de oldugu

W(z)z@(z)—%//%dfdn

seklinde bir W = W (z) fonksiyonuna karsilik getiren bir T}  operatorii olarak

gibi

tamimlanabilir. W = W (z) fonksiyonu z— diizleminin tamaminda ozellikle de
G da tanmmli ve siirekli bir fonksiyondur. Schmidt esitsizliginin tekrar kullanil-

mastyla W (z) — @ (z) fark: igin
1 2K
W (z)—®(2) < ;K2\/7_T\/7TLG < _ﬁva

yazilabilir ve boylece

d(W,®) =sup |[W — | < %VmG (2.26)
G VT

elde edilir.

2K
ﬁva_R

diyelim. G da tamml, siirekli w = w (2) fonksiyonlarinin Banach uzaym R ile
gosterelim.
R den segilen ve R deki metrige gore ® fonksiyonuna olan uzakligi R den

kii¢tik kalan w fonksiyonlariin smifim Mg 5 ile gosterelim. Yani

Mor={weR:d(®,w) <R}
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olsun. (2.26) esitsizligi, her w € R i¢cin W = T, ; elamaninin; Mg r sinifina ait
oldugun gosterir. Ozellikle T}, ;, (2.26) esitsizliginden dolay1 Mg p siufim yine
kendi i¢ine doniistiiriir.

Boylece her w € Mg icin tanima uygun olarak

4(®,0) = |w—®| <R

yazilabilir. w — ® = wq dersek [|wp|| < R olup buradan wy, € Mg oldugu
goriiliir. Buna gére Mg g nin w elemani wy € Mp olmak tizere w = ® + wy
formunda yazilabilir. Tersine eger wy € Mp ise ® 4+ wy elaman Mg r smifina
aittir. Sonug olarak, Mg g sinifi , Mp nin elamanlarinin bir holomorf fonksiyon
ile toplamindan elde edilen elemanlardan olusmaktadir.

Diger taraftan M g sinifi Lemmal nedeniyle kapali oldugundan Mg g siifi
da kapalidir.

Wiw”" € Rveld < A< 1olsun. Bu durumda A’ 4+ (1 — A\)w” elemam
W', w" elemanlarim birbirine baglayan dogru pargas: olarak tanimlanir.

Ayrica W', w" € Mg g ise 0 zaman ||w' — @|| < R ve ||w” — ®|| < R olup

boylece

M+ (1 =N =@ = [A( =)+ (1-A) (W' =)
< AW =@+ (1 =) " — 2

< AR+ (1-ANR=R

olur. O halde w',w" € Mg g elemanlarim birbirine baglayan dogru parcasi yine
Mg g smifina aittir. Yani w’,w” € Mg icin 0 < A < 1 olmak tizere A\’ +
(1-XN)w" € Mg g olur.
Eger bir lineer uzaydaki bir kiimenin elamanlarinin ikiser ikiser birlegtir-
ilmesiyle olusan dogru parcalar: yine bu kiimeye aitse bu kiimeye konvekstir denir.
Buna gore Mg r konveks ve kapal bir kiimedir.

Simdi ilave olarak her z € G icin f (z,w) nmn
|f (zw) = f(2,0)] < Lw - | (2.27)

Lipschitz kogulunu sagladigin1 kabul edelim.
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Not 2.9 Not 2.2 deki Lipschitz kosulu yerine uygun bir bolgede ﬂ, gf tiirev-
lerinin var, siirekli ve sinirli olduklar: hipotez olarak alinabilir. Bu kosullar yeter-
lidir. Ahgilmig oldugu gibi w,w € Mg g oldugunu kabul etmemiz yeterlidir.

w,w € Mg r olmak tizere W =T, w, W = Ty rw goriintii elemanlar: igin

(Schmidt esitsizliginin de kullanilmastiyla)

W -wia| - | [[LLE0 IO,

z

1
< —L|o—w|2y/7VmG
7r

= %Md (w, )

yazilabilir. Buradan

d (W,W) = HW - WH = sgp ‘W(z) - W(z)‘ < EMd (W, w)

J— ﬁ
olur.
Eger k — 400 icin d (w(k),w) — 0 olacak sgekilde bir (w(k))jo dizisi olus-
turulursa o zaman bu smirlandirmaya gére W® = T, ;w® W = T, rw goriintii

elemanlar1 i¢in

2L
d(W® W) < ﬁ\/mGd (w®, w)

esitsizligi yazilabilir. O halde k£ — oo igin d (T o, fw(k), Ty, fw) — 0 olur.Buise T} s

operatoriiniin siirekli oldugunu gosterir.

Not 2.10 Eger hy = hy, (2) fonksiyonlar1 G de tammli, siirekli ve |hy| < m

e

integrali de G da diizgiin sinirli ve biitiin noktalarda ayni dereceden siireklidir.

seklinde diizgiin sinirh ise bu takdirde

Not 2.11 |hy| < m oldugunda her Hj larm tiimii aym zamanda smurh ise
buna ayni dereceden siireklidir denir.

Boylece asagidaki onerme gecerlidir:
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(w(k))(;o C Mg g dizisi verilsin. Bu takdirde {T¢,fw(kV)}zo:1 goriintiileri

yakinsak olan {w®)} alt dizisi vardur.

Not 2.12 T}, ; operatorii R simfinin tamaminda tanimlidir. Ayni sonug nedeniyle
siirh herhangi bir dizinin (yani her & igin ||w(k) H < M ) bir alt dizisi vardir ve
bu dizinin Ty ; operatorii altindaki goriintiisii de yakinsak olur. Diger bir ifade
sekli ile Ty ; operatorii tamdir.

(2.25) hipotezinden dolay1 her z € G ve her k = 1,2, ... icin
|f (z0®)| < K

olur. Diger taraftan W*) = Ts, fw(k) olmasi yani diger bir ifadeyle
1 ,w)
WH = (2) - _//f(gw—@))dgdn
T (—z
a

olmasi nedeniyle (W(k))jo dizisi diizgiin sinirli ve ayni dereceden siireklidir.

Arzela — Ascoli Teoreminden (W(k))io dizisinin diizgiin yakinsak 6zellikle
de R deki metrige gore de diizgiin yakinsak olan {W(k”)}zl alt dizisi vardir.
Diger taraftan W*) = Ty ;w®) olmak tizere T} ; operatorii {w(k")}jozl yakinsak
alt dizisi yine yakinsak {T¢7 fw(k”)}zozl alt dizisine doniistiiriir.

Mg g ve T, ¢ nin ortaya konulan 6zellikleri nedeniyle Schauder Sabit Nokta

Teoremi kullanilabilir. Boylece T; ¢ operatoriiniin sabit noktas:
w =Ty yw

esitligini saglar.
Bu durumda w sabit noktasi (2.24) integral denkleminin ¢ziimii olur ve
® nin holomorf bir fonksiyon olmasi nedeniyle w, G' bolgesinde
Ow
% - f (Z ) w)
diferensiyel denklemini saglar.

Simdi tespit edilen bir @ (z) holomorf fonksiyonuna kargilik (2.24) integral

denkleminin w ¢oziimiiniin tek olup olmadigini aragtiralim.
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Bunun (2.24) integral denkleminin w baska G de siirekli diger bir ¢oziimiin

w oldugunu kabul edelim. Bu durumda
N L [[f(¢w(Q)
w (2) —‘I)(Z)—;//?d§dﬁ
G

olup buradan w — w farki ® dan bagimsiz olarak

w(z) =B (2) = —% / / (G @2 = i (T e (2.28)

seklinde elde edilir.

Cauchy singiilerligine sahip katl integral z— diizleminin tamaminda tanimh
stirekli ve sinirh bir fonksiyon tanimlandigindan, (2.28) énce yalmzca G de tanilan-
mis w—w fonksiyonunun tiim kompleks diizleme genisletmesi olarak diisiiniilebilir.
Bu sekilde genisletilmis fonksiyon w — @ olsun. (2.28) nin sag tarafi G m diginda
holomorf bir fonksiyon tanimladigindan w — &, G nin disinda holomorftur.

Boylece G bolgesinde

0

g(w—@) = f(z,w)— f(z,w)

olur. f = f(z,w) Lipschitz kogulunu sagladigindan
0

55
yazilabilir. O halde w — @, G de (1.1).den

w—w)|=Lw-—u|

w—w =1e

formunda yazlabilir. Burada 1), G de holomorf bir fonksiyondur. w ise (1.1) de
anlatilan, Cauchy-singiilerligine sahip ve katl integralle tanimlanan bir fonksiyon-

dur. Yani

olmak iizere w (z) = —%//%dfdn dir.
€

w ve w — w fonksiyonlar: kompleks diizlemin tamaminda siirekli ve siirh
olduklarindan ) holomorf fonksiyonu kompleks diizlemde bir siirekli genigletmeye

sahiptir.
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w ve w — w fonksiyonlar1 G 1 disinda holomorf olup ve bdylece v de G
mn disinda holomorf fonksiyondur. G ve G nin disinda holomorf olan siirekli bir

fonksiyon olan
= (w—w)exp (—w) (2.29)

fonksiyonu kompleks diizlemin tamaminda holomorf olmak zorundadir.

w ve w — w fonksiyonlarimin smirhgimdan dolay: v fonksiyonu da sinirhdir.
Klasik fonksiyonlar teorisindeki Liouville Teoreminden 1) sabit olmak zorundadir.
Boylece (2.28) den z — oo i¢in w (z) — @ (z) — 0 olur.

Diger taraftan w fonksiyonunun sinirli olmasi z — oo igin ¢ (2) — 0
olmasim gerektirir. O halde kompleks diizlemde sabit bir fonksiyon olan 1) (z),
kompleks diizlemde sifir olmak zorundadir. O halde her z i¢in 6zellikle de z € G
icin w (z) —w (2) = 0 olur. O halde (2.24) integral denkleminin G de birbirinden

farkli iki ¢oziimii olamaz.

27



3. BIR KOMPLEKS KISMi TUREVLI DENKLEM SISTEMI ICIN
SCHWARZ PROBLEMI

G C C basit irtibatli, diizgiin sinira sahip bir bolge olmak iizere, G de

Ow.:
—acij =F;(z,wy,.wm); J=1,2,..,m; z€ G (3.1)
Z

Rew;| o = ¢;; Imw; (20) =¢j; 20 € G; 9, € CL(G,R), 0<A<1 (32)

simir-deger problemini gz éniine alalm. Burada ¢; reel sabitler ve C} (@, R) G =
GG U OG tiizerinde tiiretilebilir Holder-siirekli reel degerli fonksiyonlarin sinifidir.

(3.1) sistemindeki Fj, j = 1,2,...,m fonksiyonlarmin asagidaki kogullar:
sagladigin varsayalim:

(a) z € G olmak tizere Fj ler m+ 1 tane 2, w...,w,, degigkenlerine gore siirekli ve

lw; (2)] < R, |Fj(z,w1(2),...,wm (2))] < K (R) (3.3)

olacak sekilde R ve K (R) sabitleri mevcut olsun.

(b) |w; (2)] < R,

w} (z)| < R olmak {izere her 2, 2, € G icin F; ler

|Fj (2,01, ooy win) = Fy (2,05, 0| € L |21 — 2 + ) Jws —w)|| - (34)
=1

diizgiin Lipschitz kogulunu saglasin. Burada Lg, alisilmig Lipschitz sabitlerinin
maksimumudur.

Diger taraftan

(

co = (C1,00m);
(W1 ooy Win) = (U1 4 101, ey Upy + 1V,
(

ULy ooey Upn) F 1 (V1 ooy Upy) =1 W+ 0V

olmak iizere, (3.1) — (3.2) sinir deger problemi

M —F(zw), 2€G, W= (wi,.,wm), F=(F,...Fy) (3.5)
u|8G:(I)’ V(Zo):CO, Zoea
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seklinde vektorel formda yazlabilir. (3.1) sisteminden

() = i (G w1 (€)W (€)) g
w (2) // s dédn, ¢ =€+ (3.6)

= fi(z )+TGF (z,w1 (2) oy wm (2)), J=1,2,...,m

olur. Burada f; ler G de keyfi holomorf fonksiyonlar ve
1 F;
TeFj (z,w1(2) oy wim (2)) = __// 5 (G wi(Q)s W (O)dgdn
T (—z
a

dir. Boylece (3.5) deki vektorel denklemin bir ¢oziim gosterimi

w(z) =f(z) — %//dedn = f(2) + T&F (2, w) (3.7)
G

olarak, vektorel integral denklem formunda yazilabilir. Burada f = (f1, ..., fin) ve
TGF (va) = (TGFl (Zawl (Z) 3oy Wm (Z)) ) "'7TGFm (Zawl (Z) 3oy Wm (Z)))

dir. w vektorel fonksiyonunun OG smirindaki davramsi ile f keyfi holomorf
fonksiyonunun sinirdaki davranisi arasindaki bagintiy1 ortaya ¢ikarmak icin énce
f fonksiyonunun f = ¥ + f, seklinde iki holomorf fonksiyonun toplami seklinde
yazilabildigini kabul edelim. Ayrica ¥ ve f,, holomorf fonksiyonlar: sirasiyla

Rew|y, = ulye = Re¥|,, = @, Imw (2) = v (20) = Im ¥ (2) (3.8)
Refylyg = —ReTeF (,w)|yo, Imf, (20) = —ImTeF (., w) (20) (3.9)

smir kogullarini saglasi. Boylece (3.7) ¢oziimii
w(z) =W +1f,+T:F (2, w) (3.10)

sekline gelir.

Teorem 3.1 Eger (3.10) daki ¥ ve f,, holomorf fonksiyonlar: sirasiyla (3.8)—(3.9)
smir kosullarini saglarsa bu takdirde (3.10) ile tanimlanan w fonksiyonu (3.5)
Schwarz probleminin ¢oziimii olur.

wj € C)y (@) olmak tizere w; skaler fonksiyonunun normunu

llw;|l, = max {sup lw; (2)], sup lwi (#2) — wj)\<zl)| } (3.11)
G

z17#22 |ZQ — 21’
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seklinde tamimlayalim. Burada C) (@) . G ta kompleks degerli Holder-siirekli

fonksiyonlarin sinifidir. Bu norma gore C), (@) sinifi bir Banach uzayidir.
Simdi
K= {W = (W1, ..o W) T wj € C) (@) cj=1, ...,m}
sinifin1 tamimlayalim. Bu smiftaki bir normu
Wil = sl (3.12)

seklinde verebiliriz. Bu norma gore de K sinifi bir Banach uzayidir. K smifinin

bir alt smift olan
R={w=(w1,....,wn) € L:|w|, <R} CK; 0<R<+00 (3.13)

sinifin1 goz oniine alahm. Eger w € R ise Fj(z,wq(2),...,wn (2)) fonksiyonu
G ta tammh bir fonksiyon olur. Bu sekilde G ta tanimh bileske fonksiyonlarin

siifin1 Fj (., w) ile gosterelim.
Teorem 3.2 w € R ise (3.4) kogulu altinda F; (., w) € Cy (G) dur.
Ispat. w = (W1, ..., wy,) € R olsun. olsun. Bu takdirde olup w; € C) (6),
i =1,...,m olup buradan her 21, z, € G icin
jwi (22) = wi (21)] < llwilly 122 = 2
yazilabilir. (3.4) kogulunun goz 6niine alinmasiyla

|Fj (22, W () = Fj (21, W (21))| < L |l;a— 2" + Z |wi (22) — wi (21)’]

< Lg 1+Z||wz‘|b] |20 — 21|
=1

olur. Bu da Fj (.,w) € C) (G) oldugunu gosterir.
Lemma 3.1 R smfi (3.12) normuna gore kapalidir.

Ispat. Goz oniine alman hipotezler altinda, R'nin bir w* yigilma noktasina
30



yakinsayan ve R’den segilen her (w,,);" Cauchy dizisi i¢cin w* € R oldugu goster-
ilebilir.
(3.4) kogulunun yaninda ilave olarak F = (F}, ..., F},) fonksiyonunun her
w,w € R igin
[F(w) =F(w)l, < Li[[w—wl, (3.14)
Holder-Lipshitz kosulunu sagladigini varsayalim. Diger taraftan
IF(,0), = M, MeR* (3.15)
olsun. Bu durumda

IFCwll < [[FGw) =F(0),+[1F(,0),

< Lyfwly+ M
yazilabilir. Boylece, eger w € R ise
IF (owlly < LuIwll, + M < LiR+ M (3.16)
olur. Diger taraftan Ty operatoriiniin
Ts: C\ (G) — CL ()

seklinde oldugu bilinmektedir. F (., w) € C) (E) oldugundan TgF (., w) € C} (é) .
Burada C} (@) , birinci basamaktan tiiretilebilir Holder-stirekli kompleks degerli

fonksiyonlarin siifidir.

Lemma 3.2 f,, holomorf fonksiyonu i¢in

Refylye = —ReTGF (., w)|yq

Imfy (20) = —ImTeF (., w) (%), 20 €G
sinir kogullarinin saglandigim varsayalim. Eger ToF (., w) € C} (@) ise bu takdirde
1wl < Ky (M) [[T6F (- w)ll (3.17)

esitsizligi saglanacak sekilde K7 () sabiti vardir.

Ispat. Bu lemmanin ispati icin [1] kaynagia bakilabilir.
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Eger ¥ holomorf fonksiyonu (3.8) siir kogullarini saglarsa ve Re ¥|,, = ®
kogulundaki @ fonksiyonu G smirinda C; (@) sinifina aitse, bu takdirde ¥ €

C4 (G) olur. Bu durumda énceden verilen her ® ve ¢y icin
[, < K> (3.18)

olacak sekilde bir K5 sabiti bulunabilir. Ortaya konulan hipotezler altinda (3.10)
daki ¥, f,, fonksiyonlar1 C} (G) simfina ait olur.
Simdi
T: R — K
w - W =U¥+f, +TF (2, w)

operatoriinii tammlayalim. ¥, f,,, ToF (., w) € C} (@) oldugu agiktir. Dolayisiyla
W e C} (G) dir. (3.14), (3.15), (3.16) nin goz 6niine alinmasiyla

W < (1]l + Il + IT6F (W)l

< Ky + Ky (W) [TeF (L, w)|, + [|[T6F (L, w)|,
= Ky +[Ki () + 1] [ T6F (., W),
< Ko+ [Ky(A) + | TelHF (w)ll

< Ko+ [Ky(AN) 4+ 1] ||Tg|| (LiR + M)

yazilabilir. Boylece asagidaki lemmay1 verebiliriz:

Lemma 3.3 Eger
Ko+ K3 (A\) + 1] ||Tg|| (LhiR+ M) < R (3.19)

esitsizligi saglanirsa, 1" operatorii R siifin1 yine kendi igine doniistiiriir.

(3.19) kosulunun gergeklendigini varsayalim. Bu takdirde 7" operatorii

T: R — K
w — W =U+f +T:F(z2,w)

sekline gelir.
Simdi T operatoriiniin hangi kogullar altinda daralma operatorii oldugunu

gosterelim.
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W € R elemanindan bagka bir W € R elamanim goz oniine alalim. Bu-

radan

—~

W-W = f,—fs + 75 [F (2, w) — F (2,%)] (3.20)

yazilabilir. Burada w € R i¢in
W= + f+TF (2, W)
dir. Diger taraftan f,—fg holomorf fonksiyonu icin

Relfw—f3lloe = Relle (F(z,w) —F (2,w))]|yq (3.21)
Im [f,—fx] (20) = Im[Tg (F(z,w) —F (2,w))] (20)

siir kogullar: saglanir. (3.21) kogullarini saglayan holomorf fonksiyonlar igin

Ifw—fall, < Ki(W) [T (F(z,w) = F (z,w))]],
< Ky W Tl I(F (2, w) = F (2, W)l

esitsizligi gegerlidir. Boylece (3.16) min goz 6niine alinmasiyla

|W-W]|| < el + 176 (F (2. w) = F (2. )],
< K W) T6] |[F (2. w) — F (. )]
1 T6] [ (2 w) = F (2. %)l
= (K () + U |1 T6] [F (z,w) — F (2. %)l
< (K )+ 1 Tl L [ w = W], (3:22)

elde edilir. Bu esitsizligin sol tarafi || Tow — Tow||, dir.

Sonug 3.1 Eger
(K1 (A) + 1| Tall Ly < 1 (3.23)
esitsizligi saglaniyorsa, 7' : R — R operatorii bir daralma dontigiimiidiir.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.3 K (\), Ky, L1, R, M pozitif reel sabitleri sirasiyla (3.17), (3.18),
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(3.14), (3.13) ve (3.15)’teki gibi olmak iizere, (3.19) ve (3.23) esitsizliklerinin sag-

landigini varsayalim. Bu takdirde

T: R —- K
w — W =Tegw=V+f,+T:F(z,w)

olarak tanimlanan operatoriin 7w = w seklinde bir tek sabit noktasi vardir

Sonug 3.2 (3.12) normuna gore R smifi bir Banach uzayidir. (3.19) esitsi-
zliginin saglanmasi durumunda 7: R — K operatorii R smifin1 kendi
icine doniistiiriir. (3.23) esitsizligi saglanirsa, 7" operatorii bir daralma déniigtimii
olur. Boylece Banach Sabit Nokta Teoremi'ne gore T : R — R oper-
atoriiniin 7Tow = w geklinde bir tek w € R sabit noktasi vardir. Bu w sabit
noktasi (3.5) smir-deger probleminin ¢oziimiidiir. Dolayisiyla w = (w1, ..., wy,)
¢oziimiiniin bilegenleri i¢in (3.1) sistemi ve (3.2) kosullar1 saglanir. Boylece (3.1)

sisteminin (3.2) kosullarii saglayan ¢oziimii var ve tektir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez, iki temel problemden olusmaktadir. ilk kissmda bir kompleks difer-
ensiyel denklemin coziimiiniin varlik ve tekliginin bolgenin o6l¢iistine nasil bagh
oldugunu Holder normu kullanarak incelenmistir. Dolayisiyla bu bir lokal prob-
lemdir. Kompleks diizlemde incelenen bu problem kompleks diferensiyel denklem
sistemine ve n— boyutlu kompleks uzaya da uygun kosullar altinda genisletilebilir.
Bu durum heniiz incelenmemistir. Ayrica Holder uzayinda Hoélder normu kul-
lanilarak incelenen bu lokal problem Banach uzay1 gibi bagka fonksiyon uzay-
larinda da incelenebilir.

Tezin ikinci kisminda kompleks diizlemin bir basit irtibatli bolgesinde
tanimlanan belli tipten kompleks diferensiyel denklem sistemi bir tek vektorel
denkleme doniigtiiriilmiis ve daha sonra bu vektorel denklem igin tanimlanan
Schwarz probleminin ¢oziimiiniin varlik ve tekligi aragtirilmistir. Burada incele-
nen problem i¢in varlik ve teklik bolgenin 6l¢iisiine bagh degildir. Bu problemde
de Holder normu kullanilmigtir. Bu normun disinda bagka fonksiyon uzay: normu
kullanilarak yeni sonuglar elde edilebilir. Ayrica ele alinan kompleks diferensiyel

denklem sistemi icin Dirichlet sinir deger problemi heniiz incelenmemistir.
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