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ÖZET 

 

 

APPELL HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLARI İÇİN YİNELEME 

FORMÜLLERİ 

 

AGHA, Susan Ridha Shakor  

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

Danışman : Yrd.Doç. Dr. Recep ŞAHİN 

Aralık 2014, 40 Sayfa 

 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde giriş ve tezin genelinde yapılan 

araştırmalardan bahsedilmiştir. İkinci bölümde, ön bilgiler ve diğer bölümlerde 

kullanılacak olan bazı temel kavramlar verilmiştir. Yine ikinci bölümde, Gauss 

Hipergeometrik Fonksiyonundan, Pochhammer sembolünün özelliklerinden 

bahsedilmiş ayrıca Appell Hipergeometrik Fonksiyonları tanıtılmış ve bazı 

özellikleri verilmiştir. Üçüncü bölümde, Appell Hipergeometrik Fonksiyonları için 

yineleme formülleri elde edilmiştir. Dördüncü bölüm tartışma ve sonuç kısmına 

ayrılmıştır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Pochhammer sembolü, 

                                  Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu, Appell Hipergeometrik 

                                  Fonksiyonlar, Yineleme Formülleri. 
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ABSTRACT 

 

 

RECURSION FORMULAS FOR APPELL HYPERGEOMETRIC 

FUNCTIONS 

 

AGHA, Susan Ridha Shakor 

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences  

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis 

Supervisor: Asst.Prof.Dr. Recep ŞAHİN 

December 2014, 40 Pages 

 

 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is introduction and general 

researches have been mentioned. The second chapter, rudiments and some basic 

concepts which will be used in other sections is provided. Again the second 

chapters, Gauss hypergeometric function, the characteristic of the Pochhammer 

symbol has been mentioned, also Appell hypergeometric functions was introduced 

and some properties are given. The third chapter, recurrence formulas for Appell 

hypergeometric functions was investigated. The fourth chapter is devoted to 

discussion and conclusion. 
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1. G·IR·IŞ

Özel fonksiyonlar¬n önemli bir bölümünü oluşturan hipergeometrik fonksi-

yonlar Matematik, Fizik, Mühendislik ve Olas¬l¬k Teoresinde s¬kl¬kla yer al¬r. ·Ilk

olarak Alman matematikçi Carl Friedrich Gauss taraf¬ndan ele al¬nm¬̧s olan bu

fonksiyonlar

f� (� + 
 � 1)� x (� + �) (� + �)g y = 0 (1.1)�
� = x

d

dx

�
şeklinde bir diferensiyel denklemin çözümü olarak ortaya ç¬km¬̧st¬r (Gauss 1866).

·Ikinci basamaktan sadece üç tane düzgün ayk¬r¬noktaya sahip lineer diferensiyel

denklemler belirli bir de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesmden sonra (1:1) denklemine dönüştürü-

lebilmektedir. Bu diferansiyel denklemin çözümü olarak tan¬mlanan kuvvet seri-

leri hipergeometrik fonksiyonlar olarak adland¬r¬l¬r. Daha sonraki y¬llarda baz¬

özellikleri kullan¬larak Appell, Lauricella, Horn ve Srivastava taraf¬ndan bu hiper-

geometrik fonksiyonun çok de¼gi̧skenli halleri tan¬mlanm¬̧st¬r.

1.1. Kaynak Özetleri

[1; 4; 5; 6; 7; 10; 11] numaral¬ kaynaklarda ilk olarak Gamma ve Beta fonksiyon-

lar¬n¬n özelliklerinde bahsedilmi̧s daha sonra Gauss diferensiyel denklemi ve çözü-

mü olan Gauss hipergeometrik fonksiyonunu detayl¬ bir şekilde incelenmi̧stir.

[2; 3] numaral¬kaynaklarda F2 Appell hipergeometrik fonksiyonu baz¬dönüşüm

formülleri elde edililmi̧stir. [9] numaral¬kaynakta geni̧sletilmi̧s beta fonksiyonu

yard¬m¬yla geni̧sletilmi̧s Appell fonksiyonlar¬tan¬t¬lm¬̧st¬r. [8] numaral¬kaynakta

ise bu çal¬̧smaya temel olan Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬ için yineleme

formülleri elde edilmi̧stir.
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1.2. Çal¬̧sman¬n Amac¬

Bu çal¬̧smada Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve F1, F2; F3; F4 Appell hipergeo-

metrik fonksiyonlar¬incelenmi̧stir. Ayr¬ca F1, F2; F3; F4 Appell hipergeometrik

fonksiyonlar¬n¬n parametrelerine bir n do¼gal say¬s¬ eklenir veya ç¬kar¬l¬rsa yine

Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬ cinsinden fonksiyonlar yaz¬l¬p yaz¬lamaya-

ca¼g¬n¬n analizi yap¬lm¬̧st¬r.
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2. MATERYAL VE YÖNTEMLER

2.1. Baz¬Özel Fonksiyonlar

Matematikte elemanter fonksiyonlar olarak tan¬mlayamad¬¼g¬m¬z pek çok fonk-

siyon vard¬r. Ço¼gu kez bu fonksiyonlar elemanter fonksiyonlardan daha kul-

lan¬̧sl¬d¬r. Bu k¬s¬mda bu tip fonksiyonlardan iki tanesini görece¼giz.

2.1.1. Gamma Fonksiyonu

� (x) ile gösterilen Gamma fonksiyonu

� (x) =

1Z
0

tx�1e�tdt (2.1)

genelleştirilmi̧s integrali yard¬m¬yla tan¬mlan¬r. Gamma fonksiyonuna bazen ge-

nelleştirilmi̧s faktöriyel fonksiyonu da denir. Neden böyle denildi¼gini görmek için

F (u) =

1Z
0

e�utdt =
1

u
(2.2)

integrali ile tan¬mlanan fonksiyonu ele alal¬m, c > 0 olmak üzere bu integral

her c 6 u 6 d sonlu aral¬¼g¬nda 1
u
ya düzgün yak¬nsakt¬r. (2.2) den u ya göre

türevler alarak elde edece¼gimiz genelleştirilmi̧s integraller yine düzgün yak¬nsak

olaca¼g¬ndan aşa¼g¬dakiler yaz¬labilir.

�F 0
(u) =

1Z
0

te�utdt =
1

u2

F
00
(u) =

1Z
0

t2e�utdt =
2!

u2

Böylece u ya göre türev almaya devam etti¼gimizde n�yinci türev için

(�1)n F n (u) =
1Z
0

tne�utdt =
n!

un+1
(2.3)
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eşitli¼gi elde edilir. Bu son eşitlikte u = 1 al¬n¬rsa

1Z
0

tne�tdt = n! =

1Z
0

t(n+1)�1e�tdt = � (n+ 1) (2.4)

olur. Burada n de¼gerleri pozitif tamsay¬lar olarak al¬nm¬̧st¬r. Halbuki n nin

n > �1 olan herhangi bir reel olmas¬halinde de bu genelleştirilmi̧s integral tan¬m-

l¬d¬r.Yani yak¬nsakt¬r. O halde x > �1 olan herhangi bir reel say¬olmak üzere

x! =

1Z
0

txe�tdt = � (x+ 1) (2.5)

yaz¬labilir. Buradan görülüyor ki �1 den büyük olan tüm reel say¬lar¬n fak-

töriyel de¼gerlerini sonlu reel say¬olarak tan¬mlamak mümkündür. Bundan dolay¬

Gamma fonksiyonu genelleştirilmi̧s faktöriyel fonksiyonu olarak da adland¬r¬l¬r.

x = 0 oldu¼gu zaman faktöriyel fonksiyonunun de¼geri,

0! =

1Z
0

e�tdt = �e�tj10 = � (0� 1) = 1 (2.6)

d¬r. Bu sonuç 0! in neden 1 olarak tan¬mlanmas¬gerekti¼gini aç¬klar.

Elemanter matematikte n faktöriyel,

n! = n (n� 1) (n� 2) :::2:1 (2.7)

çarp¬m¬ile verilir. Bu özellik

n! = n (n� 1)! (2.8)

eşitli¼gini içerdi¼gine göre e¼ger x = n bir tamsay¬ise

� (n+ 1) = n! = n (n� 1)! = n� (n) (2.9)

yaz¬labilir.

� (x+ 1) =

1Z
0

txe�tdt = lim
b!1

1Z
0

txe�tdt (2.10)

= lim
b!1

�
�txe�t

�
jb0 +x

1Z
0

tx�1e�tdt = x� (x)
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oldu¼gundan � fonksiyonu

� (x+ 1) = x� (x) (2.11)

eşitli¼gini tüm x > 0 de¼gerleri için gerçekler. Bu özellik yard¬m¬yla Gama fonksi-

yonu için argümentin herhangi iki tamsay¬aras¬ndaki de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen

sonuçlar¬n bilinmesi halinde di¼ger aral¬klardaki fonksiyon de¼gerleri kolayca hesap-

lanabilir.

Lemma 2.1 �
�
1
2

�
=
p
� dir.

·Ispat.

� (x) =

1Z
0

tx�1e�tdt

tan¬m¬ndan dolay¬

�

�
1

2

�
=

1Z
0

t
1
2
�1e�tdt

ve

�

�
1

2

�
=

1Z
0

u
1
2
�1e�udu

yaz¬labilir. Bu eşitlikler tarafa çarp¬l¬rsa,

�
�

�
1

2

��2
=

0@ 1Z
0

t
1
2
�1e�tdt

1A0@ 1Z
0

u
1
2
�1e�udu

1A
=

1Z
0

1Z
0

t
1
2
�1u

1
2
�1e�(t+u)dudt

olur. t = x2; u = y2 bölge dönüşümü yap¬l¬p ve sonra da x = r cos �; y = r sin �

kutupsal koordinatlar¬na geçilirse

�
�

�
1

2

��2
=

2
�Z
0

1Z
0

4re�r
2

drd� = �

olur. Buradan

�

�
1

2

�
=
p
�

elde edilir.
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2.1.2. Beta Fonksiyonu

B (x; y) ile gösterilen Beta fonksiyonu

B (x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt; (2.12)

Re (x) > 0;Re (y) > 0

genelleştirilimi̧s intergral yard¬m¬yla tan¬mlanan iki de¼gi̧skenli bir fonksiyon olup

B (x; y) = 2

�
2Z
0

(sin �)2x�1 (cos �)2y�1 d� (2.13)

B (x; y) =

1Z
0

ux�1

(1 + u)x+y
du (2.14)

B (x; y) =
� (x) � (y)

� (x+ y)
(2.15)

biçimlerinde de ifade edilebilir. (2:12) eşitli¼ginde t = sin2 � al¬n¬rsa (2:13) eşitli¼gi,

t = u
1+u

al¬n¬rsa (2:14) eşitl¼gi elde edilir. (2:15) eşitli¼ginde Beta fonksiyonunun

Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi verilmi̧stir. Bunu görmek için � (x) in

tan¬mland¬¼g¬integralde t = s2 dönüşümü yap¬l¬rsa

� (x) =

1Z
0

tx�1e�tdt = 2

1Z
0

s2x�1e�s
2

ds (2.16)

olur. � (x) in bu ifadesinden dolay¬

� (y) = 2

1Z
0

t2y�1e�t
2

dt (2.17)

yaz¬labilir. Buradan

� (x) � (y) = 4

1Z
0

1Z
0

s2x�1t2y�1e�(s
2+t2)dtds

olup, s = r cos �; t = r sin � kutupsal koordinatlar¬na geçilirse,
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� (x) � (y) = 4

1Z
0

1Z
0

r2(x+y)�2e�r
2

(cos �)2x�1 (sin �)2y�1 rdrd�

=

242 1Z
0

(cos �)2x�1 (sin �)2y�1 d�

35242 1Z
0

r2(x+y)�1e�r
2

dr

35
= B (x; y) � (x+ y)

bulunur. Bu ise istenilendir. Ayr¬ca (2.15) eşitli¼ginden görülmektedir ki,

B (x; y) = B (y; x)

olup bu eşitlik Beta fonksiyonunun simetri özelli¼gi olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.1 � reel ya da kompleks bir say¬, n s¬f¬r ya da pozitif bir tamsay¬olmak

üzere (�)n ifadesi

(�)n = � (�+ 1) (�+ 2) ::: (�+ n� 1) (2.18)

olarak tan¬mlan¬r. Bu ifade "Pochhammer sembolü" olarak bilinir.

Lemma 2.2 Pochhammer sembolü aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

i)

(�)n =
� (�+ n)

� (�)
(2.19)

ii)

(�)n+1 = � (�+ 1)n (2.20)

·Ispat.

i) (2.11) eşitli¼gi kullan¬larak � (�+ n) ifadesi

� (�+ n) = (�+ n� 1) � (�+ n� 1)

= (�+ n� 1) (�+ n� 2) � (�+ n� 2)
...

= (�+ n� 1) (�+ n� 2) ::: (�+ 1)�� (�)

= (�)n � (�)

şeklinde yaz¬labilir. Eşitli¼gin her iki taraf¬� (�) ile bölünürse istenilen ifade elde

edilebilir.
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ii) (2.20) eşitli¼gi ise

(�)n+1 =
� (�+ n+ 1)

� (�)
=
�� (�+ n+ 1)

�� (�)
= �

� ((�+ 1) + n)

� (�+ 1)
= � (�+ 1)n

den görülmektedir ki, özel olarak (2:19) da n = 0 al¬n¬rsa (�)0 = 1 dir.

Lemma 2.3

(1� x)�� =
1X
n=0

(�)n
n!

xn , jxj < 1 (2.21)

dir.

·Ispat. (2:21) ifadesini ispat etmek için f(x) = (1� x)�� fonksiyonunu x = 0

noktas¬komşulu¼gunda Taylor serisine (Maclaurin serisi) açmak yeterlidir. � 2 Z�

olmas¬halinde (2:21) ifadesi sonlu binom aç¬l¬m¬d¬r.

2.2. Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

�; � ve 
 reel ya da kompleks sabitler olmak üzere

1 +
��x


1!
+
� (�+ 1) � (� + 1) x2


 (
 + 1) 2!
+ ::: (2.22)

olarak ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik serisi veya hipergeometrik seri

denir. (2:22) ifadesi 1+x+x2+ ::: geometrik serisinin bir geneleştirmesi oldu¼gun-

dan bu ad¬al¬r. (2:22) den görülmektedir ki 
 de¼geri s¬f¬r ya da negatif bir tamsay¬

olmamal¬d¬r. (2:22) hipergeometrik serisi jxj < 1 için yak¬nsak, jxj > 1 için ¬rak-

sakt¬r. jxj = 1 oldu¼gu zaman 
 > � + � ise mutlak yak¬nsakt¬r. x = �1 iken


 > � + � � 1 ise seri yak¬nsakt¬r.

(�)n = � (�+ 1) ::: (�+ n� 1)

Pochhammer sembolü ifadesi dikkate al¬n¬rsa (2:22) hipergeometrik serisi

2F1 (�; �; 
;x) =

1X
n=0

(�)n (�)n
(
)n

xn

n!
(2.23)

şekilde yaz¬labilir. (2:23) de görünen F nin alt¬ndaki 2 ve 1 alt indisleri F nin

yap¬s¬nda biri � ve � de¼geri 
 olmak üzere iki tip parametreler bulundu¼gunu ifade

eder. (2:23) in genelleştirilmi̧s ifadesi

pFq
�
�1; :::�p; 
1; :::
q;x

�
=

1X
n=0

(�1)n ::: (�p)n
(
1)n :::

�

q
�
n

xn

n!
(2.24)
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dir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden 2F1 gösterim yerine genellikle F gös-

terimi kulan¬l¬r. Yani

2F1 (�; �; 
;x) = F (�; �; 
;x)

olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu veya hipergeometrik fonksi-

yon olarak bilinir.

Lemma 2.4 2F1 (�; �; 
;x) fonksiyonu

2F1 (�; �; 
;x) =
1

B (�; 
 � �)

1Z
0

u��1 (1� u)
���1 (1� ux)�� du (2.25)

şeklinde bir integral gösterimine sahiptir.

·Ispat. Beta fonksiyonunun

B (x; y) =

1Z
0

ux�1 (1� u)y�1 du

tan¬m¬ndan ve Pochhammer sembolünün özelliklerinden dolay¬

(�)n
(
)n

=
B (� + n; 
 � �)

B (�; 
 � �)
=

1

B (�; 
 � �)

1Z
0

u�+n�1 (1� u)
+n�1 du (2.26)

yaz¬labilir. Buradan, (2:26) ifadesi (2:23) de yerine yaz¬l¬rsa

2F1 (�; �; 
;x) =
1

B (�; 
 � �)

1X
n=0

(�)n
n!

xn
1Z
0

u�+n�1 (1� u)
���1 du

olur. Seri düzgün yak¬nsak oldu¼gundan toplam ile integral yer de¼gi̧stirilirse

2F1 (�; �; 
;x) =
1

B (�; 
 � �)

1Z
0

u��1 (1� u)
���1
( 1X
n=0

(�)n
n!

(uxn)

)
du

elde edilir. Di¼ger taraftan (2:21) dan

(1� ux)�� =

1X
n=0

(�)n
n!

(uxn)

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa istenilen sonuç elde edilir.

Hipergeometrik fonksiyonun bir integral gösterimini veren bu formül jxj < 1 ve

� > � > 0 için geçerlidir.
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2.3. Gauss Diferensiyel Denklemi

·Ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklemler içinde sadece üç tane düzgün

ayk¬r¬noktaya sahip olan denklemler belirli de¼gi̧sken de¼gi̧stirmelerden sonra

x (1� x) y00 + [
 � (�+ � + 1) x] y
0 � ��y = 0 (2.27)

şekline dönüştürülebilmektedir. Bu denklem Gauss diferensiyel denklemi ya da

hipergeometrik denklem olarak bilinir. (2:27) denkleminde �; � ve 
 reel para-

metrelerdir. (2:27) denklemi 0,1 ve 1 de olmak üzere üç düzgün ayk¬r¬noktaya

sahiptir. Şimdi bu denklemi x = 0 düzgün ayk¬r¬noktas¬konuşulu¼gunda serilerle

çözelim. (2:27) in Frobenius serisi çözümü

y =
1X
n=0

cnx
m+n = xm

�
c0 + c1x+ c2x

2 + :::+ cnx
n + :::

�
şeklinde olmal¬d¬r.

y
0
=

1X
n=0

(m+ n) cnx
m+n�1 = xm

�
(m) c0x

�1 + (m+ 1) c1 + (m+ 2) c2x+ :::
�

y00 =
1X
n=0

(m+ n� 1) (m+ n) cnx
m+n�2

= xm
�
(m� 1) (m) c0x�2 + (m) (m+ 1) c1x�1 + (m+ 1) (m+ 2) c2 + :::

�
türevleri (2:27) Gauss denkleminde yerlerine konulursa

x (1� x)
1P
n=0

(m+ n� 1) (m+ n) cnx
m+n�2

+ [
 � (�+ � + 1) x]
1P
n=0

(m+ n) cnx
m+n�1 � ��

1P
n=0

cnx
m+n = 0

1P
n=0

(m+ n� 1) (m+ n) cnx
m+n�1 �

1P
n=0

(m+ n� 1) (m+ n) cnx
m+n

+

1P
n=0

(m+ n) cnx
m+n�1 � (�+ � + 1)

1P
n=0

(m+ n) cnx
m+n

���
1P
n=0

cnx
m+n = 0

1P
n=0

[m+ n� 1 + 
] (m+ n) cnx
m+n�1 �

1P
n=0

[m+ n+ �+ �] (m+ n) cnx
m+n

�
1P
n=0

��cnx
m+n = 0
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[(m+ 
 � 1) (m+ 0) c0xm�1 + (m+ 
) (m+ 1) c1x
m

+(m+ 
 + 1) (m+ 2) c1x
m+1 + :::

�
+ [� (m+ �+ �) (m) c0x

m � (m+ 1 + �+ �) (m+ 1) c1x
m+1 � :::]

+ [���c0xm � ��c1x
m+1 � ��c2x

m+2 � :::] = 0

m (m+ 
 � 1) c0xm�1 + f(m+ 1) (m+ 
) c1

� [m (m+ �+ �)� ��] c0gxm + � � �

+ f(m+ n) (m+ n+ 
 � 1) cn
� [(m+ n� 1) (m+ n+ �+ � � 1) + ��] cn�1g

�xm+n+1 + ::: = 0

olur. Buradan m (m+ 
 � 1) = 0 indisel denklemini ve

cn =
(m+ n� 1) (m+ n+ �+ � � 1) + ��

(m+ n) (m+ n+ 
 � 1) cn�1

indirgeme formülünü elde ederiz. Bunlara kaŗs¬l¬k gelen

Y (x;m) = c0x
m

�
1 +

m (m+ �+ �) + ��

(m+ 1) (m+ 
)
x (2.28)

+
m (m+ �+ �) + �� (m+ 1) (m+ �+ � + 1) + ��

(m+ 1) (m+ 
) (m+ 2) (m+ 
 + 1)
x2

+
m (m+ �+ �) + �� (m+ 1) (m+ �+ � + 1) + ��

(m+ 1) (m+ 
) (m+ 2) (m+ 
 + 1)

�(m+ 2) (m+ �+ � + 2) + ��

(m+ 3) (m+ 
 + 2)
x3 + :::

�
fonksiyonu

x (1� x)Y
00
(x;m) + [
 � (�+ � + 1) x]Y 0 (x;m)� ��Y (x;m)

= m (m+ 
 � 1) c0xm�1

denklemini gerçekler. m (m+ 
 � 1) = 0 indisel denkleminin kökleri m1 = 0 ve

m2 = 1� 
 olup, m1 = 0 köküne kaŗs¬l¬k gelen çüzüm (2:28) den c0 = 1 al¬narak,

Y (x; 0) = y1 = 1 +
��

1

x+

(�+ 1) + � (� + 1)

1:2:
 (
 + 1)
x2 + :::
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olarak elde edilir. m2 = 1 � 
 kökü kaŗs¬l¬k gelen çözüm ise, yine (2:28) de

c0 = 1; m = 1� 
 konularak

Y (x; 1� 
) = y2 = x1�


24 1 + (��y+1)(��
+1)
1(2�
) x

+ (��y+1)(��
+2)(��
+1)(��
+2)
1:2:(2�
)(3�
) x2 + :::

35
olarak bulunacakt¬r. Önceden tan¬mlanan hipergeometrik fonksiyonu dikkate

al¬narak y1 ve y2 çözümlerini bu fonksiyon cinsinden aşa¼g¬daki şekilde ifade ede-

biliriz.

y1 = F (�; �; 
;x) (2.29)

y2 = x1�
F (�� 
 + 1; � � 
 + 1; 2� 
;x) (2.30)

Böylece, 
 parametresi s¬f¬r ya da herhangi bir pozitif tamsay¬olmamak üzere

(2:27) Gauss diferensiyel denkleminin genel çözümü F hipergeometrik fonksiyonu

cinsinden

y = AF (�; �; 
;x) +Bx1�
F (�� 
 + 1; � � 
 + 1; 2� 
;x) (2.31)

şeklinde ifade edilebilir. Burada A ve B key� sabitlerdir. (2:31) genel çözümü

jxj < 1 için geçerlidir.

2.4. Önemli Baz¬·Ifadeler

Bu k¬s¬mda ilerdeki bölümlerde ihtiyaç duyaca¼g¬m¬z baz¬ifadeler verilecektir.

Lemma 2.5 Re (
 � �� �) > 0 için,

2F1 (�; �; 
; 1) =
� (
) � (
 � � � �)

� (
 � �) � (
 � �)
=
B (�; 
 � �� �)

B (�; 
 � �)
(2.32)

d¬r.

·Ispat. Lemma 2.4 te x = 1 al¬n¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa istenilen elde

edilebilir.

Lemma 2.6
1X
n=0

1X
k=0

A (k; n) =

1X
n=0

nX
k=0

A (k; n� k) (2.33)
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1X
n=0

nX
k=0

B (k; n) =
1X
n=0

1X
k=0

B (k; n+ k) (2.34)

eşitlikleri geçerlidir.

Lemma 2.7 jxj < 1
2
için

2F1 (�; 
 � �; 
;x) = (1� x)�� 2F1

�
�; �; 
;� x

1� x

�
(2.35)

dir.

·Ispat. (2:35) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ifade

(1� x)�� 2F1

�
�; �; 
;� x

1� x

�
= (1� x)��

1X
n=0

(�)n (�)n
(
)n n!

(�1)n xn (1� x)�n

=
1X
n=0

(�)n (�)n
(
)n n!

(�1)n xn (1� x)�(�+n)

=
1X
n=0

(�)n (�)n
(
)n n!

(�1)n xn
1X
n=0

(�+ n)r
r!

xr

=
1X
n=0

(�)n (�)n
(
)n n!

(�1)n
1X
n=0

(�+ n)r
r!

xn+r

şeklinde yaz¬labilir. (2:33) eşitli¼gi göz önüne al¬narak r yerine r � n al¬n¬r ve

gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

(1� x)�� 2F1

�
�; �; 
;� x

1� x

�
=

rX
n=0

(�)n (�)n
(
)n n!

(�1)n
1X
n=0

(�+ n)r�n
(r � n)!

xr

=
1X
r=0

rX
n=0

(�)n (�)r (�)n (�1)
n

(�)n (
)n n!

(�r)n (�1)
n

r!
xr

=
1X
r=0

(�)r
r!

rX
n=0

(�r)n (�)n
(
)n n!

xr

=
1X
r=0

(�)r
r!

F (�r; �; 
; 1)xr

=
1X
r=0

(�)r
r!

� (
) � (
 � � + r)

� (
 + r) � (
 � �)
xr

= 2F1 (�; 
 � �; 
;x)

olur. Bu ise ispat¬tamamlar.

Tan¬m 2.2 n pozitif bir tamsay¬olmak üzere

(�)�n =
1

(�� 1) (�� 2) ::: (�� n)
(2.36)

=
(�1)n

(1� �)n
13



şeklinde tan¬mlan¬r.

Lemma 2.8

(�)2r =

�
1

2
�

�
r

�
1

2
+
1

2
�

�
r

�
22
�r

(2.37)

d¬r.

·Ispat. (2:37) nin sa¼g yan¬ndaki ifadede Pochhammer sembolü kullan¬l¬r ve gerekli

düzenlemeler yap¬l¬rsa istenilen elde edilir.

Lemma 2.9 n � r için

(�+ r)n�r =
(�)n
(�)r

(2.38)

d¬r.

·Ispat. Pochhammer sembolünün tan¬m¬kullan¬larak ispat¬yap¬labilir.

Lemma 2.10

(�n)k =

8><>:
(�1)k n!
(n� k)!

; 0 � k � n

0 ; k > n

(2.39)

(k; n = 0; 1; 2; :::)

dir.

·Ispat.

(�n)k = (�n) (�n+ 1) ::: (�n+ k � 1)

= (�1)k (n) (n� 1) ::: (n� k + 1)

=
(�1)k (n) (n� 1) ::: (n� k + 1) (n� k) (n� k � 1) :::3:2:1

(n� k) (n� k � 1) :::3:2:1

=
(�1)k n!
(n� k)!

; 0 � k � n

dir. k > n için (�n)k = (�n) (�n+ 1) ::: (�n+ k � 1) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬

mutlaka s¬f¬r olacakt¬r.
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2.5. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar¬

Parametrelerin say¬s¬art¬r¬larak hipergeometrik serilerinin iki de¼gi̧skenli hipergeo-

metrik serilere genelleştirebilece¼gi Appell Kampé dé Fériet ve Horn taraf¬ndan

gösterilmi̧stir. Şimdi

2F1 (�1; �1; 
2;x) ; 2F1 (�2; �2; 
2; y)

hipergeometrik serilerini gözönüne alal¬m. Bu iki serinin çarp¬lmas¬yla x ve y

de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬

2F1 (�1; �1; 
2;x)2 F1 (�2; �2; 
2; y) =

1X
m;n=0

(�1)m (�2)n (�1)m (�2)n
(
1)m (
2)n

xm

m!

yn

n!

(2.40)

serisi elde edilir. (�)m+n = (�)m (�+m)n özelli¼gi dikkate al¬n¬r ve �2; �2 ve 
2

de¼gerleri yerine �2 = �1 +m;�2 = �1 +m; 
2 = 
1 +m konulursa, bu durumda

(�1)m (�2)n ; (�1)m (�2)n ; (
1)m (
2)n

ikili çarp¬m ifadelerinin yerine s¬ras¬yla

(�1)m+n ; (�1)m+n ; (
1)m+n

geleceklerinden

2F1 (�1; �1; 
2;x)2 F1 (�2; �2; 
2; y) =
1P
m=0

1P
n=0

(�1)m(�1+m)n(�1)m(�1+m)n
(
1)m(
1+m)n

xm

m!
yn

n!

=
1P
m=0

1P
n=0

(�1)m+n(�1)m+n
(
1)m+n

xm

m!
yn

n!

=
1P
m=0

1P
n=0

(�1)N (�1)N
(
1)N

xm

m!
yN�m

m(N�m)!

=
1P
N=0

(�1)N (�1)N
(
1)NN !

�
NP

M=0

N !
m!(N�m)!x

myN�m
�

=
1P
N=0

(�1)N (�1)N (x+y)
N

(
1)NN !

=2 F1 (�1; �1; 
1;x+ y)

elde edilir. Yukar¬daki ifadelerde N = m + n al¬nm¬̧s ve (2:34) özelli¼gi kul-

lan¬lm¬̧st¬r. (2:40) de �2 = �1+m; 
2 = 
1+m al¬narak elde edilen iki de¼gi̧skenli

15



hipergeometrik fonksiyona birinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu de-

nilmektedir ki bu fonksiyonun serisel ifadesi

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =

1X
m;n=0

(�1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m+n

xm

m!

yn

n!
(2.41)

olur. Benzer şekilde (2:40) de �2 = �1 + m konularak F2 ikinci çeşit Appell

hipergeometrik fonksiyonu, yine (2:40) de 
2 = 
1+m konularak F3 üçüncü çeşit

Appell hipergeometrik fonksiyonu ve son olarak (2:40) de �2 = �1+m ; �2 = �1+

m konularak F3 üçüncü çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu elde edilmektedir.

Bu fonksiyonlar¬n aç¬k ifadeleri aşa¼g¬da verilmektedir.

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) =
1X

m;n=0

(�1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m (
2)n

xm

m!

yn

n!
(2.42)

F3 (�1; �2; �1; �2; 
1;x; y) =
1X

m;n=0

(�1)m (�2)n (�1)m (�2)n
(
1)m+n

xm

m!

yn

n!
(2.43)

F4 (�1; �1; ; 
1; 
2;x; y) =
1X

m;n=0

(�1)m+n (�1)m+n
(
1)m (
2)n

xm

m!

yn

n!
(2.44)

Bu seriler s¬ras¬yla

D1 = f(x; y) : jxj < 1; jyj < 1g ; D2 = f(x; y) : jxj+ jyj < 1g

D3 = f(x; y) : jxj < 1; jyj < 1g ; D4 =
n
(x; y) : jxj 12 + jyj 12 < 1

o
bölgeleri için yak¬nsakt¬r.

2.5.1. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar¬Taraf¬ndan Sa¼glanan K¬smi

Türevli Denklemler

F1 Appell hipergeometrik fonksiyonunun (2:41) deki ifadesinde xmym teriminin

önündeki katsay¬lar Am;n olmak üzere

z = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
1X
m=0

1X
n=0

Am;nx
myn (2.45)
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fonksiyonunu gözönüne alal¬m. Burada Am;n katsay¬s¬

Am+1;n =
(�1 +m+ n) (�1 +m)

(m+ 1) (
1 +m+ n)
Am;n

Am+1;n =
(�1 +m+ n) (�2 +m)

(n+ 1) (
1 +m+ n)
Am;n

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glar.  = x @
@x
; � = y @

@y
olmak üzere F1 fonksiyonunun

sa¼glad¬¼g¬kapal¬formdaki k¬smi türevli denklem sistemi�
( + �+ �1) ( + �1)�

1

x
 ( + �+ 
1 � 1)

�
z = 0 (2.46)�

( + �+ �1) ( + �2)�
1

x
 ( + �+ 
1 � 1)

�
z = 0

şeklindedir. Birinci ve ikinci basamaktan k¬smi türevler için

p =
@

@x
; q =

@

@y
; r =

@2

@x2
; s =

@2

@x@y
; t =

@2

@y2

gösterimlerinin kullan¬lmas¬yla F1 in sa¼glad¬¼g¬yukar¬daki k¬smi türevli denklem

sistemi

F1 :

8<: x (1� x) r + y (1� x) s+ f
1 � (�1 + �1 + 1) xg p� �1yq � �1�1z = 0

x (1� y) t+ y (1� y) s+ f
1 � (�1 + �2 + 1) xg q � �2xp� �1�2z = 0

(2.47)

şeklinde elde edilir. Benzer şekilde di¼ger iki de¼gi̧skenli Appell hipergeometrik

fonksiyonlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬k¬smi türevli denklem sistemleride bulunabilir ki bunlar

F2 :

8<: x (1� x) r � xys+ f
1 � (�1 + �1 + 1) xg p� �1yq � �1�1z = 0

x (1� y) t� xys+ f
2 � (�1 + �2 + 1) xg q � �2xp� �1�2z = 0

(2.48)

F3 :

8<: x (1� x) r + ys+ f
1 � (�1 + �1 + 1) xg p� �1�1z = 0

x (1� y) t+ ys+ f
1 � (�2 + �2 + 1) xg q � �2�2z = 0
(2.49)

F4 :

8>>>>>><>>>>>>:

x (1� x) r � y2t� 2xys+ f
1 � (�1 + �1 + 1) xg p� (�1 + �1 + 1) yq

��1�1z = 0

x (1� y) r � x2r � 2xys+ f
2 � (�1 + �1 + 1) yg q � (�1 + �1 + 1) xp

��1�1z = 0
(2.50)

d¬r.
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2.5.2. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar¬n ·Integral Gösterimleri

F1; F2 ve F3 Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬n¬n çift katl¬integraller yard¬m¬yla

integral gösterimleri elde edilebilir. Birinci çeşit Appell hipergeometrik fonksi-

yonu için bir integral gösterimi,

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
� (
1)

� (�1) � (�2) � (
1 � �1 � �2)

�
Z Z
D

u�1�1v�2�1 (1� u� v)
1��1��2�1 (1� ux� vy)��1 dudv

(2.51)

şeklindedir. Buradaki çift katl¬integral D = f(u; v) : u � 0; v � 0; u+ v � 1g üç-

gensel bölgesi üzerindedir. Benzer şekilde F2 ve F3 Appell hipergeometrik fonksi-

yonlar¬n¬n integral gösterimleri

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) =
� (
1) � (
2)

� (�1) � (�2) � (
1 � �1) � (
2 � �2)

�
1Z
0

1Z
0

u�1�1v�2�1 (1� u)
1��1�1 (1� v)
2��2�1 (1� ux� vy)��1 dudv

(2.52)

F3 (�1; �2; �1; �2; 
1;x; y) =
� (
1)

� (�1) � (�2) � (
1 � �1 � �2)

�
Z Z
D

u�1�1v�2�1 (1� u� v)
1��1��2�1 (1� ux)��1 (1� vy)��2 dudv

(2.53)

şeklidedir. Son integralde yine yukar¬da tan¬mlanan D üçgensel bölgesi üzerinden

hesap edilir. F4 Appell hipergeometrik fonksiyonu için benzer bir integral gösteri-

mi elde edilemez. Ayr¬ca F1 fonksiyonunun

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
� (
1)

� (�1) � (
1 � �1)
(2.54)

�
1Z
0

u�1�1 (1� u)
1��1�1 (1� ux)��1 (1� uy)��2 du

şeklinde tek katl¬integral yard¬m¬yla ifade edilen bir başka integral gösterimi de

vard¬r.
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2.5.3. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar¬n Aras¬ndaki ·Ili̧skiler

Appell hipergeonetrik fonksiyonlar¬n aras¬ndaki iļskiyi görmek için aşa¼g¬daki baz¬

teoremler verilmi̧stir.

Teorem 2.1 F1 Appell hipergeometrik fonksiyonu aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glar.

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

= (1� x)��1 (1� y)��2 F1

�

1 � �1; �1; �2; 
1;�

x

1� x
;� y

1� y

�

= (1� x)��1 F1

�
�1; 
1 � �1 � �2; �2; 
1;�

x

1� x
;
y � x

1� x

�

= (1� y)��1 F1

�
�1; �1; 
1 � �1 � �2; 
1;

x� y

1� y
;� y

1� y

�
(2.55)

= (1� x)
1��1��1 (1� y)��2 F1

�

1 � �1; 
1 � �1 � �2; �2; 
1;x;

x� y

1� y

�
(2.56)

= (1� x)��1 (1� y)
1��1��2 F1

�

1 � �1; �1; 
1 � �1 � �2; 
1;

y � x

1� x
; y

�

·Ispat. (2:54) eşitli¼gindeki
1Z
0

u�1�1 (1� u)
1��1�1 (1� ux)��1 (1� uy)��2 du

integralini göz önüne alal¬m. Bu integralde s¬ras¬yla

u = 1� v; u =
v

1� x+ vx
; u =

v

1� y + vy
; u =

1� v

1� vx
; u =

1� v

1� vy

dönüşümleri yap¬l¬rsa istenilen sonuçlar elde edilir.

Teorem 2.2 F2 Appell hipergeometrik fonksiyonu aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glar.

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) (2.57)

= (1� x)��1 F2

�
�1; 
1 � �1; �2; 
1; 
2;�

x

1� x
;

y

1� x

�
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= (1� y)��1 F2

�
�1; �1; 
2 � �2; 
1; 
2;

x

1� y
;� y

1� y

�
= (1� x� y)��1 F2

�
�1; 
1 � �1; 
2 � �2; 
1; 
2;�

x

1� x� y
;� y

1� x� y

�
·Ispat. (2:52) formülüyle verilen

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) =
� (
1) � (
2)

� (�1) � (�2) � (
1 � �1) � (
2 � �2)

�
1Z
0

1Z
0

u�1�1v�2�1 (1� u)
1��1�1 (1� v)
2��2�1 (1� ux� vy)��1 dudv

eşitli¼ginin ikinci yan¬ndaki çift katl¬integrale

u = 1� u0 ; v = v0

u = u0 ; v = 1� v0

u = 1� u0 ; v = 1� v0

dönüşümleri s¬ras¬yla uygulan¬rsa istenilen sonuçlar elde edilir.

Uyar¬ 2.1 F3 ve F4 fonksiyonlar¬ için benzer dönüşümler aç¬kça görülemez.

Ayr¬ca, (2:54) ile verilen

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
� (
1)

� (�1) � (
1 � �1)

�
1Z
0

u�1�1 (1� u)
1��1�1 (1� ux)��1 (1� uy)��2 du

integral gösteriminde u =
1

v
dönüşümü yap¬l¬rsa, F1 fonksiyonunun

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
� (
1)

� (�1) � (
1 � �1)

�
1Z
1

v�1+�2�
1 (v � 1)
1��1�1 (v � x)��1 (v � y)��2 dv

şeklinde bir başka integral gösterimi elde edilmi̧s olur.

Teorem 2.3 F1; F2; F3 Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (2.58)

= (1� y)��2 F3

�
�1; 
1 � �1; �1; �2; 
1;x;

y

y � 1

�
= (1� x)��1 F3

�

1 � �1; �1; �1; �2; 
1;

x

x� 1 ; y
�
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F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (2.59)

=

�
x

y

��2
F2

�
�1 + �2; �1; �2; 
1; �1 + �2;x; 1�

x

y

�
=
�y
x

��1
F2

�
�1 + �2; �1; �1; 
1; �1 + �2; y; 1�

y

x

�

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

= (1� x)��1
1X
m=0

1X
n=0

(�1)m+n (
1 � �1 + n)m (�2)n
(
1)m+nm!n!

�
x

x� 1

�m�
y

1� x

�n
(2.60)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬gerçekler.

·Ispat. F1 in (2:41) tan¬m¬ndan

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
1X
m=0

1X
n=0

(�1)m (�1 +m)n (�1)m (�2)n
(
1)m (
1 +m)nm!n!

xmyn

=

1X
m=0

(�1)m (�1)m
(
1)mm!

2F1 (�1 +m;�2; 
1 +m; y)xm

dir. Eşitli¼gin sa¼g yan¬ndaki 2F1 fonksiyonuna Lemma 2.7 deki (2:35) eşitli¼gi

uygulan¬rsa,

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

=
1X
m=0

(�1)m (�1)m
(
1)mm!

(1� y)��2 2F1

�

1 � �1; �2; 
1 +m;� y

1� y

�
xm

= (1� y)��2
1X
m=0

1X
n=0

(�1)m (
1 � �1)n (�1)m (�2)n
(
1)m+nm!n!

xm
�
� y

1� y

�n
= (1� y)��2 F3

�
�1; 
1 � �1; �1; �2; 
1;x;�

y

1� y

�

elde edilir. Bu ise istenilendir. (2:59) ifadesi, eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki hiper-

geometrik fonksiyonlar¬n serisel ifadeleri yerine yaz¬l¬r ve basit serisel i̧slemler

yap¬l¬rsa kolayl¬kla elde edilebilir. (2:60) eşitli¼gi de benzer i̧slemler yap¬larak bu-

lunabilir.
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2.5.4. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar¬ile Gauss Hipergeometrik

Fonksiyonu Aras¬ndaki ·Ili̧skiler

Appell Hipergeometrik fonksiyonlar¬ile Gauss hipergeometrik fonksiyonu aras¬n-

daki ili̧skileri görmek için bu fonksiyonlar¬n parametrelerinin ve de¼gi̧skenlerinin

özel durumlar¬n¬seçmek yeterlidir. (2:56) de y = x , (2:55) de �1 + �2 = 
1 ve

(2:57) de 
1 = �1 al¬narak s¬ras¬yla

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) = (1� x)
1��1��1��2 F (
1 � �1; 
1 � �1 � �2; 
1;x)

= F (�1; �1 + �2; 
1;x) (2.61)

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) = (1� y)��1 F

�
�1; �1; �1 + �2;

x� y

1� y

�
(2.62)

F1 (�1; �1; �2; 
2;x; y) = (1� x)��1 F

�
�1; �2; 
2;

y

1� x

�
(2.63)

eşitliklerinin varl¬¼g¬kolayl¬kla gösterilebilir. (2:58) eşitli¼ginden

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) = (1� y)��2 F3

�
�1; 
1 � �1; �1; �2; 
1;x;

y

y � 1

�
oldu¼gundan bilinmektedir. Dolay¬s¬yla F1 fonksiyonu her zaman F3 fonksiyonu

cinsinden elde edilebilir. Tersine (2:58) ifadesinde 
1 = �1+�2 al¬n¬rsa F3 fonksi-

yonu F1 fonksiyonu cinsinden ifade edilmi̧s olur. (2:62) den, 
1 = �1 + �2 al¬-

narak F1 fonksiyonunun hipergeometrik fonksiyonlar yard¬m¬yla ifade edilebile-

ce¼gi görülmektedir. Bu nedenle F3 fonksiyonlar¬n¬n 2F1 fonksiyonlar¬cinsinden

ifadesini elde etmek için (2:58) ifadesinde 
1 = �1 + �2 = �1 + �2 al¬n¬rsa

F3 (�1; 
1 � �1; �1; 
1 � �1; 
1;x; y) = (1� y)�1+�1�
1 2F1 (�1; �1; 
1;x+ y � xy)

(2.64)

elde edilir. Şimdi de F2 fonksiyonunun F1 fonksiyonu cinsinden ifade edilebile-

ce¼gini gösterelim. (2:42) ile tan¬mlanan F2 fonksiyonunda 
2 = �1 ve y = �
y

1� y
al¬n¬p elde edilen bu hipergeometrik seri (1� y)��2 ile çarp¬l¬rsa aşa¼g¬daki ifade

elde edilir.

(1� y)��2 F2

�
�1,�1; �2; 
1; �1;x;�

y

1� y

�
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Daha sonra F2 nin serisel ifadesi yerine yaz¬l¬r ve hipergeometrik fonksiyonlar için

bilinen baz¬özellikler kullan¬l¬rsa,

(1� y)��2 F2

�
�1; �1; �2; 
1; �1;x;�

y

1� y

�
= (1� y)��2

1X
m=0

1X
n=0

(�1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m (�1)nm!n!

xm
�
� y

1� y

�n
= (1� y)��2

1X
m=0

(�1)m (�1)m
(
1)mm!

xm 2F1

�
�1 +m;�2;�1;�

y

1� y

�
=

1X
m=0

(�1)m (�1)m
(
1)mm!

xm 2F1 (�2;�m;�1; y)

=

1X
m=0

(�1)m (�1)m
(
1)mm!

xm
(�1 � �2)m
(�1)m

2F1 (�2;�m; 1 + �2 � �1 �m; 1� y)

=

1X
m=0

(�1)m (�1)m
(
1)mm!

xm
(�1 � �2)m
(�1)m

mX
n=0

(�2)n (�m)n
(1 + �2 � �1 �m)n

(1� y)n

n!

=
1X
m=0

mX
n=0

(�1)m (�m)n (�2)n (�1 � �2)m
m!n! (
1)m (1 + �2 � �1 �m)n

xm (1� y)n

ifadesi elde edilir. m! n+ s al¬n¬rsa bu ifadenin eşiti

=
1X
n=0

1X
s=0

(�1)n+s (�1)
n (�2)n (�1 � �2)n+s

s!n! (
1)n+s (1 + �2 � �1 � n� s)n
xn+s (1� y)n

=
1X
n=0

1X
s=0

(�1)n+s (�1 � �2)s (�2)n
s!n! (
1)n+s

xn+s (1� y)n

= F1 (�1; �1 � �2; �2; 
1;x; x (1� y))

olur ki, buradan da

(1� y)��2 F2

�
�1; �1; �2; 
1; �1;x;�

y

1� y

�
= F1 (�1; �1 � �2; �2; 
1;x; x (1� y))

(2.65)

yaz¬l¬r. Bunun yan¬s¬ra, (2:65) in sa¼g yan¬ndaki F1 fonksiyonunda 
1 = �1 al¬-

narak 2F1 fonksiyonuna indirgenebilir. Ayr¬ca, (2:65) de 
1 = 
2 = �1 al¬n¬rsa,

F2 (�1; �1; �2;�1; �1;x; y) = (1� x)��1 (1� y)��2 2F1

�
�1; �2;�1;

xy
(1�x)(1�y)

�
elde edilir. Bu eşitli¼gin, sa¼g yan¬ndaki ifade x ve y nin kuvvetleri cinsinden seriye

aç¬ld¬¼g¬nda birinci yandaki F2 nin elde edilece¼gi de görülebilir.
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI

3.1. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar¬·Için Yineleme Formülleri

Bu k¬s¬mda Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬n¬n her bir parametresine bir

n tam say¬s¬ ekleyerek yada ç¬kararak yine Appell hipergeometrik fonksiyon-

lar cinsinden yineleme formülleri elde edilecektir. Bu i̧slemler yap¬l¬rken (2:18)

Pochhammer sembolünün özellikleri s¬kça kullan¬lacakt¬r. ·Ikinci bölümde (2:41) ;

(2:42) ; (2:43) ve (2:44) formülleri ile verilen F1; F2; F3; F4 fonksiyonlar¬n¬tekrar

hat¬rlayal¬m.

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =

1X
n;m=0

(�1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m+n

xm

m!

yn

n!
;

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) =
1X

n;m=0

(�1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m (
2)n

xm

m!

yn

n!
;

F3 (�1; �2; �1; �2; 
1;x; y) =
1X

n;m=0

(�1)m (�2)n (�1)m (�2)n
(
1)m+n

xm

m!

yn

n!
;

F4 (�1; �1; 
1; 
2;x; y) =
1X

n;m=0

(�1)m+n (�1)m+n
(
1)m (
2)n

xm

m!

yn

n!

dir.

3.1.1. F1 için yineleme formülleri

Bu k¬s¬mda ilk olarak F1 Appell hipergeometrik fonksiyonu için �1 parametresine

göre bir yineleme formülü elde edilecektir. n 2 N olmak üzere

F1 (�1 + n; �1; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.1)

+
�1x


1

nX
k=1

F1 (�1 + k; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+
�2y


1

nX
k=1

F1 (�1 + k; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)

dir. Bu ifadenin do¼grulu¼gunu görmek için ilk olarak F1 Appell hipergeometrik

fonksiyonunun tan¬m¬nda �1 yerine �1 + 1 yaz¬l¬r ve

(�1 + 1)m+n = (�1)m+n

�
1 +

m

�1
+

n

�1

�
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Pochhammer sembolünün özelli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

F1 (�1 + 1; �1; �2; 
1;x; y) =
1P

n;m=0

(�1+1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

xm

m!
yn

n!

=
1P

n;m=0

(�1)m+n

�
1+ m

�1
+ n
�1

�
(�1)m(�2)n

(
1)m+n

xm

m!
yn

n!

=
1P

n;m=0

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

xm

m!
yn

n!
+

1P
n=0;m=1

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

m
a1

xm

m(m�1)!
yn

n!

+
1P

n=1;m=0

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

xm

m!
n
�1

yn

n(n�1)!

elde edilir. Son eşitlikteki ikinci toplamda m yerine m + 1, üçüncü toplamda da

n yerine n+ 1 indis dönüşümü yap¬l¬rsa

F1 (�1 + 1; �1; �2; 
1;x; y) =
1X

n;m=0

(�1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m+n

xm

m!

yn

n!

+
1X

n;m=0

(�1)m+n+1 (�1)m+1 (�2)n
(
1)m+n+1

1

�1

xm+1

m!

yn

n

+
1X

n;m=0

(�1)m+n+1 (�1)m (�2)n+1
(
1)m+n+1

1

�1

xm

m!

yn+1

n!

olur. Pochhammer sembolünün

(�)m+1 = � (�+ 1)m

özelli¼gi kullan¬l¬rsa ve baz¬düzenlemeler yap¬l¬rsa

F1 (�1 + 1; �1; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.2)

+
�1x


1
F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+
�2y


1
F1 (�1 + 1; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)
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elde edilir. (3:2) de �1 yerine �1 + 1 al¬n¬p (3:2) tekrar kullan¬l¬rsa

F1 (�1 + 2; �1; �2; 
1;x; y) = F1 (�1 + 1; �1; �2; 
1;x; y)

+
�1x


1
F1 (�1 + 2; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+
�2y


1
F1 (�1 + 2; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)

= F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

+
�1x


1
[F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+F1 (�1 + 2; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)]

+
�2y


1
[F1 (�1 + 1; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)

+F1 (�1 + 2; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)]

elde edilir . Bunu i̧slem n kez tekrarlan¬rsa istenilen sonuç elde edilebilir.

(3:2) de �1 yerine �1 � 1 yazal¬m. Bu durumda

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) = F1 (�1 � 1; �1; �2; 
1;x; y)

+
�1x


1
F1 (�1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+
�2y


1
F1 (�1; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)

veya

F1 (�1 � 1; �1; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

��1x

1

F1 (�1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

��2y

1

F1 (�1; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y) (3.3)

elde edilir. (3:3) de tekrar �1 yerine �1 � 1 al¬n¬rsa

F1 (�1 � 2; �1; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

��1x

1

[F1 (�1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+F1 (�1 � 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)]

��2y

1

[F1 (�1; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)

+F1 (�1 � 1; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)]
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elde edilir. Bu i̧slem n� 1 kez tekrarlan¬rsa

F1 (�1 � n; �1; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.4)

��1x

1

n�1X
k=0

F1 (�1 � k; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

��2y

1

n�1X
k=0

F1 (�1 � k; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)

elde edilir.

(3:1) ve (3:4) ifadelerinin bir di¼ger gösterimi

F1 (�1 + n; �1; �2; 
1;x; y) =
nP
i=0

n�iP
k=0

�
n
i

��
n�i
k

� (�1)i(�2)k
(
1)i+k

(3.5)

�xiykF1 (�1 + i+ k; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)

F1 (�1 � n; �1; �2; 
1;x; y) =
nP
i=0

n�iP
k=0

�
n
i

��
n�i
k

� (�1)i(�2)k
(
1)i+k

(3.6)

� (�xi)
�
�yk

�
F1 (�1; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)

şeklindedir.

Bu ifadelerin do¼grulu¼gunu göstermek için tümevar¬m yöntemini kullanal¬m. Ayn¬

yöntemi kullanarak (3:6) ba¼g¬nt¬s¬n¬n ispat¬da benzer şekilde yap¬labilir. n = 1

için ifadenin do¼grulu¼gu görülebilir. n = t için do¼gru oldu¼gunu kabul edelim.

n = t+ 1 için do¼gru oldu¼gunu gösterelim.

F1 (�1 + t; �1; �2; 
1;x; y) =
tP
i=0

t�iP
k=0

�
t
i

��
t�i
k

� (�1)i(�2)k
(
1)i+k

�xiykF1 (�1 + i+ k; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)

dir. �1 yerine �1 + 1 yaz¬l¬rsa

F1 (�1 + t+ 1; �1; �2; 
1;x; y) =
tP
i=0

t�iP
k=0

�
t
i

��
t�i
k

� (�1)i(�2)k
(
1)i+k

�xiykF1 (�1 + i+ k + 1; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)

olur. Son eşitli¼gin sa¼g yan¬ndaki ifadede bulunan F1 fonksiyonuyla (3:2) eşitli¼gi

kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, �1 yerine �1 + i+ k; �1 yerine �1 + i; �2 yerine �2 + k; 
 yerine
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1 + i+ k geldi¼gi görülür. (3:2) göz önüne al¬narak bu fonksiyon tekrar yaz¬l¬rsa

F1 (�1 + t+ 1; �1; �2; 
1;x; y) =
tP
i=0

t�iP
k=0

�
t
i

��
t�i
k

� (�1)i(�2)k
(
1)i+k

xiyk

� [F1 (�1 + i+ k; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)

+ (�1+i)x

1+i+k

F1 (�1 + i+ k + 1; �1 + i+ 1; �2 + k; 
1 + i+ k + 1; x; y)

+ (�2+k)y

1+i+k

F1 (�1 + i+ k + 1; �1 + i; �2 + k + 1; 
1 + i+ k + 1; x; y)
i

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

F1 (�1 + t+ 1; �1; �2; 
1;x; y) =

tP
i=0

t�iP
k=0

�
t
i

��
t�i
k

� (�1)i(�2)k
(
1)i+k

xiykF1 (�1 + i+ k; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)

+
tP
i=0

t�iP
k=0

�
t
i

��
t�i
k

� (�1)i(�1+i)(�2)k
(
1)i+k(
1+i+k)

xi+1yk

F1 (�1 + i+ k + 1; �1 + i+ 1; �2 + k; 
1 + i+ k + 1; x; y)

+
tP
i=0

t�iP
k=0

�
t
i

��
t�i
k

� (�1)i(�2)k(�2+k)
(
1)i+k(
1+i+k)

xiyk+1

F1 (�1 + i+ k + 1; �1 + i; �2 + k + 1; 
1 + i+ k + 1; x; y)

oldu¼gu görülür. ·Ikinci toplamda i yerine i � 1; üçüncü toplamda k yerine k � 1

indis dönüşümü yap¬l¬r ve�
n
k

�
=

�
n�1
k

�
+
�
n�1
k�1
�

�
n
m

�
= 0 ; (m > n veya m < 0 ise)

özellikleri kullan¬l¬rsa

F1 (�1 + t+ 1; �1; �2; 
1;x; y) =

tX
i=0

t�iX
k=0

�
t
i

��
t�i
k

�(�1)i (�2)k
(
1)i+k

xiyk

F1 (�1 + i+ k; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)

+

t+1X
i=1

t�i+1X
k=0

�
t
i�1
��
t�i+1
k

�(�1)i (�2)k
(
1)i+k

xiyk

F1 (�1 + i+ k; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)

+
tX
i=0

t�iX
k=0

�
t
i

��
t�i
k�1
�(�1)i (�2)k
(
1)i+k

xiyk

F1 (�1 + i+ k; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)

=

t+1X
i=0

t�i+1X
k=0

�
t+1
i

��
t+1�i
k

�(�1)i (�2)k
(
1)i+k

xiyk

�F1 (�1 + i+ k; �1 + i; �2 + k; 
1 + i+ k;x; y)
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elde edilir. Bu ise istenilendir.

E¼ger F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) fonksiyonundaki �1 parametresine n do¼gal say¬s¬ek-

lenirse

F1 (�1; �1 + n; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.7)

+
�1x


1

nX
k=1

F1 (�1 + 1; �1 + k; �2; 
1 + 1; x; y)

formülü, n do¼gal say¬s¬ç¬kar¬l¬rsa

F1 (a1; �1 � n; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.8)

��1x

1

n�1X
k=0

F1 (�1 + 1; �1 � k; �2; 
1 + 1; x; y)

formülü elde edilir.

Gerçekten, F1 Appell hipergeometrik fonksiyonunun tan¬m¬kullan¬l¬r ve Pochham-

mer sembolünün (�1 + 1)m = (�1)m
�
1 + m

�1

�
özelli¼gi kullan¬l¬rsa

F1 (�1; �1 + 1; �2; 
1;x; y) =
1P

n;m=0

(�1)m+n(�1+1)m(�2)n
(
1)m+n

xm

m!
yn

n! (3.9)

=
1P

n;m=0

(�1)m+n(�1)m

�
1+ m

�1

�
(�2)n

(
1)m+n

xm

m!
yn

n!

=
1P

n;m=0

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

xm

m!
yn

n!
+

1P
n=0;m=1

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

m
�1

xm

m(m�1)!
yn

n!

=
1P

n;m=0

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

xm

m!
yn

n!
+

1P
n;m=0

(�1)m+n+1(�1)m+1(�2)n
(
1)m+n+1

xm+1

m!
yn

n!

=
1P

n;m=0

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

xm

m!
yn

n!
+ 


1P
n;m=0

(�1+1)m+n(�1+1)m(�2)n
(
1+1)m+n

xm

m!
yn

n!

= F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) +
�1x

1
F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

Yukar¬daki ifadenin üçüncü eşitli¼ginde ikinci toplam¬nda m yerine m + 1 indis

dönüşümü yap¬lm¬̧st¬r.

Şimdi (3:9) de �1 yerine �1 � 1 yaz¬l¬rsa

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1 � 1; �2; 
1;x; y)

+
�1x


1
F1 (�1 + 1; �1; �2; 
1 + 1; x; y)

veya

F1 (�1; �1 � 1; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.10)

��1x

1

F1 (�1 + 1; �1; �2; 
1 + 1; x; y)
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elde edilir. (3:10) de bir kez daha �1 yerine �1 � 1 yaz¬l¬rsa

F1 (�1; �1 � 2; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1 � 1; �2; 
1;x; y)

��1x

1

F1 (�1 + 1; �1 � 1; �2; 
1 + 1; x; y)

= F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

��1x

1

[F1 (�1 + 1; �1; �2; 
1 + 1; x; y)

+F1 (�1 + 1; �1 � 1; �2; 
1 + 1; x; y)]

olur. Bu i̧slem n� 1 kez tekrarlan¬rsa

F1 (�1; �1 � n; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

��1x

1

n�1X
k=0

F1 (�1 + 1; �1 � k; �2; 
1 + 1; x; y)

elde edilir.(3:7) ve (3:8) nin farkl¬bir ifadeleri de

F1 (�1; �1 + n; �2; 
1;x; y) =
nX
k=0

(nk)
(�1)k
(
1)k

xkF1 (�1 + k; �1 + k; �2; 
1 + k;x; y)

(3.11)

ve

F1 (�1; �1 � n; �2; 
1;x; y) =
nX
k=0

(nk)
(�1)k
(
1)k

�
�xk

�
F1 (�1 + k; �1; �2; 
1 + k;x; y)

(3.12)

dir.

(3:11) i ispat etmek için (3:9) ifadesi kullan¬l¬r ve �1 yerine �1 + 1 al¬n¬rsa

F1 (�1; �1 + 2; �2; 
1;x; y) = F1 (�1; �1 + 1; �2; 
1;x; y)

+
�1x


1
F1 (�1 + 1; �1 + 2; �2; 
1 + 1; x; y)

= F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

+
�1x


1
F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+
�1x


1
[F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+
(�1 + 1) x

(
1 + 1)
F1 (�1 + 2; �1 + 2; �2; 
1 + 2; x; y)

�
= F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

+2
�1x


1
F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+
(�1)2
(
1)2

xF1 (�1 + 2; �1 + 2; �2; 
1 + 2; x; y)
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elde edilir. Bu i̧slem n kez tekrarlan¬rsa

F1 (�1; �1 + n; �2; 
1;x; y) =
nX
k=0

(nk)
(�1)k
(
1)k

xkF1 (�1 + k; �1 + k; �2; 
1 + k;x; y)

bulunur. Şimdi de F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) fonksiyonunun 
1 parametresi için bir

gösterim

F1 (�1; �1; �2; 
1 � n;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.13)

+�1�1x

nX
k=1

F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 2� k;x; y)

(
1 � k) (
1 � k + 1)

+�1�2y

nX
k=1

F1 (�1 + 1; �1; �2 + 1; 
1 + 2� k;x; y)

(
1 � k) (
1 � k + 1)

şeklindedir.

Bu ifadenin do¼grulu¼gunu görmek için

1

(
1 � 1)m+n
=

1

(
1)m+n

�
1 +

m

(
1 � 1)
+

n

(
1 � 1)

�
özelli¼gi göz önüne al¬n¬p F1 Appell hipergeometrik fonksiyonunun tan¬m¬nda 
1

yerine 
1 � 1 al¬n¬rsa

F1 (�1; �1; �2; 
1 � 1;x; y) =
1X

n;m=0

(�1)m+n (�1)m (�2)n
(
1 � 1)m+n

xm

m!

yn

n!

=
1X

n;m=0

1

(
1)m+n

�
1 +

m

(
1 � 1)
+

n

(
1 � 1)

�
� (�1)m+n (�1)m (�2)n

xm

m!

yn

n!

=
1X

n;m=0

(�1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m+n

xm

m!

yn

n!

+
1P

n=0;m=1

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

m
(
1�1)

xm

m(m�1)!
yn

n!

+
1P

n=1;m=0

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m+n

xm

m!
n

(
1�1)
yn

n(n�1)!

elde edilir. Son eşitlikteki ikinci toplamda m yerine m + 1; üçüncü toplamda n

yerine n+ 1 indis dönüşümü yap¬l¬rsa

F1 (�1; �1; �2; 
1 � 1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

+

1X
n;m=0

1


1 � 1
(�1)m+n+1 (�1)m+1 (�2)n

(
1)m+n+1

xm+1

m!

yn

n!

+
1X

n;m=0

1


1 � 1
(�1)m+n+1 (�1)m (�2)n+1

(
1)m+n+1

xm

m!

yn+1

n!
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elde edilir.

(�1)m+n+1 = �1 (�1 + 1)m+n

(�1)m+1 = �1 (�1 + 1)m

(
1)m+n+1 = 
1 (
1 + 1)m+n

dir. Bu eşitlikleri yukar¬da yerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

F1 (�1; �1; �2; 
1 � 1;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.14)

+
�1�1x


1 (
1 � 1)
F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+
�1�2y


1 (
1 � 1)
F1 (�1 + 1; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)

olur. (3:14) de tekrar 
1 yerine 
1 � 1 alal¬m. Bu durumda (3:14)

F1 (�1; �1; �2; 
1 � 2;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1 � 1;x; y)

+
�1�1x

(
1 � 1) (
1 � 2)
F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1;x; y)

+
�1�2y

(
1 � 1) (
1 � 2)
F1 (�1 + 1; �1; �2 + 1; 
1;x; y)

= F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

+
�1�1x


1 (
1 � 1)
F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

+
�1�1x

(
1 � 1) (
1 � 2)
F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1;x; y)

+
�1�2y


1 (
1 � 1)
F1 (�1 + 1; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)

+
�1�2y

(
1 � 1) (
1 � 2)
F1 (�1 + 1; �1; �2 + 1; 
1;x; y)

şeklinde yaz¬labilir. Bu i̧slem n kez tekrarlan¬rsa

F1 (�1; �1; �2; 
1 � n;x; y) = F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

+�1�1x
nX
k=1

F1 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 2� k;x; y)

(
1 � k) (
1 � k + 1)

+�1�2y

nX
k=1

F1 (�1 + 1; �1; �2 + 1; 
1 + 2� k;x; y)

(
1 � k) (
1 � k + 1)

elde edilir.
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3.1.2. F2 için yineleme formülleri

Birinci k¬s¬mda F1 hipergeometrik fonksiyonu için elde edilen formüller bu k¬s¬mda

F2 Appell hipergeometrik fonksiyonu için elde edilecekdir. ·Ilk olarak

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y)

fonksiyonundaki �1 parametresi için

F2 (�1 + n; �1; �2; 
1; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) (3.15)

+
�1x


1

nX
k=1

F2 (�1 + k; �1 + 1; �2; 
1 + 1; 
2;x; y)

+
�2y


2

nX
k=1

F2 (�1 + k; �1; �2 + 1; 
1; 
2 + 1; x; y)

ve

F2 (�1 � n; �1; �2; 
1; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) (3.16)

��1x

1

n�1X
k=1

F2 (�1 � k; �1 + 1; �2; 
1 + 1; 
2;x; y)

��2y

2

n�1X
k=1

F2 (�1 � k; �1; �2 + 1; 
1; 
2 + 1; x; y)

formülleri mevcuttur. Bu ifadenin ispat¬ için F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) fonksi-

yonunun tan¬m¬ve

(�1 + 1)m+n = (�1)m+n

�
1 +

m

�1
+

n

�1

�
özelli¼gi kullan¬l¬r, (3:1) in ispat¬ndaki i̧slemler tekrarlan¬rsa istenilen sonuç elde

edilebilir. (3:15) ve (3:16) eşitliklerinin farkl¬bir gösterim şekli ise

F2 (�1 + n; �1; �2; 
1; 
2;x; y) =
nP
i=0

n�iP
k=0

�
n
i

��
n�i
k

� (�1)i(�2)k
(
1)i(
2)k

(3.17)

xiykF2 (�1 + i+ k; �1 + i; �2 + k; 
1 + i; 
2 + k;x; y)

F2 (�1 � n; �1; �2; 
1; 
2;x; y) =
nP
i=0

n�iP
k=0

�
n
i

��
n�i
k

� (�1)i(�2)k
(
1)i(
2)k

(3.18)

(�xi)
�
�yk

�
F2 (�1; �1 + i; �2 + k; 
1 + i; 
2 + k;x; y)
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şeklindedir. Bu ifadeyi ispatlamak için, (3:5) ve (3:6) ispat¬ndaki benzer yollar

takip edilebilir.

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) nin �1 ve �2 parametreleri için

F2 (�1; �1 + n; �2; 
1; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y)

+�1x

1

nP
k=1

F2 (�1 + 1; �1 + k; �2; 
1 + 1; 
2;x; y)

=
nP
k=0

(nk)
(�1)k
(
1)k

xkF2 (�1 + k; �1 + k; �2; 
1 + k; 
2;x; y)

F2 (�1; �1 � n; �2; 
1; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y)

��1x

1

n�1P
k=0

F2 (�1 + 1; �1 � k; �2; 
1 + 1; 
2;x; y)

=
nP
k=0

(nk)
(�1)k
(
1)k

�
�xk

�
F2 (�1 + k; �1; �2; 
1 + k; 
2;x; y)

formülleri mevcuttur. Şimdi, F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) nin 
1 parametresi için

F2 (�1; �1; �2; 
1 � n; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) (3.19)

+�1�1x
nX
k=1

F2 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 2� k; 
2;x; y)

(
1 � k) (
1 � k + 1)

=
nX
k=0

(nk)
(�1)k(�1)kx

k

(
1)k(
1�n)k

�F2 (�1 + k; �1 + k; �2; 
1 + k; 
2;x; y)

eşitli¼gini ispatlayal¬m. Bunun için F2 Appell hipergeometrik fonksiyonunun tan¬m¬

ve
1

(
1 � 1)m
=

1

(
1)m

�
1 +

m


1 � 1

�
özelli¼gi kullan¬l¬rsa

F2 (�1; �1; �2; 
1 � 1; 
2;x; y) =
1P

n;m=0

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1�1)m(
2)n

xm

m!
yn

n!

=
1P

n;m=0

1
(
1)m

�
1 + m


1�1

�
(�1)m+n (�1)m (�2)n

xm

m!
yn

n!

=
1P

n;m=0

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m(
2)n

xm

m!
yn

n!

+
1P

n=0;m=1

(�1)m+n(�1)m(�2)n
(
1)m(
2)n

1
(
1�1)

xm

(m�1)!
yn

n!
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bulunur. Son eşitlikteki ikinci toplamda m yerine m + 1 dönüşümü yap¬l¬r ve

gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa, ayr¬ca

(�1)m+n+1 = �1 (�1 + 1)m+n

(�1)m+1 = �1 (�1 + 1)m

(
1)m+1 = 
1 (
1 + 1)m

olduklar¬göz önüne al¬n¬rsa

F2 (�1; �1; �2; 
1 � 1; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y)

+ �1�1x

1(
1�1)

1P
n;m=0

(�1+1)m+n(�1+1)m(�2)n
(
1+1)m(
2)n

xm

m!
yn

n!

F2 (�1; �1; �2; 
1 � 1; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) (3.20)

+ �1�1x

1(
1�1)

F2 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; 
2;x; y)

elde edilir. (3:20) de 
1 yerine 
1 � 1 yaz¬l¬r ve (3:20) tekrar kullan¬l¬rsa

F2 (�1; �1; �2; 
1 � 2; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1 � 1; 
2;x; y)

+ �1�1x
(
1�1)(
1�2)

F2 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1; 
2;x; y)

= F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y)

+ �1�1x

1(
1�1)

F2 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; 
2;x; y)

+ a1b1x
(
1�1)(
1�2)

F2 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1; 
2;x; y)

olur. Bu i̧slem n kez takrarlan¬rsa

F2 (�1; �1; �2; 
1 � n; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y)

+�1�1x
nX
k=1

F2(�1+1;�1+1;�2;
1+2�k;
2;x;y)
(
1�k)(
1�k+1)
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elde edilir. Şimdi (3:20) de 
1 yerine 
1 � 1 al¬n¬r ve sa¼g taraftaki iki F2 fonksi-

yonuna yine (3:20) uygulan¬rsa

F2 (�1; �1; �2; 
1 � 2; 
2;x; y) = F2 (�1; �1; �2; 
1 � 1; 
2;x; y)

+
�1�1x

(
1 � 1) (
1 � 2)
F2 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1; 
2;x; y)

= F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y)

+
�1�1x


1 (
1 � 1)
F2 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; 
2;x; y)

+
�1�1x

(
1 � 1) (
1 � 2)
[F2 (�1 + 1; �1 + 1; �2; 
1 + 1; 
2;x; y)

+
(�1 + 1) (� + 1) x


1 (
1 + 1)
F2 (�1 + 2; �1 + 2; �2; 
1 + 2; 
2;x; y)

�
elde edilir. Bu i̧slem n kez tekrarlan¬rsa

F2 (�1; �1; �2; 
1 � n; 
2;x; y) =
nX
k=0

(nk)
(�1)k (�1)k x

k

(
1)k (
1 � n)k

�F2 (�1 + k; �1 + k; �2; 
1 + k; 
2;x; y)

elde ederiz.

3.1.3. F3 için yineleme formülleri

Bu k¬s¬mda F3 (�1; �2; �1; �2; 
1;x; y) Appell hipergeometrik fonksiyonu için �1 ve


1 parametreleri için yineleme formülleri elde edilecektir. Di¼ger parametrelerin

yineleme formülleri önceki kesimlerdeki benzer i̧slemler uygulanarak kolayl¬kla

elde edilebilir. ·Ilk olarak �1 paramatresine göre yineleme formüllerini ispats¬z

olarak verelim. Bu formüller

F3 (�1 + n; �2; �1; �2; 
1;x; y) = F3 (�1; �2; �1; �2; 
1;x; y) (3.21)

+�1x

1

nP
k=1

F3 (�1 + k; �2; �1 + 1; �2; 
1 + 1; x; y)

F3 (�1 � n; �2; �1; �2; 
1;x; y) = F3 (�1; �2; �1; �2; 
1;x; y)

��1x

1

n�1P
k=0

F3 (�1 � k; �2; �1; �2 + 1; 
1 + 1; x; y)
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şeklindedir. Ayr¬ca (3:21) formüllerinin bir di¼ger gösterimi

F3 (�1 + n; �2; �1; �2; 
1;x; y) =
nX
k=0

(�1)k
(
1)k

xkF3 (�1 + k; �2; �1 + k; �2; 
1 + k;x; y)

F3 (�1 � n; �2; �1; �2; 
1;x; y) =

nX
k=0

(�1)k
(
1)k

�
�xk

�
F3 (�1; �2; �1 + k; �2; 
1 + k;x; y)

biçimindedir. 
1 parametresine göre yineleme formülü

F3 (�1; �2; �1; �2; 
1 � n;x; y) = F3 (�1; �2; �1; �2; 
1;x; y)

+�1�1x
nP
k=1

F3(�1+1;�2;�1+1;�2;
1+2�k;x;y)
(
1�k)(
1�k+1)

+�2�2y
nP
k=1

F3(�1;�2+1;�1;�2+1;
1+2�k;x;y)
(
1�k)(
1�k+1)

biçimindedir.

3.1.4. F4 için yineleme formülleri

F4 (�1; �1; 
1; 
2;x; y) Appel hipergeometrik fonksiyonunun � parametresine göre

yineleme formülü

F4 (�1 + n; �1; 
1; 
2;x; y) = F4 (�1; �1; 
1; 
2;x; y) (3.22)

+
�1x


1

nX
k=1

F4 (�1 + k; �1 + 1; 
1 + 1; 
2;x; y)

+
�1y


2

nX
k=1

F4 (�1 + k; �1 + 1; 
1; 
2 + 1; x; y)

ve

F4 (�1 � n; �1; 
1; 
2;x; y) = F4 (�1; �1; 
1; 
2;x; y) (3.23)

��1x

1

n�1X
k=1

F4 (�1 � k; �1 + 1; 
1 + 1; 
2;x; y)

��1y

2

n�1X
k=1

F4 (�1 � k; �1 + 1; 
1; 
2 + 1; x; y)

şeklindedir. Ayr¬ca (3:22) ve (3:23) formüllerin bir di¼ger gösterim şekli ise

F4 (�1 + n; �1; 
1; 
2;x; y) =
nX
i=0

n�iX
k=0

�
n
i

��
n�i
k

� (�1)i+k
(
1)i (
2)k

xiykF4 (�1 + i+ k; �1 + i+ k; 
1 + i; 
2 + k;x; y)
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F4 (�1 � n; �1; 
1; 
2;x; y) =
nX
i=0

n�iX
k=0

�
n
i

��
n�i
k

� (�1)i+k
(
1)i (
2)k�

�xi
� �
�yk

�
F4 (�1; �1 + i+ k; 
1 + i; 
2 + k;x; y)

dir. 
1 parametresi için yineleme formülleri

F4 (�1; �1; 
1 � n; 
2;x; y) = F4 (�1; �1; 
1; 
2;x; y)

+�1�1x
n�1X
k=0

F4 (�1 + 1; �1 + 1; 
1 + 1� k; 
2;x; y)

(
1 � k) (
1 � k � 1)

ve

F4 (�1; �1; 
1 � n; 
2;x; y) =

nX
k=0

(nk)
(�1)k (�)k

(
1)k (
1 � n)k
xk

�F4 (�1 + k; �1 + k; 
1 + k; 
2;x; y)

biçimindedir. Bu formüllerin ispat¬(3:19) in ispat¬na benzer şekilde yap¬labilir.


2 içinde yine ayn¬yollar takip edilerek benzer bir formül elde edilebilir.
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çal¬̧smada öncelikle hipergeometrik fonksiyon tan¬t¬lm¬̧s ve sa¼glad¬¼g¬

çeşitli özellikler verilmi̧stir. Daha sonra Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬in-

celenmi̧s ve bu fonksiyonlar¬n yineleme formülleri elde edilmi̧s olup doktora öncesi

temel bir kaynak olacak şekilde çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.
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