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OZET

APPELL HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARI ICIN YINELEME
FORMULLERI

AGHA, Susan Ridha Shakor
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Yrd.Dog. Dr. Recep SAHIN
Aralik 2014, 40 Sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci béllimde giris ve tezin genelinde yapilan
arastirmalardan bahsedilmistir. Ikinci béliimde, 6n bilgiler ve diger béliimlerde
kullanilacak olan bazi temel kavramlar verilmistir. Yine ikinci bélimde, Gauss
Hipergeometrik  Fonksiyonundan, Pochhammer sembolinin  6zelliklerinden
bahsedilmis ayrica Appell Hipergeometrik Fonksiyonlari tanitilmis ve bazi
ozellikleri verilmistir. Uglinct béliimde, Appell Hipergeometrik Fonksiyonlari igin
yineleme formulleri elde edilmistir. Dérdiincii boliim tartisma ve sonu¢ kismina

ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Pochhammer sembol,
Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu, Appell Hipergeometrik
Fonksiyonlar, Yineleme Formlleri.



ABSTRACT

RECURSION FORMULAS FOR APPELL HYPERGEOMETRIC
FUNCTIONS

AGHA, Susan Ridha Shakor
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst.Prof.Dr. Recep SAHIN
December 2014, 40 Pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is introduction and general
researches have been mentioned. The second chapter, rudiments and some basic
concepts which will be used in other sections is provided. Again the second
chapters, Gauss hypergeometric function, the characteristic of the Pochhammer
symbol has been mentioned, also Appell hypergeometric functions was introduced
and some properties are given. The third chapter, recurrence formulas for Appell
hypergeometric functions was investigated. The fourth chapter is devoted to

discussion and conclusion.

Key Words: Gamma Function, Beta Function, Pochhammer Symbol, Gauss
Hypergeometric Function, Appell Hypergeometric Function,

Recursion Formulas.
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1. GIRIS

Ozel fonksiyonlarin énemli bir boliimiinii olusturan hipergeometrik fonksi-
yonlar Matematik, Fizik, Miihendislik ve Olasilik Teoresinde siklikla yer alir. Tlk
olarak Alman matematik¢i Carl Friedrich Gauss tarafindan ele alinmig olan bu

fonksiyonlar

{0O@+y-1)—z(@+a)(@+08)}y=0 (1.1)

)

seklinde bir diferensiyel denklemin ¢oziimii olarak ortaya ¢gikmigtir (Gauss 1866).
Ikinci basamaktan sadece ii¢ tane diizgiin aykiri noktaya sahip lineer diferensiyel
denklemler belirli bir degisken degistirmesmden sonra (1.1) denklemine doniigtiirii-
lebilmektedir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii olarak tanimlanan kuvvet seri-
leri hipergeometrik fonksiyonlar olarak adlandirilir. Daha sonraki yillarda bazi
ozellikleri kullanilarak Appell, Lauricella, Horn ve Srivastava tarafindan bu hiper-

geometrik fonksiyonun ¢ok degiskenli halleri tanimlanmigtir.

1.1. Kaynak Ozetleri

[1,4,5,6,7,10,11] numarah kaynaklarda ilk olarak Gamma ve Beta fonksiyon-
larinin ozelliklerinde bahsedilmis daha sonra Gauss diferensiyel denklemi ve ¢ozii-
mii olan Gauss hipergeometrik fonksiyonunu detayli bir sekilde incelenmigtir.
[2, 3] numarali kaynaklarda F» Appell hipergeometrik fonksiyonu bazi doniigiim
formiilleri elde edililmistir. [9] numarali kaynakta genigletilmig beta fonksiyonu
yardimiyla genigletilmig Appell fonksiyonlar: tanitilmigtir. [8] numarah kaynakta
ise bu calismaya temel olan Appell hipergeometrik fonksiyonlar: icin yineleme

formiilleri elde edilmigtir.



1.2. Calismanin Amaci

Bu calismada Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve Fy, Fy, F3, Fy Appell hipergeo-
metrik fonksiyonlar1 incelenmistir. Ayrica Fy, Fy, F3, Fy Appell hipergeometrik
fonksiyonlarinin parametrelerine bir n dogal sayisi eklenir veya gikarilirsa yine
Appell hipergeometrik fonksiyonlar1 cinsinden fonksiyonlar yazilip yazilamaya-

caginin analizi yapilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEMLER

2.1. Baz1 Ozel Fonksiyonlar

Matematikte elemanter fonksiyonlar olarak tanimlayamadigimiz pek cok fonk-
siyon vardir. Cogu kez bu fonksiyonlar elemanter fonksiyonlardan daha kul-

lanighdir. Bu kisimda bu tip fonksiyonlardan iki tanesini gorecegiz.

2.1.1. Gamma Fonksiyonu

I’ (z) ile gosterilen Gamma fonksiyonu

o0

I'(z) = /tmletdt (2.1)
0
genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonuna bazen ge-

nellegtirilmig faktoriyel fonksiyonu da denir. Neden boyle denildigini gérmek icin

Fu) = / et — L (2.2)

u
0

integrali ile tanmimlanan fonksiyonu ele alalim, ¢ > 0 olmak {izere bu integral

her ¢ < u < d sonlu araliginda % ya diizgiin yakmsaktir. (2.2) den u ya gore

tirevler alarak elde edecegimiz genellestirilmis integraller yine diizgiin yakinsak

olacagindan asagidakiler yazilabilir.

o0

—F (u) = /te_“tdt =
" i 2 —ut 2!
F (u) = [te™dt = =
0

Boylece u ya gore tiirev almaya devam ettigimizde n—yinci tiirev igin

n)
(-1 / et = (2.3)

0
3



esitligi elde edilir. Bu son egitlikte © = 1 alinirsa

o0 [e.9]

/ t"e"tdt = n! = / trD=letdt = T (n + 1) (2.4)
0 0
olur. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmigtir. Halbuki n nin

n > —1 olan herhangi bir reel olmasi halinde de bu genellestirilmis integral tanim-

lidir.Yani yakinsaktir. O halde x > —1 olan herhangi bir reel say1 olmak iizere

o

o = / Fetdt =T (z 4+ 1) (2.5)
0
yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki —1 den biiyiik olan tiim reel sayilarin fak-

toriyel degerlerini sonlu reel say1 olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan dolay:
Gamma fonksiyonu genellestirilmig faktoriyel fonksiyonu olarak da adlandirilir.

x =0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri,

o0

0! = /efdt = lrX==0-1)=1 (2.6)
0
dir. Bu sonug 0! in neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini agiklar.

Elemanter matematikte n faktoriyel,
nl=n(n-1)(n—-2)..21 (2.7)
carpimi ile verilir. Bu 6zellik
n!l=n(n-—1)! (2.8)

esitligini icerdigine gore eger x = n bir tamsay: ise

I'n+1)=nl=n(n-1)=nl(n) (2.9)
yazilabilir.
I'z+1) = /tmetdt = blirn t"e"dt (2.10)
0 0

b—o0

= lim (—t"e") |} —|—x/tz_16_tdt =T (x)
0

4



oldugundan I'" fonksiyonu

I'(z+1) =2l (x) (2.11)

esitligini tiim = > 0 degerleri icin gergekler. Bu 6zellik yardimiyla Gama fonksi-
yonu i¢in argiimentin herhangi iki tamsay1 arasindaki degerlerine karsilik gelen
sonuclarin bilinmesi halinde diger araliklardaki fonksiyon degerleri kolayca hesap-
lanabilir.

Lemma 2.1 T (1) = /7 dir.

ispat.

tanimindan dolay1
ve

yazilabilir. Bu esitlikler tarafa carpilirsa,

[e.e] [e.e]

1\1? , .
{F (§>} = /t?‘le_tdt /u2_16_“du

0 0
1 1
= //t21u2le(t+“)dudt
00

2 u = y? bolge doniisiimii yapihp ve sonra da o = rcosf, y = rsinf

olur. t ==
kutupsal koordinatlarina gecilirse

()]

o0

/4re”2drd9 =7
0

I
o\
3 o

olur. Buradan

elde edilir.



2.1.2. Beta Fonksiyonu

B (z,y) ile gosterilen Beta fonksiyonu

1

Br.y) - /tf—lu—t)y—ldt; (2.12)
Re(z) > 8,Re(y)>0

genellestirilimis intergral yardimiyla tanimlanan iki degiskenli bir fonksiyon olup

B(z,y) 2 / (sin.0)2 " (cos )™ df (2.13)
0/ Sl (2.14)
B(x,y) = % (2.15)

bigimlerinde de ifade edilebilir. (2.12) esitliginde ¢ = sin? § alinirsa (2.13) esitligi,
t = 11 almirsa (2.14) esitlgi elde edilir. (2.15) esitliginde Beta fonksiyonunun
Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi verilmigtir. Bunu gormek igin I' (z) in

tanimlandig1 integralde ¢ = s? doniisiimii yapilirsa

[(x)= /tx_le_tdt = 2/8%_16_52618 (2.16)
0 0

olur. I' (z) in bu ifadesinden dolay1

I'(y) = 2/t2y—16_t2dt (2.17)

yazilabilir. Buradan

[e elye o]

4/ §20- 14201 = (") gy 1
0

olup, s = rcosf, t = rsinf kutupsal koordinatlarina gegilirse,
6



o0

[(x)T(y) = 4//7"2 =267 (cos 0)** 7 (sin 6)* ! rdrdf
00

[e o]

= 2/ (cos0)** ' (sin€)* " do 2/7’2(”9)_16_7’26#
0 0
= B(z,y)T'(z+y)

bulunur. Bu ise istenilendir. Ayrica (2.15) esitliginden goriilmektedir ki,

B(z,y) = B(y, )
olup bu egitlik Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi olarak adlandirilir.
Tanmim 2.1 « reel ya da kompleks bir say1, n sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak

tizere (), ifadesi

(a), =a(a+1)(a+2)...(a+n—1) (2.18)

olarak tamimlanir. Bu ifade "Pochhammer sembolii" olarak bilinir.

Lemma 2.2 Pochhammer sembolii agagidaki 6zelliklere sahiptir.

i)

(a), = % (2.19)
if)
(@), =a(la+1), (2.20)

ispat.
i) (2.11) egitligi kullamlarak I' (o + n) ifadesi
'a+n) = (a+n—-1)T'(a+n—-1)

= (a+n—-1)(a+n—-2)T(a+n—-2)

= (a+n—1(a+n—-2)...(a+1)al (a)

= (), I'(e)

seklinde yazilabilir. Egitligin her iki tarafi I" («) ile boliiniirse istenilen ifade elde
edilebilir.



ii) (2.20) esitligi ise

_Ta+n+1) ol (a+n+1) T((a+l)+n)
@ =Ty T @ % T et

den goriilmektedir ki, 6zel olarak (2.19) da n = 0 alimirsa (o), = 1 dir.

n

Lemma 2.3

1-2)=Y" <(Z)'"x” . |z <1 (2.21)

dir.
Ispat. (2.21) ifadesini ispat etmek icin f(z) = (1 —x)™® fonksiyonunu x = 0
noktas1 komsgulugunda Taylor serisine (Maclaurin serisi) agmak yeterlidir. o € Z~

olmasi halinde (2.21) ifadesi sonlu binom acilhimidir. =

2.2. Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

a, B ve 7y reel ya da kompleks sabitler olmak iizere

afr ala+1)B(3+1)
~1! v(y+1)2!
olarak ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik serisi veya hipergeometrik seri

14 + (2.22)

denir. (2.22) ifadesi 1+ 2z + 22+ ... geometrik serisinin bir genelegtirmesi oldugun-
dan bu adi alir. (2.22) den goriilmektedir ki v degeri sifir ya da negatif bir tamsay1
olmamalidir. (2.22) hipergeometrik serisi || < 1 i¢in yakinsak, |z| > 1 i¢in wrak-
saktir. |z] = 1 oldugu zaman v > « + [ ise mutlak yakinsaktir. x = —1 iken

v > a+ [ — 1 ise seri yakinsaktir.
(a), =a(a+1)..(a+n-1)

Pochhammer sembolii ifadesi dikkate alinirsa (2.22) hipergeometrik serisi

o1 (o, By ;) = Z —(a)(g)(ﬁ)n%l

n=0

(2.23)

sekilde yazilabilir. (2.23) de goriinen F' nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri F' nin
yapisinda biri « ve 3 degeri v olmak {izere iki tip parametreler bulundugunu ifade

eder. (2.23) in genellestirilmis ifadesi

> (Odl)
F,o(aq,...ap; vy, --751) = —n S 2.24
o) ST e
8



dir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden 5F) gosterim yerine genellikle F' gos-

terimi kulanilir. Yani

o1 (o, 875 ) = F (o, B ;1)

olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu veya hipergeometrik fonksi-
yon olarak bilinir.

Lemma 2.4 3 F) (o, #;; x) fonksiyonu

W1 —w) (1 = uz) du (2.25)

o"\”_l

1
oI (o, By ) = BBA=F)

seklinde bir integral gosterimine sahiptir.

Ispat. Beta fonksiyonunun

1
B(z,y) = /uml (1—w)? " du
0
tanimindan ve Pochhammer semboliiniin 6zelliklerinden dolay1

(8), _BB+ny-8)_ 1 /
(M B(B,v—B) BWW—B%

P — )T e (2.26)

yazilabilir. Buradan, (2.26) ifadesi (2.23) de yerine yazilirsa

1

Py (0. 057i5) = G 3 Do fussnt (1= )=

n=0 0

olur. Seri diizgiin yakinsak oldugundan toplam ile integral yer degistirilirse

S (0, 57 w) = m / N L {Z = <ux“>} du

elde edilir. Diger taraftan (2.21) dan

(1—ux) = Z (@), (uz™)

n!
n=0

oldugu dikkate alinirsa istenilen sonug elde edilir.
Hipergeometrik fonksiyonun bir integral gosterimini veren bu formiil |z| < 1 ve

a > [ > 0 igin gegerlidir. m



2.3. Gauss Diferensiyel Denklemi

Ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklemler icinde sadece ii¢ tane diizgiin

aykirt noktaya sahip olan denklemler belirli degisken degistirmelerden sonra
r(l=2)y" +[y—(a+B+1)ay —afy=0 (2.27)

sekline doniigtiiriilebilmektedir. Bu denklem Gauss diferensiyel denklemi ya da
hipergeometrik denklem olarak bilinir. (2.27) denkleminde «, 3 ve 7 reel para-
metrelerdir. (2.27) denklemi 0,1 ve co de olmak iizere ii¢ diizgiin aykir1 noktaya
sahiptir. Simdi bu denklemi z = 0 diizgiin aykir1 noktas1 konugulugunda serilerle

¢ozelim. (2.27) in Frobenius serisi ¢oztimii

Yy = chxm“L” = g™ (co + ozt e+ . e+ )

n=0

seklinde olmalidir.

yl = Z (m+n) Cnxm+"—1 =™ [(m) coxr !+ (m+1)c + (m+2) cox + ]
y' = Z (m+n—1)(m+n)c,a™" 2
= 2" [(m—1)(m)coz™>+ (m) (m+ 1) iz + (m+1) (m+2)cs + ..]

tiirevleri (2.27) Gauss denkleminde yerlerine konulursa
r(1—2)> (m+n—1)(m+n)cam™ 2
n=0

+[y—(a+8+1)x] i (m+n) cpz™™ ! — af i ™ =0

i(m+n—1)(m+n)cnxm+n—1— i(m+n_1)(m+n)cnxm+n

n=0 n=0
+7 2 (m+n)ea™™ = (a+ B +1) 3 (m+n) c,a™™
n=0 n=0
—af . ™ =0
n=0
o im+n—149(m+n)caz™™ =3 [m+n+a+ ] (m+n)cz™™
n=0 n=0

o0
— > afc ™t =0
n=0

10



[(m+~—1)(m+0)cz™ '+ (m+7) (m+ 1) cia™
+(m+y+1)(m+2)cz™ ! + .
+[=(m+a+8)(m)cgx™ — (m+1+a+p)(m+1)cz™™t -]

+[—aBcoxr™ — aBciz™ !t — afcgr™ ™ — ] =0

m(m+7 = 1) coz™ ™+ {(m +1) (m +7) &1

~m(m -+t 5) —aflap}a” 4
+{(m+n)(m+n+y-—1)¢,

—[m+n—-1)(m+n+a+5-1)+af]cn1}

xgpmtrtl 4 =

olur. Buradan m (m + v — 1) = 0 indisel denklemini ve

(m+n—-1)(m+n+a+p8—-1)+af
(m+n)(m+n+vy—1)

n n—1

indirgeme formiiliinii elde ederiz. Bunlara karsilik gelen

m(m+a+p)+af
(m+1)(m+ )

m(m—l—a—{—ﬁ)+a6(m+1)(m+a+6—l—1)+aﬂm2
(m+1)(m+7v)(m+2)(m+~vy+1)

m(m+at+pf)taf(m+1)(m+a+p+1)+ab
(m+1)(m+~)(m+2)(m+~y+1)

WHQMm+a+B+®+a63+

(m+3)(m+~y+2) v

Y (z,m) = cox™ |1+ (2.28)

fonksiyonu

t(1—2)Y" (z,m)+[y— (a4 B+ 1) 2] Y (z,m) — afY (z,m)

= m(m+vy—1)ca™!

denklemini gergekler. m (m +~ — 1) = 0 indisel denkleminin kokleri m; = 0 ve

ms = 1 — 7 olup, m; = 0 kokiine kargilik gelen ¢iiziim (2.28) den ¢q = 1 alinarak,

a8 e+ D+ B(E+1T)
Y(x,())—yl—1+1790+ 12+ (7 + 1) 2%+ ...

11




olarak elde edilir. ms = 1 — 7 kokii karsiik gelen ¢oziim ise, yine (2.28) de

co =1, m =1 — v konularak

1 4 Loy D(E—yt)

Y(z,1—7) =y =2'7 . +2)(;<2jl))( )
a—y+1)(a—y —y+1)(a—y

+ 12.2-7)3—) e+ ...

X

olarak bulunacaktir. Onceden tamimlanan hipergeometrik fonksiyonu dikkate
alinarak y; ve yo ¢oziimlerini bu fonksiyon cinsinden agagidaki sekilde ifade ede-
biliriz.
n o= Flo,Bv2) (2.29)
yo = TV (a—y+1,8-7+12—7;1) (2.30)
Boylece, v parametresi sifir ya da herhangi bir pozitif tamsay1 olmamak iizere

(2.27) Gauss diferensiyel denkleminin genel ¢oziimii F' hipergeometrik fonksiyonu

cinsinden

y=AF (o, 3;7;2) + Bx' TF (a =y + 1,8 = v+ 1,2 — 73 2) (2.31)

seklinde ifade edilebilir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir. (2.31) genel ¢oziimii

|z| < 1 igin gegerlidir.

2.4. Onemli Baz: ifadeler

Bu kisimda ilerdeki boliimlerde ihtiyac duyacagimiz bazi ifadeler verilecektir.

Lemma 2.5 Re (y — a — ) > 0 igin,

o I (y=B—a) B(B,y—a-—p)
SRR Rl Yy o Ry T R

dir.
Ispat. Lemma 2.4 te z = 1 alimr ve gerekli diizenlemeler yapilirsa istenilen elde
edilebilir.

Lemma 2.6

SN Akn) =) A(kn—k) (2.33)



n oo

f: B(k,n):iZB(k,n+k) (2.34)

n=0 k=0 n=0 k=0
esitlikleri gegerlidir.

Lemma 2.7 |z| < § i¢in

Jﬁmv—&%wﬁﬂl—@ﬂzﬂ(mﬂwr-fx> (2.35)

1
dir.
Ispat. (2.35) esitliginin sag tarafindaki ifade

(1—xYazﬂ<aﬁrﬁ— - ) = ﬂ—wYQE:EQAQQG4Vf71—$Y”

1—=zx

seklinde yazilabilir. (2.33) esitligi goz Oniine alinarak r yerine r — n almir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(1—2)"" oF} (04,5;%— - ) =

0§ e

1—=zx

(@AwaW—5+mf
rt T(y+r)T(y—5)
= oFi(a,y =B 2)

Il
Al

olur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Tanmim 2.2 n porzitif bir tamsay1 olmak iizere
1
@ = G e=n)
(="
1-a),
13
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seklinde tanimlanir.

Lemma 2.8

(@), = (%a) (% + %a) (2%)" (2.37)

Ispat. (2.37) nin sag yanindaki ifadede Pochhammer sembolii kullanilir ve gerekli

dir.

diizenlemeler yapilirsa istenilen elde edilir.

Lemma 2.9 n > r igin

(a+7), = (2.38)

dir.

Ispat. Pochhammer semboliiniin tanmm kullamlarak ispat1 yapilabilir.

Lemma 2.10

—1)Ye !

(=1)"n! 7 0<k<n

(—n), = (n—k)! (2.39)
0 , k>n
(k,n=0,1,2,...)

dir.
ispat.

(—n), = (=n)(—n+1)...(—n+k—-1)

= (1)) (n—=1)...(n—k+1)
(1)) (n—=1).(n—k+1D)(n—k) (n—k—1)..32.1
(n—k)(n—k—1)..32.1

= : , 0<k<n

dir. & > nicin (—n), = (—n)(—n+1)..(—n+k —1) esitliginin sag tarafi

mutlaka sifir olacaktir. =
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2.5. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlari

Parametrelerin sayisi artirilarak hipergeometrik serilerinin iki degiskenli hipergeo-
metrik serilere genellegtirebilecegi Appell Kampé dé Fériet ve Horn tarafindan

gosterilmigtir. Simdi

oI (Oéla B1; Vs 517) , o (042; Bas Ya; y)

hipergeometrik serilerini gozoniine alalim. Bu iki serinin carpilmasiyla x ve y

degiskenlerine bagh

oI (a17ﬁ1572§35)2 Fy (a2, By v2y) = Z (al)m <a2)n (ﬁl)m (62)”ﬁ£

(2.40)
serisi elde edilir. (a),,,, = (a),, (a +m), ozelligi dikkate almr ve as, 3, ve 7,

degerleri yerine ay = oy +m, 5 = B, + m, vy = 7; + m konulursa, bu durumda

(al)m (a2)n ) (51)m (ﬁz)n ) (71)m (72)n

ikili carpim ifadelerinin yerine sirasiyla

(Oél)m+n ) (51)m+n ) (71)m+n

geleceklerinden
2 X (a (a1+m Bitm), zm y
oI (a1, 813723 2)y Fi (2, B3 721y) = mZOnZO = 171 )(7(1+2n)( L m! F

o Z Z (al m+n )'m+n.’17 ﬂ
o (V1)m m! n!

m=0 n=0

. (a N T N—m
- Z Z 171 _'m?(JN—m)!

m=0n=

m
(o] N
— NXjO (O‘(l)N(Bl)N ( Z 'I.mme)
_ (a1) n (B (z+m)™

= NZ N('yl NNN'

=9 i (o, Bsvs e+ )

elde edilir. Yukaridaki ifadelerde N = m + n almmig ve (2.34) ozelligi kul-

lanilmugtir. (2.40) de ag = a3 +m, 5 = 7, +m alinarak elde edilen iki degigkenli
15



hipergeometrik fonksiyona birinci gegit Appell hipergeometrik fonksiyonu de-
nilmektedir ki bu fonksiyonun serisel ifadesi

(al)m+n (B1)m (B2),, ﬁyn

(Y1) man m! n!

Fy (a1, By, By 4,y) = Z (2.41)

m,n=0

olur. Benzer sekilde (2.40) de s = a3 + m konularak F, ikinci gesit Appell
hipergeometrik fonksiyonu, yine (2.40) de 7, = «; +m konularak Fj iigiincii ¢esit
Appell hipergeometrik fonksiyonu ve son olarak (2.40) de ag = a1 +m , 5y = 5;+
m konularak Fj iiciincii ¢esit Appell hipergeometrik fonksiyonu elde edilmektedir.

Bu fonksiyonlarin agik ifadeleri asagida verilmektedir.

= (al)m+n (B1)m (Ba), ™ y"

Fy (1, By Bai 115725 T, Y) = —= (2.42)
b 2 m;() (V1) (V2) m! n!
(1), (@2), (B1),, (Ba), 2™ ¢
F. TV = n L m o= 2.43
3 (05170427ﬁ17527717x7y) m;() (71)m+n m! n! ( )
— () (B 2™ "
F a757;777;x7y = e m+n__ 244
4( 1, M1 15 12 ) m’zn;() (71)m (72)71 m! n! ( )
Bu seriler sirasiyla
Dy = {(zy): lxl <Lyl <1} Dy=A{(z,y):|z[+ ]yl <1}
1 1
Dy = {(wy):lel<tlyl<1} , Di={(z.y): o>+l <1}

bolgeleri icin yakinsaktir.

2.5.1. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar: Tarafindan Saglanan Kismi

Tiirevli Denklemler

Fy Appell hipergeometrik fonksiyonunun (2.41) deki ifadesinde 2™y™ teriminin

ontindeki katsayilar A,, ,, olmak tizere

z = Fl (alaﬁlaﬁﬂﬁyl;xay) = Z ZAm,nitmyn (245)

m=0 n=0

16



fonksiyonunu gozoniine alahm. Burada A,,,, katsayisi

(aq +m+n) (B, +m)
(m+1) (y1 +m+n)
(aq +m+n)(By+m)
(n+1)(y, +m+n)

.. o o ;) ) .. .
rekiirans bagmtilarim saglar. ¢ = x>, ¢ = Yoy olmak tizere F} fonksiyonunun

Am-‘,—lm m,n

Am+1,n m,n

sagladig1 kapali formdaki kismi tiirevli denklem sistemi

{wroraweo-Towrotn-nps =0 @

{(w+¢+a1)(¢+62)—%/z(wwﬂl—l)}z =0

seklindedir. Birinci ve ikinci basamaktan kismi tiirevler igin

0 0 0? 0? 0?

= — = — [ — — t:_
P= s 1 8y’r gz " ° Oxdy ’ Oy?

gosterimlerinin kullamlmasiyla Fj in sagladigr yukaridaki kismi tiirevli denklem

sistemi
r(l1-x)r+y(l—z)s+{y, — (a1 + 8, +1)x}p—B1yq — 1Bz =0

r(1-y)t+y(l—y)s+{v— (a1 + B+ 1)x}q— Brxp— 1Bz =0
(2.47)

Fll

seklinde elde edilir. Benzer sekilde diger iki degiskenli Appell hipergeometrik

fonksiyonlarinin sagladigi kismi tiirevli denklem sistemleride bulunabilir ki bunlar

x(l—x)r—ays+{y, — (a1 + 6, +1)a}p— Byqg— 1,2 =0

z(l—y)t—ays+{yy— (a1 + Py + 1)z} g — Boxp — a1z =0
(2.48)

Fgl

5 c(l=—z)r+ys+{n—(m+f+1a}tp—aifz=0 (2.49)

z(l—y)t+ys+{y; —(aa+ P+ 1)z} qg— afyz=0

;

c(l—z)r—y*t—2zys+{y, — (a1 + 6, +1)atp—(n + 5, +1)yq
—a18,2=0
F42 151
e(1—y)r—a?*r—2zys+{y, — (a1 + B, + 1)y} q¢— (a1 + B, + 1) ap
\ —a1f3,2=0
(2.50)
dir.
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2.5.2. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlarin Integral Gésterimleri

Fi, F5 ve F3 Appell hipergeometrik fonksiyonlarimin ¢ift kath integraller yardimiyla
integral gosterimleri elde edilebilir. Birinci gesit Appell hipergeometrik fonksi-
yonu igin bir integral gosterimi,

' (1)
BT (Ba) T (71 — By — Ba)

x// WP (1 — oy — o) P2 (1 — wy) T dud
D

FI (a1761752;71;xay) = F(

(2.51)

seklindedir. Buradaki ¢ift kath integral D = {(u,v) : u > 0,v > 0,u +v < 1} ii¢-
gensel bolgesi iizerindedir. Benzer sekilde F3 ve F3 Appell hipergeometrik fonksi-

yonlarinin integral gosterimleri

L (7)) T (72)
BT (Bo) T (v1 = B1) T (v2 — B2)

Fy (a1, B1, Bai V1, Va5 T, y) = Tl

11
x//uﬁl_lvﬁfl (1-— u)“fﬁl*l (1 =) (1 — uz — vy) ™™ dudv

00
(2.52)

['(7,)
BT (By) T (71— By — Ba)

X// w1 (1 =y — o) PP (1 — )™ (1 — wy) T dudw
D

F3 (041,042,51,52;71;1:,1/) = F(

(2.53)

seklidedir. Son integralde yine yukarida tanimlanan D {i¢cgensel bolgesi tizerinden
hesap edilir. F; Appell hipergeometrik fonksiyonu i¢in benzer bir integral gosteri-

mi elde edilemez. Ayrica F} fonksiyonunun

T
Fy(on, By, Bos s o y) = F(al)r(&)_al) (2.54)

1
x/uall (1-— u)“_al_1 (1-— u:zc)_ﬂ1 (1-— uy)_ﬁ2 du
0

seklinde tek katli integral yardimiyla ifade edilen bir bagka integral gosterimi de

vardir.

18



2.5.3. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlarin Arasmdaki Iligkiler

Appell hipergeonetrik fonksiyonlarin arasindaki ilgkiyi gérmek icin asagidaki baz

teoremler verilmigstir.

Teorem 2.1 F; Appell hipergeometrik fonksiyonu agagidaki egitlikleri saglar.

F (041,51752§’71;377y)

_ _ T Y
= (1 -1 . (1-y) % F (71 — a1, By, Ba3 V13 1 —m>

= (1—2) "k (041,71_51_62’52;71;_1_:3’ 1—9:>

—a1 r—y Yy
= (1_y) Fy (alaﬁb’h_ﬁl_ﬁz;%?ja——)

1 1—y
(2.55)
—aq— - r—Yy
=1 -2 . (1-y) % Fy <’Y1 — a7 — B = By Bai i m)
(2.56)
_ g y—2x
= (1-2) . (I—gy)™™ 7 Fy (’71 — o, 81,71 — Br — Bas i mﬂ)
Ispat. (2.54) esitligindeki
1
/u‘”l (1-— u)71_a1_1 (1-— ux)_ﬁl (1-— uy)_sz du
0
integralini goz oniine alalim. Bu integralde sirasiyla
v v 1—w 1—w
u=1—v,u= ,U = S U= ,U =
1l—2x4vx 1—y+oy 1—wvx 1—wvy

doniigiimleri yapilirsa istenilen sonuglar elde edilir.

Teorem 2.2 F, Appell hipergeometrik fonksiyonu asagidaki egitlikleri saglar.

F2 (061751,52;’}/1,’)/2;13,3/) (257)

—« —x y
:(1—$) ', (041771_51a52;’71772?_1_x’1—x>
19




—a z Y
= (1 _y> VEy (o, By v — Bos v Yy T ———
11—y 1—y

o x Y
:(1—x—y) YEy [ an,yy = B Ye — Bai v Ve — y
l—2z—y 1—-2z—-y

Ispat. (2.52) formiiliiyle verilen

L (7)) T (72)
F . . —
2 (alv Bla 627 Y1, V25 s y) r (61) r (52) r (71 _ 61) T (72 _ 62)
11
% wPr Ly (1 — )P (1 — )2 (1 — e — oy) ™ dudv
0/0/

esitliginin ikinci yanindaki ¢ift kath integrale

u = 1—u |, v="2
u = u L v=1-12
u = 1—-u |, v=1-7

doniisiimleri sirasiyla uygulanirsa istenilen sonuclar elde edilir.
Uyar1 2.1 F3 ve F, fonksiyonlari i¢in benzer doniisiimler acik¢a goriilemez.

Ayrica, (2.54) ile verilen

' ()
[() T (1 — )
x/ual_l (1—w) ™ (1 —uz) ™™ (1= uy) "2 du

0

Fy (o, By, Boivys e, y) =

1
integral gosteriminde v = — doniigiimii yapilirsa, F; fonksiyonunun
v

[ (vy)
[ (o) T (yq —aq)

x/v’gﬁﬁ?_”l (v— 1)71,%4 (v— x)fﬁl (v— y)fﬁ2 dv

1

Fy (o, By, Boivis e, y) =

seklinde bir bagka integral gosterimi elde edilmis olur.

Teorem 2.3 Fy, Iy, F3 Appell hipergeometrik fonksiyonlar:

Fl (alaﬁlaBQ;/Yl;xay) (258)

— Yy
=(1-y) P2 (ab% —ay, By, Bai 715 7 H)

- X
:(1_1') Bng (’Yl_alaalaﬁlvﬁ2;71;x_1’y>
20



Fy (o, By, Bas 7152, ) (2.59)
z\ P2 T
; F 51+527041a52771>51+ﬁ233771_5
B1
(g) Fy (ﬁl+ﬁ2,a1,51,71,51+52;y,1—g)
T T

Fy (ahﬁhﬁz;%;x y)

—a al m+n ﬁl—i_n) (52)1@ x " Yy "
(1-2) ZZ ) +nm!n! (x—l) (1—:B>

m=0n=0
(2.60)

bagintilarim1 gergekler.

Ispat. [} in (2.41) tanimindan

m (1 +m), (B1),, (62)nxmyn
Y1), (71 +m), min!

Fy (an, By, By i m,y) = Z Z Loy

Il
o
/\\—/

o Fy (aq +m, By +msy) 2™

dir. FEsitligin sag yanmindaki oF; fonksiyonuna Lemma 2.7 deki (2.35) egitligi

uygulanirsa,

Fy (041751752a717$ y)

— Z 1_y)_62 2F1 (71—051,52;’)/1—1—771;—13_?;) xm
m=0
— (1 _ y)*ﬁz Z Z (Ch)m (7 - al) (51) (62)"xm (_ Y )
—B, y
= (1 - y) B F3 (Oél,’yl — 011,61,62;71;$’ _m)

elde edilir. Bu ise istenilendir. (2.59) ifadesi, esitligin sag tarafindaki hiper-
geometrik fonksiyonlarin serisel ifadeleri yerine yazilir ve basit serisel iglemler
yapilirsa kolaylikla elde edilebilir. (2.60) esitligi de benzer iglemler yapilarak bu-

lunabilir. =
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2.5.4. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlari ile Gauss Hipergeometrik
Fonksiyonu Arasindaki Iligkiler

Appell Hipergeometrik fonksiyonlari ile Gauss hipergeometrik fonksiyonu arasin-
daki iligkileri gormek i¢in bu fonksiyonlarin parametrelerinin ve degiskenlerinin
ozel durumlarim se¢mek yeterlidir. (2.56) de y = x , (2.55) de 5, + 5 = 7, ve
(2.57) de v, = 3, alinarak sirasiyla

F (alaﬁbﬁzﬁlway) = (1 - f)%_al_ﬁl_ﬁz F (71 — a7 — B — 52371§95)

= F(a, By + Bo;v157) (2.61)

Fy(ay, By, Byye,y) =(1—y) @ F (041761; B1+ Ba; %) (2.62)

Fy(a, By, By vasw,y) = (L—a) ' F (0417523 V2 %) (2.63)

esitliklerinin varligi kolaylikla gosterilebilir. (2.58) esitliginden

- Y
Fy (041,51752§’71;$73/) = (1 - y) & F3 <041;’V1 — a1, By, By 715, H)

oldugundan bilinmektedir. Dolayisiyla F} fonksiyonu her zaman Fj fonksiyonu
cinsinden elde edilebilir. Tersine (2.58) ifadesinde v, = a1 + ay alinirsa F3 fonksi-
yonu Fj fonksiyonu cinsinden ifade edilmis olur. (2.62) den, v, = f; + 5 al-
narak F; fonksiyonunun hipergeometrik fonksiyonlar yardimiyla ifade edilebile-
cegi goriillmektedir. Bu nedenle Fj fonksiyonlarimin 5 F; fonksiyonlar1 cinsinden

ifadesini elde etmek i¢in (2.58) ifadesinde v, = a3 + ay = 1 + [, alimirsa

F3 (041771 -y, 1,71 — ﬁl?’h?xay) = (1 - y)aﬁﬂl_% oIy (041751;71337 +y— xl/)

(2.64)
elde edilir. Simdi de F; fonksiyonunun F; fonksiyonu cinsinden ifade edilebile-
cegini gosterelim. (2.42) ile tanimlanan F fonksiyonunda v, = a ve y = —1L

-y

alinip elde edilen bu hipergeometrik seri (1 — y)_ﬁ 2 ile garpilirsa agsagidaki ifade
elde edilir.

(1-y) " F (041,51752; Y1, Q13 7, —%)
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Daha sonra F5 nin serisel ifadesi yerine yazilir ve hipergeometrik fonksiyonlar icin

bilinen baz1 6zellikler kullanilirsa,

(1 - y)_BQ F2 (a17ﬁ17ﬁ2;717a1;$7 _L)

-y
_ —Bs al m+n 51 (52)77, m Yy "
B W;)nz% + , min! o (_H)
—(1—y) ;—(Ogﬁ (ﬁnljmxm 2F) (m +m, By i —%)

ZZ—(OE%)”E%L)lm a™ o Fy (By, —m; al;y)

_ Z (a1),, (ﬂl)mxm (1 = Bo),

2F1(52a_m31+52_041_m§1_3/)

=0 (’Yl)m m! (Oél)m
_ o (al)m (ﬁl)mxm (a1 — 52),” % (ﬁQ)n (—m)n (1-y)"
- mzzo (71),, m! (), “=(A+PBy—ar—m), nl

_ ZZ (ﬁl)m (_m)n (ﬁz)n (a1 — 52)m 2™ (1= y)"

“min! (71),, (1+ By — a1 —m),

m=0n=|

ifadesi elde edilir. m — n + s alinirsa bu ifadenin esiti

I S ol G Y WO

o Os'n' Y)pas L+ By —0q —n—3s),

— ZZ n+s 62) <62)”x”+8 (1 _ y)n

n=0 s=0 S'TL' 71)
== Fl(ﬁlval_ﬂ2752771ax7x(1_y))

olur ki, buradan da

- )
(1-y) % Fy (0517517523717051§$7 _m) = Iy (81,01 — By, Bos s,z (1 — )
(2.65)
yazilir. Bunun yamsira, (2.65) in sag yanindaki Fj fonksiyonunda v, = «; al-

narak o F7 fonksiyonuna indirgenebilir. Ayrica, (2.65) de v, = v, = a; alimirsa,

FZ (a1751762;a17a1;x7y) = (1 - :U)_Bl (1 - y>_52 2F1 <617ﬁ2;a1; %)

elde edilir. Bu esitligin, sag yanindaki ifade x ve y nin kuvvetleri cinsinden seriye

acildiginda birinci yandaki F5 nin elde edilecegi de goriilebilir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar1 Iicin Yineleme Formiilleri

Bu kisimda Appell hipergeometrik fonksiyonlarimin her bir parametresine bir
n tam sayisi ekleyerek yada cikararak yine Appell hipergeometrik fonksiyon-
lar cinsinden yineleme formiilleri elde edilecektir. Bu iglemler yapilirken (2.18)
Pochhammer semboliiniin 6zellikleri sik¢a kullanlacaktir. Ikinci boliimde (2.41),
(2.42), (2.43) ve (2.44) formiilleri ile verilen Fy, Fy, F3, Fy fonksiyonlarim tekrar

hatirlayalim.

Fi (a1, By, By s, y) = Z (al)m+n(51)m(5z)nﬁy”

2 Ol

Fy (a1, By, Boiv1, 05 2,y) = Z (al)?;13(6(17)$(52)n%%7

n,m=0

F3 (alv O‘2761’62;71;J7’y) = Z (al)m (Oéi/)ln) (61)771 (52>n %W:i_r:?
m-+n © b

n,m=0

Fy(on, By, vesT,y) = Z

n,m=0

(Oél)ern (61)m+n ﬁg
V) (v2),  min!

dir.

3.1.1. F} icin yineleme formiilleri

Bu kisimda ilk olarak F; Appell hipergeometrik fonksiyonu i¢in a;; parametresine

gore bir yineleme formiilii elde edilecektir. n € N olmak iizere

Fi(aq +n, 8y, By z,y) = Fi(oa, By, B 752, Y) (3.1)
T n
_'_%Zpl(al—i_kaﬁl—i_1752771—’_17:{:73/)
I =1

6 n
—|—fyiyZF1 <&1+k7617ﬁ2+1;71+1;xay)
L k=1

dir. Bu ifadenin dogrulugunu gormek icin ilk olarak F; Appell hipergeometrik

fonksiyonunun taniminda «; yerine a; + 1 yazilir ve

m n
= 1+
(al + )m+n (a1>m+n( + ay + 041)
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Pochhammer semboliiniin 6zelligi goz 6niine alinirsa

= a+1mn6 m/B nx™y"
Fl(a1+17ﬁl>62;71;x>y): Z e t]) - 1) B) =5

0 ('71)m+n m! n!

& (@) () (B (B2)y gy
= 2 Ol o

n,m=0

i (al)m+n(51)m(ﬁz)nxmy”+ f: (1) 40 (B1)in(B2)n m _ a™ ™

(VD msn ml nl (VD) msn a1 m(m—1)! n!

n,m=0 n=0,m=1

T IO Iy A R

B B (71)m+n m! a; n(n—1)!
n=1,m=0

elde edilir. Son esitlikteki ikinci toplamda m yerine m + 1, iigiincii toplamda da

n yerine n + 1 indis doniigiimii yapilirsa

(1) g (B1) i (Ba)y 2™

Fi(on + 1,8y, By s 2,y) = Z

n,m=0

(71)m+n+1 ar mlon

+ Z al m+n+1 (ﬁl)m—‘,—l (62) 1 xm y

n,m=0

+ Z m+n+1 Bl) (62)n+1 1 ™ y”“

= Py o ml nl

olur. Pochhammer semboliiniin
ozelligi kullanilirsa ve bazi diizenlemeler yapilirsa

Fi(on + 1,8y, By, y) = Fiar, By, By v 2,y) (3.2)

X
+%F1 (a1 + 1,8, +1,85m + Lz, y)
1

529

71
25
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elde edilir. (3.2) de o yerine oy + 1 alimip (3.2) tekrar kullanmihrsa

Fl (al + 2751752;71;x>y) = Fl (Oél + 1;617ﬂ2;’71;may>

+%F1 (1 42,8+ 1,897 + Lz, y)

+5’Y_21yF1 (142,81, 8+ Lim + Liz,y)
= Fi (a1, 81, 8957157, 9)

2R 0+ 1,8, 4 1,8+ L)

+Fi (a1 +2,8; + 1, By + 132, y))]

+i—21y [Fi (a1 + 1,8y, By + Ly + L2, y)

+F1 (al +27617ﬁ2+ 1771 + 17xvy)]

elde edilir . Bunu islem n kez tekrarlanirsa istenilen sonug elde edilebilir.

(3.2) de ay yerine a; — 1 yazalim. Bu durumda

Fl(a1,51752§’71§$ay) = F1<041—1a51a52§71§$ay)

i
+&F1 (o1, By + 1,897 + L2, 9)
1

+—==Fi (1,5, By + 1,7, + L2, 9)
1

veya

Fl (a1_1761a62;71;$ay) = Fl (alaﬁlaBQ;/}/l;x’y)

X
_&Fl (Oélvﬁl + 1762;71 + 1,I,y)
1

Py

) Fy(ay, 1, By + Ly + Liw,y)  (3.3)
1

elde edilir. (3.3) de tekrar oy yerine a; — 1 alinirsa

Fl(a1_2;51752§7121’7y) = Fl(ahﬁhﬁz;%;%y)

Bz
- f; [Fl (a1751+17ﬁ2;71+1;xay>
1

+F1 (al - 1751 + 1762;71 + 1,.%','3/)]

Bay
——72 [Fy (e, By, By + Ly + 12, y)
1

_'_Fl (al - 17617/62 + ]-771 + ].,]}'7y)]
26



elde edilir. Bu islem n — 1 kez tekrarlanirsa

Fy (a1 —n, By, Bos 7157, y) = Fl(ahﬁpﬁﬁ%wy) (3.4)
T
ﬁ; ZFI oy —k, By + 1, By, + L2,y)
1 k=0

B2yZF1( 1_k761>62+1;71+1;xay>

elde edilir.
(3.1) ve (3.4) ifadelerinin bir diger gosterimi

35 (1) (1) (35)

Filon =B Bairiony) = 32 5 () () CrkilBo)e (3.6)

('71)i+k

x (—z') (=y*) Fi (ou, By + i, By + ky vy + i+ k2, y)

seklindedir.

Bu ifadelerin dogrulugunu gostermek i¢in tiimevarim yéntemini kullanalim. Aymn
yontemi kullanarak (3.6) bagmtisinin ispatida benzer gekilde yapilabilir. n = 1
i¢in ifadenin dogrulugu goriilebilir. n = t igin dogru oldugunu kabul edelim.

n =t + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

i

. . . RS (B1)i(Bo)e
V(o 4+, 81, Basvi @, ) ZZ()(k) (Ditr

><xiku’l (Oél+Z+k,ﬁ1+Z,62+k,’}/1+1+k,$,y)

dir. oy yerine oy + 1 yazilirsa

t ] )
F (Odl + 1 + 1 617 52a AR y) ;) P’ (i) (t;l) (/6;17)11)(/?1%

XTYFF (an +i+k+1,8; +4, 8y + ksvy +i+ k2, y)

olur. Son esitligin sag yanindaki ifadede bulunan F; fonksiyonuyla (3.2) esitligi

kargilagtirilirsa, oy yerine oy + @ + k, 3, yerine 3, + i, B, yerine 3, + k, v yerine
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v, + i+ k geldigi goriiliir. (3.2) goz oniine alinarak bu fonksiyon tekrar yazilirsa

t—1

F 1 : by (B Boy i
(a1 +t+1, 8, Ba57152,y) = Z (Z)(k)—a:y

(71)
X[Fl(@l+Z+I{?,61+Z752+k3,’}/1+@+k’7w7y)
+ 8RR (0 i+ h+ 1,8 +i+ 1B+ kv +i+ k4 1a,y)
+ LR (o i+ k41,8, 4+ 1, B+ h+ Ly +i+k+ Lz,y)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Fy(an +t+ 1,8y, B 7157, y) =
2 2 () () EPeaty By (o i B,y 6, By + by i K, )
(81);(B1+9)(Ba) g ,.i+1, k
+Z Z ()( )(’Yi)z+kl(71+l‘ik]§x Yy
Fl(oq+z+k+1,61+z+1,62+k;vl+z’+k+1;x,y>
"‘Z Z ()( ) (B1)i(B2)y (Bathk) i k1
(i pp(raith) T Y
Fl(oq+z+k+1,51+z,52+k+1;vl+i+k+1;x,y)

oldugu goriiliir. Ikinci toplamda 4 yerine ¢ — 1, iiciincii toplamda k yerine k& — 1

indis dontistimii yapilir ve
® = )+ G
(:L) = 0 (m >nveyam <0 ise)

ozellikleri kullanilirsa

t t—1
Ba)k i
Fi(ag+t+1,8, Byvizy) = Y > () %az o
1=0 k=0 )itk
Fi(oan+i+k, By +i,B8y + kv +i+ ks x,y)
t41 t—it1
(81); Ba)i, i &
+ t 1+1 N1/ \NF2)k zy
2 2 WEDTE

Fl(al‘i‘i‘i‘k? 51+i Bay+ kv +i+kix,y)

+ZZ )(52% iy
1/i+k

=0 k=0
Fy(oq +i+Fk, 51“‘2 Ba+ kv +i+kix,y)
41 t—it1
=3 () (81); (Ba)y iy
i=0 k=0 (71)2“@

XFi (a1 +i+k, B+, 8, + kivy + i+ k2, y)
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elde edilir. Bu ise istenilendir.

Eger F (au, By, By;71; 2, y) fonksiyonundaki (3, parametresine n dogal sayisi ek-

lenirse
Fy(aq, By +n, Byivsz,y) = B (041,61,62;71;93 ) (3.7)
a T
- ZFl a1+ 1,8, +k, By;v + Li2,y)
71 —1
formiilii, n dogal sayis1 ¢ikarilirsa
By (an, By —n, Byvs2,y) = I (al,ﬂl,ﬁz;%;x ) (3.8)
1T
; ZFI ar+ 1,8, =k, By + L2, y)
1 k=0

formiilii elde edilir.
Gergekten, F; Appell hipergeometrik fonksiyonunun tanimi kullanilir ve Pochham-

mer semboliiniin (8, + 1), = (81),, (1 + Bﬂl) ozelligi kullanilirsa

S a 1 ™
Fy (@1751 + 17625713%9) = Z L (3-9)

n,m=0 ('Yl)ern ml n'
;m=

X (1) (B (1452 ) (B2)

_ Z nx™ y"
- m! n!

('yl )'m+n

o (@) (B (Ba)y am g = (@) B B2)y m ey
- Z (71)7n+n m! n! + Z (71)'m+n Bl m(mil)' n!

n,m=0 n=0,m=1

_ i (al)m+n(ﬁl)m(ﬁ2)n ﬂﬁ + i (O‘l)m+n+1(ﬂl)m+1(/82)n gmtl £
- m! n!

(71)"L+7L (71)7n+n+1 m! n!

n,m=0 n,m=0

_ i (al)m+n(ﬁl)m(ﬁ2)n :B + 7 Z 061+1 m+n(61+1) (ﬁ2)n IE_mﬁ
nl

T (71)m+n ‘m! (’71+1)m+n m! n!

n,m=0 n,m=0

=F (041>B17523’Y1;$ay) + av_llel (041 + 1,8, + 1,897 + 1§1'>y)

Yukaridaki ifadenin tigiincii esitliginde ikinci toplaminda m yerine m + 1 indis
doniigiimii yapilmigtir.

Simdi (3.9) de 3, yerine (3, — 1 yazilirsa

Fl (Oé17/617/82;71;x7y) = Fl (a17ﬁl_17/62;71;x7y)

o
+7LF1 (1 + 1,81, 89571 + 152, y)
1

veya

Fi (1,8, — 1, 8971;7,y) = Fi(ar, By, Bayv152,y) (3.10)

o
_%Fl (o1 + 1,81, Bas 71 + 152, y)
1
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elde edilir. (3.10) de bir kez daha (3, yerine 3, — 1 yazilirsa

Fi(oa, 8, —2,8y752,y) = Fi(oar,B; — 1,697, y)

a1
_%Fl (al + 1761 - 1752;71 + 17I7y)
1
= Fl (a17617ﬂ2;71;xay)

1T
_,)/L [F1 (a1 + 1,8y, Be; 71 + 152, 9)
1

+Fi (a1 + 1,8, = 1, By;7, + L2, )]

olur. Bu iglem n — 1 kez tekrarlanirsa

Fy (a1a61 - ”a52§')’1§$ay) = F (041,51a523’71§1'ay)

n—1
a1xr
—%Zﬂ (o1 + 1,8, =k, Boi vy + L 2,y)
L k=0

elde edilir.(3.7) ve (3.8) nin farkh bir ifadeleri de

n

F (alyﬂl +n,52;7l;x7y) — Z (Z) (al)k

xkFl (al + k?ﬁl + k?ﬂZ;’yl + k:,:v,y)
—0 (V1)k

(3.11)

ve

Fy (o, By —n, By vy 2,y) = (x) <a1)k (_»Tk) Fy (o + K, By, By vy + k32, y)
(3.12)
dir.
(3.11) i ispat etmek igin (3.9) ifadesi kullanilir ve 3, yerine $; + 1 almirsa
Fy(an, 8142, Boi7vimy) = Fi(ay, B+ 1, 8557157, 9)
+O;_11mF1 (1 + 1,8, +2,85m + Liz,y)

= Fi (o, B1, 8257152, )

a1xr
+WLF1(041+1>51+1752;’71+13$7y)
1
a1
+,YL[Fl(al—i_l)ﬁl+1762771+17:p7y)
1
(Oé1+1)x
AT TR (g +2, By + 2, By vy + 257,
(,71+1) 1( 1 51 52 Y1 y)

= Fi (o, By, 8257152, )

a1x
+2’_)/LF1 (al +17ﬁ1 +1762;71 + ]-,ZL',:I/)
1

(1),

(71)2

+ oFy (a1 + 2,61 + 2, By;71 + 252, y)
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elde edilir. Bu islem n kez tekrarlanirsa

n

(0]
Fl (ahﬁl +n,@2;71;m,y) = Z (Z) Evl))k'rkFl (al + k)ﬁl + k762;71 + k,l’,y)
k=0 1)k

bulunur. Simdi de Fi (aq, 4, B2;71; %, y) fonksiyonunun 7, parametresi igin bir

gosterim
Fl (&1751762;71 —Tl,l',y) = Fl (abBl?BZ;fyl;x?y) (313)
‘I’Qflﬂ xzn:Fl(al+1a61+1762;71+2_k;$7y)
' 1 (vi—=k)(n—k+1)
Fl a1+161752+1a71+2 k‘,x,y)
el Z — 1) O — k1)
seklindedir.

Bu ifadenin dogrulugunu gormek icin

1 1 m n
Do 00 (1 R 1))

ozelligi goz oniine alinip F; Appell hipergeometrik fonksiyonunun taniminda -,

yerine v, — 1 alinirsa

Fy (o, By, Basyy — Liwyy) = Z (1) s (B1) (52)71%_

(71 - 1)m+n m! ﬁ

n,m=0

- i ﬁ (” ek mn—n)

n,m=0

% () (B w»ﬂf

m! n'

Ooalm+n/31 By
I S IR I EAN

(Y ml n‘

n

00 (1) pan(B1)m (B2)r  m oy
* Z (V) min (v1—1) m(m—1)! n!

= (al)m+n(/81)m(62)n ™ n y"
+ 3 (mpn  ml (=1) n(n=T)!

elde edilir. Son esitlikteki ikinci toplamda m yerine m + 1, {iciincii toplamda n

yerine n + 1 indis doniigiimii yapilirsa

Fy (a1, By, Baivy — 13%9) = I (041751;62;71333 3/)

n Z (1) mAnt1 (51)m+1 (Ba), zm+? ﬁ
2o (V1) mgmst m! n!

i Z (1) mAnt1 (B1)m (ﬁ2)n+1 ™yt
om0 17 1 (71)m+n+1 ml nl
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elde edilir.

(al)m+n+1 = o (0[1 + 1)m+n
(51)m+1 = 5 (51 + 1)m

(71)m+n+1 = 7 (1 + 1)m+n

dir. Bu esitlikleri yukarida yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

Fl (0417517523’71—1;37,3/) = Fl (@1,ﬁ1752;71;$,y) (314)
a1z
P (e + 1,8, + 1,857 + L2, )
Y1 (71 —1) ! 2
(6%
+ﬂFl (al + 1761762 + 1571 + ]-a'ray)
Y1 (v —1)

olur. (3.14) de tekrar ~y, yerine 7; — 1 alahm. Bu durumda (3.14)

Fi(a1, By, By — 2i2,y) = Fi(oa, By, Basv — Lia,y)

a3
Fi(ar + 1,8, + 1, Bos 7152,y
=D (=) @ LA L Baminy)
a1,y
+ Fl Ck1+1,5,6 +1777$7y
=Dy =) @t LAt Iminy)
= Fi(o, By, By7157,9)
a1
1—ﬁ1F1(051+1751+1762;71+1;x7y)
71(71_1)
a8,
+ Fl a1+175 +1a6777x7y
=D (=) @ LA L Baminy)
«
ﬂFl(al+17ﬁlvﬁ2+1;/yl+1;x)y)
71(71_1)
a1,y
+ Fl al—i_laﬂaﬁ +1,’}/,$,y
=Dy =g @ LAt Iminy)

seklinde yazilabilir. Bu islem n kez tekrarlanirsa

]1(041751752371 _”51',31) = (041,51752;71;3: y)
F 04+113+1B, +2—k;x,
151 Z 101 1 2: 71 3/)

yi—k) (v, —k+1)

Fl @1+1617ﬂ2+1771+2 kvxvy)
*alﬁwz ROICT Y

elde edilir.
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3.1.2.

F; igin yineleme formiilleri

Birinci kisimda F} hipergeometrik fonksiyonu i¢in elde edilen formiiller bu kisimda

F, Appell hipergeometrik fonksiyonu icin elde edilecekdir. Ilk olarak

Fy (0417 B, Bai V1, Va5 T, y)

fonksiyonundaki «; parametresi igin

F2(041+n,51>ﬁ2371a’}’2337a3/) = Fz(a1a51752§71>723x y) (3 15)

ve

F2 (Ozl

x
ﬁ; ZF2 (1 4k, By + 1, By 71 + 1,725 2,9)
T p=1

ﬁzyZF2 a1+ k, By, By + 171,72 + L2, y)

T2 o

n>51762§71a'72§$ay) = Fz(a1751752;’71»725$ y) (3 16)
Bz
bl ZF2 (a1 =k, By + 1,897 + L,v52,9)
Mo
By s
,; ZFQ k761752+1;71772+1;x7y)
2 k=1

formiilleri mevcuttur. Bu ifadenin ispat1 igin F (avq, 81, B9; 71, Va5 @, y) fonksi-

yonunun tanimi ve

m n
(an 4+ 1), = (a1)y, (1 + Iy a—l)

ozelligi kullanilir, (3.1) in ispatindaki iglemler tekrarlanirsa istenilen sonug elde

edilebilir. (3.15) ve (3.16) esitliklerinin farkl bir gosterim sekli ise

Fy (al +n, ﬁ1962;717’y2;$ay)

||M:

S5 0)SE G

xzkuQ(al+l+k761+7’752+ka71+2772+kaxay)

n—1

Br(on—m b Bymmmey) =2 5 () ey (3.18)

.

(_mz) (_yk) F2 (alaﬁl + i752 =+ ]{],’}/1 + Z'7’.}/2 + kvxay)
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seklindedir. Bu ifadeyi ispatlamak igin, (3.5) ve (3.6) ispatindaki benzer yollar
takip edilebilir.

Fy (o, By, Ba; 1, Y25 T, y) nin By ve [, parametreleri igin

Iy <051’61 + n762;717’72;x7y) =I5 (alaﬁlaﬁ2;71,72;$,y)
+a7;1x ZF2(a1+1761+k7ﬁ2;’71+17’72;$7y)
k=1

= X ()6

k=0

szZ (al + k?ﬁl + k762;71 + k772;$ay)

Fy (o, By = n, Bays v1, 7050, y) = Fo (o, By, Bas V1725 7, Y)

n—1
_a,y_llx Z F2<Oé1+1751 _k,62;71+1,72;ﬂ?,y)

Z( ) al)k (_xk) F2 (a1+k761762;71 +k7727$7y)

formiilleri mevcuttur. Simdi, Fy (o, By, By; 71, V25 T, y) nin 7y, parametresi igin

Fy (041751752§’Y1 - ”a’)’2§$ay) = I (041,51>525’Y1a723$ y) (3-19)
Fy (o + 1, 61+1 Boiv1 +2 =k, 7957, 9)
+O‘1515‘72 =B (= k1)

_ Z Oc1)k(/31 kx
’71 n
XFy (a1 + k, By + k, Bos 1 + k,v952,y)

egitligini ispatlayalim. Bunun icin F3 Appell hipergeometrik fonksiyonunun tanimi

ve

o D <vj>m (1 oo 1)

ozelligi kullanilirsa

= « )m n 6 m 6 n ™ y"
Ey (an, By, By — Livasw,y) = >0 ( 1(7;1()7:()%():) W%‘

n,m=0
= > ah (i ;11) (1) (B2) (B2), 545

_ a (al)m+n(/31) (52)nx
= 2 ()m(V2)y m! n'

n,m=0

S (al)m+n(ﬁ1)m(ﬁ2)n 1 ™ £
+ ) D Cra)n (i=T) (1)1 nl

n=0,m=1
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bulunur. Son esitlikteki ikinci toplamda m yerine m + 1 doniisiimii yapilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa, ayrica

(1) pinyn = oa(ar+1),.,
(ﬂl)m-{-l = 51 (51 + 1)m

(71>m+1 = TN (71 + 1)m

olduklar1 gbz oniine alinirsa

Fy (0417517523’71 - 1a723$ay) = I (041,51>623’Y1a725x7y)

al,Bla: i (a1+1)m+n(61+1)m(62)n ™ y”
y1(71—1) n

o 1+, (v2), m! n!

F2 (Oél?ﬁl?ﬁQ;fYI - 1772;'1'734) = F2 (alaﬁlaﬁ2;71772;xay) (320)

+vft(lvfl—ml)F2 (a1 + 1,8, + 1,857 + L,y952,y)

elde edilir. (3.20) de 7, yerine v, — 1 yazilir ve (3.20) tekrar kullanilirsa

Fy (041,51a523’71 - 277255579) = I (a1751a52571 - 1a72555>3/)
+%FQ (al +1,8; + 1, 8o v1, Vo x,y)

=I5 (&1751a52§717%§$7y)

ﬂf(lff—xl)F? (1 +1,8; + 1,897 + 1,725 7,9)

+%FQ (al + 1761 + 1,52;71,72;x,y)

olur. Bu iglem n kez takrarlanirsa

Fy (a17ﬂ17523’71 —-n, 7233779) = I (0417517523’7177253373/>

n

k=1

Fo(a1+1,81+1,89571 +2—k,v9;2,y)
(y1=k)(y1—k+1)
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elde edilir. Simdi (3.20) de 7, yerine y; — 1 alinir ve sag taraftaki iki F% fonksi-

yonuna yine (3.20) uygulanirsa

Fy (a1, By, Boivy — 2,795 2,y) = Fa (a1, By, By vy — 1, y0: 2, y)

a8,
+ Fy (a1 + 1,8, + 1, 8571, 72; 2, )
(71_1)(71_2) ! 2

= F2 (&1,61,52;'}/1,’}’2;55,3/)
a1z

Y1 (71 —1)

a1 8,x
(’Y _1)(17 _2) [F2(a1+1751+1752;71+1772;1‘7y>
1 1

(a1 +1) B+
Y1 (71 +1)

F2(al+1761+1762;71+1772;xay>

FZ(@1+2751+2a62;71+2772;x7y)

elde edilir. Bu islem n kez tekrarlanirsa

— oy (a1) (By), 7"
F: i1 ; =
5 (a1, Br, Bai v1 — 15 23 T, Y) %(k) (V) (11 — 1),

XFQ (&1 +k7ﬁ1 +k752;71 +k,’)’2,$,y>

elde ederiz.

3.1.3. Fj igin yineleme formiilleri

Bu kisimda F3 (aq, ag, 81, B2; 715 @, y) Appell hipergeometrik fonksiyonu igin a4 ve

v, parametreleri i¢in yineleme formiilleri elde edilecektir. Diger parametrelerin

yineleme formiilleri énceki kesimlerdeki benzer iglemler uygulanarak kolaylikla

elde edilebilir. Ilk olarak «; paramatresine gore yineleme formiillerini ispatsiz

olarak verelim. Bu formiiller

FS (al + n,a2,ﬁ1,ﬁ2§’713$,y) = F3 (061,052,51,52;’}/1;1',3;)

+% ZF3 (Oél+]€7042,61+1,62;’71+1;$,y)
k=1

Fy (al - nao%ﬁbﬁz;’h;ﬁ%y) = F3 (ala a2a51>62;71337>3/)

n—1
_% Z Fg(Oél—k7a2,61,62+1;71+1;$,y)
k=0
36
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seklindedir. Ayrica (3.21) formiillerinin bir diger gosterimi

—~ (3
Fy (a1 +n, 00,81, By 152, y) = Z Efyl;kxkFB (a1 +k a2, 81 + k, By; 71 + ki 2,y)
o 1)k

—~ (01
ZO (V1) (

bi¢cimindedir. v, parametresine gore yineleme formiilii

F3 (041 —n, 052751752;71;3:71/) = _xk) F3 (@1,0&2,51 + kaﬁ2;71 + k,x,y)

Fy (0417042751752§71 - n;x,y) = F3 (041; 042;51;52?71?%9)

n
F3(a1+1,02,8, 41,8957, +2—k;x,y)
8} T
taify ,;1 (1 k) (1 k1)

n
F3(a1,a2+1,ﬂ1,B2+1;71+2—k;:r,y)
+azfay ) (1—k) (71 —k+1)

bi¢imindedir.

3.1.4. F} i¢in yineleme formiilleri

Fy(an, B1;71,V2; o, y) Appel hipergeometrik fonksiyonunun « parametresine gore

yineleme formiilii

F4(a1+n751571772§$7y) = F4<041751§71772§x ?J) (322)
T
6/; ZF4 051+k 51_'_1’714_17727:[; y)
L=t

BlyZsz ar+k, B+ 1Ly, + Lo y)

T2 13
ve
F4(051—7”L,61;’)/1,’}/2;.’E,y) = F4(CY1,51;’}/1,")/2;$,3/> (323)
B T
Pyl ZF4 —k, By + 1y + Lvgsa,y)
T p=1

ilyZFh a; =k, By + 1,7+ L ?J)
2 p=1

seklindedir. Ayrica (3.22) ve (3.23) formiillerin bir diger gosterim sekli ise

non n z ﬁl)z
Fy (a1 +n, 81571, 7952, Y) ZZ (+k)
=0 k=0 T2

z'y F4<a1+i+k,/31+z+km+z‘,%+k;x,y)
37



3

o . _ o N\ i (51)14-1@
Fy(on —n, By371, 7212, y) . kO()( )(71>z( 2

( ') (=4*) Fy(on, By +i+ kv +1,7, + k2, y)
dir. 7, parametresi i¢in yineleme formiilleri

F4(a1,61;71—n,72;$,y) = F4<061,61;’}/1,’}/2;I',y)

n—1
F4 (Oé]. + 1,61 + 1771 +1- k,’}’Q;LU,y)
““sz_o (n—k) (1 —k=1)

ve

N Yl T = () O "
F4<051751771 » V25 7y) %(k) (Vl)k(’yl_n)k

XF4(O(1+/€,ﬂ1+k';"}/1+k,’}/2;$,y)

bigimindedir. Bu formiillerin ispat1 (3.19) in ispatina benzer gekilde yapilabilir.

v, iginde yine ayni yollar takip edilerek benzer bir formiil elde edilebilir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada oncelikle hipergeometrik fonksiyon tanitilmig ve sagladig:
gesitli 6zellikler verilmistir. Daha sonra Appell hipergeometrik fonksiyonlar: in-
celenmis ve bu fonksiyonlarin yineleme formiilleri elde edilmis olup doktora 6éncesi

temel bir kaynak olacak sekilde caligma yapilmigtir.
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