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OZET

SONLU TiPLI KUADRIK HIPERYUZEYLER

ARICI, Halil Ibrahim
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi
Danisman: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
Mayis 2015, 49 sayfa

Bu tez calismasit bes bdliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris igin
ayrilmistir.

Ikinci boliimde sonlu tipli egri ve yiizey kavramlar tamitilarak ilgili 6rnekler
verilmigtir.

Ugiincii  boliimde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda sonlu tip kuadriklerin
siniflandirilmasi incelenmistir.

Dérdiincii boliimde ise (n + 1)-boyutlu Oklid uzayinda sonlu tipten kuadrik
hiperyiizeylerin siniflandirilmasi incelenmistir.

Besinci boliim tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Oklid Uzayi, Sonlu Tip Altmanifoldlar, Hiperyiizeyler,
Laplasiyen, Izometrik Imersiyon, Ortalama Egrilik Vektor
Alani.



ABSTRACT

QUADRIC HYPERSURFACES OF FINITE TYPE

ARICI, Halil Ibrahim
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
May 2015, 49 pages

This thesis consist of five section. The first section ise reserved for
introduction.

In the second section, the notion of finite type curves and surfaces and their
properties are given. Also we give some finite type curves and surfaces examples.

In the third section, we study the quadrics of finite type in Euclidean 3-
space.

In the fourth section, we give some properties of quadric hypersurfaces of
finite type in Euclidean (n + 1)-space.

In the last section including discussion and conclusions, it is emphasized

that the importance of the known results.

Key Words: Euclidean Space, Finite Type Submanifolds, Hypersurfaces, Laplacian,

Izometric Immersion, Mean Curvature Vector Field.
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1. GIRIS

Sonlu tipten altmanifoldlar tanim: 1970°1li yillarin sonlarma dogru B. Y.
Chen tarafindan tanitildiktan sonra altmanifoldlarin incelenmesi i¢in kullanigh bir
kavram haline gelmis, geometri ile ugrasan pek ¢ok kisi tarafindan yogun olarak
calisilmis ve sonlu tipten altmanifoldlar tizerinde olduk¢a 6nemli sonuglar elde
edilmistir. Sonlu tipten altmanifoldlarin ilk sonuglar1 1984°’te B. Y. Chen tarafindan
bir kitapta toplanmistir[1]. O zamandan beri konuda hizli bir gelisme olmustur.

Cebirsel hiperyiizey ve sonlu tipli altmanifold kavramlari birlikte ele
alindiginda, E™ de biitiin sonlu tip hiperyiizeyleri siniflandirma problemi karsimiza
cikmigtir. Bu problem , 1984’te B. Y. Chen tarafindan m = 2 i¢in tamamen
¢Oziilmiistiir. Sadece c¢ember ve dogru E? de sonlu tip egriler oldugu
gosterilmistir[2]. 1987°de B. Y. Chen tarafindan m = 3 i¢in; bu baglamda ilk sonug
E3 te tiip yiizeyleri igerisinde yalmzca dairesel silindirlerin sonlu tip yiizey oldugu
gosterilmistir[3]. 1988 yilinda O. J. Garay, tarafindan “ E™ de bir koni sonlu tiptir
ancak ve ancak koni minimaldir. ” teoremi ispatlanmistir[4]. 1990 yilinda B.Y. Chen,
F. Dillen L. Verstraelen and L. Vrancken tarafindan “ E3 te bir regle yiizeyi sonlu
tiptedir ancak ve ancak bu yiizey bir diizlem, helisoid ya da dairesel silindirdir. ”
oldugu ifade edilmistir[5]. Sonlu tipli bazi regle yiizeylerin simiflandirilmasi 1992°de
F. Dillen tarafindan yapilmistir[6]. 1996 yilina kadar bu alanda yapilmis olan
caligmalar, B. Y. Chen tarafindan derlenerek bir rapor halinde 1996 yilinda
yayinlanmistir[7]. Bu tarihten sonra da, bu konular1 i¢eren farkli dogrultularda ¢ok
sayida ¢aligsmalar yapilmistir[8, 9, 11, 14, 15, 18].

Bu tezde m-boyutlu sonlu tip kuadrik hiperyiizeyler ayrintili olarak ele
alinmistir.

Tezimizin ikinci boliimiinde konuyla ilgili temel kavram ve teoremler
verilmistir. Bu bolim diger boliimlerde yapilacak olan caligmalarin temelini
olusturacaktir.

Tezimizin {i¢iincl boliimiinde sonlu tip altmanifoldlarin tanimi verilip B. Y.
Chen ve F. Dillen tarafindan yazilan makale ile 3-boyutlu E3 Oklid uzaymnda sonlu
tip kuadriklerin dairesel silindir ve kiire oldugu ayrintili olarak incelenerek 3-boyutlu

Oklid uzay1++nda sonlu tip kuadriklerin temel siniflandirilmasi yapilmistir.



Tezimizin dordiincii boliimiinde E™ Oklid uzayinda hiperyiizeylerin tanimi
verilip B. Y. Chen, F. Dillen, ve H. Song tarafindan yazilan makale ile m-boyutlu
E™ Oklid uzayinda biitiin sonlu tip kuadrik hiperyiizeylerin temel smiflandirma
teoremi ayrintili olarak ispatlanip sonlu tip kuadriklerin temel siniflandirilmasi
yapilmistir. Bu smiflandirma sonucunda E™*! de M kuadrik hiperyiizeyi i¢in eger
M sonlu tip ise M ya hiperkiire ya C,, ,_,,_; cebirsel koniklerinden biri (0 <p <n —
1) ya E' lineer altuzay: ve E™*1 in (0 < I < n) bir hiperkiiresinin ¢arpim1 ya da
E! lineer altuzayin ve Cpn-1-p-1 Cebirsel konilerden birisinin ¢arpimi (0 <p <n —

1) oldugu ve bu 6nermelerin tersinin de dogru oldugu gosterilmistir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tez c¢alismamizda temel kavramlar ig¢in Hacisalihoglu (2000) ‘nun
“Diferensiyel Geometri Cilt I ve Cilt II” kitabi, Sabuncuoglu (2004) ‘nun
“Diferensiyel Geometri” kitabi, O’neill (2006) ‘in “Elemantry Differential
Geometry” kitabi, Kuhnel (2006) ‘in “Differential Geometry of Curves-Surfaces-
Manifolds” kitabi, Carmo (1976) ‘nun “Differential Geometry of Curves and
Surfaces” adli kitab1 ve Chen (1983) ‘in “Total Mean Curvature and Submanifold of
Finite Type” adli kitab1 referanslarimizi olusturmustur.

Tezimizin ligiincii boliimii i¢in Chen ve Dillen (1990) tarafindan yayinlanan
makale ana referansimizi olusturmustur.

Tezimizin dordiincii boliimi i¢in Chen, Dillen ve Song (1992) tarafindan
yayinlanan makale ana referansimizi olusturmustur.

Bunun disinda Kili¢ (1997), Taskent (2007) ve Bektas (2012) tarafindan

hazirlanan lisanstistii tez calismalarindan da faydalanilmistir.
1.2. Tezin Amaci
Cebirsel hiperylizey ve sonlu tipli altmanifold kavramlar1 birlikte ele

alindiginda, sonlu tipli kuadriklerin dairesel, silindirler ve kiireler oldugu Chen ve

Dillen (1987) tarafindan gosterilmistir. Tez konusu olarak ifade edilen sonlu tipli



kuadrik hiperyiizeyler baglikli, yiiksek lisans tez ¢alismasinda, Chen, Dillen ve Song
(1992) tarafindan yapilan calismada kuadrik hiperyilizeylerin sonlu tipten olma
sartlar1 elde edilmistir. Adi1 gecen c¢alismalar Oklid uzaylarinda yapilmistir. Bu
caligmalar, tezimizin temelini olusturacak ve detayli bir sekilde calisilarak benzer

konunun farkli uzaylarda ve geometrilerde ¢alisilmasina temel hazirlayacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismamiz boyunca ihtiya¢ duyacagimiz bazi temel kavramlar
ve sonuglar verilmistir. Bu boliim i¢in temel referanslarimiz Carmo (1976), Chen
(1983), Hacisalihoglu (2000), Sabuncuoglu (2004) ve Kuhnel (2006) olacaktir.

Tamm 2.1. M, bir diferansiyellenebilir (C*) manifold olmak iizere M {izerindeki
(C*) vektor alanlarmin uzayr y(M) flizerinde bir <,>i¢ c¢arpim fonksiyonu
tanimladiginda M manifoldu bu i¢ carpim ile birlikte bir Riemann manifoldu

olusturur.

Tanimm 2.2. M ve N sirastyla n ve m boyutlu manifoldlar olmak tizere x: M — N,
(€C*) dontsimii i¢in boy (x*(TpM)) = q ise x’in p € M noktasindaki ranki q’dur
denir ve rank(x) = qile ifade edilir. Burada x, ile x’in tirev donisimii
gosterilmistir. Boylece M’nin boyutu boyM = rank(x) = q ise x’e immersiyon,
M’ye de N’nin altmanifoldu denir.

x immersiyonu birebir ise x’e bir gomme(imbedding), M’ye de N’nin

gomiilen (immersed) altmanifoldu denir.

Tammm 2.3. M manifoldu 6rten herhangi bir uq,u,, ...u, koordinat komsuluklari
sistemi icin M manifoldunun tamamini orten sonlu sayida koordinat komsuluklari

varsa M manifoldu kompakttir denir.

Tamim 2.4. M c N altmanifoldunun ortalama egriligi
1
H=-=izh
n
seklinde tanimlanir. Eger H = 0 ise M manifoldu minimaldir denir.
Tamm 2.5. x: M™ — N™** doniisiimii bir immersiyon olsun. N manifoldu bir

Riemann yapiya sahipse x yardimiyla N’den indirgenen metrik ig¢in

<u,v>=<dx,(u),dx,(v) >rp)



esitligi saglandiginda x’e bir izometrik immersiyon adi verilir.

Tamm 2.6. x: M™ — N™*k fonksiyonu n-boyutlu Riemann manifoldu M’ den m-
boyutlu Oklid uzayr R™ ye bir izometrik immersiyon olsun. M iizerindeki lokal

koordinatlar uq, uy, ... u, verildiginde R™ den indirgenen metrigi

B ax 6x>1< <
9ij = aula- Lj=n

bigiminde tanimlayalim. Boylece
g = det(g;j)
ve
(g7) = (gN"

olmak tizere M’nin R™ den indirgenmis metrige gore Laplas operatorii

— i
Z aul(‘/_g auf

111

seklinde tanimlanir. Burada det ile determinant fonksiyonu ifade edilmektedir.

Teorem 2.7. x bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda M sonlu tiptir & M’nin
ortalama egrilik vektorii H i¢in,

A*H + c;A* " 'H + -+ + ¢j_1AH + ¢, H = 0
dir.Burada 1 < k € Z* ve ¢4, ¢y, ..., ¢, € R dir.

Teorem 2.8. x: M — R™ ye bir izometrik immersiyon olsun.
(2) Eger M sonlu tipte ise P(A)H = 0 olacak bigimde
Pt)=t"+a,_t" 1+ +at+ag
seklinde tanimlanan bir polinom vardir. ( Burada a; ER, 0<i<n—1ven#0
dir.) Buna M’nin minimal polinomu adi verilir.
(if) Eger M sonlu tipte ise M, k-tipindedir < der P = k dir. Burada der ile

P polinomunun derecesi ifade edilmektedir.

Sonug 2.9. x: M — R™*¢ bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda M’nin k-
tipinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin ortalama egrilik vektdrii H’nin

A*H + ;AR H + -+ ¢y AH + ¢, H =0,  Ax; = A;x;



esitligini saglamasidir. (1 < i < k)

Sonug¢ 2.10. M, R™ nin kompakt altmanifoldu olsun. Bu durumda
M, k-tipindedir & k. yinci dereceden bir P polinomu vardir 6yle ki P(t) k-tane farkli
pozitif koke sahiptir ve P(A)H = 0 dur.

Tamm 2.11. M, n-boyutlu kompakt Riemann manifoldu olmak iizere x: M — R™
bir izometrik immersiyon olsun. M’nin R™ den indirgenmis metrige gore Laplas
operatorii A olmak iizere M’nin ortalama egrilik vektori H, asagidaki Bertrami
formiiliinii saglar:

Ax = —nH

2.1. Sonlu Tip Yiizey Ornekleri

Ornek 2.1.1: (R? de Cember)
R? de a yarigapli cember S (a) izometrik immersiyon olarak
x(u) = (acosu,asinu); u € R (2.1)
bi¢iminde tanimlanir. (2.1) esitliginin u’ya gore tiirevi alindiginda

0x

Vi (—asinu,acosu) (2.2)
elde edilir. Buradan
Jx 0x 5
gu={3.7)1=a (2.3)

bulunur. Boylece

g=fdetg, =Va?=a C ) =) =5

oldugundan Laplas operatdrii tanim1 yardimiyla

A_1a<1a>_ 1 92 -
T d\ou\%aau) ) T T arou? @49
elde edilir. Bu ¢ember 1-tipindedir. Ciinkii (2.1) ve (2.4) esitliklerinden
1
Ax = 2 (cosu,sinu) (2.5)

bulunur. Boylece Bertrami formiilii ve (2.5) den



1
H = —E(cosu,sinu) (2.6)
elde edilir. Ayrica (2.4) ve (2.6) dan
1
AH = ——(cosu,sinu)
a

elde edilir. Son iki esitlik yardimiyla

1
AH—-—H=0
a
bulunur. Bu esitlik
1
(A - E)H =0
seklinde yazilabilir.
1
P)=t——
a

almirsak Sonug (2.10) dan S*(a) ¢emberinin 1-tipinde oldugu goriiliir.

Ornek 2.1.2: (R3 te Kiire)
R3 te b yarigapl kiire S?(b) izometrik immersiyon olarak
x(u,v) = (bcosucosv,bcosusinv,bsinu); u,veR (2.7)

bi¢ciminde tanimlanir. (2.7) esitligininu u ve v’ye gore ayri ayri tiirevi alindiginda

0x
— = (—bsinu cos v, —bsinu sin v, bcos u)
Ju 2.8)
0x (2.
— = (—bcosusinv,bcosucosv,0)
ov
elde edilir. Buradan
((’)x 6x> _ e
g1 = ou’'ou’
0x Ox

_ <(’)x ax) _ e 5
g22 = PP cos“u
bulunur. Boylece
_[ 911 G121 _ [b? 0
9ij = [ 921 922] B [0 bzcoszu]

ve



1
— 0

- ‘s 2
(95)" = (g") = b 1
b%cos?u

g = |detg;; = Vb*cos?u = b*cosu

oldugundan Laplas operatorii tanim1 yardimiyla

P (A L L 2.9
= Tp2\owz T brcostuov? . M ou (29)
elde edilir. Bu kiire 1-tipindedir. Ciinkii (2.7) ve (2.9) esitliklerinden
2
Ax = E(cosucosv,cosusinv,sinu) (2.10)

bulunur. Boylece Bertrami formiilii ve (2.10) dan

1
H = —E(cosucosv,cosusinv,sinu) (2.11)

elde edilir. Ayrica (2.9) ve (2.11) den

2
AH = —F(cosucosv,cosusinv,sinu)

elde edilir. Son iki esitlik yardimiyla

2
AH — ﬁH =0
bulunur. Bu esitlik
1
(A - ﬁ)H =0
seklinde yazilabilir.
1
P(t)=t— 7z

almirsak Sonug (2.10) dan S2(b) kiiresinin 1-tipinde oldugu goriiliir.

Ornek 2.1.3: (R? te Silindir Yiizeyi)
R3 te S*(a)xR silindir yiizeyi, x: S*(a)xR —» R® izometrik immersiyon
olarak
x(0,¢) = (acos 6 ,asin b, @) (2.12)

bigiminde tanimlanir. (2.12) esitliginin 6 ve ¢’ye gore tiirevi alindiginda



dx \

30 = (—asin8,acos 6,0)
O } (2.13)
70 = (0,0,1) J
elde edilir. Buradan
d0x 0x
911 = (@,@> =a’
dx 0x
912 = <%,%) =0
dx Ox
922 = (%'%> =1
bulunur. Boylece
2
9=lgn gal=[7 1
ve
1
)" =) =[]
0 1
g = /dEtgij =Jat=a
oldugundan Laplas operatorii tanimi yardimiyla
A= —(la—2+a—2> (2.14)
a?00?  0d¢?

elde edilir. Bu silindir yiizeyi 1-tipindedir. Ciinkii (2.12) ve (2.14) esitliklerinden
1
Ax =E(c059,sin0,0) (2.15)
bulunur. Boylece Bertrami formiilii ve (2.15) ten
1
H = —%(COSG,sinH,O) (2.16)
elde edilir. Ayrica (2.14) ve (2.16) den
1 :
AH = —ﬁ(cose,smH,O)
elde edilir. Son iki esitlik yardimiyla
2
AH-—H=0
a
bulunur. Bu esitlik

1
(A—?)H=O



seklinde yazilabilir.
1
P(t)=t— —
a

almirsak Sonug (2.10) dan S*(a)xR silindir yiizeyinin 1-tipinde oldugu goriiliir.

Ornek 2.1.4: (Carpim alt manifoldu)

M ve M, sirastyla, E™ ve E™ Oklid uzaylarmin kompakt iki alt manifoldu
olsun. Bu iki manifoldun ¢arpim alt manifoldlarinin sonlu tipten olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul, iki manifoldun da sonlu tipten olmasidir. Ayrica, bu manifoldlarin ikisi
de 1-tipinden veya 2-tipindendir. Ornek olarak T? tor yiizeyi, yaricaplar1 farkli olan
iki diizlem gemberin Kartezyen ¢arpimina izometriktir. Yer vektorii x : T? — E*

x = x(u,v) = (acosu,asinu,bcos v, bsin v) (2.17)
seklinde verilmis tor yiizeyini ele alalim. (2.17) esitliginin u ve v’ye gore ayri ayri
tiirevi alindiginda

0x :
— = (—asinu,acosu,0,0)

gu (2.18)

= (0,0,—bsinv,bcosv)

elde edilir. Buradan

Ox Ox

= (— —) = g2
g11 <0u'6u) a

Ox Ox
g1z = (a,%
Jdx O0x
921 = (%,a

Ox 0O0x
_ — 12
922 = <0v'_6v) b

) =0

=0

bulunur. Boylece

_[911 9121 _[a® O
9ii = | gy 922]_[0 b?

ve

— 0
-1 o 1 2 o a2
(9:) —(gu)_azbz[o az]_l 1

1
O R
g= /detgij =+ a*bh? =ab

bZ
10




dir. Tanim 2.6. dan

m

1

= 2 B

ifadesini daha agik bir sekilde yazarsak

62 2 62
— 11
A= {g et G T
170
+—|= (/det(gl»g Y
Ja
170
b=l ( faet(aia®t) + oo ( faet(aa®)| }
Ja

elde edilir. Buradan
A= 162+20 o L Lo, [ ( )+ (bO)]
~ a2 ouz dudv | 529v2 | yaplou el P

[_ (ab.0) + 5, (ab bz)] aav}

dir.

1 0?2
Ax = —Ew(acosu,asinu,bcosv,bsin V)
1 0?2 _ _
~ 32352 (acosu,asinu,bcos v, bsinv)
10

— _E%(_ asinu,acosu,0,0)

10 )
T (0,0, —bsin v, bcos v)

=-—= (—acosu,—asinu, 0,0)
1 .
Y (0,0, —bcos v, —bsin v)

(1 1 1 1 )
=|—cosu,—sinu,—cosv,—sinv
a a b b

dir. n = 2 oldugu igin

11



Y = 1 (1 1 1 1 > 219
=-3 acosu,asmu,bcosv,bsmv (2.19)
bulunur. Gerekli islemler yapildiginda H ortalama egrilik vektoriiniin 1. ve

2. Laplasiyeni, sirasiyla, asagidaki gibi bulunur:

AH = 1(1 1 1 1 )

=3 a3cosu,a3smu,b3cosv,b351nv (2.20)
) 1 1 1 1 )
A“H = —E(gcosu,$smu,ﬁcosv,ﬁmnv)

Burada iki durum s6z konusudur:
1. Durum: a = b olsun. Bu durumda AH ve H paraleldir. Dolastyla, T? tor yiizeyi
1-tipinden bir alt manifolddur.

2. Durum: a # b oldugu durumda, (2.19) ve (2.20) denklemlerinden

, 1 1
A H—(;+ﬁ)AH+a2b2H=O

bagintisi elde edilir. Buradan

, (1 1 1
(A ‘(ﬁ*ﬁ)“azz)z)“(’

dir.

1
a?b?

, (1 1
P(t)=t _(E"'ﬁ)“'
alirsak P(t)’nin kokleri de % ile % dir. Sonug (2.10.) den, T2 tor yiizeyi 2-tipinden

bir alt manifolddur.

12



3. SONLU TiP KUADRIKLER

Tezimizin bu boliim i¢in Chen ve Dillen (1990) tarafindan yayinlanan
makale ana referansimizi olusturmustur[2].

Bu boliimde sonlu tip altmanifoldlarin tanimini verip sonlu tip kuadriklerin
temel siniflandirilmasini yapacagiz.

R™ de M kompakt Riemann manifoldu i¢in x: M — R™ izometrik
immersiyonunu

X = (X1, %5, e, X)) (3.1)

seklinde tanimlayalim.

R™ de M’nin i. nci Oklid koordinatlar1 x; olmak iizere her bir x; € R igin

qi
% — (X)) = Z(xi)t =12 ..,m (3.2)

t=p;
dir. O halde x: M — R™ izometrik immersiyonu i¢in
p = inf{p;} ,q = sup{q;} (3.3)
alindiginda
x; — (x)o # 0 (3.4)
dir.

Boylece p =1 bir tamsayr oldugundan q = coya da g = pnin de bir
tamsay1 oldugu kolayca goriiliir. Ustelik p ve g, R™ iizerinde Oklid koordinat sistemi
seciminden bagimsizdir. Bdylece p ve q iyi tanimlidir.

Sonug olarak her bir M ¢ R™ kompakt altmanifoldu ( veya her bir x: M —
R™ izometrik immersiyonu ) i¢in M’nin bir [p, q] say1 ¢ifti buluruz. Bu sekilde
olusturulan [p, q] say1 ¢iftine M manifoldunun mertebesi denir.

[p,q] mertebeli bir M altmanifoldu i¢in bazen M’ye > p mertebelidir (veya
< q mertebelidir) bazen de p mertebeli altmanifold denir.

Boylece (3.1), (3.2) ve (3.3) esitliklerinden

q
X =xp+ th (3.5)
t=p

elde edilir.
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(3.5) esitliginde g sonlu ise M < R™ kompakt altmanifoldu sonlu tip olarak
adlandirilir. Aksi halde M sonlu tip degildir.

Eger (3.5) esitliginde tam olarak k-tane sifirdan farkli x, (t > 1) varsa
M c R™ kompakt altmanifolduna k-tipindedir denir. (k = 1,2, ...)

(3.5) esitliginde x, sabit vektor, x; ler ise sifirdan farkli R™ degerli

A Laplas operatoriiniin 6z vektorleridir. Yani, 4; < 4, < -+ < A olmak iizere

Axt = Atxt ) t = 1,2, ey k (3.6)
denklemini saglar.
k
py=| -0 3.7)
t=1

olacak sekilde bir P polinomu tanimlayalim. (3.6) esitligini kullanirsak
Ax; = Aixy = Axy — Aexy = 0
> A—-A)x =0 (3.8)
dir. (3.8) esitliginde x; # 0 oldugundan A — A; = 0 olmalidir.

Bu durumda (3.7) den
k

P(A)zn(A—At)zo

t=1 =0
dir. Oyleyse P(A)(x — x4) = 0 dur.
Simdi E3 te sonlu tip yiizeylerin siniflandirilmasini yapalim. Bunun igin su
varsayim bize yardimci olacaktir.
" E3 te sonlu tip kompakt yiizeyler birer kiiredir."
Bir yan iirlin olarak her elipsoidin kiire olmadik¢a sonsuz tipten oldugunu
gostererek varsayima destek buluruz.
Q, E3 te bir kuadrik olsun. Bu durumda Q, ya regledir ya da asagidaki iki
durumdan biridir.
z? —ax? —by*=c, abc # 0 ()
ya da

z=2x2+2y?, a>0b>0 (1)
Eger Q sonlu tip ve regle ise bu durumda Q’nun bir dairesel silindir oldugu
B. Y. Chen, F. Dillen, L. Verstraelen, L. Vracken tarafindan gosterildi[5]. Ilk olarak

() tiirtindeki bir kuadrigin sonlu tipten olmasi i¢in gerek ve yeter sartin a = b = —1
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yani Q’nun bir kiire olmasini gosterelim. Daha sonra (II) tiirtindeki bir kuadrigin asla
sonlu tip olamayacagini gosterelim.

Yani aslinda biz asagidaki teoremi ispatlayacagiz.
Teorem 3.1. Sonlu tip E3 te kuadrikler kiire ve dairesel silindirdir.
Sonuc 3.1. E3 te sonlu tip elipsoid bir kiiredir.

Birinci (I) Tiir Kuadrikler:
z? —ax? —by? =c, abc # 0

kuadriginin parametrizasyonunu
1
X(u,v) = (w,v, (c +au® + bv?)2)
olarak dustinebiliriz.

¢ + au? + bv? fonksiyonunu W ile gosterelim. Bu durumda

o g11 921]
Yoolg21 922
g =< XX (10 2au ) (10 2au >>=1+a2u2
ou’ ou owz ow/z w
1y =< Ox 0x - (1 0 2au ) (O " 2bv ) o abuv
ou’ v ow) U 2wt w
. dx 0x _ <10 2bv ><01 2au >>= abuv
ov’ du "\ ow )\ 2w w
. d0x 0x _ <01 2bv ) <01 2bv >>= +b2v2
v’ ov Tow) U 2wt w
dir.
i+ a’*u?  abuv
= Gij = w Wz 2
abuv 14 b<v
|14
dir.



. a’u? abuv
w w
= det(g;;) =
g € (g”) abuv . b?v?
w w
- a’u? N b?v? N a’b?u®v? a’b*u?v? - a’u? N b?v?
B w w w w B
dir.
b2v? __abuv
l]) _ -1 _ 1 w? w
(g (g”) " det(g;)) _ abuv 1 a?u?
=g w w2

(11 1( b?v 2)
g =—\1+
g
abuv
=2 (-5

( abu

1 a’u?
Z=—|1+
9 g( W)

Tanim 2.6. dan

m
1
U_

\/_11 16ul(\/_g ou

A= —

ifadesini daha agik bir sekilde yazarsak

A:_{g11aa_;+2 12 9* + g22 9*

9 suov "I G2

170
E [% (Wg det(gu)glz
170
i ﬁ [ﬂ (Wﬂ det(gl])gzz }
1/, priyo* 1 abuv 2 1 o
= — —<1+ >_+2_(_ _< )a_

dudv g
1o
w 6u

ab

:
'C,
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b?v?
+
w

w

b?v?

)

0
ou

)

62

Jdu

1

1+

Al

wu? g

2abuv
w

b?v?
W

/3

abuv

/3

1

w

2abuv

)

HED

62
Judv

1
+_
g

(1+

abuv

w

i

9

2
u

/3

a

9% 1

2\ T

a’u?
w

a’u

)

2

62
oz g

dl

6u6v4_§

(1+

Gu

2/s

)

w

-

w

b?v?

WZ

|

__avaV—Fabuvav

g

WZ

b*v?\ 02

w
1

)

du?

b?v?

1

(

g

(1+

2573/2

w

2abuv
w

Jou+

62
)auav+
Al

2573/2
2

1

g

abuv
w

(1
oo

abv | 0

Jor~ G

ol

w
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B 1 i+ b%v?\ 9% 1 <2abuv) 02 N 1 - a’u?\ 02
g W Jou? g\ W Joudv g W )ov?
N 1 i+ b?v? N 1 (abuv) d abud
292 w ) 9u 292\ W 9v|9u gWw ou
N 1 (abuv) 1 - a’u? d abv 0
292\ W Gu 292 w )9 |ov gW ov
1 1+ b?v? 1 (abuv> 0
2 w )9 20w )9 6u
1 - a’u? 1 (abuu) 0 N 1 (Zabuv) 0?2
2 w )9 720w )9 e g\ W Joudv

1 1+b2v2 02 1 1+a2u2 62+1ab( 6+ 6)
g W Jou* g W Jov: gW “ou T Vov

olur.
A—l 1+b2v2 1<abuv)
_2 W gu 2 W gv
B_l 1_{_azuz 1<abuv>
_2 W g'U 2 W gu
_Zabuv
W
b?v?
D=1
+ w
a’u?
E=1
+ w
denirse
A_1Aa+1Ba+1C R 1D52 1E62+1ab( d 6)
“2ou g2 v g ouaw g oz g ave gw\“au" "av

olur. Daha sonra kullanmak tizere birka¢ not alalim.
a’*u? b?p?

W+W

g=1+

1
= W(c + au? + bv? + a’u® + b%v?)

1
= W(C +a(a+ Du?+b(b + 1)172)
g

S
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a’u? b*v?

= =1
g=l+w W
2a’ulW — a’u?(2au) b?*v?(2au)
= Gu= w?2 o w?2
2au
= m( ac + a*u® + abv? — a*u? — b*v?
2au )
=m( ac + b(a — b)v*)
a’u?(2bv) 2b*vW — b*v?(2bv)
= gy = +
w2 w2
2bv
= W( bc + abu? + b?v? — a?u? — b*v?)

2bv 5
=W( bc +a(b—a)u*)

(_2)(Agu + Bgv)
1 b?v? 1 sabuv
=<‘2){[z<1+v>9u‘z( )9
a’u?

4 1 14 1(abuv>
2 W gU 2 W gu g‘U

b?v? ,  abuv a’u? 5
=—{1+ gu” Tt Gugy — |1+ W gv° t

w w
2abuv b?v? 5 a’u? 5
= W 9udv — |1+ W gu— |1+ W v

= Cgugv — Dg.* — Egy,*
dir. Bu esitlikleri daha sonra kullanmak {izere not alalim.
_9
I=w
2au )
gu=w( ac+ b(a—b)v°)

2bv
v = w2z
(_2)(Agu + Bgv) = Cgugv - Dguz - Egvz
Burada g, u ve v cinsinden bir polinomdur.

( bc + a(b — a)u?)

Lemma 3.1.

tx = _1 t—1 1 1
Ax = g3t—1 Aat(Agu + Bgv) + Fpt (u, v, W)'

19




dir. Burada x = u, P, 3-degiskenli bir polinom ve a; ise

ay = 1_[(4 — 31)(6i — 5)

olarak tanimlanmustir.

Ispat. Ispat tiimevarimdan yapilir. t = 1 i¢in x = u almirsa

1 1 1
Au = ?A +§Pt (u,v,W>

esitligi elde edilir. Dolayisiyla t = 1 i¢in lemma saglanir.

Lemma t — 1 i¢in dogru olsun. Bu durumda

1
Bu = g3 Adey (Agu + Bgu) T [(Agy + Bgu) (4= 30)

1 1
+(Cougy = Daul ~ Eg,) (=303 =301 + 7y (wv.)

1
= g3t1 Aa;_1(Agy + Bg,)' ?[(Agy + Bg,) (4 — 3t)

1

1
+(-2)(Agu +Bg) (30 = 30) + s P (u v, W)

1
= g1 Aa;_1(Agy + Bgy) " *{ (Agy + Bgy)(4 — 3t)[1 - 2(3

1 1
— 3t)] } + Fpt (u, U,W)

1
= g A% (g + Bg,)" (4 — 3t)(6t — 5)

1 1
+ Wpt (u, U,W)

o a1 1
= g3t-1 Aai(Ag,+Bgy)'™ " + Fpt (u, v, W)

dir. Bu durumda lemma saglanir.

Lemma 3.2.

ty = _1 t—1 1 1
Ay = PR Ba;(Ag, +Bg,)" " + FQt (u, v, W)'

dir. Burada y = v, Q; 3-degiskenli bir polinom ve a; ise

a, = 1_[(4 — 31)(6i — 5)
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olarak tanimlanmistir.

Ispat. Ispat tiimevarimdan yapilir. t = 1 igin y = v alinirsa

1 o 1 1
& = 5 Bay(Ag, +Bg.)* +—0: (wv.)
esitligi elde edilir. Dolayisiyla t = 1 i¢in lemma saglanir.
Lemma t — 1 i¢in dogru olsun. A,B,C,D,E, g,, g, Ve g’nin hepsi u,v ve %

yi iceren polinomlardir ve Laplas operatoriiniin bir kez daha uygulanmasiyla

1
Aty = FBat—l(Agu + Bgv)t_z[(Agu + Bgv)(4 - 3t)

1 1
+(Cgug = Dgy? = Eg,))(4 =303 =301 + 35 0r (wv.or)

1
= g1 Ba;_1(Agy + Bg,) ?[(Agy + Bg,)(4 — 3t)

1 1
+(D(Agu +Bg) (4 =30 ~30] + 70, (wv.gp)

1
= g1 Ba,_1(Agy + Bgy) " { (Agy + Bg,)(4 — 30)[1 - 2(3

-3t)]} + #Qt (u, v,%)

1
= i Be-(Agu + Bg,)" (4 - 3t)(6t — 5)

1 1
+ = (wy)

_1 t—1 1 1
= g3t-1 Ba;(Agy +Bgy)"™" + FQt (u, v, W)

dir. Bu durumda lemma saglanir.
Bundan bdyle Q’nun k-tipinde oldugunu varsayalim. Bu durumda
1, Cy, ..., C sabit sayilar olmak {lizere
ARFIX + o A*X + o+ AX + X =0 (3.9)
saglanir.

Lemma 3.1. ve Lemma 3.2. den

1
(Agu + Bg‘l])k+1 = gP (ul vl W) (310)

esitligini saglayan ti¢ degiskenli bir P polinomu elde ederiz.
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1 b?v? 1 sabuv
Ag, +Bg, = 2 1+ W gu_z( W )gv Ju
N 1 i+ a’u? 1 (abuv)
2 W gU 2 W gu g‘l?
1 - b?v? , 1 (abuu)
=3 W Ju >\w JuIv
N 1 1+ a’u? , 1 (abuu)
> W Jv S\ JuIv
b2

+% 1 au){ ( bc +a(b—a)u? )]
abuv [2au b b
— W (ac+ (a — b)v? )]

X [%( bc + a(b — a)u? )]

1 1+b2v2
2 w
L P 4b22(b+(b u?)?
2 W C a a)u
4012b2
E

a2u2

(ac+b(a—b)v )l

( ac + b(a —b)v?)( bc+ a(b — a)u?)
1 (1
—5{[5( c +au? + bv? + b?v?)4a*u?( ac + b(a — b)v? )2]
+ E( c + au? + bv? + b%v?)4b%v?*( bc + a(b — a)u? )2]
— [4a?b?*u?v?( ac + b(a — b)v?)( bc + a(b — a)u? )]}
1
mG(u, V)

I/Ii5 G(u,v) (3.11)

esitligini saglayan iki degiskenli bir G polinomu kolayca bulunabilir.

= Agy + Bgy, =

W, u ve v cinsinden bir polinom oldugu i¢in (3.10) ve (3.11) den,

1
(Agy + Bg,)**t = gP (u. v, W)
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= [% G(u, v)] = %(c +a(a+ Du? + b(b + 1)v?)P (u, v, i)

=

1 1
k -
EE G**(u,v) = WH(u, v) P (u, U,W>

1 1
= W5k+4R(u v) = P(u v, W)
= P (u,v,2) = —=R(uv) (3.12)

esitligini saglayan iki degiskenli bir R polinomu bulunabilir. Burada k,, dogal

sayidir. (3.11) ve (3.12) esitlikleri (3.10) da yerine yazilirsa

1
(Agu + Bgv)k+1 = gP (u, v, W)

[—G(u v)] lek R(u,v)

= G l(u,v) =

g
Wk +1 R(u U)
wkz(u,v) W"l (w,v)

= Wk (u,v)G*¥ 1 (u,v) = G(u, v)W*2 (u, v)R (u, v) (3.13)

olur. Burada k, ve k, birer dogal sayidir.

W5k+5

Eger (3.13) te u = 0 alinirsa

ky
<c + azii + bv2> [W>(Agy + Bg,)]*™t

=0

= <c+ a(a + 1)yj+b(b + 1)172)

=0

ko
x<c+ayj+bv2> R<5,v>
=0 =0

9o’

= (c+ bv?)F1{(c+bv?)5|A b)v?) + -

= (c+ b(b + Dv?)(c + bv*)*2 R(0,v)

90"

k+1
> )l = (c +b(b + 1)v?)(c + bv?)*z R(0,v)

= (c + bv?)ka l(c + bv?)> (
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k+1

2
1( 2bv
= (¢ + bv>)k [ (c + bv?)> E( W( bc + a(b — a)u? )>

= (c+ b(b + 1)v?)(c + bv?)*2 R(0,v)

k+1
(ctb 2)51 2b2 v\’
¢+ bv?)* o

= (c + bvH)ka 7z

= (c + b(b + 1)v?)(c + bv?)*2 R(0,v)
k+1
( b?cv)?
W4—
(c+bo2)*
= (c + b(b + 1)v?)(c + bv?)*z R(0,v)
= (¢ + bv?)katk+1k+1(p2 c)2k+2 = (¢ 4+ p(b + 1)v?)(c + bv?)*2 R(0,v)

dir. b # 0 ve ¢ # 0 oldugu i¢in bu esitlik ancak b = —1 oldugu zaman saglanr.

= (c + bv?)k1 [ 2(c + bv?)>

Benzer seklide (3.13) de v = 0 uygulanirsa

ky
<c +au’+b yj) [W5(Ag,, + Bg,)]*!

=0

k>
= <c+a(a+ Du? +b(b+1)gi> x<c+au2+byj) R(u,g)
=0 =0
=0 k+1

2 2p7
= (c+ au?®)*{ (¢ + au?)® %+BW( bc+ a(b — a)u?)

= (c +ala + Du?)(c + au?)*2 R(u,0)

9u®

k+1
> )l = (¢ + ala + Du?)(c + au®)*2 R(u, 0)

= (¢ + au?)k _(c + au?)® (

k+1

= (c + au?)* _(c + auz)sé(%( ac + b(a — b)v?) ) l

= (c +ala + Du?)(c + au?)*2 R(u,0)

(c + au?)® 1( 2a? Cu>2]

k+1

= (¢ + au?)k AGRTZ

= (c + ala + Du?)(c + au®)*2 R(u,0)
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k+1
( a?cu)?
W4-
(c+au?)*
= (c + ala + Du?)(c + au®)*2 R(u,0)

= (c + aqu?)frtk+12k+1 (g2 cy)2k*+2 = (¢ + a(a + 1)u?)(c + au?)*z R(u,0)

= (¢ + au®)*1 |2(c + au?)®

dir.a # 0 ve ¢ # 0 oldugu i¢in bu esitlik ancak a = —1 oldugu zaman saglanir. Bu

yiizden Q bir kiire olmalidir.

ikinci (IT) Tiir Kuadrikler:

a 2 b 2
ZZEX +Ey, a>0,b>0
kuadriginin parametrizasyonunu
X(u,v) = (u,v,%u2 +gv2)

olarak diistinebiliriz. Bu durumda

L d11 921]
9ij g21 Y22
6x 0x
g = 6 M >=< (1,0, au), (1,0, au) >= 1 + a?u?
Ox O0x
912 =< EET >=< (1,0, au), (0,1, bv) >= abuv
E)x 0x
921 = 6 ' >=< (0,1, bv), (1,0,au) >= abuv
Ox Ox -
922 = a—a—> <(0,1,bv),(0,1,bv) >=1+ b*v
1+ a?u? abuv ]
di
=9y = [ abuv 1+ b2v? "

1 1+ b*v? —abuv
~ det(g;) | —abuv 1+ a?u?
=g

(QU) = (gu) 1=

1
(g“ =—(1+b%v?)
9
12 1
g'c =—(—abuv)
= g

1
21 = — (—abuv)
g

1
22 — _ (1 2,2
9 g( + a“u®)
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dir.

1+ a?u? abuv
abuv 1 + b?v?

=1+ a?u? + b?v? + a?b?*u?v? — a®’b*u?v? = 1 + a’u® + b*v?

g= det(gij) =

= g =1+ a%u? + b?v? dir.
Tanim 2.6. dan

m
1 4] 0
b= == ) g (Vo' 5

ij=1

ifadesini daha agik bir sekilde yazarsak

62 2 62
__ )17 12 22 7%
A= {g oz V29 quav T Gz
1[0 d 10
| — ) g1t — Y gl2 || —
+\/§ _6u< ’det(gu)g >+6v< ’det(gu)g > 7
1[0 0 10
- |— . 21 _ o 22 e
+\/§ _0u< /det(gu)g >+6v< /det(gu)g ) 617}

= A= 1(1+b2 2)62+21( buv) : +—=(1+ 22)62
g Ve g U Suav g TU G0

(0 ([ -1 L) 0 ~1 '
+_E£(\/§§(1+b 1 ) —I—%(\/EE(—abuv))-%
1[0 1 ) 1 |a
= 5 (‘@E (—abuv)> + %<\/§§(1 + azuz))_ %}

= A= 1(1+b2 2)62 2(b ) 2 +—(1+ 22)62
g Y gauv oudv g U G2

1[0 (14 b?*v? d (—abuv\]| 0
BN AN AR AN D
1[0 [—abuv 0 (1+a®u?\] 0
BN AN AR AN AR
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1 9% 2 2 9?2
= A= —{—(1 + b?v?) — — — (abuv) + -1+ ad*u?)—
g ou> g g ov?

dudv
—abu,/g + abuv 2b%v]
N 1 (-1 +b2v2)2a2u+ 2\/5 9
J9 293/2 g ou
[ 2a%v 1
—abv,/g + abuv
+ 1 g 2,/g N —(1 + a*u?®)2b%*v| 0
\/E 9 2g3/2 av
1 0% 2 2 1 92
A=—4—(1 292y — — — el 2.2y 2
= {g( b s g(abuv)auav+g( +a*u®) o
(a? + a?b?>v®>)u  ab3uv?| 0
g* g% |ou
a*butv (b2 + a?b*u?)v] 9
g? g2 ov
1 b d 1 b d
ga U ga v
2 2 2 2

0
+ E(l + azuz)m

= A= 1(1+b2 2)a (abuv)
RV VT g M Guaw

1 9
72 [(a*u® — b — a*bu?)au] 35

1 0
— E [(a + ab?v? — b3v?)au] v

:>A—1(+b2 b)v?) a+1(b+2b Z)ba
~ g2 a (a—b)v au— 7 a’*(b —a)u v

2 2 92 92
+ E (abuv) P E (1 + b2v?) Pl E (1 + a2u?) —
+ lab (ui + vi>
g Ju Jdv
dir.
Lemma 3.3.
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Atx =

1
R 1(u,v)au(a + b?(a — b)vHa, + Fﬂ(u, V),

3t-1
g

dir. Burada P;, iki degiskenli bir polinomdur ve

t
a, = 1_[(4 —30)(6i — 5)
i=1

ve
R(u,v) = 2a*u® + 2b*v? + 2a?b?(a — b)*u?v?
seklinde tanimlanmustir.
Ispat. Ispat timevarimdan yapilir. t =1 igin x = u alinarak Laplas operatdrii

uygulanirsa
1 1
Au = ?(a + b%(a — b)vHau + Eabu.}?0 =1,abu = P(u,v)

saglanir.
t—1 i¢in Lemma dogru olsun. Bu durumda bir kez daha Laplas

operatoriiniin uygulanmasiyla

Alx = R 2(u,v)au(a + b*(a — b)vH)a,_,

g3t-1
x (4 = 3t){[2a3u?(a + b?(a — b)v?) + 2b3v2(b + a?(b — a)u?)]
— (3 =30)[(1 + b*v*)(2a*w)? + (1 + a*u?)(2b*v)?

1
— 8adb3u?v?]} + FPt(u, V)

= Aty = R 2(u,v)au(a + b?(a — b)vH)a,_,

g3t
X (4 — 3t){[2a*u? + 2a*b*u?v? — 2a3b3u?v? + 2b*v?
+ 2a?b*u?v? — 2a3b3u?v?] — (3 — 3t)[4a*u? + 4a*b*u?v? + 4b*v?

+ 4a’b*u?v? — 8adb3u?v?]} + P,

3t-2
g

= Aty R 2(u,v)au(a + b?(a — b)vH)a,_,

= g3t1
X (4 — 3t){[2a*u? + 2b*v? + 2a®b*u?v?(a® — 2ab + b?)]
— (3 - 30)[2(2a*u? + 2b*v? + 2a%b*u?v?(a? — 2ab + b?))]}

1
+ Fﬂ(u, 17)
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= Alx = P R 2(u,v)au(a + b?(a — b)vH)a,_,
1
X (4 —-3t)[R(w,v) —2(3 - 3t)R(u,v)] + FPt(u, V)
= Alx = e R 1(u,v)au(a + b%(a — b)v¥)a,_,(4 — 3t)(6t — 5)
1
+ Fﬂ(u, U)
At — Rt—l bZ b 2 1 )2
= Alx = i (u,v)au(a + b“(a — b)v)a; +F (u, v)

elde edilir. Bu da Lemma’yi ispatlar.

Benzer sekilde asagidaki Lemma’yi1 da ispatlayalim.

Lemma 3.4.

1
Aty = = R (w, v)bv(b + a®(b — a)u)a, + FQc(% v),

dir. Burada Q¢, iki degiskenli bir polinomdur ve

a, = 1_[(4 — 30)(6i — 5)

ve
R(u,v) = 2a*u® + 2b*v? + 2a?b?(a — b)*u?v?
seklinde tanimlanmaistir.
Ispat. Ispat tiimevarimdan yapilir. t =1 icin y = v almarak Laplas operatdrii

uygulanirsa
1 1
Ay = 5 (b +a’(b—audbv +—abv,R® = 1,abv = Q:(u,v)

saglanir.
t — 1 i¢cin Lemma dogru olsun. Bu durumda bir kez daha Laplas

operatoriiniin uygulanmasiyla

Aty = R 2(u,v)bv(b + a?(b — a)u®)a,_,

g3t—1
X (4 = 3){[2b3v2(b + a?(b — a)u?) + 2a®u?(a + b?(a — b)v?)]
— (3 =30)[(1 + a®>u?)(2b*v)? + (1 + b*v?)(2a%u)?

1
— 8adbh3u?v?)} + FQt(u, V)
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= Aty = P R 2(u,v)bv(b + a?(b — a)u®)a,_,

X (4 = 3t){[2b*v? + 2a’b*u?v? — 2a3b3u?v? + 2a*u?
+ 2a*b?u?v? — 2a3b3u?v?] — (3 — 3t)[4b*v? + 4a?b*u?v?

1
+ 4a*u? + 4a*b*uv? — 8adb3uv?)} + FQt(u, V)

= Aly R 2(u,v)bv(b + a?(b — a)u®)a,_,

= g3t1
X (4 — 3t){[2a*u? + 2b*v? + 2a?b*uv?(a® — 2ab + b?)]
— (3 = 3t)[2(2a*u? + 2b*v? + 2a*b*u?v?(a® — 2ab + b?))]}

1
+ FQt(ui v)

= Aty = Rt‘z(u, v)bv(b + a? (b — a)uz)at—l

3t-1
g

X (4 —3t)[R(w,v) — 2(3 - 3t)R(w,v)] + #Qt(u, V)

= Aly = P R Y(u,v)bv(b + a?(b — a)u®)a,_,(4 — 3t)(6t — 5)
1
+FQc(u. V)
Aty = Rt—l bu(b 2 b 2 1
= Aly = i (w,v)bv(b + a*(b — a)u)a; +FQt(u,v)

elde edilir. Bu da Lemma’yi ispatlar.

Eger Q, k-tipinde ise bu durumda

A*FIX + ¢ A*X + -+ ¢, AX = 0 (3.14)

esitligi tekrar saglanir. Burada ¢4, ¢, ..., ¢ sabit sayilardir.

(3.13), (3.14), Lemma 3.1. ve Lemma 3.2. birlestirilerek

R¥*1 = gP(u,v)

esitligini saglayan iki degiskenli bir P polinomu elde ederiz.

a # 0veb # 0 oldugundan g indirgenemez ve g, R’yi boler. Bu durum

imkansizdir. Bundan dolay1 Q sonlu tip olamaz.
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4. SONLU TiP KUADRIK HiPERYUZEYLER

Tezimizin bu bolimii i¢in Chen, Dillen ve Song (1992) tarafindan
yayinlanan makale ana referansimizi olusturmustur[10].

Bu boliminde E™ Oklid uzayinda biitiin sonlu tip hiperyiizeyleri
siiflandiracagiz.

n-boyutlu Oklid uzayr E™ nin bir altkiimesi M olsun. Eger M asagida
verilen 2. dereceden denklemini saglayan (xq, Xy, ... X,) noktalariin bir kiimesi ise

M’ye kuadrik hiperyiizey adi verilir.

n

n
A XXk + z bix;+c=0 (4.1)

i,k=1 i=1
Burada a;i, b; ve c ler birer reel sayidir. A = (a;;,) matrisinin simetrik ve sifir matrisi
olmadigimm1 genelligi bozmadan kabul edebiliriz. Gerekirse E™ de koordinat
donligimii uygulayarak (4.1) i1 asagidaki kanonik formlardan biri olarak

varsayabiliriz.

r

Z al-xiz +1= 0, (42)
i=1

T
Z aixiz + 2XT+1 =0, (43)
i=1

T
Z al-xiz = 0, (44)
i=1

burada <a1,a2, ey, 0, ...,O> A matrisinin 6zdegerleri i¢in oransal (proportional)

n-—r tane

dir.

Genelde 1 <r<n dir. (42) ve (44) de r=nve 43)der+1=n
oldugu durumlarda hiperyiizey, (n — 1)-boyutlu diizgiin kuadrik hiperyiizey, diger
durumlarda silindirik kuadrik hiperyiizey olarak adlandirilir.

(4.2) ve (4.4) durumlarinda kuadrik silindirik hiperyiizey (n — r)-boyutlu
lineer altuzay E™" ile (r — 1)-boyutlu diizgiin kuadrik hiperyilizeyin ¢arpimidir.
(4.3) durumunda kuadrik silindirik hiperyiizey (n —r — 1)-boyutlu lineer altuzay
E™ "1 ve r-boyutlu diizgiin bir kuadrik hiperyiizeyin ¢arpimidir.
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SP(r), EP** de orijin merkezli r-yarigapli hiperkiireyi  belirtsin.

SP P Jxsa| -1 |c SPra+l(]) c Eprat?

pt+q p+q

Kiirelerinin tiriinit M, ; olarak tanimlansin M, , kiiresinde orijin bi¢iminde tepe
noktast i¢in EP*9*2 de (p + q + 2)-boyutlu koniyi C, ; olarak tanimlayalim. Burada
Cp,o ve Coq strastyla EP*2 ve E9*2 de hiperdiizlemdir ve C,,,p > 0ve g > 0 igin
2-boyutlu cebirsel hiperylizeydir.

Makalenin bu boliimiinde asagidaki simiflandirma teoremini ispatlayip

kuadrik hiperyiizeylerin siniflandirilmasin1 yapmis olacagiz.

Teorem 4.1. E™*1 de M kuadrik hiperyiizeyi sonlu tiptir ancak ve ancak M asagidaki
hiperylizeylerden biridir.

a) Hiperkiire,

b) Cpn-p-1 cebirsel koniklerden biri, (0 <p <n-—1)

¢) E'!lineer altuzay1 ve E™ 1 in (0 < I < n) bir hiperkiiresinin ¢arpimu,

d) E'lineer altuzaym ve Cpn—1-p—1 Cebirsel konilerden birisinin ¢arpimidir

O<p<n—-1-1).

4.1. n —boyutlu diizgiin kuadrik hiperyiizey

M, E™*1 de bir hiperyiizey olsun. M’nin parametrizasyonunu

X(uq, Uy, oy Uy) = (Ug, Uy, oy Uy, V) (4.5)

olarak diistinebilir. Burada
v =v(uy, Uy, .., Uy) (4.6)

dir.

;v = a_v = (4.7)

du;

olsun. Bu durumda

9ij =(0:X,0;X) (4.8)

oldugundan
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dv dv
gl'j = 611 + a_ulﬁ = 611 + vivj

iy V;V; (4.9)
(99) = (gt =6y ——2
g
dir. Burada
n
g =det(g;;) =1+ z v;? (4.10)
i=1
dir.
M’nin Laplas operatorii
0i9 .. iy .
A= —Z (Zg” + aig”) 9, —z 990,9; (411)
Lj ij

olarak tanimlanir.
Eger M, n-noyutlu diizgiin kuadrik hiperyiizey ise, bu durumda M’ye 2-
boyutlu bir cebirsel koni ya da agagidaki iki tiirden biridir.

n
2 = z bu?+c=0, by..byc#0 (L tiir)
i=1
1 n
p= Ez bou?, by ..b, %0 (L. tiir)
i=1

Asagidaki iki bolimde I. ve II. tiirdeki n-boyutlu diizgiin kuadrik

hiperyiizeyleri ayr1 ayr1 inceleyecegiz.

4.2.1. Tiirdeki n-boyutlu diizgiin kuadrik hiperyiizeyler

Bu boliimde M’yi L. tiirdeki n-boyutlu diizgiin kuadrik hiperyiizey olarak
kabul edelim. Bu durumda M’nin parametrizasyonunu

X = (uq, uy, ..., Uy, v)

4.12
v = aqqu® + o+ aun® + e, A ..a,c 0 } (4.12)

olarak diistinebiliriz. Bu durumda

v =au? + o+ aun’ tc

v
= 2v a_ul = 2a;u;
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v
aul v
oy = o= L Gtk 413
v = iv—aui—v ( )
dir. Boylece (4.8), (4.9) ve (4.10) dan
a;a;u;U; a;a;u;u
gij = 611 + Uil?j = 611 + % = ij : ]Wl J (4‘14)
i Uivj _ aiajuiu]' _ al’ajulu]
g = bij =0T T T Ty (4.15)
n n n
g=1+) w2=1+) (=2 g 1+Z(a"u")2
i=1 i=1 i=1
n
1 2 2
= —ZZ au) =1+— E(au) (4.16)
i=1
n n
1 1 1 a-u- 2 a;u;)?
_:1__Zvl :1__ L™ — __Z( l) — __Z(aul)z
9 9 i=1 9 i=1
n
1 2
=1- g—WZ(aiui) (417)
i=
Burada
W =v?=aqu? 4+ +ayu,? +¢ (4.18)
dir.

(4.13) ve (4.14) ten

l lal ul
ig - (')ul- - (')ui - aui
2al w(c+ X8 au?) — Gy a®u®)2ay;
W2
Za ul a;W — 21 14 ul aiW Z?:laizuiz
w W w w
n= a,zu,z
Wl <ai+1—1—%>l
le a:’u.?
=W{aul[1+ai—<1+ - 1Wl : )l}
2
=W [a;u;(1+ a; — g)]
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2

= 09 = m [a;u;(1 + a; — g)] (4.19)
dir.
L& n
g=gWw= (1 + WZ(aiui)2> W=Ww+ E(aiui)z
i=1 i=1
= a u;? + o+ apuy? + ctafug? + o+ an?ug?
n
=c+aul(l+a)+ - +au?2(1+a,) =c+ Z(l +a)y;’
i=1
n
> G=gW=c+ 2(1 +a)u;” (4.20)
i=1
dir.

1
Ay = ﬁ{(gw - akzukz)akg — AUy z atutatg}

t+k
1 tk
=39 Z g 0:9 (4.21)
t
dir.
(4.13) ve (4.14) den
ApUy 2Ak
—Z@tgtk = W at +_2 (4‘22)
9 t=k 9

(4.11) ve (4.17) den

1 1 .
A ?z A0+ g_Wz <z at) aju;0; — z gY0,0,  (4.23)
i I 7

t#k
dir.

cj = 99" (4.24)
olarak alalim. (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) ve (4.24) den
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n
L. 1 aiajuiuj
=99” = (1 + WZ(aiuiY) (&f B g—W)
a;a;u;u; a;a;u;u
=0y~ —p* <UZ<au>2 : ’Emu))
a;a;uu;  a;a;uu
= 51] ( ij Z(au)z ]g L — ! ]Z(a ) )

n n
1 a;a;u;u; 1 ]
= 8ij + 3710, Zl(aiui)z - %(1 + WE(aiui)2>|
=

i=1 J
g
1 B n
a;a;u;u;
=i + 17| 9is Z(aiui)z - %g]
n
2 al-ajuiuj
= Cij = 611 + 611 (aiui) el ¢ | (425)

._ g

i=1
dir.

Daha sonra kullanmak i¢in (4.21) ve (4.25) den
> i @9)0,9) =2 Adyg (4:26)
Lj J
esitligini not alalim.
Lemma 4.1.
t-1
1
Atuy, = g1 3% A, ZAjajg + 9% 3P, (ul, ...,un,W),
j

dir. Burada Py, n + 1 degiskenli bir polinomdur ve

t
a, = | |(4-30)6i-5)
Ll

dir.
Ispat. Ispat tiimevarimdan yapilir. t = 1 igin (4.23) den
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1 1 .
Auk = ?2 Aiaiuk + g_WZ (Z at> ajujaj Uk — Z g”aiaj Uy
i J

N t+k i,j
Ak
! Ay + . < kg
=S4 T o QiU zat _zg i
g gw t£k i
1 1|aju; .
L2 (0]
2
g gLw t£k

i
Pk‘t(ul,...,un,%)

1 1 1
ES ?Ak + Epk’t (ul, ...,un,W)

oldugundan t = 1 i¢in Lemma saglanir.

Lemma t — 1 i¢in dogru olsun. Bu durumda (4.23), (4.24) ve (4.26) dan
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t—2
Aty = g1_3tZAj Attes (z Aiaig> (4-30)0;g
j i

t-2
_ g3t Z Cij Ay (Z Atatg> (4 —3t)(3—3t)0;90;g
t

Lj

1
+ g* 3 Py, (ul, . u"’W)

t—2
= gl_thAj Akat_l (Z Alalg> (4 - St)a]g
j i

t-2
- g1_3t z Cij aigangkat_l (Z Atatg> (4-3t)(3-3t)
3

i,j

1
+ 92_3tpk,t (ul, ...,un, W)

t-2
_ g1—3tzAj Aptti_q (Z Aiaig> (4 —3t)d;g
j i
t-2
— g1_3t2 Z A] angkat_l (2 Atatg> (4‘ - 3t)(3 - Bt)
i,j t

1
+ g2_3th,t (ul, ey un'W)

t—1

_ gi-st Z Aidig | Avae_1(4—30)[1-2(3 - 30)]
7 (6t—5)

1
+ g* 3Py, (ul, . u"'W)

-1

t
1
— g1—3tAkat ZA]ajg +g2_3th,t (ul,...,un,w>
J

dir. Bu da Lemma’nin saglandigini gosterir.
Simdi M’nin k-tipinde oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢y, ¢y, ..., ¢ reel
sayilar olmak {izere
A*TH + ¢, A¥H + 4+ ¢, AH = 0 (4.28)
Ay + o Ay + -+ Ay = 0 (4.29)
dir.(i = 1,2,...,n)
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Lemma 4.1. ve (4.29) dan

k+1 1
(Z A;0;g ) =gP (ul, ...,un,W> (4.30)
i

dir. Burada P, n + 1 degiskenli bir polinomdur.
Gy, ..., uy) = W° ZAiaig (4.31)
i

alalim. Bu durumda G, u,, ...,u, cinsinden bir polinomdur. W, u,, ..., u, cinsinden

bir polinom oldugu i¢in

1
wN p (ul, ...,un,W) = R(uy, ..., uy) (4.32)

esitligini saglayan N dogal sayis1 ve n degiskenli bir R polinomu vardir.
(4.20), (4.30), (4.31) ve (4.32) den
WNP=R

k+11
i

:>WN(G )k+11—R
ws g

= WN Gk+1 = gWSk+sR
= WNW Gk = gwwSk+5R
= WN+L GR+1 = G Sk+SR (4.33)
dir.
Herhangi bir i < j < n igin i # j olmak {izere elde edilen (4.33) esitliginde
u; = 0 almirsa

WN+1 Gk+1 — gw5k+5R

k+1
= (C + ajujZ)N+1 <W5 ZAlalg>
i
5k+5

= (c +(1+ aj)ajujz)(c + ajujz) R(0, ...,0,u;,0, ...,0)
N+1
= (c + ajujz) [W>(A,0.9 + -+ A, 0,9)]F?

= (c +(1+ aj)ajujz)(c + ajuj2)5k+5R(O, .,0,1,0, ...,0)
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d (1 + % (ajuj)z)

d (1 + % (ajuj)z) N

= (C + ajujZ)N+1 & A1 aul + -+ A] E
]
=0
1 ) k+1

+ A,

ou,
=0

= (c+ 1+ a)au?)(c+ ajuj2)5k+5R(O, 0,140, ...,0)

2
= (c+aqu?)"" [WSAJ <2aj2uj(c +a?) — (aw) (Zajuj)>]

WZ

k+1

= (c +(1+ aj)ajujz)(c + ajuj2)5k+5R(0, .,0,1,0, ...,0)

2 3,3 3,,.3\ 1kt
2 N+1 5 Za] C'U.j + 2a] uj - 2a] u]'
= (¢ + aqju;?) lW 4 < Iz

=(c+ A +a)agu?)(c+ ajuj2)5k+5R(O, 0,140, ...,0)

2a.2cu \]*
= (C + ajsz)N+1 [WSA] < IJ/VZ J>I

=(c+ A +a)agu?)(c+ ajuj2)5k+5R(O, 0,140, ...,0)

(
I

N+1
= (c + ajuj {

[
1| 1
Wo i( + (ajuj)z) w - ajzuﬂ) %9

1 k+1
| 2a] cu]
— ajuj a;U; gfg
t+k =0 J

= (c +(1+ aj)ajujz)(c + ajuj2)5k+5R(O, .,0,1,0, ...,0)

= (c+ ajujz)N+1

X WSL
2w

k+1

Zajzcuj
WZ

= (c +(1+ aj)ajujz)(c + ajuj2)5k+5R(O, .,0,1,0, ...,0)

0 (1 + % (ajuj)z)

W + a*y? — a;%u?) 0w
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= (c+ ajujz)N+1

W <2aj2uj (c +ay?) - (ajuj)z(zajuj)>] <2ajzcu1>}

k+1
1

2w

5
X {W W2 W2

k
= (c+ @+ a)au?)(c+ ajujz)s ¥
k+1
N+1 2a;%cu; + 207w — 207w (2a;%cu;
= (¢ + aju;?) {WS l 7z 7z

= (c +(1+ a]-)ajujz)(c + ajuj2)5k+5R(0, ,0,1,0, ...,0)

R(O, ...,0,1;,0, ...,0)

- 2
c+ajuj

k+1
= (c+ ajujz)N+1 { w (Zajzcuj)z}

= (c +(1+ aj)ajujz)(c + ajuj2)5k+5R(O, .,0,1,0, ...,0)

= (C + ajujz)N+k+2 (Zajzcuj)2k+2

= (c +(1+ aj)ajujz)(c + ajuj2)5k+5

R(O, ...,0,u;,0, ...,0) (4.34)
dir. a;a; ...anc # 0 oldugu igin a; = —1 olmak zorundadir. Bu her j igin dogru
oldugundan M bir hiperkiiredir. Ciinkii a; = —1 her j i¢in saglandigindan

v2 = aqu® + o+ aun’ t e

- —ut o

:>172:_u1
S>uf+ul+ e tut+Hvi=c

dir. Bu ise bir hiperkiire belirtir.

4.3.11. Tiirdeki diizgiin kuadrik hiperyiizeyler

Boyle hiperyiizeyler i¢in parametrizasyon
X = (uq,uyp, .., Uy, V)
T
1
v = EZ biuiz ) b1 bn *0 (435)
i=1
seklinde distiniilebilir. Bu durumda

1
v=y [byuy? + byuy? + -+ + byu,?]

dv 1 2h
> — = — U s
aui 2 ithi
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ov

= a—ul = biui
dav
= v; = aiv = % = biui (436)
L

dir. Boylece (4.8), (4.9) ve (4.10) dan

gij = 6,_1 + Uin = 611 + bibjuiuj

V; Uj

4.37
_—— = 611 — bibjuiuj ( )

ij _
gv = ij

n n n n
g=1+ Z v2 =1+ Z(biui)z 1+ 2 1+ 2 b2u;? (4.38)
i=1 i=1 i=1 i=1

Ayrica (4.11) den

A= Z{b +Z(b — b))b; ullbuj ngaa
= Z v (439)

l#:]

dir.

Lemma 4.2.
gZAg = Q(u1’u2’ ey un) + gQ(ull uZI ;un) (440)

2
IVgll* = 7 Quy, up, ..., up) (4.41)

esitlikleri saglanir. Burada Q ve T, uq,u,, ..., U, cinsinden bazi polinomlardir. Vg ile
g’nin gradyan1 gosterilmistir.

ispat. (4.38) ve (4.39) dan

Ag = Z{b +Z(b b)b; ul}bu] g - 2g166
+— Z Zb bju;0;g

i#j
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. )
> Ag _g_z{b +Z(b b)bitu }bu]Zb s Zgua"Zb"Zuj
j b

i

1 2 2 2
g - g° &~ -
J 1#] J i
i#j i,j

dir. Boylece,

Q=2 Z 2b;*u;3 1b; + Z(bj — bl-)bizuiz} (4.42)
i

T = ZZ 2bu;3 Z b; | - Zgz b2gtt (4.43)
i

J i#j

olarak alirsak (4.40) esitligi saglanir. Bu bize Q ve T’nin uq, u,, ..., u,cinsinden birer
polinom oldugunu gosterir. (4.37), (4.38) (4.42) ve Vg gradyan vektoriiniin

normunun tanimindan
dg 2 dg 2
vgll = (24 —)
o= 2+ (G2 +

a 2
+ (_g>
du,
2

g\’ [dg 29\’
2 _ < < v <
= vyl _<6u1) +(6u2) + +<6un>

= (2b%w,)" + - + (2by%u,)”

n
= 4Z(Zbi2ui)2

i=1 i=1
n
=2 {2 1+ Z blzuizl [z(bizul 2]}
i=1 i=1

2
= ”Vgllz = EQ(ulluZl ---’un)

dir.
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Lemma 4.3.
Atu]' = g1_3tQt_1bjuj {b] + Z(b] — bi)bizuiz} a: + g2_3tf~’j,t(u1, ...,un)
7
dir. Burada P; , uy, ..., uy, i igeren bir polinomdur ve
t
a, = 1_[(4 —30)(6i — 5)
i=1

seklinde tanimlidir.

Ispat. Ispat tiimevarimdan yapilir. t = 1 igin (4.23) den

1 2,2 ij
i

9 j =1 i,j =1
1

J o\i#j
1 2,2 ij
9 j i i,j =0

+ 12 AL
- i | Yy
9 j i#j
1 - 1
j i

Qt—l — Ql—l — 1’ a, = 1

oldugundan t = 1 i¢in Lemma saglanir. Lemma t — 1 i¢in dogru olsun. Bu durumda
At—luj — g4—3tQt—2bjuj {bj + Z(bf _ bi)bizuiz} @y + 95_3t13j,t—1
i

dir. Her 1ki tarafin A laplasini alirsak,
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x [(4 - 36)g%Ag — (4 = 30)(3 — 30)g1IVgIl] + g> B,

= g1_3tQt_2bjuj (b] + Z(b] — bi)bizui2> A1
i

X [(4—-30(Q + gT) — (4 —3t)(3—3t)Q] + g* 3P,

= g1_3tQt_2bjuj (b] + Z(b] — bi)bizui2> A1
i

x{Q(4—-30)[1+2@3t-3)]}
+ gz_3tT {Qt_zbjuj <b] + Z(b] - bl-)bizui2> at_1}

+ 92_3tﬁj,t — gl—3tQt—1bjuj {bj + z(bj — bi)bizuiz}
i
X (4 = 3t)(6t —5)a,_1 + g* 3P,
= gl_3tQt_1bjuj {b] + Z(bj - bi)bizuiz} ap + g2_3tPj't
i

dir. Burada Pve P, ujy,uy,...,u, i iceren polinomlardir. Bu durumda Lemma
saglanir.
Eger M, k-tipinde ise bu durumda
AR*ly + o Afuy 4+ 4 by =0 j=1,..,n
denklemini saglayan cq, ¢y, ..., ¢, reel sayilari vardir.

Lemma 4.3. ve (4.42) den

Qk+1 =g P(ul' ---:un)

elde edilir. Burada P, uy, ..., u, i igeren bir polinomdur.
byb; ...b, # 0 oldugundan g =1+ X}~ bizuiz indirgenemezdir. Ustelik
Lemma 4.2. dan % = % IVgll?,uy, ..., u, iigeren bir polinom olmadig icin bir geliski

elde ederiz. Bu yiizden II. tiir sonlu tip diizgiin kuadrik hiperyiizey bulunamaz.
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Teorem 4.1.°in ispati1 (Simiflandirma Teoremi).

Eger M,E™! de sonlu tip n-boyutlu diizgiin kuadrik hiperyiizey ise bu
durumda (4.1) ve (4.3) e gore M ya 2-boyutlu bir cebirsel koni ya da hiperkiiredir(a).

Eger M, 2-boyutlu bir cebirsel koni ise bu durumda M sonlu tip oldugu i¢in
minimaldir[4]. Bu yiizden M, C,_,_; cebirsel konilerden biridir (0 <p <n—1)
[19] (b).

Eger M,E™*! de sonlu tip kuadrik silindirik hiperyiizey ise bu durumda
M,E! lineer altuzay1 ile adma N dedigimiz bir diizgiin kuadrik hiperyiizeyin
carpimidir. M sonlu tip oldugu i¢in N de ayni zamanda sonlu tiptir. Bu yiizden N ya
hiperkiiredir ya da bazi uygun p ler i¢in bir C, ,,_;_,,_; cebirsel konidir.

Teoremin tersinin dogrulamak agiktir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

1970’1i yillarin sonlaria dogru B. Y. Chen tarafindan ortaya konulan sonlu
tipten altmanifold fikri, Oklidyen ve yari-Oklidyen uzaylarm altmanifoldlarinin
geometrik Ozelliklerinin incelenmesinde ¢ok dnemli ve sik¢a kullanilan bir kavram
haline gelmistir. Bu kavram yardimiyla Oklidyen uzaylarmn altmanifoldlar1 {izerinde
taniml1 tiirevlenebilir doniisiimler incelenmis, Ozellikle de sonlu tipten Gauss
dontigiimii altmanifoldlarin geometrisinde dnemli bir ara¢ haline gelmistir. Yapmis
oldugumuz tez ¢alismasiyla sonlu tipten kuadrik ve hiperkuadrikler iizerine yapilmis
caligmalar detayl bir sekilde incelenmistir. Tez ¢alismamizin sonlu tip altmanifoldlar

lizerine ¢alisacak arastirmacilar i¢in bir kaynak eser olmasina {imit etmekteyiz.

47



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

KAYNAKLAR

Chen B. Y., Total Mean Curvature and Submanifolds of Finite Type, World
Scientific, Singapore 1984

Chen B. Y. and Dillen F. , Quadrics of finite type,J.Ge0.38 (1990),16-22.

Chen B. Y., Surfaces of finite type in Euclidean 3-space , Bull. Soc. Math.
Belg. Sér. B39 (1987),  243-254

Garay O. J. , Finite type cones shaped on spherical submanifolds , ibid. 104
(1988) , 868-870.

Chen B. Y., Dillen F. , Verstraelen L. and Vrancken L., Ruled surfaces of
finite type, Bull. Austral. Math. Soc. 42 (1990), 447—453.

Dillen F. , Ruled submanifolds of finite type, Proc. Amer. Math. Soc. 114
(1992), 795-798

Chen, B. Y., A Report on Submanifolds of Finite Type, Soochow Journal of
Mathematics, 22, n. 2, p. 117-337 (1996).

Arvanitoyeorgos, A. , Kaimakamis, G. ve Magid, M. , Lorentz Hypersurfaces
in EA{4} {1} Satisfying AH = oH , Illinois J. Math., 53, n. 2,p. 581-590(2009).

Bektas B. , Spherical submanifolds with finite type spherical gauss map,
Yiiksek Lisans Tezi, Istanbul Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii,
2012

Chen, B. Y., Dillen, F. and Song, H. Z., Quadric Hypersurfaces of Finite
Type,Colloguium Mathematicum, Vol. LXIII, Fasc. 2,145-152 (1992).

48



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

Dursun, U. , Hypersurfaces with Pointwise 1-Type Gauss Map, Taiwanese
Journal of Mathematics, 11, n. 5, p. 1407-1416 (2007).

Dursun, U., On Null 2-Type Submanifolds of Euclidean Space, Int.
Electron. J. Geom., 2, n. 2, p. 20-26(2009).

Hacisalihoglu, H. H.: Diferensiyel geometri- cilt-1,11, 2000.

Kilig¢ B. , k-tipinde egriler ve altmanifoldlar, Yiiksek Lisans Tezi, Balikesir

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, 1997.

Kuhnel, W. Differential geometry: curves-surfaces-manifolds, Braunschweig,
Wiesbaden, 1999.

Sabuncuoglu, A. : Diferensiyel geometri, Nobel Yayinlar1-2006.

Struik, D. J., Lectures on Classical Differential Geometry. Dover, New-York,
1988.

Taskent S. , Spherical Finite Type Hypersurfaces, Yiiksek Lisans Tezi,
Istanbul Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, 2007.

Hsiang W. Y. , Remarks on closed minimal submanifolds in the standard
Riemannian m-sphere, J. Differential Geom. 1 (1967), 257-267

49



