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OZET

GENELLESTIRILMIS GADJIEV OPERATORLERININ YAKLASIM
OZELLIKLERI

ACAR, Tuncer
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ali ARAL

OCAK 2015, 66 sayfa

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris icin ayrilmistir. Ikinci
bolimde tezde gerekli olan tammlar ve kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde
Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin Gadjiev tipli genellestirmesi tanimlanmakta
ve agirliklh uzaylarda yaklasim dzellikleri incelenmektedir. Ayrica, yeni tanimlanan
operatOrlerin tirevlerinin yaklasim 6zellikleri de ¢ahsilmistir. Dordunct bolumde,
uclincti bolimde tamimlanan operatorlerin iki degiskenli versiyonu tim kenarlar
hareketli olan ti¢cgensel bolgeler tizerinde tamimlanmis, bazi sekil koruyan 6zellikleri
ve agirlikl yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Besinci bolimde ise hareketli araliklar
Uzerinde Bernstein-Durrmeyer operatorleri tanimlanmakta ve yaklasim hizi, noktasal
yakinsakligi incelenmekte, daha iyi yaklasim sonuglari veren genellestirmeleri

calisiimaktadir.

Anahtar kelimeler: Bernstein Polinomlari, Bernstein-Chlodowsky Polinomlari,
Agirlikl Yaklasim, Korovkin teoremi, Yakinsaklik Hizi,

Sdreklilik Moduli, Voronovskaya Teoremi.



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF GENERALIZED GADIJIEV OPERATORS

ACAR, Tuncer
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Advisor: Prof. Dr. Ali Aral

January 2015, 66 pages

This thesis consist of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
The second chapter contains concepts and definitions which are needed throughout
the thesis. In the third chapter, the Gadjiev type generalization Bernstein-
Chlodowsky polynomials are introduced and approximation properties in weighted
spaces are investigated and approximation properties of the derivatives of new
operators are studied as well. In the chapter fourth, bivariate versions of the operators
defined in third chapter are defined on triangular domains with mobile boundaries
and some shape-preserving properties and weighted approximation properties of the
operators are investigated. In the last chapter, new type Bernstein-Durrmeyer
operators on mobile intervals are introduced and rate of convergence, pointwise

convergence and a generalization presenting better approach are studied.
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SIMGELER DiZiNi
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1. GIRIiS

Yaklagim teorisinde amag keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanigh
fonksiyonlar cinsinden gosterimini elde etmektir. Yaklagim teorisindeki en temel
problemlerden birisi, yaklagim yapilmak istenilen fonksiyon kiimesinin eleman-
lar1 kullanilarak olusturulan bir fonksiyon ailesi, yaklagilmak istenen fonksiyon
ailesinde yogun mudur, sorusunun cevabini aragtirmak olmugtur. Bu problemin
pozitif cevab1 K. Weierstrass [1] (Ayrica bkz. [2,3]) tarafindan 1885 yilinda ve-
rilmis ve [a, b] kompakt araliginda siirekli her fonksiyona [a, b] araliginda diizgiin
yakisayan bir {P, (z)} polinomlar dizisinin varlhig: ispatlanmigtir. Cebirsel ve
trigonometrik fonksiyonlar icin verilen bu ispatin uzun olmasi ve karmasik ispat
yontemi, donemin bircok iinlii matematik¢isi tarafindan ele alinmis, kisa ve ba-
sit bir ispat1 verilmeye caligilmigtir. Bu matematikcilerden bazilarini Carl Runge
(1885), Henri Lebesgue (1908), Charles de la Vallée-Poussin (1908), Lipot Fe-
jér (1916) olarak soyleyebiliriz. Weierstrass yaklagim teoreminin ispati i¢in verilen
yontemler olasilik teorisi, lineer pozitif operatorlerle yaklagim teorisi gibi bilim-
sel caligma alanlarimin dogmasina sebep olmustur. Lineer pozitif operatorlerle
yaklagim metodlarinin énciisii ise Sergej N. Bernstein [4] olmugtur. 1912 yilinda
Bernstein Weierstrass yaklagim teoreminin ispati igin kendi adi ile anilan, [0, 1]

araliginda siirekli fonksiyonlara yaklasim icin

Bn(f;x):ki:of(S) <Z)mk(1—x)"k, 0<z<1

ile tanimlanan operatorler dizisini tanimlamistir. Bernstein operatorlerinin 6nemi
bu yiizyihin ilk yarisinda tam olarak anlagilamamistir. Fakat Paul de Faget’in
Citroén firmasinda ve Pierre Bézier'in Renault firmasinda kendi endiistriyel diza-
ynlar1 i¢cin Bernstein polinomlarini kullanmasi ile, Bernstein polinomlar: mate-

matikciler arasinda popiiler olmaya basglamigtir. Tezimizde tam olarak Bern-
stein operatorleri ile caligmayacagiz fakat bu operatorlerin yapisal ozelliklerini
kullanarak yeni operatorler tanimlayacagiz. Weierstrass yaklagim teoremi her-

hangi [a,b] araligl igin verilmesine ragmen, Bernstein polinomlar1 [0, 1] aralig
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tizerinde tammhdir, ancak keyfi [a,b] arahgmin ve [0, 1] arahgimin, y € [a, ] ol-
mak tizere x = (a — y) / (a — b) ve y = (b — a) x + a doniigiimleri altinda birbirine
dontistiiriilebildikleri goz oniine alindiginda Bernstein polinomlari, Weierstrass’in
yaklagim teoremi igin keyfi [a, b] aralig1 iizerinde de bir ispat yontemi olugturmak-
tadir. H. Bohman [5] ise Bernstein’mm metodunun daha genel formu olarak kabul
edilecek genel bir lineer pozitif operatorler dizisi igin, bu tip dizilerin [0, 1] kom-
pakt araliginda siirekli fonksiyonlara yaklagim kogullarini vermis ve P. P. Korovkin
[6] kompakt araliklar {izerinde lineer pozitif operatorler dizisinin yaklagim prob-
lemini ele alarak Korovkin teoremi olarak bilinen ve yaklagim teorisinde biiyiik
oneme sahip teoremini ispatlamistir.

Bernstein polinomlart kullanmigh yapisi ve bir¢ok bilim dalindaki (fizik,
miihendislik bilimleri, bilgisayar teknolojileri, v.s.) uygulamalariyla yiizyih agkin
siiredir aktif bir ¢calisma konusu olmus ve bir¢ok genellesmesi ile modifikasyonlar:
caligilmigtir. Bu genellesme ve modifikasyonlardaki temel amaclardan bazilari,
kompakt araliklar iizerinde siirekli fonksiyonlara yaklagim yapmaya imkan taniyan
Bernstein polinomlarinin siirsiz araliklar iizerine taginmasi ve yaklagilmak is-
tenilen fonksiyonun ait oldugu smifi genisletmek olarak soylenebilir. Ornegin;
Chlodowsky [7] Bernstein polinomlarmin yeni bir modifikasyonunu elde ederek,
0, 1] araliginda tanimlh bu polinomlari [0, b,] (b, — o0) araligina tagimstir. Diger
yandan, D. D. Stancu [8] Bernstein polinomlarini modifiye ederek [0, 1] aralig:
tizerinde tanimli, Bernstein-Stancu polinomlarini tanimlamis ve bu polinomlarin
daha iyi yaklagim sonugclar: verdigini gostermistir. Diger taraftan, yaklagim yapila-
cak fonksiyonun ait oldugu uzaylar da genisletilmeye ¢aligilmigtir. Biliyoruz ki,
Bernstein operatorlerini tanimlamak igin yaklagim fonksiyonunun f (k/n) (k =
0,1,...,n) degerlerinin bilinmesi yeterlidir. Fakat Lebesgue anlaminda integral-
lenebilen fonksiyonlar olgiisii sifir olan kiime diginda tanimlanmaktadir. Bu ne-
denle integrallenebilen fonksiyonlara yakinsayan dizileri bir integral seklinde al-
mak daha uygundur. Bu amagcla J. L. Durrmeyer [9] Bernstein polinomlarinin
[0, 1] aralig1 iizerinde integallenebilen fonksiyonlar igin tanimli olan yeni bir genelles-
tirmesini tanimlamigtar.

Bernstein polinomlar: iizerine olan ¢aligmalar sadece R reel sayilar ve ka-

pali alt araliklar1 tizerinde sinirh kalmamig, ¢cok boyutlu uzaylarda da ¢ahigilmigtir.
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Bernstein polinomlarinin iki degiskenli fonksiyonlar sinifindaki yaklagimi ilk defa

D. D. Stancu [10] tarafindan incelenmistir.
A:{(z,y)eRQ:xzo, y >0, x+y§1}

sabit tiggensel bolge olmak iizere, A iizerinde siirekli fonksiyonlara yaklagim igin

iki degiskenli Bernstein polinomlari

mren =3 (5 ()" )eva e o

k=0 j=0

olarak tanmmlanmigtir. Ayrica F. L. Martinez [11] B, (f;«,y) polinomlar dizisini
S ={(x,y) € R? : z,y € [0,1]} sabit karesel bolgesi iizerinde tanimlamisgtir. Her
iki calismada da siireklilik modiilii yardimiyla, tanimlanan iki degiskenli Bernstein
polinomlarimin yaklagim fonksiyonuna yakinsaklik hizlar1 hesaplanmigtir. (1.1)
operatorlerinin Chlodowsky tipli genellestirmeleri A. Izgi [12] tarafindan sabit
bolgeler tizerinde tanimlanmig ve yaklagim ozellikleri calisilmigtir.

Yaklagim teorisinin ikinci temel problemi yaklagim hizinin hesaplanmasi
problemidir. Korovkin teoremine gore, L, : C [a,b] — C'|a, b] lineer pozitif opera-
torlerin bir dizisi olmak {izere, n — oo iken

Lo (f) = fII = max | Ly, (f;2) = f (x)] =0

a<z<b

oldugundan

dizisinin bir sifir dizisi oldugu goriiliir. Bu («,) dizisinin n — oo iken hangi hizla
sifira yakinsamasimin bulunmasi, (L, (f)) dizisinin de f’e diizgiin yakinsamasinin
hizin belirlemektedir. Bunu bulmak i¢in («,,) dizisinin bagka bir sifir dizisi
ile kargilagtirilmas: yeterlidir. Ciinkii her n icin «,, < 3, esitsizliginin saglan-
mast (a,) dizisinin (f3,,) dizisinden daha hizh sifira gitmesinin veya en azindan
B, den zayif hizla sifira gitmemesinin kanmitidir. Fonksiyon uzaylarinda 3, dizisi
f fonksiyonunun siireklilik modiilii ile baglantili bir sekilde ele alinabilir.
Bernstein polinomlar: iizerine devam eden ¢alismalardaki amaclardan bir
digeri ise, yaklagim hizini arttirmak ve yaklagimin dogal sonucu olan hata mik-

tarim azaltmaktir. Bu ¢alismalardan biri de 2010 yilinda A. D. Gadjiev ve A. M.
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Ghorbanalizadeh [13] tarafindan yapilmigtir ve Bernstein polinomlarinin yeni bir
modifikasyonu olarak, ay, B, k = 1,2 igin pozitif ve 0 < as < oy < 5y < 4
esitsizligini saglamak iizere [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlara yaklagim igin

< ¢ < 9 hareketli araliklar iizerinde tanimlanan
"Jrﬁz n+fB,

st = (S2) 2 (55) () (-255) (55 -0)

polinomlaridir. Ayrica yazarlar ayni makalede

A={(z,y) eR*:z+y<(n+2a)/(n+8), 2,y >a/(n+p)}

hareketli ticgensel bolgeleri {izerinde

o - () (07 sty

olmak tizere

St (fiay) =SS f Pras (2, 9) (1.2)

Uy (k:+a1 l+a2) Kl
k=0 =0

iki degiskenli Bernstein polinomlarini tanimlamiglardir. Bu yeni operatorler dizisi-
nin diizgiin yakinsaklig1 gosterilmis, yakinsamanin hizi hesaplanmig ve oy, (5, larin
ozel durumlarina gore S, g operatorler dizisinin Bernstein operatorlerine gore,
Sl B operatorlerinin (1.1) ile verilen iki degiskenli Bernstein polinomlarina
gore daha iyi yaklagim sonuclar1 verdigi gosterilmis, elde edilen sonuglarin daha
iyi oldugu niimerik 6rneklerle ve grafiklerle de desteklenmistir.

Bu tez birinci boliimii giris boliimii olmak tizere dort boliimden olugmak-
tadir. Ikinci boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavram ve teorem-
ler verilmis, tez boyunca goz oniine alinacak fonksiyon uzaylari tanimlanmigtir.
Tezin tigiincii, dordiincii ve beginci boliimleri tamamen orjinal olup asagidaki
sonuclar elde edilmigtir:

Uciincii boliimde [0, 1] araligimin hareketli alt araliklari iizerinde taniml

olan S, g operatorlerinin, n — oo i¢in [0, 00)’a genisleyen hareketli alt araliklar

iizerin-



de Chlodowsky tipli genellestirmeleri tanimlanip, agirlikh yaklagim o6zellikleri in-
celenmig, ayrica elde edilen yeni operatorlerin tiirevlerinin de yaklagim fonksiyo-
nunun tiirevine agirlikli yaklagimi, Lipschitz uzayina ait fonksiyonlar ic¢in veril-
mistir.

Dordiincii boliimde ise iiggensel bolgeler iizerinde tamiml iki degiskenli
GooetkBob operatorlerinin, n — oo igin [0, 00) x [0, 00) bélgesine genisleyen tiim ke-
narlar1 hareketli olan tiggensel bolgeler iizerinde Chlodowsky tipli genellegtirmeleri
tanimlanip, baz1 sekil koruyan ozellikleri ve agirlikli yaklagimlar: incelenmistir.

Beginci boliimde ise S, operatorleri temel almarak, [0,1] araliginin
hareketli alt araliklar: iizerinde yeni tipten Durrmeyer operatorleri tanimlanmais,
tanimlanan operatorlerin momentleri icin hipergeometrik fonksiyonlar ile bir gos-
terimi elde edilmistir. Ayrica yeni operatorlerin direk yaklasim ¢zelligi caligilmis
ve yaklagim hizi elde edilmistir. Yaklagim teorisinde noktasal yaklagim acisin-

dan temel teoremlerden olan Voronovskaya teoremi bu yeni operatorler igin elde

edilmis, daha iyi yaklagim sonuclar1 veren King tipli genellestirmeleri ¢aligilmigtir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Tez hazirlanirken temel kavramlar boliimiiniin ilk dort alt boltimiinde H.
Hilmi Hacisalihoglu ve A. D. Gadjiev’ in ”Lineer Pozitif Operatorler Dizilerinin
Yakinsaklig1” kitabindan, H. Bohman’in, ”On approximation of continuous and of
analytic functions” adli makalesinden, P. P. Korovkin’in, ”On convergence of lin-
ear positive operators in the space of continuous functions” adli kitabindan yarar-
lanilmigtir. Temel kavramlar boliimiiniin diger alt boltimlerinde Z. Ditzian ve V.
Totik’in ” Moduli of Smoothness” adli kitabinndan, G. A. Anastassiou ve S. Gal’in
” Approximation Theory: Moduli of Continuity and Global Smoothness Preser-
vation” adli kitabindan, V. Gupta, R. P. Agarwal’im ”Convergence Estimates
in Approximation Theory” adl kitabindan, G. G. Lorentz’in ” Approximation of
Functions” adli doktora tezinden, P. L. Butzer’in ”On the Extension of Bernstein
Polynomials to the Infinite Interval” adli makalesinden, P. L. Butzer ve R. J.
Nessel’in ”Fourier Analysis and Approximation” adl kitabindan, G. Gasper ve

M. Rahman’in ”Basic Hypergeometric Series” adli kitabindan, G. M. Phillips’in
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"Interpolation and Approximation by Polynomials” adl kitabindan, O. Agra-
tini’nin ”Linear operators that preserve some test functions” adli makalesinden,
D. Cérdenas-Morales ve F. J. Munoz-Delgado’nun, ”Improving certain Bernstein-
type approximation processes” adli makalesinden faydalanilmigtar.

Tezin orjinal olan diger boliimlerinde sirasiyla A. D. Gadjiev ve A. M.
Ghorbanalizadeh’in ” Approximation properties of a new type Bernstein -Stancu
polynomials of one and two variables” adli makalesinden, E. A. Gadjieva ve
E. Ibikli'nin, ”On Generalization of Bernstein-Chlodowsky Polynomials” adl
makalesinden, E. A. Gadjieva ve T. Kh. Gasanova'min ” Approximation by two di-
mensional Bernstein-Chlodowsky polynomials in triangle with mobile boundary”

adli makalesinden faydalanilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Bu boliimde lineer pozitif operatorler ile ilgili baz1 temel kavramlar ve ozellikler
verilecektir. Verilen tanimlar ve 6zellikler [19] ve [20] numarali kaynaklarda bu-

lunabilir.

Tanim 2.1.X ve Y lineer normlu fonksiyon uzaylari olsun. L : X — Y opera-

torii, her f,g € X ve her o, 5 € K (K,R veya C ) igin

L(af+Bg) = aL(f)+BL(g)

esitligini saglarsa, L operatoriine X den Y ye bir lineer operator denir.
L(X,Y)={L:X — Y : L lineer operator} kiimesi bir reel veya komplex vektor

uzayidir.

Tanim 2.2.L : X — Y lineer operator ve
Xt = {feX:f(t)>0},Y = {geY :g(t) >0}

olmak {izere, L lineer operatorii X' kiimesindeki her bir f fonksiyonunu Y+
kiimesinde bir fonksiyona doniistiiriiyorsa, L operatoriine lineer pozitif operator

denir.

Onerme 2.1.L : X — Y lineer pozitif operator olsun. Bu durumda, f,g € X
olmak {tizere Vt i¢in f(t) < g(t) ise L(f(t);2) < L(g(t);z) dir ve buna L li-
neer pozitif operatoriiniin monotonluk 6zelligi denir. Ayrica monoton operatorler

|L(f;2)] < L(]f];x) esitsizligini saglar.

Tanim 2.3.X ve Y lineer normlu fonksiyon uzaylari ve L : X — Y lineer operator

olsun. L operatoriiniin normu || L|| ile gosterilir ve

1L = sup [[Lf]
fex, fl=1

olarak tammlanir.



2.2. Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsaklik Kogullar:

[a, b] kompakt araliginda siirekli fonksiyonlara lineer pozitif operatorler dizisi
ile yaklagim icin gerek ve yeter kogullar bircok matematikg¢i tarafindan ¢aligilmigtar.
Her ne kadar uzun bir siire bilinmese de, Popoviciu [21] 1951 yilinda asagidaki

teoremi ifade ve ispat etmistir:

Teorem 2.1.L, : C'[a,b] — C'|a,b] lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun.
Eger i = 0,1,2 igin ¢; = t* olmak {izere [a, b] arahg iizerinde lim,, o, Lye; = ¢;
diizgiin olarak mevcut ise, bu durumda [a, b] aralig: tizerinde her f € C'[a, b] igin

lim,, ., L,f = f yakinsamas1 diizgiindiir.

Ayrica Teorem 2.1 Bohmann [5] ve Korovkin [22] tarafindan da incelenmis ve

agsagidaki genel formu elde edilmistir.

Teorem 2.2.(Bohman-Korovkin Teoremi) L, : C'[a,b] — C'[a,b] lineer pozi-
tif operatorlerin bir dizisi olsun. «, (x), G, (z), v, (x), |a,b] arahg iizerinde

diizgiin olarak sifira yakimsayan fonksiyon dizileri olmak iizere, Va € |[a, b] igin
Ln(Lz) = 1+an(z),
Ly (tx) = x4 8,(x),
L, (t%2z) = 2°+7, ()
kosullar1 saglanmyorsa bu durumda L, (f;x), [a,b] araligi tizerinde f (z) siirekli

fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

Teorem 2.1 de e¢; = t', i = 0,1,2 fonksiyonlar1 yaklasim teorisinde ¢nemli bir

role sahip olup, Korovkin test-fonksiyonlar: olarak adlandirilir.

2.3. m-Boyutlu Uzaylarda Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakin-
saklik Kosullar:

Korovkin teoremi R? = R x R’ nin sinirh alt bolgeleri tizerinde V. 1. Volkov

[23] tarafindan asagidaki gibi verilmigtir:
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Teorem 2.3.(Volkov Teoremi) L, : C([a,b] X [¢,d]) — C([a,b] X [c,d]) lineer

pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Eger L,, operatorleri n — oo igin

L, (Lizy) = 1,

L, (tz,y) = =,

L, (s;z,y) = v,
Ln(t2+32,x,y) = 2% 4

sartlarin saglarsa, bu durumda L, (f;x), [a,b] X [c,d] kiimesi {izerinde f (z,y)
siirekli fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

Burada = diizgiin yakinsama anlamindadir. Korovkin teoremi m-boyutlu uzay-
larda da galigilmig ve A. D. Gadjiev ve H. H. Hacisalihoglu [20] tarafindan 1995

yilinda agagidaki teorem elde edilmigtir.

Teorem 2.4.D C R™ siirhi bir bolge olmak iizere Cy (D) ile, D bolgesinde
siirekli ve tiim R™ de siirh reel degerli fonksiyonlarin uzayr gosterilsin. Eger

(L,) lineer pozitif operatorler dizisi, K C D kompakt boélgesinde n — oo igin

Ly (L;z) = 1,
Ln<t1,$) = x;, 1=1,2,...m

Lo (|tf*52) = |z,
sartlarin saglarsa, keyfi f € C, (D) i¢in K {izerinde n — oo igin
Ly (f;2) = f (2)

yakimsamasi mevcuttur. (Burada |z|” = S, dir)

2.4. Agirliklh Uzaylarda Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakin-
saklik Kosullar:

Bir 6nceki kesimde verdigimiz tiim teoremler sonlu araliklar ve sonlu bolgeler
tizerinde verilmigtir. Simirsiz araliklar ve bolgeler {izerinde tanimli Bernstein-

Chlodowsky, Szasz-Mirakyan, Baskakov operatorleri gibi operatorler tanimlandikga
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Korovkin teoreminin siirsiz araliklar iizerinde verilme gereksinimi olugsmustur.
1976 yilinda A. D. Gadjiev tarafindan Korovkin teoreminin tiim R’ de gegerli
olan versiyonu asagidaki gibi verilmigtir.

¢ (z) reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak iizere p(z) =

1+ ¢?(z) olsun. Bu durumda M} pozitif bir sabit olmak tizere

B, (R) ={f : [f (z)| < Myp(x)} (2.1)

ve

C,(R)={feB,(R): f, R de siirekli}
fonksiyon simiflarini g6z 6niine alalim. Bu uzaylar

11, =sup { 22N, e e}

normu ile birer normlu uzaydir. Burada p’ya agirlik fonksiyonu, B, (R) ve C, (R)

uzaylarina ise agirhikl uzaylar denir. Ayrica ky € R olmak {izere

Ch(R) = {f €C,R): |$1|iinoo J;Ei)) = kf} (2.2)

olarak tamimlanan fonksiyon uzay1 C, (R) uzaymin bir alt uzay: olur.

Teorem 2.5. ¢ (x) reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak
tizere p () = 1 + ¢* (z) agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda
(i) C, (R) uzaymdan B, (R) uzayma oyle bir {A,} lineer pozitif operatorler dizisi

tanimlanabilir ki bu operatorler dizisi i¢in
lim [|4, (¢";2) —¢" (z)]|,=0, »=10,1,2 (2.3)
sartlar saglanmasina ragmen oyle bir f* € C, (R) fonksiyonu bulunabilir ki

lim [|A, (f%2) = f* (@)l = 1

n—0o0

olur.
(ii) C, (R) uzaymndan B, (R) uzayina dyle bir {A,} lineer pozitif operatorler dizisi
(2.3) kogullarini sagliyor ise her f € C 5 (R) icin

Tim |4, (f:2) — (2], = 0
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esitligi saglanir.

Ayrica, iki degigkenli fonksiyonlar i¢in agirlikli Korovkin teoremi de A. D. Gadjiev

[24] tarafindan incelenmistir.

2.5. Siireklilik Modiilii ve K-Fonksiyoneli

Lineer pozitif operatorlerle yaklagim teorisinde nemli ¢alismalardan biri de
yaklagimin hizini belirlemek ve bu yaklagimin hatasi i¢in bir iist sinir bulmaktir.
Bunu yaparken siireklilik modiilii ve IC-fonksiyoneli kullanmak en yaygin metod-
lardan birisidir. Asagidaki tanim ve teoremler [25] ve [26] numarali kaynaklarda

bulunabilir.

Tanim 2.4.f, [a,b] de siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her § > 0 sayisi
icin

w(f,0)= Su[pb] |f (z) = f ()]
fp

ile tanimlanan w fonksiyonuna, f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Lemma 2.1.f, [a,b] C R’de siirekli reel degerli fonksiyonu i¢in agagidaki sonuglar
dogrudur:

(a) w(f,0) fonksiyonu § ya gore artandir.

(b) lims_ow (f,0) = 0.

(c) A > 0 reel sayist igin
w(f, ) <1+ Nw(f,0)

dir.

Ayrica yiiksek mertebeden siireklilik modiilii ve KC-fonksiyoneli asagidaki gibi

tammlanir:

Tanim 2.5. f, [a,b] de siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her § > 0
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say1sl i¢in

wy (f,0) = sup  sup |f(x+2h) =2f (z+h)+ f(2)|

0<h<6 z,x+2h€(a,b)

ile tanimlanan wsy fonksiyonuna f fonksiyonunun ikinci mertebeden siireklilik

modiilii denir.

Tanmim 2.6. W? = {ge€ Cla,b]: ¢, ¢" € Cla,b]} ve |||, Ca,b] iizerinde mak-

simum normu gostermek tizere K-fonksiyoneli

K (£,0) =it {|If =gl +3g"|| : g e W2} 0> 0.

esitligi ile tanimlanir.

Lemma 2.2. K, (f,0) ve ws (f,9) icin
K> (f,0) < Cws <f7 \/3> (2.4)

olacak gekilde C' > 0 vardir.

Tamim 2.6. f € C[0,1] ve p () = \/z (1 —x), x € [0, 1] olmak iizere

wf (fV8) = suwp  sup |f o+ hp(2) = 2f (@) + f (@~ b (1))

0<h<V/3 xEhp(2)€[0,1]

ifadesine ikinci mertebeden Ditzian-Totik diizgiinliik modiilii denir.

Uyar1 2.1. w3y (-,-) fonksiyonunun tamminda ¢ () = 1 olarak segilirse Tanim

2.5 ile verilen wy (-, -) fonksiyonu elde edilir.

Tanim 2.8. AC),. [0, 1], [0, 1] araliginin her alt araliginda mutlak siirekli fonksiyon-

lar uzay1 ve
W2 (p) = {geC0.1]: g € ACu.[0,1], 9" € C0,1]}

olmak iizere, wy (-, -) fonksiyonuna karsilik gelen K-fonksiyoneli

+6°

Koy (£,6) =it {|If = gl +6||%’

J||:gemr @)} 6>0

12



esitligi ile tanimlanir.

Lemma 2.3. Ky, (f,0) ve ws (f, \/5) icin
Ra (f.6) < Cui (£,V5)

olacak sekilde C' > 0 vardir.

Tanim 2.9. ¢ fonksiyonu [0, 1] iizerinde bir agirlik fonksiyonu olmak iizere

Wy (f.0)=sup  sup |f(z+ W) (2)— f(2)|

0<h<§ zthip(x)€[0,1]

ifadesine birinci mertebeden Ditzian-Totik modiilii denir.

2.6. Hipergeometrik Fonksiyonlar

Lineer pozitif operatorlerin Korovkin tipli yaklagimlarini incelerken Korovkin
test fonksiyonlarimin yiiksek mertebeden operatorler altinda hesaplanmasina ihtiyag
duyulmaktadir. Operatorlerin yapisi degistikce bu test fonskiyonlarinin operator-
ler altindaki goriintiileri uzun ve karmagik bir yapiya biiriinmektedir. Bu durum-
larda asagida tanimimi ve oOzelliklerini verecegimiz hipergeometrik fonksiyonlar
kullanigh bir metod sunmaktadir. Asagidaki tanimlar ve lemmalar [27] numarali

kaynakta bulunabilir.
Tanim 2.10. T (z) ile gosterilen ve
['(z)= /tm_le_tdt
0
genellestirilmis integralle ifade edilen fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.
Tanmim 2.11. B (x,y) ile gosterilen ve
1
B(x,y) / (1 — 0 it (2.5)
0

13



seklinde ifade edilen fonksiyona Beta fonksiyonu denir.

Lemma 2.4. Gamma ve Beta fonksiyonlar1 arasinda

I'(2)T (y)

BEv) = Tary)

esitligi mevcuttur.

Tanim 2.12.« reel ya da kompleks bir say1, n sifir ya da pozitif bir tamsay1
olmak tizere

(o), =a(a+1)(a+2)...(a+n—1) (2.6)

ifadesine «a sayisinin Pochhammer gosterilimi denir.

Lemma 2.5. I'(-), Gamma fonksiyonunu gostermek iizere, Pochhammer sem-

bolii
~ I'(a+n)
R O

(@)1 =ala+1),

ozelliklerine sahiptir.

Lemma 2.6. |z| < 1 igin

(1-2)=Y" ((;)!”x” (2.7)

dir.

Tanim 2.13. «, § ve 7 reel ya da kompleks sabitler olmak {izere

0Bz  ale+1)B(B+1)a
1T Ay 2

olarak ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik serisi veya hipergeometrik seri

1

+ .. (2.8)

denir.

(2.8) ifadesi 14 x+ 2+ ... geometrik serisinin bir genellegtirilmesi oldugundan bu

adi alir. (2.8) ifadesine gore v degeri sifir ya da negatif bir tamsay1 olmamalidur.
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(2.8) hipergeometrik serisi |z| < 1 i¢in yakinsak, |z| > 1 igin wraksaktir. |z| =1
oldugu zaman v > a + [ ise seri mutlak yakinsaktir. v+ = —1ikeny >a+ 5 —1
oldugunda seri yakinsaktir.

(2.6) gosterimi dikkate alinarak (2.8) hipergeometrik serisi

> .T
2 Fi(a, By Z f; ] (2.9)
n=0 ” :

seklindede ifade edilebilir. (2.9)’de goriilen F'nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri
F’nin yapisinda biri a ve 3, digeri v olmak tizere iki tip parametre bulundugunu
ifade eder. (2.9)’un genellegtirilmis ifadesi
oo, oy, y Vgy i ) .(Oép) :L‘_"
= ) (7)1

dir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden ,F; gosterimi yerine F' gosterimi de

kullanilir. Yani
2Fi(a, By 2) = Fla, B;y; )
olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu veya hipergeometrik fonksiyon

olarak bilinir.

Lemma 2.7. yFi(a, 3;; x) fonksiyonu

1
gFl(a,B;’y;x)— 5 Sy /uB Y1 —w) 711 — uz)*du

0

seklinde bir integral gosterimine sahiptir.

Lemma 2.8. Re(y —a — f3) > 0 i¢in

I'Wry—a=p) _ Bl,y—a=p
M(y—a)l(vy=5)  B(B,v—b)

oFi(a, B;y;1) =

dir.

Lemma 2.9. |z] < 1 icin

2 Fi(a,y — By ) = (1—51?)5“1’1(04,6;7;%) (2.10)

—1
dir.
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2.7. Béliinmiis Farklar, fleri Fark Operatorii Ve Konvekslik

Bu béliimde verilen tanim, teorem ve lemmalar, kaynak [28]’de bulunabilir.

Tanim 2.14. n > 1 olmak iizere xg, x1, ..., x, ler f fonksiyonunun tanim kiimesinde

seklinde n + 1 tane nokta olsun. Bu durumda

flz] = f(wo)
flxe, oy zn) — flxo, 1, ooy Tp1]

om] = 2.11
f[l’(),xl, , L ] T, — To ( )

ifadesine fonksiyonun verilen noktalara gore boliinmiis fark: denir.

Teorem 2.6. zg,x1,...,T, € [a,b] ve bu aralik iizerinde f ve f'nin n. tiirevi

siirekli , » + 1-inci tiirevi ise (a,b)’ de mevcut olsun. Bu durumda

™ (n,)

n!

flxoy o, zn) =

olacak sekilde en az bir n, € (a,b) noktasi vardir.

Tanim 2.15. n € Nve h >0

Apf(z) = f(2)
Apf(z) = Af(x)=f(z+h)—f(z)
Apf(x) = Dy (A7 f(2))

seklinde tanmimlanan A operatoriine ileri fark operatorii denir.

Lemma 2.10. A, Tanmim 2.15 deki gibi verilen ileri fark operatorii olmak iizere

wr) =3 (0 (£) e 2.12)

s=0

esitligi gecerlidir.

Lemma 2.11.V ¢,k > 0 i¢in ; = j olmak tizere

1
flog, g1, wjp] = Eﬁkf(%‘)
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esitligi saglanir.

Sonug 2.1. Teorem 2.6 ve Lemma 2.11 gtz oniine alinirsa, 0y, € [%, %] olmak

1/nf <S) = (%)Tf(”(ek,r) (2.13)

lizere

bulunur.

2008 yilinda D. Cardenes-Morales ve F. J. Munoz-Delgado [29],
S={(z,y) eR?:z,y >0,x+y <1}
tiggensel kiime olmak iizere, f € C'(S), (z,y) € S ve h € R" igin

AV f(ay) = flx + hyy) — f(z,y),
APV f(ay) = flz,y+h) — f(zy),
A fa,y) = flx+ oy +h) + f(z,y)

— flx+hy) — flx,y +h),
AP f(w,y) = flx + 2h,y) = 2f(z + h,y) + f(2.y),
AP f(a,y) = Fla,y +2h) = 2f (2, y + h) + f(z,y)

seklindeki ileri fark operatorlerini tanimlamiglardir.
Tanimlanan bu ileri fark operatorii yardimiyla iki degiskenli fonksiyonlar i¢in kon-

vekslik tanimi agagidaki gibi verilmektedir:

Tanim 2.16. i,j € N, 0 < i+ j < 2 olmak iizere, eger h € R i¢in Ag’j)f >0

ise, f(x,y) fonksiyonuna (i, j) dereceden konvekstir denir.

Uyar1 2.2. Eger f € C%9)(S) ve her (x,y) € S icin

iti f
oxt 0yl

(x,y) >0

ise bu durumda f(x,y) fonksiyonu (i, j) dereceden konvekstir.
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2.8. Lipschitz Sarti

Tanmim 2.17. a,b € R olmak iizere [a, b] arahiginda bir f fonksiyonu verilsin. Her

x,t € a,b], M >0ve 0 <a<1ign
f() = f@)] <Mt -2

esitsizligini saglayan f fonksiyonlarimin siifin1 Lipy,a ile gosterelim.

Lemma 2.12. f, [a,b] smurh arahiginda tamimlh bir fonksiyon ve 0 < o < 1,
M > 0 olsun.

(a) f € Lipya ise f siireklidir.

(b) f tiirevlenebilir ve f’'(z) < M ise f € Lipy1 dir.

(c) f € Lipya <= w (f;0) < M§*.

(d) a < B ise Lipp C Lipa olup bu ifadeler M’ den bagimsizdir.

2.9. Bernstein Polinomlar: ve Bazi1 Genellestirmeleri

Bu boliimde Bernstein polinomlar: ve bazi genellegtirmelerinin tanimlarim
verecegiz. 1lk olarak 1912 yilinda Sergej N. Bernstein [4] tarafindan tanimlanan

Bernstein polinomlarini verelim.

Tanim 2.18. (Bernstein Polinomlar1) f, [0, 1] tizerinde tanimh ve siirekli fonksi-

yonlar olmak {izere

B, (fix) = F(5) ()amar (2.14)

olarak tamimlanan polinomlara f fonksiyonuna karsi gelen Bernstein polinomlar

dizisi denir.

Sabit bir b pozitif reel sayisi i¢in f fonksiyonu [0, b] araliginda tanimh olsun. Bu
aralik tizerinde Bernstein polinomlarini tanimlamak igin, 0 < y < 1 olmak {izere
y = x/b doniigiimii yapilmalidir. [0, 1] araliginda tanimh Bernstein polinomlarinin

yaklagim ozellikleri ile [0, b] araliginda tanimli Bernstein polinomlarinin yaklagim
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ozellikleri teorik agidan benzer olmakla beraber, her iki operatorde kompakt a-
raliklar iizerinde bir yaklagim metodu olugturmaktadir. Ancak, (b,) pozitif reel
sayilarin n — oo icin b, — oo Ozelligindeki bir dizisi olmak iizere, b = b,, olarak
secilirse yaklagim fonksiyonu f, 0 < x < oo de tanmimli olarak kabul edilebilir. An-
cak, yaklagim fonksiyonunun iki ardigik kb,, /n noktasi arasindaki fark n — oo igin
sifira gitmelidir. Ayrica f (t) = ¢? fonksiyonunun b = b,, se¢imi altinda Bernstein

operatorleri altindaki goriintiisii

1 bn
-2y
n n

olup, Korovkin teoremi geregi b,/n — 0 olmalidir. Yukandaki gereklilikler

1igiginda I. Chlodowsky [7] 1937 yilinda asagidaki polinomlar1 tanimlamigtar:

Tanim 2.19.(Bernstein-Chlodowsky Polinomlar1) (b,,) pozitif reel sayilarin

lim b, = oo ve lim (b,/n) =0 (2.15)

n—o0 n—oo

sartim saglayan bir dizisi olmak {izere, [0, 00) iizerinde tamimh ve her [0,b,] C

[0,00) alt aralig iizerinde simirh f fonksiyonlar igin,

=S (5 () () (o) osesn @

olarak tanimlanan polinomlar dizisine Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisi

denir.

1995 yihinda ise E. A. Gadjieva ve E. Ibikli [30] Bernstein-Chlodowsky polinom-

lariin bir genellestirmesi olarak asagidaki operatorler dizisini tanimlamiglardir.

Tanim 2.20.(Genellegtirilmis Bernstein-Chlodowsky Operatorleri) a > 0, 5 > 0
ve a+ /3 = 1 olmak iizere, [0, 00) iizerinde taniml ve her [0, b,] C [0, 00) alt aralig:

iizerinde siirli f fonksiyonlari i¢in

- k n z\" z\" "
=35 (or 888 () (2) (1-2) 0o
kZ:o n k b, b,

olarak tanimlanan polinomlar dizisine genellestirilmis Bernstein-Chlodowsky poli-

nomlar dizisi denir.
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Tanmim 2.21.(Bernstein-Stancu Polinomlar1) a ve 5, 0 < o <  sartim saglayan

reel sayilar olmak iizere, [0, 1] aralig tizerinde siirekli f fonksiyonlar: i¢in

Ezf(iig)() Fl-a) Tt 0<e < (2.17)

olarak tanimlanan polinomlara Bernstein-Stancu polinomlar dizisi denir.

Bernstein operatorleri ile siireksiz fonksiyonlara yaklagim uygun olmadigindan,
integrallenebilen fonksiyonlar uzaymda J. L. Durrmeyer [9] tarafindan agagidaki

toplamsal integral tipli operatorler tanimlanmigtir.

Tanim 2.22.(Bernstein-Durrmeyer Polinomlar) f € L;[0,1] ve z € [0,1] ol-

mak lizere

=3 (st 0 [ (D)oo s

olarak tanimlanan polinomlara Bernstein-Durrmeyer polinomlar: denir.

A. D. Gadjiev ve A. M. Ghorbanalizadeh [13] tarafindan 2010 yilinda Bernstein

polinomlarinin asagidaki tek ve iki degiskenli genellestirmeleri tanimlanmigtir.

Tamim 2.23.(Gadjiev tipli Bernstein-Stancu Polinomlar1) ay, 5,, & = 1,2 igin
pozitif ve 0 < ap < ay < By < [ esitsizligini saglamak iizere [0, 1] araliginda

n+a2
+ ﬁ N hareketli araliklar iizerinde

L (n+B, rtan) (n az_\"(n+az N
Sn,a,ﬁ(fﬂm)_( ) Zf<n_|_ﬂ1) <7’) (m_n—i—BQ) (n+52_$) ’

(2.18)

olarak tanimlanan polinomlara Gadjiev tipli Bernstein-Stancu polinomlar: denir.

Tanim 2.24.(iki Degiskenli Gadjiev tipli Bernstein-Stancu Polinomlar1)

A={(z,y) eR*:a+y<(n+2a)/(n+B), z,y>a/(n+h)}
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hareketli iiggensel bolgeleri iizerinde siirekli fonksiyonlara yaklagim igin

el n+B\" (n\ [n—k a \*
Aot = (S5) () (- 555)
«@ "Ima2a okl

X(y_n—Fﬁ) <n+ﬁ —x—y)

olmak {izere iki degiskenli Gadjiev tipli Bernstein-Stancu Polinomlar:

n n—k
k+oar I4+as\ i
Sg:akyﬁvﬁk (f; x, y) fry f ( 3 p ’ (:L.’ y)
— leo n—+ 06, n+pF, n,o,3

olarak tanimlanir.
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3. BERNSTEIN-CHLODOWSKY-GADJIEV OPERATORLERI

Tezimizin bu kisminda S, ,, 5 (f;.) operatorlerinin Chlodowsky tipli genelles-

tirmesini tammliyoruz. oy, B, (k = 1,2, 3) pozitif sayilari
OSOQSQISBQSBM Oé3—|—ﬁ3:1

sartlarini saglamak iizere, f fonksiyonlar: [0, 00) iizerinde taniml ve her

Q9 n 4+ oo
o bn| C 0,
{”+52 n+ B, ] 0,00)

hareketli alt aralig: tizerinde sinirh olsun.

o (55 ()22 (552
Py =) = n r b, n+p, n+py by

olmak {izere, Gadjiev tipli Bernstein-Stancu polinomlarinin Chlodowsky tipli

genellegtirmesini

- T+ o
Thop (f;2) = + By———by, | p22P2 (), 3.1
T R S (e O el (3.)

olarak tanimlayabiliriz. Bu operatorleri Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operator-
leri olarak isimlendirecegiz. Tamimladigimiz bu yeni operatorler dizisi lineer ve
pozitiftir. Ayrica;

(1) a1 = ag = ag = B, = By = 0 ve b, = 1 secilirse, (2.14) ile verilen Bernstein
polinomlarini,

(2) oy = ag = a3 = f; = By = 0 segilirse, (2.16) ile verilen Bernstein-Chlodowsky
polinomlarini,

(3) ag = a3 = Py = 0 ve b, = 1 segilirse, (2.17) ile verilen Bernstein-Stancu
polinomlarini,

(4) a3 = 0 ve b, = 1 segilirse, (2.18) ile verilen Gadjiev tipli Bernstein-Stancu

polinomlarini

elde ederiz. Operatoriimiiziin tanimina dikkat edilirse, yeni tanimlanan opera-

torlerin genelde polinom olmadigi goriilmektedir. Ornegin; as # 0 ve f(z) =
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sin (2%) olarak segilirse, T, o 5 (f; ) polinom tipli degildir. Ancak polinomlar:

polinomlara doniistiirmektedir.

3.1. T,,3 Operatorlerinin Agirhikh Yaklagim Ozellikleri

T.a,p operatorlerinin yaklasim 6zelliklerini ¢aligirken (2.1) ve (2.2) ile verilen

agirlikli uzaylar1 6zel olarak ¢ (z) = = alacagiz. Yani,
C10,00) = {f : f, [0,00) iizerinde siirekli} .

My, f7 e bagh pozitif sabit olmak tizere,

Bs[0,00) = {f: f, [0,00) iizerinde tammh ve |f (z)| < My (1+2%)},

(5[0, 00) = Bs[0,00) N C[0, c0)

ve

C5]0,00) = {f € 4]0, 00) : lim |f (z)]

z—00 | —+ :1;‘2

Kf<OO}

seklinde tanimlanan fonksiyon uzaylarini gozoniine alacagiz. Bu uzaylar iizerin-

deki norm ise

11, = sup L&)

>0 1+ x2
olarak tanimlanir. Asagida yeni tanimlanan operatorlerimizin p (x) = 1+ 2% agir-

lik fonksiyonuna gore yaklagimini verelim:

Teorem 3.1. f € C5[0,00) olmak {izere,

lim sup Tres (fi2) — £ (2)]

n—aoo ay b < n+a2b 1 ‘I— 132
n+pBg M — *n+62

=0

dir.

Ispat. Islemlerimizde kolaylik saglamasi acisindan

T ( Zf( ) pezs (2, (3.2)
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n,a,3 (f? )

yardimci operatoriinii kullanacagiz. 1), , 5 (f; .) operatoriiniin tanimim ve 77¢

operatoriinii goz oniine alirsak

Tn,a,ﬁ (]-a .Z')

- T;,a,ﬁ (]_,ZL‘)
= > prte(x)
r=0

n+pB,\" [z Qs n+ay x\"
— R + —— ] =1, 3.3
() Gt ) @

elde edilir. Dolayisiyla;

Thop(lyx)—1
lim sup | : ”B( ?) | =

2
n—aoo ay n+ag ]- _|_ T
n+B2 bnsas n+Bo bn

0 (3.4)

esitligi saglanir. Ayrica (3.2) esitligi kullanihrsa

n+ By x (o
n > (E_nJrﬁg) @)




N n+ﬁ2 n 1 n—1 n—1 o o r+1 n -+ T n—r—2
n n < r b, n+p, n+ By by
2

elde edilir. Operatoriin ve yardimci operatoriin tanimindan,

,Q

ﬁ
r+ o
— oz + 53 ! bn> pg’?f? (x)
r=0 n+ 61

- () 2 0) Garm) (i)
B T bn n+62 n+62 bn

n+ By \" nﬁ3 n\ [ x as \ [ntay o\
+( ) () () G o)

:ﬁ

+(n+52>n B0 b a <n) (x L m )T (n+a2 B x>n_r
n n+ 3, Zr:O r) \b, n+ [0, n+ 0By by
53
= azaT; 5 (Lx + —b T, s () + T 5 (L
3 ,,ﬁ( ) . ﬁ( ) ,7/3( )n‘i‘ﬁl

bulunur. (3.3) ve (3.5) esitlikleri gozoniine alinirsa,

L n+ By ap — Qg
P ltia) =ear s (n+61>63x+ (n+61>63b"

elde edilir. Boylece

Tna t? -
lim sup | : ’B( :c2) 7|
. n+ B3, ] — Qg
< lim < |ag + — 1|+ by,
_’H‘X’{ ’ (n—i_ﬁl)ﬁ?) ' <”+51) Ps }
=a3+F;—1=0 (3.7)
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bulunur. Benzer olarak,

Tn,a,ﬁ (tza :E)
- r+ op
= 3T + by, zzrﬂ2 x
Z;(g B, ) i 0
= (asz)® > pezle (x)
r=0
- r—+ oy
2 n a2 /52
+Z ( xa?)ﬁ?)n ﬁl ) n,r (Z’)

bulunur ve yardimeci operator kullanilirsa

Tn,a,ﬂ (t27 I)

* n *
= (Oégx)ZTn,aﬁ (1,.’17) + <2$a353mbn> Tn,oa,,B (t, $)

aq
2 —b, | T 1;
+ ( xQ3ﬂ3n+ﬁl ) n,a,ﬁ( .I')
2
nps * 2
B 12
932
b (2B ) 13 (50)
(n+ B1)
53041 ?
b, " 1;
+ <TL + 61 n,a,ﬁ( ‘T)

elde edilir. (3.3), (3.5), ve (3.6) esitlikleri kullanilirsa

Tn,oc,ﬁ (t2 ) l‘)

_ 2 ! Bs ?

— ((ogm) —1—2$a353n+61bn+ (n—{—ﬂlbn) )
n+52 B (6)

o (i) (- aiat)

2ﬂ3&1bn 63 (n B 1) (n + ﬁ2) B aan B?;bn
- (2$043+ n+ By " n(n+ B8) (x n+/82) +”+51) (3:8)
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bulunur. Buradan da

Tna t2. 2
lim sup [ Tnap (#752) — 27|

2
n—oo  ay n+ag 1 + X
n+Bg bngxgmbn

—lim sup { - %§+@ﬂﬁi@2<%m+5“”‘1””+59)_q

2
" e e tezy, (LHE n+ n(n+5)

r [2a30850q By (n+ By) [ 28304 B3 (n—1)agb,  Bsby,
+1+ﬂ[n+61%+ n+ B Qru%m_ n(n+p) +n+5)

Baaaby, B3 (n—1)(n+B,) 1 Bsan 2
—n‘i‘ﬁl <2a3+ n(n+ B;) )}+1+x2 (n+ﬁ1bn)
b, 283501 B n—1
s (n+61> (n+ﬁlb"_n+51b"( n 0‘2_1»”
< a3 +2a33; + 85— 1=0. (3.9)

esitsizligi elde edilir ki bu da

T (1% 2) — 27|

lim sup =0
e et 1T
oldugu anlamina gelir. Diger taraftan
fl@) , 0<w<-eb,
To(fiw) = q Toap(fia) . 355b. <o <2220, (3.10)
f(z) , Zigzbn <z <o
operatoriinii kullanirsak,
. . |Tna,3(f;x)_f(‘r)|
lim |7, — = lim sup — . 3.11
N R L T e (3.11)

n+pBo " ="=n+pBo

esitligini elde ederiz. (3.4), (3.7) ve (3.9) kullanilirsa,
Tim [T, (%) — 2], = 0, v =0,1,2
esitligi elde edilir. Teorem 2.5 (ii) ifadesine gore f € C5]0,00) i¢in
T (1T, (F) = fll, = 0

elde edilir.

Teorem 3.2 f € C3[0,00) olmak iizere,

1 |Tn,a7ﬁ (fv IL') — f (iL')|

lim sup
n—oo \/bn a9 bn<x< n+aog bn 1 ‘I— .132

n+pBo —n+pBo

=0
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dir.

lf(@)] _

/@)l _
1422

1422 =

Ispat. f € C;[0, 00) oldugundan lim,_, K dir. Dolayisiyla lim,_.,

0 ozelligindeki fonksiyonlar icin ispat1 vermek yeterlidir. Ornegin,

gp(w):f(x)—Kf(1+x2)

olsun. Bu durumda yeterince biiyiik bir zo > 0 i¢in = > x oldugunda |1f - ol <&

olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 vardir. (3.10) ile verilen operator kullanihirsa,

1 sup T, (f;2) — f(2)]
m0§x<oo 1+ 22
1 . _ . _
< T (f;x) f($)\+ 1 sup T, (f;2) — f(z)|
b, 0<z<uo 1+ 22 Vby, > 1+ 22
1 1 T, (1+t%2)
< NG 1T (f) = Fllogo, wo) + N [pal® SUP
1
N |f ()]

sup
V bn Tr>T0 1 + xz
esitsizligi elde edilir. Korovkin teoreminden esitsizligin sag tarafindaki ilk terim
n — oo i¢in sifira gider. Ayrica, x > xg oldugunda % < ¢ oldugundan son

terimde n — oo igin sifira gider. Ikinci terim igin ise (3.8) esitliginden

1 T, (1+t*2)
sup
\/E T>T0 1 + 1’2
2
o3 + 20305 osfy an
< +2 by,
B Vb, Vo, 1+ By
)
Vb, \n + B "
\/_ n+ 51 \/_n n
1 f3
\/E” + 54 O
esitsizligini elde ederiz. Esitsizligin sag tarafi n — oo igin sifira gider. Dolayisiyla
1 7o (f32) — f (2)]
n—00 b 0<z<o0 1+ x?
Tn « ; -
= lim sup Tnas (i) 5 f (@)l =0 (3.12)
n—oo ?’l a2 bngxg nigz bn ]. + X

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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3.2. T, ,p3 Operatorlerinin Tiirevinin Yakinsakhg:

Bu boliimde caligmalarimizi a3 = 0 segimi altinda yapacagiz ve bu se¢im
altinda (3.1) operatorlerini de 7, , s sembolii ile gosterecegiz. Ik olarak oo
operatoriiniin k-inci tiirevini, f fonksiyonunun k-inci ileri farklar: cinsinden vere-

lim.

Lemma 3.1. k > 0 herhangi bir pozitif tamsay1, h = b, x/n+k+ 3, ve Af f da

f fonksiyonunun k-inci ileri farki olmak iizere,

FR) TN k48T r+ o
0 (fiz) = PERT ) ST Ak (T,

n+k

X<n)( x Qs >T<n+/€+a2_ x )"_T
T bn+k n‘i‘k‘i‘ﬁg n+k+ﬁ2 bn+k

dir.

Ispat. Operatoriin tanimim kullanarak,

ntk+ B\ [ Tt n+k
Ttk ; =
s (f3.7) ( n+k ) Zf n+k+6 r
x( x Qo ) <n+k+a2 x )"HH"
bnie  n+k+ Py n+k+08;  botk
yazabiliriz. 7,1y o5 (f; ) operatoriiniin k-kez tiirevini alirsak,

Pr) - dk r Qs " n+k+ay; @ ke
S dab \bpy nAk+By) \nt+Ek+By bagk

olmak {izere,

+k+0 ik ok S rto n+k
T(k‘) . _ n 2 b, p
whkas (137) < n+k 2_: ! n+k+p r (7)

olarak yazabiliriz. Diger taraftan

S T—S
r! 1 e ) _
(r—s)! (bn+k> (bn+k n+k+52> 75 20

ds ( x Qs )T_
dzs \bpop n+k—+08y)

0 ,r-s < 0
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ve

A= (n+k4+ay o "7
dxk’S n -+ k + BZ bn+k

k— _
(n+k—r)! -1 s n+k+a2_ x e r-s <n
(nts—r)! \ bptr n+k+Bs bntk )

0 ,T=8 >N
esitlikleri ile P (x) icin Leibnitz kuralim kullanirsak,

e (blﬂf)ki o @ (r i!s)! EZiiig:

s=0
x( x Qs )T_s (n—l—k—l—az x )”JFS_T
bosk  n+k+ B,y n+k+B8y  bpi

esitligi elde edilir. Ayrica

()i )

esitligi kullamilirsa, 7,11 o5 (f; ) operatoriiniin k-inc1 tiirevini

m+k 1T\ (n+k+8,\"T" [k r+s+ o
() () S0 G

r=0

k 7" n—r
s (n T Qg n+k+ ay z

_1ks o o )
2 (D <r)(bn+k n+k+ﬁz> <n+k+52 bm)

s=0

olarak yazabiliriz. (2.12) esitligine gore h = b, 1. /n + k + (3, olarak segilirse

k
[k r+s+ o r+a; )
—1)F —b, = AV f | ———b,
S0 (31 (i e =807 (g e
yazilabilir. Buradan da

k n+k n
7;1(—116-)k,a,,8(f;x) = (n+k)' (bl ) <w) ZAif (&brﬂrk)

n! otk n+k — n+k+ 5,
X<n)( T Qs >r (n—l—k—l—az x >"_T
T bn+k n‘i‘k‘i‘ﬁg n‘i‘k‘i‘BQ bn+k ’

Simdi Lipschitz uzayma ait fonksiyonlar i¢in operatérlerimizin tiirevlerinin

esitligi elde edilir.

yaklagim fonksiyonunun tiirevine agirlikh yaklagimini veren teoremimizi verelim.
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Teorem 3.3. f fonksiyonu [0,00) iizerinde (k — 1)-inci (k > 1) mertebeden
siirekli tiirevlenebilir ve 0 < o < 1 olmak iizere k-inc1 tiirevi Lipyra smifindan

olsun. Bu durumda,

T, s (f32) = f®) (2)

lim sup =0
n—oo n+k+ag ]- + xa
btk ST gy Ontk

2
n+k+pB82

dir.
Ispat. (2.13) esitligine gore

(r4+a)bpr/(n+k+5)) <& < (r+a1+k)bpyr/ (n+k+5y)

olmak tizere

k
Aif (&bn+k) — f(k) (€,) M

n+k+ B (n+k+8,)"
olacak sekilde &, sayws1 vardir. 0 < 6, < 1i¢in &, = %bnﬂg olup, Lemma
3.17 den,
n+k)! n+k+ B\ & r+ay + 0,k
ﬁﬁaﬁ (f;2) = ( ) % ( 52) Z f® (l—bn+k
T n‘(n+k+ﬁl) n+k —o n—i—k—i—ﬁl

X(n)( x Qo >T<n+k:+oz2 x )n_r
r) \butr  n+k+ 05, n+k+08;  botk
olarak yazabiliriz. Boylece,

T, s (f;2) = O (2)

= (n+k)! ntk+ 8\ ¢ w (T a1+ 0.k (k)
- n!<n+k+ﬁl>k{< n+k ) Z[f (mbn+k)—f @f)}

r=0

y (n)( r Qs )T(n~l—k+a2_ x )"T
T bn+k n+k+52 n+k+62 bn+k
(n+ k)! <n+k+52)’“_1
n!(n+k+ 6,)" n+k '

+f® (2)
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dir. Hipotezimize gore f*) € Lipya oldugundan,

T ks (i) = £ (@)

(n+k)! <n+k+52)’“
nl(n+k+fB,)" n+k

n4+k+ By \" w— “n
X{( n+k ) ; (r)
x( r Qs )T<n+k+a2_ x )"_T

by n+k+ B, n+k+B8y  bpi

(n+ k)! (n+k+ﬁﬁk_1
n!(n+k+51)k n+k

T+Oé1+9r/{7

bptk —
n—i—k-l—ﬁl E ‘

+ | f® ()]

Y

yazilabilir. p = %, q= ﬁ olarak secip Holder esitsizligi ve
19 @)] < [fD )] + Ma® < My (1+2°)
esitsizligini kullanirsak,

n+ka,8 (f;2) — f(k) (x)’

| k
< M (n+k)! k(n—l—k+62>
nl(n+k+ ) n+k

n+k+ By r+a;+ 0.k 2
Ly —
{( ntk );(mkwl *’“ x)
Ly /2
<>< Qs >T<n+k+a2_ x )”T
ook n+k+ By n+k+pBy by

(n+k)! (n+k+ﬁg)k_1
nl(n+k+ 8" n+k

My (1 +2) (3.13)

esitsizligini elde ederiz. ’ZN;L 3 Operatori

- ‘ _(n+k+ By rtoitk
%,a,ﬁ(fﬂx) - ( n+k ) Zf(n+k+51 n+k)

X(n)( x Qs ) <n+k+a2 x )"_T
r) \butr  n+k+ 05, n+k+0;  botk
olarak tanimlanirsa (3.13) esitsizligi

T s (fi2) = 1O (@)

(n+k)! n+k+B8,\" 14 )
n!(n+k+61)k( n+k > [T’“aﬁ((t‘x) )

(n + k)| (n+k+ﬁz>k_1
n!(n—l—k+51)k n+k

< M

:|a/2

+Mf (1 + ma)
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olarak yazilabilir. Diger taraftan, Ij;w,ﬁ ((t — x)z ;x) hesaplanirsa,
o (( n ) <n+k+62) _1)2_n< 1 )2 (n+k+52>
Tn n+k) \n+k+p; n+k n+k+ 5,

L bn+k 2n B
on _(n+k+ﬁ1> Kn+k¢>a2 2 +h)

_2( n )2(n+k+52) n )<n+k+52>
n+k) n+k+p5, n+k) n+k+ 5,

. bn+k ? n bn+k 2 n
o _(n+k+61> {Kn+k>a2_(al+k)(n+k+ﬁl)} +2a2(n+k>}’

olmak {izere,

Y

Y

CK2+2(061+]€+1)<

T has (Fi2) = £ (@)
1+ 2o
(n+ k)! (n+k+ﬁ2
n!(n+k+6,)" n+k
(n+k)! (n+k;+52)k_1
nl(n+k+8)" \ n+k

[N]1)

|
) T ot

+My

I

13 a2 n+k+oo . :
elde edilir. x € [n Thih Onthos iy 5 bn+k] tizerinden supremum alinip, n — o0

icin limit alinirsa,

k
| T has (Fi2) = £ (@)
lim sup - =0,
2 butn 1+z
n+B82

22 bn <<

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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4. IKi DEGISKENLi BERNSTEIN-CHLODOWSKY-GADJIEV
OPERATORLERI

Bu boéliimde, tiim kenarlar: hareketli olan tiggensel bolgeler iizerinde, iki
degiskenli Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatorlerini tanimlayacagiz. Operato-
riimiiziin tanimini vermeden, bu boliimde goz 6niine alacagimiz hareketli tiggensel
bolgeleri ve fonksiyon uzaylarimi tammmlayalim. «, 3, a pozitif sayilar ve a < 3

sart1 saglanmak {izere
A =A{(z,y):x+y<a, z,y>0}
ile sabit kenarl tiggensel kiimeyi,

«
AP = : < > ——b,
5 {(r,y) THy<a, By }

ile dik kenarlar1 hareketli olan ticgensel kiime ve

A n 4+ 2« «Q
AP =3 (z,y)x+y < by, T,y > —bn}

ile tiim kenarlar1 hareketli olan {icgensel kiimeleri gosterelim. Yukarida tanim-
lanan iicgensel kiimelerin tanmmmna gore A™*f c A, ve AM*8 < A%F kap-
samalarimn oldugu goriiliir ve A%F bolgesi n — oo i¢in R: = {(z,y) : z,y > 0}
bolgesine geniglemektedir.

Ayrica
plz,y) =1+2*+1y? z,y e Ry

olmak tizere C,(R2), My sadece f’e bagh bir sabit olmak tizere,

|f(z,y)] < Myp(z,y)

esitsizligini saglayan tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1 olsun.

CH(R?) ise f € C,(R}) uzaymn alt uzay: olup,

flry)
aty—oo 1 + 22 + 32
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sartini saglayan fonksiyonlarin uzayidir. Yukarida tanmimlari verilen tiim fonksiyon

uzaylari, iizerinde tanimli olan

|f(z,y)]
Ifl,= sup ——5—"— (4.1)
P (r,y)ERi 1+$2+y2

normu ile birer normlu uzaydir.

Iki degiskenli f fonksiyonu icin tiim kenarlar hareketli olan Af{’ﬁ iiggensel bolgesi
tizerinde Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatorlerini, f € C, (Ri) vea, B, ap, 3,
(r=1,2,3),

0<a<a <fB;, <P,
0<a<m<py,<PBveaz+f;=1

sartin1 saglayan pozitif reel sayilar ve
b () n+B\" (n\ (n—k x a \"
' T = —
Prap ¥ n k l b, n+p

(v _ @ ! n+2a x4y okt

olmak {izere

n n—=k
"‘OZQ kil
C‘““TB/B x, E <a x+ bn,a + ) v sz,
(f y i f 3 /83 + /8 3y /63 + /8 pn,a,ﬁ( y)

(4.2)
olarak tamimlayalim. (4.2) ile tammlanan operatorler lineer ve pozitiftir. Ayrica
o, ve [8,’nin baz1 6zel durumlarinda asagidaki operatorler elde edilir:

(1) Eger a = oy = a9 = a3 = 31 = By = B =0 ve b, = 1 segersek, A, iizerinde
klasik iki degiskenli olan ve (2.14) ile verilen Bernstein polinomlar: elde edilir.
(2) Eger a = ay = ay = ag = 1 = 4 = [ = 0 segersek, A, iizerinde klasik iki
degigkenli olan Bernstein-Chlodowsky [31] polinomlar: elde edilir.

(3) Eger a3 = 0 ve b, = 1 segersek, A iizerinde iki degiskenli olan (1.2) ile verilen

Gadjiev tipli Bernstein-Stancu polinomlar: elde edilir.

4.1. C3*PPr Operatérlerinin Konveksligi

Bu bolimde iki degigkenli f fonksiyonunun Agﬁ hareketli ticgensel bol-

a, 3,0,

geleri iizerinde konveks olmasi durumunda Cj, operatorlerinin de konveks
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oldugunu gosterecegiz.

Teorem 4.1. i,j € Nve 0 < i+ j < 2 olmak iizere, f € C™(A>P) olsun.
Bu durumda agagidakiler saglanir.

(i)Eger f(-,-), (1,0) (veya (0,1)) mertebeden konveks ise, bu durumda

Cer PP (£ ) operatérleri de (1,0) (veya (0,1)) mertebeden konvekstir.
(ii)Eger f(-,-), (2,0) (veya (0,2)) mertebeden konveks ise, bu durumda
CorPPr(f.. ) operatorleri de (2,0) (veya (0,2)) mertebeden konvekstir.

(iii) Eger f(-,-), (1,1) mertebeden konveks ise, bu durumda

Cer PP (£ ) operatérleri de (1,1) mertebeden konvekstir.

fspat. Ispatimiza Co* P operatoriiniin kismi tiirevlerini alarak baslayacagiz.

Hesaplamalarimiza baglamadan ¢nce

k+a1 —|-042

= —bn 5 — b
o) 043$+53n+51 Yo = a3y + B3———- ¥ By "
k+14+« [+1+«
01 =a3$+5grﬁlbn ) 71 :a3y+63Tﬁ2bn
1 2
k+2+a I+2+a
09 = Q3T + B?)Tﬁlbn ve Yo = Q3Y + BgTBan
1 2

ve

n+p n—1\/n—k—1
it e = - () (Y (Y
x Yy a \'/n+2a T4y ke
(b__n+6) (E_n%—ﬁ) (n+ﬂ b, ) '
a1 (122 (12) -

WA F Yy o« : n+2a x+y ket

notasyonlarii tanimlayalim. Bu notasyonlar ve temel hesaplamalar ile

8Cs,ar757ﬁr f,iC y n n—k
ax( =a3 Y > fo(00,70) D s (2. 0)
k=0 [=0
n—1n—k—1
+ Z Z [f (01,7) = f (00,70)] Pf{,la,ﬁ (z,9), (4.3)
k=0 =0



k.l
ay = Qg £ fy (007 P)/O)pn,a,ﬂ (33, y)
n—1n—k—1
+ [f (00,71) = [ (70,70)] Pﬁ’,la,ﬁ (z,y), (4.4)
k=0 =0
ROy (frxy Ny
B 2( ) = 05:2% fx:r (007 Vo)pﬁ:laﬁ (:Ca y)
T
k=0 =0
n—1n—k—1
+ 203 Z [fe (01,70) = [z (00,70)] pﬁiloz,,é’ (z,y)
k=0 (=0
n—2n—k—2
+ [f (0-27,70) - 2f (0-1770) + f (00770)] naﬁ (‘T y)
k=0 =0
(4.5)
agos,ahﬁ,ﬁr (f, z, y) n n—k
5 =3 D fu (00.70) Pih s (2, y)
Y k=0 =0
n—1n—k—1
+ 203 [fy (70, 71) —Jy (70,70)] Pf{,la,ﬂ (z,y)
k=0 (=0
n—2n—k—2
+ f 0-0772) o 2f (00771) + f (0-0770)] na,ﬂ (.CL' y)
k=0 =0
(4.6)
PO (frw,y) 2\ < kol
——=a ey (00,%0) Pras (7.4
axay 3 kZ:O ; Y 0 0) a0 ( )
n—1n—k—1
+a3z Z [fz (00,71) = fa (00, 70)] PZ’,la,,B (2, y)
k=0 =0
n—1n—k—1
+as [fy (01:7%0) = £y (00, 70)] Py (2:)
k=0 =0
n—2n—k—2
+ [f (0-1771) _f(0-0771)
k=0 =0
—f(01:7%0) + £ (00, 70)] e (#,9) (4.7)
olduklar: elde edilebilir. Aciktir ki,
02_01:01_00:%—13-51 :h€R+a’72—71:71_70:nj52 =h* € RY,
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23.b,,
az—Uo—ni?’B =hi € R veyy —yy =
1

253671
n + 52

= h} € RY.

i) ispat1 i¢in, (4.3) (veya (4.4)) esitliklerini gozoniine alahm. f(x,y) fonksiyonu
(1,0) (veya (0,1)) mertebeden konveks oldugu igin,

f(o1,70) = £ (90,70) 2 0 (veya f (50,71) = f (00,7) = 0)

dir. Diger taraftan f € CHO(AF) (veya f € COD(A2F)) oldugundan

fm (0-07/70) >0 (Veya fy (0-0770) > 0)

a’l‘vﬁvﬁ’rf

a,ar,B,8, ,
dir. Boylece 221 > ( (veya 2% 1S

i L > 0) dur ki bu da O (fr 2, y)

nin (1,0) (veya (0,1)) mertebeden konveksligi anlamina gelir ve

fy(1,7%) = fy (00,70) =0

dir. Boylece
2 a,ar,ﬁ,ﬁT .
0xdy -

dir ki bu da CY*?Pr(f;2,y) nin (1,1) mertebeden konveks oldugu anlamna

gelir.
i1) ispat1 i¢in, (4.5) (veya (4.6)) esitliklerini gozoniine alahm. f(z,y), (2,0) (veya
(0,2)) mertebeden konveks oldugundan,

f(o2,70)=2f (01,70)+f (70,7) = 0 (veya f (00,72)—2f (70, 71)+f (00,70) = 0)

dir. f e CEO(A2P) (veya f e C02(A*PF)) oldugundan

fa:x (0-0770> > 0 (Veya fyy (0-0770) > 0)

ve
fr <01770) - ffJC (00770) >0 (Veya fy (0-07'71) - fy (00770) > 0)

dir. Boylece
angyaruﬁvﬂr 82037041”7676r
—f —f > 0)
Ox? 0y?

dir ki bu da C "7 (f:2,y) nin (2,0) (veya (0,2)) mertebeden konveksligi an-

>0 (veya

lamina gelir.
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i4i) ispat1 i¢in, (4.7) esitligini goz oniine alalim. f(z,y), (1,1) mertebeden konveks

oldugundan,

flor,7) = foo,71) = flo1,7) + f(00,7%) =0

dir. f e COYD(A2P) oldugundan,

fxy (00770) >0 ve fl‘ (00771) - fz (00770) >0

ve
fy(@1,7%) = fy (00,70) =0

dir. Boylece
2 O‘vaﬁlgvﬁr .
8 Cn (f7 x, y) >0
0xdy -

olur ve bu C P (f; 2z, y) nin (1,1) mertebeden konveks oldugunu gésterir.

Yukaridaki teoremde a3 = 0 segilirse, yaklagim fonksiyonun tiirevlenebilme sartinina
ihtiyac kalmayip, asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.1. i,j € Nve 0 < i+ j < 2 olmak tizere f € C(A%?) olsun. Bu
durumda

L. Eger f(z,y), (1,

ratorleri de (1,0) (veya (0,1)) metebeden konvekstir.

2. BEger f(z,y), (2,0) (veya (0,2)) mertebeden konveks ise, C " (f:z,y)

0) (veya (0, 1)) mertebeden konveks ise, Cio® ™7 (f;z,y) ope-

operatorleri de (2,0) (veya (0,2)) metebeden konvekstir.
3. Eger f(z,y), (1,1) mertebeden konveks ise, C*>P(f; 2, y) operatorleri de
(1,1) metebeden konvekstir.

4.2. C3*PPr Operatérlerinin Yakinsaklik Ozellikleri

Lemma 4.1. f(t,7) € C,(R%) olsun. Her n € N ve (z,y) € A%B icin, Coer BB

operatorii agsagidaki egitlikleri saglar.

CoorPPe(1;2,y) = 1, (4.8)
Crmnttiay) = aa+ T g © Mg
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(n+8)
n+ By

(a2 — a)
n+ By

CoerBlr(rz,y) = azy + Bay + B3bn, (4.10)

CoorP (e x,y)

2
o2 + 28,0 3( +5)+6 <n+ﬁ) n—l]

+61 n‘i‘ﬁl n
a1 —a n n—1)by, n
. [25304 talosco) _ ghoq (40t g2 (n40 ) (1+2a1)]

i (n—b%) s [(O‘_O‘l)2_o‘(%+1>]a (4.11)
Cg,arﬁ,& (7_2; 2,y)

2
a3 + 2a 353( n+b) 5§<n+ﬁ) n—l]

d + B n+ B, n
+y [Qa Batnlrze) _ gloo Al | g2 () (1 4 zaQ)]
b, 9 o
— —a(—+1)|. 4.12
t () e a4 (4.12)

Ayrica C3PPr operatérleri O (R? ) uzaymdan C,(R2 ) uzayma doniisiim yapar.
Y pURY Yy pURL

ispat. Ispatimizi sadece Cw® P (1: 2, v), CE PP (4 2, y) ve CLPPr (12, 2, y)

icin yapacagiz. Digerleri benzerdir. Ayrica uygun notasyon ve kisaltma acisindan

n n—=k

CRUIERIED D) i N3 PN (4.13
k=0 1=0
yardimci operatorlerini tanimlayalim. Binom agilimi ve (4.13) kullanilhirsa
n n—k
CoP(Lya,y) = CrorPPr (1, y) pr‘;aﬁ z,y) =1 (4.14)
k=0 (=0

elde edilir. Ayrica

CoP(tyx,y

n

M

)
/{:
n
n+ "o~ (n\ k [ x o F
- (%) ,Z}(k)z(a—w)
n_k(n—k:> <£_ 1o} >l<n—|—2a_x+y)”_k_l
AN b ntB) \ntp b
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=) () S et

k—1 n—k
r o« n+a_£
by, n+5) <n—|—ﬁ bn>

(

< 1
() ()2

(

(

(

x a \"/n+a z\""!

wonts) (i)

n+p\" [z a n \"!
) <E_n+6) (n+/3)

n
n—+ 0 x a
' ) (E‘ RM) (4.15)

yazabiliriz ve

I
N
S
S
QG
N— 3
3
-
VRS
> 3
N———
3|??‘
NN
VRS
8
|
S
+|R
=
N———

by

n+B8\"n—-1/[x a )2 n \"?

n ) n (E_nw) <n+6)

+8\"1 [z Q n nt

) E(E_nw) (n+ﬁ)

_n— x a \’/n+p\> 1/[z a n+ 0

o <E_n+6) ( n ) +E(E_n+6>( n > (419
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esitligi elde edilebilir. (4.2) ve (4.13)-(4.15) kullanilirsa

Cer 85 (t:2,y)

n n—

k
"‘Oél kil
= asx + ’ x,
< 3 53 +ﬁ >pn,a,ﬂ( y)

=0 I=

= a3xC"n’"B(1;x,y) + 636 b, COP (t; 1, y)
1

+ - by, WCoP (152, y)
+ 54
(1 — )

( +5)
#5, np, P

esitligi yazilabilir. Tekrar (4.2) ve (4.13)-(4.16) kullanirsak,

a3 +

R GERY)

n n—=k
k+ «
= Z(a3x+53n+6lbn> pZLg(x,y)
k=0 [=0
n n—k n n—=k
k+ «
= Z Z a?&'xzpﬁl{xﬁ (l’7 y) + 2630431: + ﬁl bnpﬁzlaﬁ (l’, y)
k=0 =0 k=0 1=0
n n—=k
k + (05} 2 kil
+ n) P, x,
Pt ;<ﬁ3n+ﬁ ) a,ﬂ( y)
— a3Ce A (L, y) + 285050 by [Co (2,) + S Ca# (L, )]
1
n 2
By b | G2 ) + 20 ) + SO )
1

:a§$2+253a3$nfﬁlbn {(n;ﬁ;ﬁ) (% — niﬁ) +%}
n n—1/(uxz a \’ (n+B\°
+<ﬂ3n+ﬁlbn)2[ n (E_n%—ﬁ) < n >

T a \n+p 2a(n+pB) [« o a?

*(a‘n+ﬁ>7ﬂ 2 ()

2
a3+263a3 ntp +ﬁ§<n+ﬁ) n-l

+ 54 n+ 5, n
bulan —a) o) (n+B)(n— ) ,(n+8) (1+20)
T {253a3—+ 3, B52a (n—l—ﬁl) 53 (n+ B,)? bn}

* <n-bw1) fla—a)—a(T+1)].

esitligi yazilabililir.

Simdi de C*7Pr operatorlerinin C,(R%) uzaymdan C,(R2) uzayma doniigiim
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yaptigim gosterelim. Eger f € C,(R3) ise bu durumda (4.1) esitligine gore

]{7+061 l+Oég
+ by, sy + By 2,
‘f(a?’x Ps g, s+ Ps g )‘
2 2
"—041 +Oég
< + (s + Bo—Lb, ) + (asy+ b
< I, (agx BErt ) (0439 B )]
8,8

yazabiliriz. Bu esitsizligin her iki tarafina Cp,"“"”""" operatorleri uygulanip, opera-

torlerin lineerlik ve monotonluk 6zelliginden
[Cer®e(fsa )] < 11, (Comro (L, y) + Ot (B52,y) + Cpor e (s ,)

esitsizligi elde edilir. (4.8), (4.11) ve (4.12) esitlikleri kullamlip, (b, /n) dizisinin

sinirl oldugu gozoniine alimirsa M7 sadece f’e bagh bir sabit olmak {izere
|Croen®r(fimy)| < M IFIL, (1+ 2% +97)

elde edilir ki bu esitsizlik bize Ciy*"""" operatérlerinin C,(R%) uzaymdan C,(R?%)

uzayina doniisiim yaptigini gosterir.

Lemma 4.2. Herhangi a > 0 ve tiim f € C(R?) i¢in

lim max }C,O;’O‘“’B”B’“(f;l’,y)—f($a3/>‘ =0
n—oo (I,y)GAZ’a’B

esitligi saglanir.

Ispat. (4.8), (4.9) ve (4.10) esitlikleri kullanilirsa,

C’ﬁ’“T’B’ﬁT(l; z,y)—1=0,

max ‘C’g’a’“’ﬂ’ﬂr(t; x,y) — ac|
(zy)ean ™’

B « n+p b,
_ (a——nwbn) <a3+—n+5153—1)+ (=)

max \Cg%ﬂﬁr(r; x,y) — y|
(y)eap™”

B e n+ 0 b,
N (a_n+6b”> (a3+n+6263_1> gl
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esitliklerini yazabiliriz. (4.11) ve (4.12)’den

max |C’S’O‘“’B’BT (t+1%a,y) — (P + 7'2)‘
(zy)eny ™’

(n+5>2+ (n+ B)? _2]

< a?

n+ 53 (n + By)?

bnal n+6
2
+a{ n+p i (n+8,)°

2 2
() 4+ ()
n—l—ﬁl ! n+52 2

elde edilir. Boylece, (2.15) kullanilarak

bna{g n -+ 6
+ b, (1+2
n+ By (n+By)? ( )

by (1+2aq) +2

lim  max |Co* PP (1z,y) — 1| =0,
n=0 (zy)e A’

lim  max ‘C,‘f’o‘“ﬁ’ﬂr(t; z,y) — x| =0,
n=00 (3 ) e AP

lim  max |Co PP (ria,y) —y| =0 (4.17)

n=0 (gy)eAn e’
elde edilir. Ayrica a3 + 3 = 1 oldugu gozoniine alinirsa
lim  max |Co* PP (752, y) — (2 +y7)| =0 (4.18)
n=00 (e AP
sonucunu elde ederiz.
Simdi
Crr P (frayy) i (x,y) € Ape?

Co(fsm,y) = .
f(zy) if  (z,y) € A\AMP

esitligi ile verilen operatorler dizisini gozoniine alahm. Bu durumda

”Cnf_f”Aa:( max |Cr P (fray) — fa,y)| (4.19)

) eAL ™’

yazilabilir. (4.17) ve (4.18) kullanilirsa

lim HCg@Tﬁ’BT(l;x’ y) — 1| A, - 07
lim |G 20 (8 2, y) — 25, =0,
lim ||CoorPPr(r;z,y) — y a, =0

lim ||CoorB0n (62 4 722, y) — (2% +37)]|, = 0

n—oo

44



elde edilir.

Teorem 2.3’iin tiim sartlar saglandigindan, her f € C'(4A,) igin
Jim [[Cuf — flls, =0

elde edilir.
Sonug olarak (4.19)’dan

lim max }C’S’O‘“B’ﬁ’"(f;x,y) — f(a:,y)‘ =0

n— oo (m,y)EAZ’Q’B

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.2. f € C,(R2) olsun. Bu durumda herhangi a > 0 igin,

i Cr P (fray) — flz,y) ;
im  su _
e ($7y)62%’3 (14 22 + y?)ite

dir.
Ispat. Herhangi f € C,(R2) ve herhangi a > 0 igin,

)C"?y%mr(f? v,y) = f(x, y)‘
su
(”va)égi’ﬁ (14 22 + y?)ite

< sup ‘Cﬁ’a“ﬁ’ﬁ”(f;l',y) - f(:c,y)|
(zy)ery ™’

oo () = ()|
+ sup

(eehnape” (L4 22 4 y2)tre

=1 +1

yazabiliriz. Lemma 4.2’ ye gére n — oo igin I, — 0 dir.

Diger taraftan, her ¢ > 0 igin 6yle bir a > 0 vardir 6yle ki, x + y > a iken

1
< g, 4.20
(a2 + ) 20
dir.
Bu durumda 7, icin
a’a’l‘7ﬁ’57‘ .
1< Cn (fizy) |/ (@, y)|
n > sup + sup

wpehstaper L+ +y2)Fe 0 fmpapes (1+ 22 +y?)1Fe
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esitsizligini yazabiliriz. Lemma 4.1° den, eger f € C,(R?%) ise, bu durumda
Crom PO (f) € C,(R%) dir. Ve (4.20) esitsizligini kullamrsak, M;* sadece f'e

baglh pozitif bir sabit olmak {izere,

" 1
In S M —+ ME* sup
( f ! ) (z,y)EAL P\ AP (1 + 2+ yz)a

S (Mf—i—M}k*)E

elde edilir.

Teorem 4.3. f € C)(R?) olsun. Bu durumda

Coor P (fr e y) — f(x,y)

lim su =0
n—o00 (a%y)elzﬁﬁ 1 + l’2 + y2

dir.

Ispat. Cg(Ri) uzayimin tanimindan,

wty—oo 1 + 22 4 42
dir. Boylece, (4.21)’e gore, £ > 0 igin yeterince biiyiik a > 0 segebiliriz 6yleki,
T+ 1y > aise

\f(z,y)] < e(l+ 2%+ %) (4.22)

dir. Dolayisiyla, verilen € > 0 igin,

k—f—Oél l"—Oég
+ B3 ————7"bn, a3y + bn,
‘f <a3x 63n+51 a3y B3n+52 >‘

k+ ? I+ ?
1 + (CYg.T + @3F(glbn) + (agy + 5371 +O’é2 bn) ] (423)
1 2

< €

dir. Ayrica

Cﬁz,&r,ﬁﬁr(f; T, y) — f('rv y)‘
sup

(wy)eAg? L4 a2 +y?

) @W“@%%w—ﬂmﬂ
Su
o EAI:ZL,aﬁ 1 + 1‘2 + y2

(2,y)
‘C,rolt,aryﬁ’ﬁ’r (f; l" y) - f(x7 y)’
+ sup

(z,y)EAL A\ AP 1+ 22+ 12

=1 +1
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olup, Lemma 4.2 den n — oo i¢in I, — 0 oldugunu gostermek yeterlidir.
(4.22) ve (4.23)’den, C sayst n’ den bagimsiz bir sabit olmak iizere,
R (i)

@y)edoiiames L+22+ 42 fasanas 14224y

i (fia,y)|

<e+ sup
(z,y) AP\ AP 1+ 22+ 92

a,ar, 3,0 a0, 3,8, 142 a,ar,B3,8, (2
T 1. T t . T .
§€+€ Sllp CTL ( axay)+0n ( ,l‘,y)‘|‘cn (T,l’,y)

(zg)eBTP\AL™7 14 a? +y?

—e1+  sup Co P (L, y) + Co P (s, y) + O (7, y)
(zy)eAnP\AL>? 1+ 22 + 92

< (Ce

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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5. BERNSTEIN-DURRMEYER OPERATORLERI

Bu boltimde S, o g operatorlerinden hareketle, integrallenebilen fonksiyon-
larin yaklagim 6zelliklerini incelememize imkan taniyan yeni tipten Bernstein-
Durrmeyer operatorlerini tanimlayacak ve hipergeometrik seriler yardimiyla yeni
bir gosterimini elde edecegiz. Tanimlanan bu yeni operatorlerin lokal ve global
yaklagim ozelliklerini stireklilik modiilii yardimiyla hesaplayacak, Voronovskaya
tipli noktasal yakinsaklgini ¢alisacagiz. Son olarak ise daha iyi yaklagim sonuglar:
elde etmekte temel yontemlerden biri olan King tipli genellestirmeleri bu yeni ope-
ratorlerimiz i¢in elde edip daha iyi yaklagim sonuglarimi sunacagiz.

0, 1] araliginin alt araliklarinda Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar igin, Gad-
jiev-Ghorbanalizadeh tipli Bernstein-Stancu polinomlariin, Stancu varyantsiz

Durrmeyer tipli genellestirmelerini o, 8 pozitif, a < 3 ve

= () (=755) (55 )

olmak {izere

B n‘i‘ﬁ 2n+1 n %
Dooa (fi0) =41 (“20) sl [ pt0 s G
k=0 =
olarak tanimliyoruz. D, , s operatorler dizisi lineer ve [ﬁ, TT%] araliklar tize-

rinde pozitiftir. Ayrica hipergeometrik seriler kullanilirsa Dn,a,ﬁ operatorlerini

asagidaki gibi ifade edebiliriz.

Lemma 5.1. 3 F) (-, ; ;) fonksiyonu (2.9)’da tanimlanan hipergeometrik fonksiyon

olmak tizere

ntao

Dyog(fiz) = (n+1) (”Zﬁ)/ f(#) {(Zig‘”ﬁ) (Zi;“—t)]n

n+

(=) (t-25)
(55 -2) (325 -1)

Ispat. (2.9) esitliginde verilen hipergeometrik serinin tanimina gore

D 5551 = 1) () [ g [ () (e )]

n+p3

XoF) | =, —n; 1;

dir.
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S [ a55) ()] e () ()]
—(n+1) <n—7§6>2n+1/ﬁi§ £ [(Zj:g _x) (Zig _t>:|n

_o
n+g

S [(535) (i) S (s ) (s )]

olarak yazabiliriz. Pochhammer sembolii (n) igin

n)y=nn+1)n+2)(n+3)...(n+k—1).

oldugunu ve

(n> _ n! nn—1n-2)...n—k+1) (=1%—n)
k) " B =) Rl Rl

esitligi kullanilirsa

n+ao

Duas(fir) = (n+1) (”ZBV/ 7o) [(Zig_a (Zig_t)r

n+

XoFy | —n, —n; 1,

elde edilir.
Operatoriimiiziin hipergeometrik seriler yardimiyla olan bu gosterimini de kulla-

narak operatoriimiiziin momentlerini agagidaki gibi bulabiliriz.

Lemma 5.2. n >0 ver > —1 i¢gin

Duaslirin) = 30 (1) 1 LT EDRED) (g, (o)

—~\i)(n+pB)" T(n+i+2) n
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dir.

Ispat. D,, .5 operatoriiniin tanimindan

Dn,a,ﬁ (tT7 LL')
n+ao

- e (ST e () (5]
XZOK n+ﬁ>( niﬁ)r

(5 0) (%‘t)]kdt
~ o ()T (e ) (B e

n+pB r a r—i o k+i "t o .
X/ni i0<i><n+6> (t_nJrﬁ) (n+ﬁ_t> “

elde edilir.
n-+pf < a )
u = t—
n n+p

doniigiimii yapilip, (2.5) ile verilen Beta fonksiyonunun tanimindan

Dpoap (5 7)
e () ) () ke
()( V)
e () B ) (133
(:)( )r(
() () () 2 (at) (s

( Je(—n)e Tk + i+ 1DI'(n—k+1)
(k!)? I'n+i+2)

yazabiliriz. (i +k+1) =T'(i+1)(i+ 1), ve k! = (1) esitlikleri kullamlarak elde
edilen

n+i+1
) Blk+i+1,n—k+1)

n—l—l

(—n) lI'(n—k+1) = [(—n)(—n+1)(—n+2)...(—n+k — 1)|(n — k)!

= (=D*nn—1)(n—2)....(n —k+D](n—k)! = (=1)"n!,



esitligini kullanirsak

B

a8(t"; )

) . T)( ﬁ)r—i<n+ﬂ>n—i(n+1)!(%—:L‘)nr(i—f—l)
n+

n Fn+i+2)

1=

k
= nz+1 x—m
X

n+p0

) ) ey g

i=

x_—
X o F} (—n,z’—l— 1;1; Zig)
T

elde ederiz. Ayrica (2.10) esitligini kullanirsak

aa(t

ZOO(M) ()

Fn+2)F(@+1) . (n+p)r—a
iy o (i )

MU

buluruz.

Sonug 5.1. Lemma 5.2" ye gore r = 0, 1, 2 i¢in ilk {ic momenti

Dypos(liz) = 1, (5.2)
_ n n n + 2a
(nt2)  (nt2)(n+tp)

“(+-735) inty
i (n—%) <x_niﬁ) (n+2l>h(1n+3>

i <niﬂ>2(n+2)2(n+3)+(n+ﬂ2;zl+2) <‘”’”‘niﬁ)

2no 1 « 2
ferptmry (:25) o4

olarak buluruz.
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Lemma 5.3. f € C'[0,1] ve ||.|| fonksiyonu [0,1] iizerinde maksimum normu
olmak tizere ||Dn7a”3fH < ||f] dar.

Ispat. D, . s operatorlerinin tammindan ve (5.2) esitliginden
| Dras (£32))]
n‘i‘ﬁ 2n+1 n B %g B
< @+ (") Spu [ melr 0l

n
k=0 n+8

< Nfll Dnas (12) = [I£]

bulunur.

Lemma 5.4. n € N olmak iizere ¢? (z) ve 62 (z) fonksiyonlarim asagidaki gibi

tanimlayalim.
%) (s —2) e [ n)
02 (x) = ( o) AmS el (69)
0 y $€|:O,m]U|:m,1]
8 (@) = ¢ (2) + —
" n+2
Bu durumda
Dyos ((t— 52
5 (= 2)32) £ —5(0)

dir.
Ispat. (5.2)-(5.4) esitlikleri gozoniine almirsa

Dpags ((t— m); ;)
- <x_ni5) (nig(_nlisﬁ(nf:ﬂ) (x_niﬁ) (n+2;l7zn+3)

+(niﬁ>2<n+2>2<n+3>+<n+6227;?n+2) (“"niﬁ)

2no 1 a \’ n n+2a )
+<n+@>2<n+2>+(m) _Qx{(n+2)x+(n+2)(n+ﬂ)}+z
- <$_ nj—ﬁ) {(n +62;<2nn+ DR —1—2721)?716—1— 3) (Zi?)}

2 n o\’
_|_
(n+2)(n+3) \n+p

IN

(n+2;_n+3 (x n+ﬂ) (Zig_x)+(n+2)2(n+3)
ni2K‘T niﬁ)(zﬁg $>+(n-1%2)}’
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elde edilir.

5.1. D, .5 Operatérlerinin Lokal Yaklagim Ozellikleri

Teorem 5.1. f € C'[0,1], 6, (x) = [¢* () + 5] Y2 vex € [ﬁ,%] olmak

tizere D, , 5 operatorleri i¢in Gyle bir C' > 0 vardir 6yle ki

Dy (fi2) — f(2)| < Cwa (f,(n+2)"" 6, () +w (f, 7%2)

dir.

Ispat. Oncelikle agagidaki yardimer operatorii gozoniine alalim.

n n+ 2« )

Dua (f7) = Dnas (f32) + f (x) = f ((n+2)er (n+2)(n+p)

Bu durumda (5.2) ve (5.3) egitlikleri kullanilirsa

Drpap(li2) =Dpap(liz) =1

ve

_ n n + 2«
Dyast;x)=Dyap(t;r) +x — T — =z
o (6:2) = Drs (£:2) (n+2)"  (n+2)(n+5)

oldugu goriiliir. g € W? ve t € [0,1] olsun. g fonksiyonunun integral kalanh

Taylor agilimdan
(u) du

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafina D, , 3 operatorlerini uygularsak,

Dy 0 (957)
t

— (@) + Dy / (t - u) g (u) du

t

— g(@) + Doas / (t—u)g" (u)du;z

T

n n+2a
2 T F2) (nFB)
n n+ 2a

- n+2)  (n+2)(ntp

. u) g (u)du
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elde edilir. Boylece

|Dnaﬁ(g;x) _g(I)|

<Dna5(/

e D)

+

du x)

n n+ 2a ,
m+2)"  n+2) (n+B) —“‘ 9 (U)’du (5.6)

xT

< Dpap ((t — x)2 ,x)

1"

9

*(mimx+0r£§515Y“02

elde edilir. Diger taraftan Lemma 5.4’ den

) ) n n+ 2« ’
Dyop ((t—m) ,x) + ((n+2)m+ (n+2)(n+p5) —x)

"

9

(5.7)

—
&

N—
-

((n +n2;r(ia+ 5 (n2f2))2

= n+25i($)+((n+2)n )>2

(n+
1 4,
L + (n12) < n+26n(:z:) (5.8)

elde edilir. Boylece

<

"

Doy (0:2) — 9 (2)] < ——02 (2) ||g

n+2"

(5.9)

bulunur. Ayrica Lemma 5.3’ den f € C'[0, 1] igin

Do (f5)]

n n+ 2o
‘Dnaﬂ f7 |+’f ‘ ((n+2)x+(n+2)(n+5>>‘

< 3l (5.10)

IN

elde edilir. f € C[0,1] ve g € W?igin (5.9) ve (5.10) esitsizliklerini kullanarak,

|Dyas (f;2) = f(2)]
n n+ 2«
= Prnsthin 1@+ 1 (et ey )~ @)
< |Dnas(f = g;2)| + [Dnas(g;z) — g (2)]

-HM@—f@H+f((Zgﬁ+0%i;$1m)—f@)

) n+2a 27
< 4||f—gll+ﬁ5n<> (f’ (n+2)(n+5)_(”+2)’>

o4



elde edilir. ¢ € W? fonksiyonlar {izerinden infimum alirsak

<nf551ﬁY‘meD

|Doas (f;2) = f(2)] < 4K, (f’ %Héi (x)) i (f’

elde edilir. Her = € [0, 1] i¢in

n+ 2« 2z ‘< 1
m+2)(n+p5) (n+2)|~ (n+2)

oldugundan ve (2.4) esitsizliginden

| Drays (f52) = ()] < Coz (f, (0 +2)7 65 () +w (f, (0 +2)7")

elde edilir.

5.2. D, s Operatérlerinin Global Yaklagim Ozellikleri

Teorem 5.2. f € C'[0,1] olsun. ¢ (z) = \/<x — ﬁ) (TT% — x) ve

T € [ﬁ, %] icin oyle bir C' > 0 vardir ki

|Dnasf = £l < Cef (£ (n+2)7) + Wy (£, (0 +2)7Y),

dir.
Ispat. Tekrar

'Dn,%ﬁ(f}m)_Dn7a75(f;x)+f(x)_f<( n n+ 2« )

n—|—2)$+ (n+2)(n+p)

yardime1 operatoriinii gézontine alalim. D, ,, g operatoriiniin tanimi ve Sonuc 5.1’

den

D, (g;x) —g(2)]

< Dn o, du T

D) +(n+2)(n+ﬁ) )
n n+ 2«
+ v+ ‘ (u ‘ )| du 5.11
m+2) T mr2)(mrp VP (5:11)
esitsizligi elde edilir. 5% fonksiyonu x € [ﬁ, %} iizerinde konkav oldugundan,
u=Ar+(1—X)t, Ae€0,1] icin
|t — ul At — z At — z |t — x|
= < <

On(w) O Qa+(L=XN)1) = Mgy (2) + (L= X) 6 (t) ~ 4 (2)
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yazilabilir. Boylece (5.11) esitsizligini kullanirsak

(5.12)

2

Do (g;2) — g ()|
[li—u
— t—u "
<D, 4 ———du;x | || H
=T\ e "
+2«
<n+2>x+xn+2xn+ﬂ> n nt2a
w2 T @) (0B “) o v
+ . du ||6%g
b, (u)
" — + 20[
< 52 D, ., t —x)? ix) + n —
<76 [ oo (=050 H G v )

esitsizligi elde edilir. Esitzilik (5.8)’den

|Dhas (9;2) — g ()]
4 "
< 52 H
- n+2 nd
- 4 ’2” n "
- n+2 v n—+ 2 g

(n+2))] (5.13)

esitsizligi kolayca yazilabilir. (5.10) ve (5.13)’den f € C'[0,1] igin

| Do (f32) — f(2)]

Drnas (f = 9:7)| + |Dnas (95 7)

IN

—g(2)]

n + 2«

Hloo) - £ @1+ |f (gt
| 4+ 4
(n+2)°

IN

4
4 —
17 =gl + —

+'f((nj—2

N n+ 2« >
(n+2)(n+p5)

vﬂaﬂn+m>‘f“>

— f(z)

bulunur. g € W? fonksiyonlar izerinden infimum alirsak

[Dras (f12) = f (2)] < 4K, (f’ %H)+’f ((
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n n+ 2« )

n+2) (n+ 5)
5.14)



elde edilir. Diger taraftan

ot o)~/ @

- [l ) - @‘

[(n —|— 2a (n + 8) ) P ’
t,tw(t)w

(n+2)(n+B8) ¥ (2)

W¢O;m+2®2$m+ﬁ)><aM(f<< i))

IN

sup

f@+w@

IN

(n+2) (n+p5) ¢ (z) n+2)¢ (z)

- %)

yazilabilir. Boylece (2.4) ve (5.14)’den

|Duasf = fIl < € (£, (0 +2)77) + W (f. (0 +2)7)

bulunur.

5.3. D,z Operatorii Icin Voronovskaya Teoremi

Teorem 5.3. f € C'[0,1] olsun. Eger z € [#%,TT;} noktasinda f tiirevi

mevcut ise

lim n [Dpags (fiz) — f@)] =1 —22)f (2) +20(1—2) f (x)

n—oo

dar.

Ispat. Taylor acihmdan ¢ — z icin € (£, 2) — 0 olmak tizere

FO=f@+f @)+ 50 @ =2 e -2 (61

yazabiliriz. D, , s operatorlerini (5.15) esitliginin her iki tarafina uygularsak

[Dma,ﬂ (fsz)—f (x)]
= f @) D (¢ = 2),2) + 5 () Dy (¢ = 2, 2)

+Dp o (5 (t,x) (t — x)2 ,;E)
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elde edilir ve ve n — oo i¢in limit alirsak

lim n [Dn,a,g (f;x)—f (x)]

n—oo

= lim nf (&) Dyas ((t—2),2) + lim n% f(2) Duas ((t —2)* )

n—oo n—oo

+ lim nDyap (e (8, 2) (¢t — z)? , )
esitligi yazilabilir. (5.2)-(5.4) egitliklerine gore

T 1 Dy (1) — £ (2)]
= (1-2z) f () + 22 (1 —x) fH () + nh_}anQ nDy ap (6 (t,z) (t — a:)2 , x)

= (1-22)f (@) +2e(1—2)f (x)+ F

elde edilir. Ayrica Cauchy-Schwarz egitsizliginden

F = lim nD, 4 (£* (¢, z) ,23)1/2 Dipap ((t— z)?, x) 2 (5.16)
dir. Ve e? (z,2) =0, e2(.,x) € C'[0,1] oldugundan
lim nDyap (* (t,2),2) =0 (5.17)

n—oo

dir. Ayrica bu yaklasim z € [ﬁ, Z*Tg] icin diizgiindiir. Boylece (5.16) ve (5.17)’

den

1/2 = 12

lim nD, , 5 (52 (t,z) ,a:) Do p ((t — x)4 , :L‘) =0

olup

"

lim 0 [Dyas (fi2) — f (@)] = (1= 22) f (2) + 20 (1 —2) f ()

n—oo

elde edilir.

5.4. D, ,p Operatorlerinin King Tipli Modifikasyonu

Bu boliimde operatorlerimizle daha iyi yaklagim sunmak i¢in King tipli genel-
legtirmelerini tammlayacagiz. 2003 yilinda J. P. King [32] Bernstein polinom-
larimin 1 ve t? test fonksiyonlarim koruyan yeni bir modifikasyonunu tanim-

lamigtir. Tanimlanan bu yeni operatorlerin 0 < 2 < 1/3 araliginda Bernstein
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polinomlarina gore daha iyi yaklagim sonuglari verdigi gosterilmistir. D,, , 5 ope-
ratorleri sabit fonksiyonlar1 korumasina ragmen, ¢ test fonksiyonunu korumamak-
tadir. Bu nedenle D, , 5 operatorlerinin King tipli modifikasyonunu tanimlayarak

daha iyi yaklagim metodlar1 sunmay1 amaghiyoruz. Ele alacagimiz genellestirmeyi

n+2 n+ 2«

o (@) = n x_n(n—i-ﬁ)
[ (n+2)a+n (n+2)a+n(n+1)
“I"‘[<n+2><n+ﬁ>’ (n+2)(n+pB) }

olmak tizere

R n‘i‘ﬁ 2n+1 n ;H-Tg
Duoa (f50) = 04 1) ()Y g [ a1 £ 18)
k=0 ntB
olarak tamimlayalim.
Uyar: 5.1. Basit iglemlerle
Dpop(l;2) =1, (5.19)
Dpog(t;z) =1, (5.20)

n . nm+B) ) n+2) (n+3)
(niﬁ)5”22x_”;£12Tﬁ(n+éﬁﬁ+$
i (niﬁ) <n+2>2<n+3> " <n+§?232+z> (HZQ“ nrj(ia:ﬁ?a)

2no 1 +( a )2 (5.21)

+(n+5)2(n+2) n+

oldugunu kolayca gosterebiliriz.

D
~(n+t2  n+2a+na > n(n-1)
- aes )

+

Uyar1 5.2. (5.19)-(5.21) esitliklerinde verilen momentler kullanilarak

Dpog ((t—2)%;2)
_ 2(n+1) (:1:— (n+2)a+n ) ((n+2)a—|—n(n+1) _x)
n(n+3) (n+2)(n+p3) (n+2)(n+73)
n*(n+1)
(n+B)° (n+2)?*n+3)
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bulunur ve boylece x € I,, ve

o (- ) (i)

olmak {izere

Dpos ((t—2)";2)
2(n+1)A2(> n?(n+1)
= '
n(n+3) (n+5)* (n+2)" (n+3)
2(n+1) [ ., 1
< _ 5, 5.22
~ n(n+3) 7 (@) n—l-Q} (z) (5:22)
olarak yazabiliriz.
Lemma 5.5. f € C'[0,1] ve ||.|| fonksiyonu [0, 1] iizerinde maksimum normu
olmak iizere, || Dy 4.5 ) < ||f] dar.

ispat. D, , 4 operatoriiniin tanmndan ve (5.19) esitliginden

Dy (i)
2+l n nio
< ) (") S ps ) [ e 015 0l
k=0 n+p

< Sl Duas (132) = ||

bulunur.

Teorem 5.4. f € C[0,1], §,(z) = [@2 (r) + #Q] ve ¢ € I, olmak iizere,

A

D,, . g operatorleri icin dyle bir C' > 0 vardir oyle ki

Dy (fi) = f ()] < Cuwy (£,1/0, (@)
dir.

Ispat. g € W? ve x,t € I, olsun. ¢ fonksiyonunun integral kalanli Taylor

acilimdan
t

g(t)=g<m>+<t—x>g’<x>+/<t—u>g

xT

" () du
dir. Her iki tarafa ZA)TW,B operatorlerini uygularsak ve (5.19)-(5.21) esitliklerinde

verilen momentleri kullanirsak

~

D0 (97$> -9 (ZL’)’ < Hg”‘ f)n,cx,ﬁ ((t - x)z 713)
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elde edilir. Ve (5.22) esitsizliginden

~

Dn,a,ﬁ (g,l’) - g(l’)‘ < ‘

g/l 571/ (x)

yazabiliriz. Lemma 5.5’e gore )f)maﬂ (f, x)‘ < |If I oldugundan

‘Dwﬁ (f,z) — f(l‘)‘
D (F = 9.2) = (= 9) ()] +
211f = gll + 9" 60 (@)

A~

Drap(9,7) —g(2)

IN

IN

elde edilir. ¢ € W? fonksiyonlar iizerinden infimum alinirsa

A

Doy (fi) = £ (@)] < K2 (£,60)

dir ve (2.4)’den

Do (f1) = f (2)] < Ca (£,/0)

bulunur.
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6. TARTISMA VE SONU(C

Hareketli sinirli araliklar ve sinirli bolgeler tizerinde A. D. Gadjiev tarafin-
dan tanimlanan tek ve iki degiskenli Bernstein-Stancu polinomlari, sinirsiz aralik-
lar ve bolgeler iizerine taginmigtir. Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatorleri
diye adlandirdigimiz bu operatorlerin agirlikli yaklagimlari, simultane (es anl)
yaklagimlar1 ve bazi sekil koruyan 6zellikleri elde edilmistir. Ayrica hareketli ara-
liklar tizerinde taniml yeni tipten Bernstein-Durrmeyer operatorleri tanimlanmisg
ve lokal, global yaklagim ozellikleri, noktasal yakinsakligi verilmis, yakinsaklik
hiz1 elde edilmis, King tipli modifikasyonlar1 tanimlanmigtir.

Sonug olarak literatiire, her biri bir yaklagim metodu sunan, 6zel se¢cimler
altinda bilinen operatorlere indirgenebilen ve hareketli aralik ve bolgeler tizerinde

taniml ii¢ yeni yaklagim operatorii kazandirilmigtir.
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