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ÖZET 

GENELLE T R LM  GADJ EV OPERATÖRLER N N YAKLA IM 

ÖZELL KLER  

ACAR, Tuncer 

K r kkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dal , Doktora Tezi 

Dan man: Prof. Dr. Ali ARAL 

OCAK 2015, 66 sayfa 

Bu tez be  bölümden olu maktad r. Birinci bölüm giri  için ayr lm t r. kinci 

bölümde tezde gerekli olan tan mlar ve kavramlar verilmi tir. Üçüncü bölümde 

Bernstein-Chlodowsky polinomlar n n Gadjiev tipli genelle tirmesi tan mlanmakta 

ve a rl kl  uzaylarda yakla m özellikleri incelenmektedir. Ayr ca, yeni tan mlanan 

operatörlerin türevlerinin yakla m özellikleri de çal lm t r. Dördüncü bölümde, 

üçüncü bölümde tan mlanan operatörlerin iki de i kenli versiyonu tüm kenarlar  

hareketli olan üçgensel bölgeler üzerinde tan mlanm , baz  ekil koruyan özellikleri 

ve a rl kl  yakla m özellikleri incelenmi tir. Be inci bölümde ise hareketli aral klar 

üzerinde Bernstein-Durrmeyer operatörleri tan mlanmakta ve yakla m h z , noktasal 

yak nsakl  incelenmekte, daha iyi yakla m sonuçlar  veren genelle tirmeleri 

çal lmaktad r. 

 

Anahtar kelimeler:  Bernstein Polinomlar , Bernstein-Chlodowsky Polinomlar ,   

                                  A rl kl  Yakla m, Korovkin teoremi, Yak nsakl k H z ,  

                                  Süreklilik Modülü, Voronovskaya Teoremi. 
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ABSTRACT 

APPROXIMATION PROPERTIES OF GENERALIZED GADJIEV OPERATORS 

ACAR, Tuncer 

K r kkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics, Ph. D. Thesis 

Advisor: Prof. Dr. Ali Aral 

January 2015, 66 pages 

This thesis consist of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. 

The second chapter contains concepts and definitions which are needed throughout 

the thesis. In the third chapter, the Gadjiev type generalization Bernstein-

Chlodowsky polynomials are introduced and approximation properties in weighted 

spaces are investigated and approximation properties of the derivatives of new 

operators are studied as well. In the chapter fourth, bivariate versions of the operators 

defined in third chapter are defined on triangular domains with mobile boundaries 

and some shape-preserving properties and weighted approximation properties of the 

operators are investigated. In the last chapter, new type Bernstein-Durrmeyer 

operators on mobile intervals are introduced and rate of convergence, pointwise 

convergence and a generalization presenting better approach are studied.  

 

Key Words: Bernstein Polynomials, Bernstein-Chlodowsky Polynomials,  

                     Weighted Approximation, Korovkin Theorem, Rate of Convergence, 

Modulus of Continuity, Voronovskaya Theorem. 
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SIMGELER DIZINI

B2 [0, ) [0, ) üzerinde tan ml 1 + x2

fonksiyonu ile s n rl fonksiyonlar uzay

C2 [0, ) B2 [0, ) uzay na ait sürekli fonksiyonlar uzay

C2 [0, ) C2 [0, ) uzay na ait ve x için
|f(x)|
1+x2

sabit özelligindeki fonksiyonlar uzay

fn f (fn) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna düzgün yak nsar

r
hf (·) f fonksiyonuna ait r-inci ileri fark operatörü

Lp (X) X üzerinde Lebesgue p-integrallenebilir fonksiyonlar uzay

LipM M sabitiyle - nc mertebeden Lipschitz

şart n saglayan fonksiyonlar uzay

C R2+ [0, )× [0, ) üzerinde (x, y) ag rl k fonksiyonuna göre

s n rl olan sürekli fonksiyonlar uzay

C0 R2+ C R2+ uzay na ait ve x+ y için
|f(x)|
(x,y)

sabit özelligindeki fonksiyonlar uzay
(i,j)
h f (·) Iki degi̧skenli fonksiyona ait ileri fark operatörü

C(i,j)(D) D R2 üzerinde birinci degi̧skenine göre i kez, ikinci

degi̧skenine göre j kez türevi sürekli olan fonksiyonlar uzay

(n)k Pochhammer Sembolü

2F1 (·, ·; ·; ·) Hipergeometrik Fonksiyon

(f ; ) f fonksiyonuna ait klasik süreklilik modülü

K2 (f ; ) f fonksiyonuna ait K-fonksiyoneli

2 (f ; ) f fonksiyonuna ait ikinci mertebeden düzgünlük modülü

K2, (f ; ) f fonksiyonuna ait ag rl kl K-fonksiyoneli

2 (f ; ) f fonksiyonuna ait Ditzian-Totik düzgünlük modülü

(f, ) f fonksiyonuna ait birinci mertebeden Ditzian-Totik modülü

vi



1. GIRIŞ

Yaklaş m teorisinde amaç key bir fonksiyonun daha basit, daha kullan şl

fonksiyonlar cinsinden gösterimini elde etmektir. Yaklaş m teorisindeki en temel

problemlerden birisi, yaklaş m yap lmak istenilen fonksiyon kümesinin eleman-

lar kullan larak oluşturulan bir fonksiyon ailesi, yaklaş lmak istenen fonksiyon

ailesinde yogun mudur, sorusunun cevab n araşt rmak olmuştur. Bu problemin

pozitif cevab K. Weierstrass [1] (Ayr ca bkz. [2,3]) taraf ndan 1885 y l nda ve-

rilmi̧s ve [a, b] kompakt aral g nda sürekli her fonksiyona [a, b] aral g nda düzgün

yak nsayan bir {Pn (x)} polinomlar dizisinin varl g ispatlanm şt r. Cebirsel ve

trigonometrik fonksiyonlar için verilen bu ispat n uzun olmas ve karmaş k ispat

yöntemi, dönemin birçok ünlü matematikçisi taraf ndan ele al nm ş, k sa ve ba-

sit bir ispat verilmeye çal ş lm şt r. Bu matematikçilerden baz lar n Carl Runge

(1885), Henri Lebesgue (1908), Charles de la Vallée-Poussin (1908), Lipot Fe-

jér (1916) olarak söyleyebiliriz.Weierstrass yaklaş m teoreminin ispat için verilen

yöntemler olas l k teorisi, lineer pozitif operatörlerle yaklaş m teorisi gibi bilim-

sel çal şma alanlar n n dogmas na sebep olmuştur. Lineer pozitif operatörlerle

yaklaş m metodlar n n öncüsü ise Sergej N. Bernstein [4] olmuştur. 1912 y l nda

Bernstein Weierstrass yaklaş m teoreminin ispat için kendi ad ile an lan, [0, 1]

aral g nda sürekli fonksiyonlara yaklaş m için

Bn (f ;x) =
n

k=0

f
k

n

n

k
xk (1 x)n k , 0 x 1

ile tan mlanan operatörler dizisini tan mlam şt r. Bernstein operatörlerinin önemi

bu yüzy l n ilk yar s nda tam olarak anlaş lamam şt r. Fakat Paul de Faget’in

Citroën rmas nda ve Pierre Bézier’in Renault rmas nda kendi endüstriyel diza-

ynlar için Bernstein polinomlar n kullanmas ile, Bernstein polinomlar mate-

matikçiler aras nda popüler olmaya başlam şt r. Tezimizde tam olarak Bern-

stein operatörleri ile çal şmayacag z fakat bu operatörlerin yap sal özelliklerini

kullanarak yeni operatörler tan mlayacag z. Weierstrass yaklaş m teoremi her-

hangi [a, b] aral g için verilmesine ragmen, Bernstein polinomlar [0, 1] aral g
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üzerinde tan ml d r, ancak key [a, b] aral g n n ve [0, 1] aral g n n, y [a, b] ol-

mak üzere x = (a y) / (a b) ve y = (b a) x+a dönüşümleri alt nda birbirine

dönüştürülebildikleri göz önüne al nd g nda Bernstein polinomlar , Weierstrass’ n

yaklaş m teoremi için key [a, b] aral g üzerinde de bir ispat yöntemi oluşturmak-

tad r. H. Bohman [5] ise Bernstein’ n metodunun daha genel formu olarak kabul

edilecek genel bir lineer pozitif operatörler dizisi için, bu tip dizilerin [0, 1] kom-

pakt aral g nda sürekli fonksiyonlara yaklaş m koşullar n vermi̧s ve P. P. Korovkin

[6] kompakt aral klar üzerinde lineer pozitif operatörler dizisinin yaklaş m prob-

lemini ele alarak Korovkin teoremi olarak bilinen ve yaklaş m teorisinde büyük

öneme sahip teoremini ispatlam şt r.

Bernstein polinomlar kullan şl yap s ve birçok bilim dal ndaki ( zik,

mühendislik bilimleri, bilgisayar teknolojileri, v.s.) uygulamalar yla yüzy l aşk n

süredir aktif bir çal şma konusu olmuş ve birçok genelleşmesi ile modi kasyonlar

çal ş lm şt r. Bu genelleşme ve modi kasyonlardaki temel amaçlardan baz lar ,

kompakt aral klar üzerinde sürekli fonksiyonlara yaklaş m yapmaya imkan tan yan

Bernstein polinomlar n n s n rs z aral klar üzerine taş nmas ve yaklaş lmak is-

tenilen fonksiyonun ait oldugu s n f geni̧sletmek olarak söylenebilir. Örnegin;

Chlodowsky [7] Bernstein polinomlar n n yeni bir modi kasyonunu elde ederek,

[0, 1] aral g nda tan ml bu polinomlar [0, bn] (bn ) aral g na taş m şt r. Diger

yandan, D. D. Stancu [8] Bernstein polinomlar n modi ye ederek [0, 1] aral g

üzerinde tan ml , Bernstein-Stancu polinomlar n tan mlam ş ve bu polinomlar n

daha iyi yaklaş m sonuçlar verdigini göstermi̧stir. Diger taraftan, yaklaş m yap la-

cak fonksiyonun ait oldugu uzaylar da geni̧sletilmeye çal ş lm şt r. Biliyoruz ki,

Bernstein operatörlerini tan mlamak için yaklaş m fonksiyonunun f (k/n) (k =

0, 1, ..., n) degerlerinin bilinmesi yeterlidir. Fakat Lebesgue anlam nda integral-

lenebilen fonksiyonlar ölçüsü s f r olan küme d ş nda tan mlanmaktad r. Bu ne-

denle integrallenebilen fonksiyonlara yak nsayan dizileri bir integral şeklinde al-

mak daha uygundur. Bu amaçla J. L. Durrmeyer [9] Bernstein polinomlar n n

[0, 1] aral g üzerinde integallenebilen fonksiyonlar için tan ml olan yeni bir genelleş-

tirmesini tan mlam şt r.

Bernstein polinomlar üzerine olan çal şmalar sadece R reel say lar ve ka-

pal alt aral klar üzerinde s n rl kalmam ş, çok boyutlu uzaylarda da çal ş lm şt r.
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Bernstein polinomlar n n iki degi̧skenli fonksiyonlar s n f ndaki yaklaş m ilk defa

D. D. Stancu [10] taraf ndan incelenmi̧stir.

= (x, y) R2 : x 0, y 0, x+ y 1

sabit üçgensel bölge olmak üzere, üzerinde sürekli fonksiyonlara yaklaş m için

iki degi̧skenli Bernstein polinomlar

Bn (f ;x, y) =

n

k=0

n k

j=0

f
k

n
,
j

n

n

k

n k

j
xkyj (1 x y)n k j , (1.1)

olarak tan mlanm şt r. Ayr ca F. L. Martinez [11] Bn (f ;x, y) polinomlar dizisini

S = {(x, y) R2 : x, y [0, 1]} sabit karesel bölgesi üzerinde tan mlam şt r. Her

iki çal şmada da süreklilik modülü yard m yla, tan mlanan iki degi̧skenli Bernstein

polinomlar n n yaklaş m fonksiyonuna yak nsakl k h zlar hesaplanm şt r. (1.1)

operatörlerinin Chlodowsky tipli genelleştirmeleri A. Izgi [12] taraf ndan sabit

bölgeler üzerinde tan mlanm ş ve yaklaş m özellikleri çal ş lm şt r.

Yaklaş m teorisinin ikinci temel problemi yaklaş m h z n n hesaplanmas

problemidir. Korovkin teoremine göre, Ln : C [a, b] C [a, b] lineer pozitif opera-

törlerin bir dizisi olmak üzere, n iken

Ln (f) f = max
a x b

|Ln (f ;x) f (x)| 0

oldugundan

Ln (f) f = n

dizisinin bir s f r dizisi oldugu görülür. Bu ( n) dizisinin n iken hangi h zla

s f ra yak nsamas n n bulunmas , (Ln (f)) dizisinin de f ’e düzgün yak nsamas n n

h z n belirlemektedir. Bunu bulmak için ( n) dizisinin başka bir s f r dizisi

ile kaŗs laşt r lmas yeterlidir. Çünkü her n için n n eşitsizliginin saglan-

mas ( n) dizisinin ( n) dizisinden daha h zl s f ra gitmesinin veya en az ndan

n’den zay f h zla s f ra gitmemesinin kan t d r. Fonksiyon uzaylar nda n dizisi

f fonksiyonunun süreklilik modülü ile baglant l bir şekilde ele al nabilir.

Bernstein polinomlar üzerine devam eden çal şmalardaki amaçlardan bir

digeri ise, yaklaş m h z n artt rmak ve yaklaş m n dogal sonucu olan hata mik-

tar n azaltmakt r. Bu çal şmalardan biri de 2010 y l nda A. D. Gadjiev ve A. M.
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Ghorbanalizadeh [13] taraf ndan yap lm şt r ve Bernstein polinomlar n n yeni bir

modi kasyonu olarak, k, k, k = 1, 2 için pozitif ve 0 2 1 2 1

eşitsizligini saglamak üzere [0, 1] aral g nda sürekli fonksiyonlara yaklaş m için

2

n+ 2
x n+ 2

n+ 2
hareketli aral klar üzerinde tan mlanan

Sn, , (f ;x) =
n+ 2

n

n n

r=0

f
r + 1

n+ 1

n

r
x

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x
n r

,

polinomlar d r. Ayr ca yazarlar ayn makalede

= (x, y) R2 : x+ y (n+ 2 ) / (n+ ) , x, y / (n+ )

hareketli üçgensel bölgeleri üzerinde

pk,ln, , (x, y) =
n+

n

n
n

k

n k

l
x

n+

k

× y
n+

l
n+ 2

n+
x y

n k l

olmak üzere

S , k, , k
n (f ;x, y) =

n

k=0

n k

l=0

f
k + 1

n+ 1

,
l + 2

n+ 2

pk,ln, , (x, y) (1.2)

iki degi̧skenli Bernstein polinomlar n tan mlam şlard r. Bu yeni operatörler dizisi-

nin düzgün yak nsakl g gösterilmi̧s, yak nsaman n h z hesaplanm ş ve k, k lar n

özel durumlar na göre Sn, , operatörler dizisinin Bernstein operatörlerine göre,

S
, k, , k

n operatörlerinin (1.1) ile verilen iki degi̧skenli Bernstein polinomlar na

göre daha iyi yaklaş m sonuçlar verdigi gösterilmi̧s, elde edilen sonuçlar n daha

iyi oldugu nümerik örneklerle ve gra klerle de desteklenmi̧stir.

Bu tez birinci bölümü giri̧s bölümü olmak üzere dört bölümden oluşmak-

tad r. Ikinci bölümde diger bölümlerde kullan lacak olan temel kavram ve teorem-

ler verilmi̧s, tez boyunca göz önüne al nacak fonksiyon uzaylar tan mlanm şt r.

Tezin üçüncü, dördüncü ve beşinci bölümleri tamamen orjinal olup aşag daki

sonuçlar elde edilmi̧stir:

Üçüncü bölümde [0, 1] aral g n n hareketli alt aral klar üzerinde tan ml

olan Sn, , operatörlerinin, n için [0, )’a geni̧sleyen hareketli alt aral klar

üzerin-

4



de Chlodowsky tipli genelleştirmeleri tan mlan p, ag rl kl yaklaş m özellikleri in-

celenmi̧s, ayr ca elde edilen yeni operatörlerin türevlerinin de yaklaş m fonksiyo-

nunun türevine ag rl kl yaklaş m , Lipschitz uzay na ait fonksiyonlar için veril-

mi̧stir.

Dördüncü bölümde ise üçgensel bölgeler üzerinde tan ml iki degi̧skenli

S
, k, , k

n operatörlerinin, n için [0, )×[0, ) bölgesine geni̧sleyen tüm ke-

narlar hareketli olan üçgensel bölgeler üzerinde Chlodowsky tipli genelleştirmeleri

tan mlan p, baz şekil koruyan özellikleri ve ag rl kl yaklaş mlar incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde ise Sn, , operatörleri temel al narak, [0, 1] aral g n n

hareketli alt aral klar üzerinde yeni tipten Durrmeyer operatörleri tan mlanm ş,

tan mlanan operatörlerin momentleri için hipergeometrik fonksiyonlar ile bir gös-

terimi elde edilmi̧stir. Ayr ca yeni operatörlerin direk yaklaş m özelligi çal ş lm ş

ve yaklaş m h z elde edilmi̧stir. Yaklaş m teorisinde noktasal yaklaş m aç s n-

dan temel teoremlerden olan Voronovskaya teoremi bu yeni operatörler için elde

edilmi̧s, daha iyi yaklaş m sonuçlar veren King tipli genelleştirmeleri çal ş lm şt r.

1.1. Kaynak Özetleri

Tez haz rlan rken temel kavramlar bölümünün ilk dört alt bölümünde H.

Hilmi Hac salihoglu ve A. D. Gadjiev’ in ”Lineer Pozitif Operatörler Dizilerinin

Yak nsakl g ” kitab ndan, H. Bohman’ n, ”On approximation of continuous and of

analytic functions” adl makalesinden, P. P. Korovkin’in, ”On convergence of lin-

ear positive operators in the space of continuous functions” adl kitab ndan yarar-

lan lm şt r. Temel kavramlar bölümünün diger alt bölümlerinde Z. Ditzian ve V.

Totik’in ”Moduli of Smoothness” adl kitab nndan, G. A. Anastassiou ve S. Gal’ n

”Approximation Theory: Moduli of Continuity and Global Smoothness Preser-

vation” adl kitab ndan, V. Gupta, R. P. Agarwal’ n ”Convergence Estimates

in Approximation Theory” adl kitab ndan, G. G. Lorentz’in ”Approximation of

Functions” adl doktora tezinden, P. L. Butzer’in ”On the Extension of Bernstein

Polynomials to the In nite Interval” adl makalesinden, P. L. Butzer ve R. J.

Nessel’in ”Fourier Analysis and Approximation” adl kitab ndan, G. Gasper ve

M. Rahman’ n ”Basic Hypergeometric Series” adl kitab ndan, G. M. Phillips’in
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”Interpolation and Approximation by Polynomials” adl kitab ndan, O. Agra-

tini’nin ”Linear operators that preserve some test functions” adl makalesinden,

D. Cárdenas-Morales ve F. J. Muñoz-Delgado’nun, ”Improving certain Bernstein-

type approximation processes” adl makalesinden faydalan lm şt r.

Tezin orjinal olan diger bölümlerinde s ras yla A. D. Gadjiev ve A. M.

Ghorbanalizadeh’in ”Approximation properties of a new type Bernstein -Stancu

polynomials of one and two variables” adl makalesinden, E. A. Gadjieva ve

E. Ibikli’nin, ”On Generalization of Bernstein-Chlodowsky Polynomials” adl

makalesinden, E. A. Gadjieva ve T. Kh. Gasanova’n n ”Approximation by two di-

mensional Bernstein-Chlodowsky polynomials in triangle with mobile boundary”

adl makalesinden faydalan lm şt r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Pozitif Operatörler

Bu bölümde lineer pozitif operatörler ile ilgili baz temel kavramlar ve özellikler

verilecektir. Verilen tan mlar ve özellikler [19] ve [20] numaral kaynaklarda bu-

lunabilir.

Tan m 2.1.X ve Y lineer normlu fonksiyon uzaylar olsun. L : X Y opera-

törü, her f, g X ve her , K (K,R veya C ) için

L ( f + g) = L (f) + L (g)

eşitligini saglarsa, L operatörüne X den Y ye bir lineer operatör denir.

L (X, Y ) = {L : X Y : L lineer operatör} kümesi bir reel veya komplex vektör

uzay d r.

Tan m 2.2.L : X Y lineer operatör ve

X+ = {f X : f (t) 0} , Y + = {g Y : g (t) 0}

olmak üzere, L lineer operatörü X+ kümesindeki her bir f fonksiyonunu Y +

kümesinde bir fonksiyona dönüştürüyorsa, L operatörüne lineer pozitif operatör

denir.

Önerme 2.1.L : X Y lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda, f, g X

olmak üzere t için f (t) g (t) ise L (f (t) ;x) L (g (t) ;x) dir ve buna L li-

neer pozitif operatörünün monotonluk özelligi denir. Ayr ca monoton operatörler

|L (f ;x)| L (|f | ;x) eşitsizligini saglar.

Tan m 2.3.X ve Y lineer normlu fonksiyon uzaylar ve L : X Y lineer operatör

olsun. L operatörünün normu L ile gösterilir ve

L = sup
f X, f =1

Lf

olarak tan mlan r.
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2.2. Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yak nsakl k Koşullar

[a, b] kompakt aral g nda sürekli fonksiyonlara lineer pozitif operatörler dizisi

ile yaklaş m için gerek ve yeter koşullar birçok matematikçi taraf ndan çal ş lm şt r.

Her ne kadar uzun bir süre bilinmese de, Popoviciu [21] 1951 y l nda aşag daki

teoremi ifade ve ispat etmi̧stir:

Teorem 2.1.Ln : C [a, b] C [a, b] lineer pozitif operatörlerin bir dizisi olsun.

Eger i = 0, 1, 2 için ei = ti olmak üzere [a, b] aral g üzerinde limn Lnei = ei

düzgün olarak mevcut ise, bu durumda [a, b] aral g üzerinde her f C [a, b] için

limn Lnf = f yak nsamas düzgündür.

Ayr ca Teorem 2.1 Bohmann [5] ve Korovkin [22] taraf ndan da incelenmi̧s ve

aşag daki genel formu elde edilmi̧stir.

Teorem 2.2.(Bohman-Korovkin Teoremi) Ln : C [a, b] C [a, b] lineer pozi-

tif operatörlerin bir dizisi olsun. n (x) , n (x) , n (x), [a, b] aral g üzerinde

düzgün olarak s f ra yak nsayan fonksiyon dizileri olmak üzere, x [a, b] için

Ln (1;x) = 1 + n (x) ,

Ln (t;x) = x+ n (x) ,

Ln t2;x = x2 + n (x)

koşullar saglan yorsa bu durumda Ln (f ;x), [a, b] aral g üzerinde f (x) sürekli

fonksiyonuna düzgün olarak yak nsar.

Teorem 2.1 de ei = ti, i = 0, 1, 2 fonksiyonlar yaklaş m teorisinde önemli bir

role sahip olup, Korovkin test-fonksiyonlar olarak adland r l r.

2.3. m-Boyutlu Uzaylarda Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yak n-

sakl k Koşullar

Korovkin teoremi R2 = R× R’ nin s n rl alt bölgeleri üzerinde V. I. Volkov

[23] taraf ndan aşag daki gibi verilmi̧stir:
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Teorem 2.3.(Volkov Teoremi) Ln : C ([a, b]× [c, d]) C ([a, b]× [c, d]) lineer

pozitif operatörlerin bir dizisi olsun. Eger Ln operatörleri n için

Ln (1;x, y) 1,

Ln (t;x, y) x,

Ln (s;x, y) y,

Ln t2 + s2;x, y x2 + y2

şartlar n saglarsa, bu durumda Ln (f ;x), [a, b] × [c, d] kümesi üzerinde f (x, y)

sürekli fonksiyonuna düzgün olarak yak nsar.

Burada düzgün yak nsama anlam ndad r. Korovkin teoremi m-boyutlu uzay-

larda da çal ş lm ş ve A. D. Gadjiev ve H. H. Hac salihoglu [20] taraf ndan 1995

y l nda aşag daki teorem elde edilmi̧stir.

Teorem 2.4.D Rm s n rl bir bölge olmak üzere Cb (D) ile, D bölgesinde

sürekli ve tüm Rm de s n rl reel degerli fonksiyonlar n uzay gösterilsin. Eger

(Ln) lineer pozitif operatörler dizisi, K D kompakt bölgesinde n için

Ln (1;x) 1,

Ln (ti;x) xi, i = 1, 2, ...,m

Ln |t|2 ;x |x|2 ,

şartlar n saglarsa, key f Cb (D) için K üzerinde n için

Ln (f ;x) f (x)

yak nsamas mevcuttur. (Burada |x|2 = m
k=1 x

2
k dir.)

2.4. Ag rl kl Uzaylarda Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yak n-

sakl k Koşullar

Bir önceki kesimde verdigimiz tüm teoremler sonlu aral klar ve sonlu bölgeler

üzerinde verilmi̧stir. S n rs z aral klar ve bölgeler üzerinde tan ml Bernstein-

Chlodowsky, Szasz-Mirakyan, Baskakov operatörleri gibi operatörler tan mland kça
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Korovkin teoreminin s n rs z aral klar üzerinde verilme gereksinimi oluşmuştur.

1976 y l nda A. D. Gadjiev taraf ndan Korovkin teoreminin tüm R’ de geçerli

olan versiyonu aşag daki gibi verilmi̧stir.

(x) reel eksende sürekli, monoton artan bir fonksiyon olmak üzere (x) =

1 + 2 (x) olsun. Bu durumda Mf pozitif bir sabit olmak üzere

B (R) = {f : |f (x)| Mf (x)} (2.1)

ve

C (R) = {f B (R) : f , R de sürekli}

fonksiyon s n ar n göz önüne alal m. Bu uzaylar

f = sup
|f (x)|
(x)

, x R

normu ile birer normlu uzayd r. Burada ’ya ag rl k fonksiyonu, B (R) ve C (R)

uzaylar na ise ag rl kl uzaylar denir. Ayr ca kf R olmak üzere

Ck (R) = f C (R) : lim
|x|

f (x)

(x)
= kf (2.2)

olarak tan mlanan fonksiyon uzay C (R) uzay n n bir alt uzay olur.

Teorem 2.5. (x) reel eksende sürekli, monoton artan bir fonksiyon olmak

üzere (x) = 1 + 2 (x) ag rl k fonksiyonu olsun. Bu durumda

(i) C (R) uzay ndan B (R) uzay na öyle bir {An} lineer pozitif operatörler dizisi

tan mlanabilir ki bu operatörler dizisi için

lim
n

An ( ;x) (x) = 0, = 0, 1, 2 (2.3)

şartlar saglanmas na ragmen öyle bir f C (R) fonksiyonu bulunabilir ki

lim
n

An (f ;x) f (x) 1

olur.

(ii) C (R) uzay ndan B (R) uzay na öyle bir {An} lineer pozitif operatörler dizisi

(2.3) koşullar n sagl yor ise her f Ck (R) için

lim
n

An (f ;x) f (x) = 0
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eşitligi saglan r.

Ayr ca, iki degi̧skenli fonksiyonlar için ag rl kl Korovkin teoremi de A. D. Gadjiev

[24] taraf ndan incelenmi̧stir.

2.5. Süreklilik Modülü ve K-Fonksiyoneli

Lineer pozitif operatörlerle yaklaş m teorisinde önemli çal şmalardan biri de

yaklaş m n h z n belirlemek ve bu yaklaş m n hatas için bir üst s n r bulmakt r.

Bunu yaparken süreklilik modülü ve K-fonksiyoneli kullanmak en yayg n metod-

lardan birisidir. Aşag daki tan m ve teoremler [25] ve [26] numaral kaynaklarda

bulunabilir.

Tan m 2.4.f , [a, b] de sürekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her > 0 say s

için

(f, ) = sup
x,y [a,b]
|x y|<

|f (x) f (y)|

ile tan mlanan fonksiyonuna, f fonksiyonunun süreklilik modülü denir.

Lemma 2.1.f , [a, b] R’de sürekli reel degerli fonksiyonu için aşag daki sonuçlar

dogrudur:

(a) (f, ) fonksiyonu ya göre artand r.

(b) lim 0 (f, ) = 0.

(c) > 0 reel say s için

(f, ) (1 + ) (f, )

d r.

Ayr ca yüksek mertebeden süreklilik modülü ve K-fonksiyoneli aşag daki gibi

tan mlan r:

Tan m 2.5. f , [a, b] de sürekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her > 0
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say s için

2 (f, ) = sup
0<h

sup
x,x+2h [a,b]

|f (x+ 2h) 2f (x+ h) + f (x)|

ile tan mlanan 2 fonksiyonuna f fonksiyonunun ikinci mertebeden süreklilik

modülü denir.

Tan m 2.6. W 2 = {g C [a, b] : g , g C [a, b]} ve · , C [a, b] üzerinde mak-

simum normu göstermek üzere K-fonksiyoneli

K2 (f, ) = inf f g + g : g W 2 ( > 0) ,

eşitligi ile tan mlan r.

Lemma 2.2. K2 (f, ) ve 2 (f, ) için

K2 (f, ) C 2 f, (2.4)

olacak şekilde C > 0 vard r.

Tan m 2.6. f C [0, 1] ve (x) = x (1 x), x [0, 1] olmak üzere

2 f, = sup
0<h

sup
x±h (x) [0,1]

|f (x+ h (x)) 2f (x) + f (x h (x))|

ifadesine ikinci mertebeden Ditzian-Totik düzgünlük modülü denir.

Uyar 2.1. 2 (·, ·) fonksiyonunun tan m nda (x) = 1 olarak seçilirse Tan m

2.5 ile verilen 2 (·, ·) fonksiyonu elde edilir.

Tan m 2.8. ACloc [0, 1], [0, 1] aral g n n her alt aral g nda mutlak sürekli fonksiyon-

lar uzay ve

W 2 ( ) = g C [0, 1] : g ACloc [0, 1] ,
2g C [0, 1]

olmak üzere, 2 (·, ·) fonksiyonuna kaŗs l k gelen K-fonksiyoneli

K̄2, (f, ) = inf f g + 2g + 2 g : g W 2 ( ) ( > 0)
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eşitligi ile tan mlan r.

Lemma 2.3. K̄2, (f, ) ve 2 f, için

K̄2, (f, ) C 2 f,

olacak şekilde C > 0 vard r.

Tan m 2.9. fonksiyonu [0, 1] üzerinde bir ag rl k fonksiyonu olmak üzere

(f, ) = sup
0<h

sup
x±h (x) [0,1]

|f (x+ h (x)) f (x)|

ifadesine birinci mertebeden Ditzian-Totik modülü denir.

2.6. Hipergeometrik Fonksiyonlar

Lineer pozitif operatörlerin Korovkin tipli yaklaş mlar n incelerken Korovkin

test fonksiyonlar n n yüksek mertebeden operatörler alt nda hesaplanmas na ihtiyaç

duyulmaktad r. Operatörlerin yap s degi̧stikçe bu test fonskiyonlar n n operatör-

ler alt ndaki görüntüleri uzun ve karmaş k bir yap ya bürünmektedir. Bu durum-

larda aşag da tan m n ve özelliklerini verecegimiz hipergeometrik fonksiyonlar

kullan şl bir metod sunmaktad r. Aşag daki tan mlar ve lemmalar [27] numaral

kaynakta bulunabilir.

Tan m 2.10. (x) ile gösterilen ve

(x) =

0

tx 1e tdt

genelleştirilmi̧s integralle ifade edilen fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

Tan m 2.11. B (x, y) ile gösterilen ve

B (x, y) =

1

0

tx 1 (1 t)y 1 dt (2.5)
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şeklinde ifade edilen fonksiyona Beta fonksiyonu denir.

Lemma 2.4. Gamma ve Beta fonksiyonlar aras nda

B (x, y) =
(x) (y)

(x+ y)

eşitligi mevcuttur.

Tan m 2.12. reel ya da kompleks bir say , n s f r ya da pozitif bir tamsay

olmak üzere

( )n = ( + 1) ( + 2) ... ( + n 1) (2.6)

ifadesine say s n n Pochhammer gösterilimi denir.

Lemma 2.5. (·), Gamma fonksiyonunu göstermek üzere, Pochhammer sem-

bolü

( )n =
( + n)

( )
,

( )n+1 = ( + 1)n

özelliklerine sahiptir.

Lemma 2.6. |x| < 1 için

(1 x) =
n=0

( )n
n!
xn (2.7)

dir.

Tan m 2.13. , ve reel ya da kompleks sabitler olmak üzere

1 +
x

1
+

( + 1) ( + 1)

( + 1)

x2

2!
+ ... (2.8)

olarak ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik serisi veya hipergeometrik seri

denir.

(2.8) ifadesi 1+x+x2+ ... geometrik serisinin bir genelleştirilmesi oldugundan bu

ad al r. (2.8) ifadesine göre degeri s f r ya da negatif bir tamsay olmamal d r.
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(2.8) hipergeometrik serisi |x| < 1 için yak nsak, |x| > 1 için raksakt r. |x| = 1

oldugu zaman > + ise seri mutlak yak nsakt r. x = 1 iken > + 1

oldugunda seri yak nsakt r.

(2.6) gösterimi dikkate al narak (2.8) hipergeometrik serisi

2F1( , ; ;x) =
n=0

( )n ( )n
( )n

xn

n!
(2.9)

şeklindede ifade edilebilir. (2.9)’de görülen F ’nin alt ndaki 2 ve 1 alt indisleri

F ’nin yap s nda biri ve , digeri olmak üzere iki tip parametre bulundugunu

ifade eder. (2.9)’un genelleştirilmi̧s ifadesi

pFq( 1, · · · , p; 1, · · · , q;x) =
n=0

( 1)n ( 2)n · · · ( p)n
( 1)n ( 2)n · · · q n

xn

n!

dir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden 2F1 gösterimi yerine F gösterimi de

kullan l r. Yani

2F1( , ; ;x) = F ( , ; ;x)

olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu veya hipergeometrik fonksiyon

olarak bilinir.

Lemma 2.7. 2F1( , ; ;x) fonksiyonu

2F1( , ; ;x) =
1

B( , )

1

0

u 1(1 u) 1(1 ux) du

şeklinde bir integral gösterimine sahiptir.

Lemma 2.8. Re( ) > 0 için

2F1( , ; ; 1) =
( ) ( )

( ) ( )
=
B( , )

B( , )

d r.

Lemma 2.9. |x| < 1
2
için

2F1( , ; ;x) = (1 x)2 F1( , ; ;
x

x 1
) (2.10)

dir.
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2.7. Bölünmüş Farklar, Ileri Fark Operatörü Ve Konvekslik

Bu bölümde verilen tan m, teorem ve lemmalar, kaynak [28]’de bulunabilir.

Tan m 2.14. n 1 olmak üzere x0, x1, ..., xn ler f fonksiyonunun tan m kümesinde

şeklinde n+ 1 tane nokta olsun. Bu durumda

f [x] = f(x0)

f [x0, x1, ..., xn] =
f [x1, ..., xn] f [x0, x1, ..., xn 1]

xn x0
(2.11)

ifadesine fonksiyonun verilen noktalara göre bölünmüş fark denir.

Teorem 2.6. x0, x1, ..., xn [a, b] ve bu aral k üzerinde f ve f ’nin n. türevi

sürekli , n+ 1-inci türevi ise (a, b)’ de mevcut olsun. Bu durumda

f [x0, ..., xn] =
f (n)( x)

n!

olacak şekilde en az bir x (a, b) noktas vard r.

Tan m 2.15. n N ve h > 0

0
hf (x) = f (x)

hf (x) = 1
hf (x) = f (x+ h) f (x)

n
hf (x) = h

n 1
h f (x)

şeklinde tan mlanan operatörüne ileri fark operatörü denir.

Lemma 2.10. , Tan m 2.15 deki gibi verilen ileri fark operatörü olmak üzere

kf (xj) =
k

s=0

( 1)k s k

s
f (xj+s) (2.12)

eşitligi geçerlidir.

Lemma 2.11. i, k 0 için xj = j olmak üzere

f [xj, xj+1, ..., xj+k] =
1

k!
kf (xj)
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eşitligi saglan r.

Sonuç 2.1. Teorem 2.6 ve Lemma 2.11 göz önüne al n rsa, k,r
k
n
, k+r
n

olmak

üzere

r
1/nf

k

n
=

1

n

r

f (r)( k,r) (2.13)

bulunur.

2008 y l nda D. Cardenes-Morales ve F. J. Munoz-Delgado [29],

S = (x, y) R2 : x, y 0, x+ y 1

üçgensel küme olmak üzere, f C (S), (x, y) S ve h R+ için

(1,0)
h f(x, y) = f(x+ h, y) f(x, y),

(0,1)
h f(x, y) = f(x, y + h) f(x, y),

(1,1)
h f(x, y) = f(x+ h, y + h) + f(x, y)

f(x+ h, y) f(x, y + h),

(2,0)
h f(x, y) = f(x+ 2h, y) 2f(x+ h, y) + f(x, y),

(0,2)
h f(x, y) = f(x, y + 2h) 2f(x, y + h) + f(x, y)

şeklindeki ileri fark operatörlerini tan mlam şlard r.

Tan mlanan bu ileri fark operatörü yard m yla iki degi̧skenli fonksiyonlar için kon-

vekslik tan m aşag daki gibi verilmektedir:

Tan m 2.16. i, j N, 0 < i + j 2 olmak üzere, eger h R+ için (i,j)
h f 0

ise, f(x, y) fonksiyonuna (i, j) dereceden konvekstir denir.

Uyar 2.2. Eger f C(i,j)(S) ve her (x, y) S için

i+jf

xi yj
(x, y) 0

ise bu durumda f(x, y) fonksiyonu (i, j) dereceden konvekstir.
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2.8. Lipschitz Şart

Tan m 2.17. a, b R olmak üzere [a, b] aral g nda bir f fonksiyonu verilsin. Her

x, t [a, b] , M > 0 ve 0 < 1 için

|f (t) f (x)| M |t x|

eşitsizligini saglayan f fonksiyonlar n n s n f n LipM ile gösterelim.

Lemma 2.12. f , [a, b] s n rl aral g nda tan ml bir fonksiyon ve 0 < 1,

M > 0 olsun.

(a) f LipM ise f süreklidir.

(b) f türevlenebilir ve f (x) M ise f LipM1 d r.

(c) f LipM (f ; ) M .

(d) < ise Lip Lip olup bu ifadeler M ’ den bag ms zd r.

2.9. Bernstein Polinomlar ve Baz Genelleştirmeleri

Bu bölümde Bernstein polinomlar ve baz genelleştirmelerinin tan mlar n

verecegiz. Ilk olarak 1912 y l nda Sergej N. Bernstein [4] taraf ndan tan mlanan

Bernstein polinomlar n verelim.

Tan m 2.18. (Bernstein Polinomlar ) f , [0, 1] üzerinde tan ml ve sürekli fonksi-

yonlar olmak üzere

Bn (f ;x) =
n

k=0

f
k

n

n

k
xk (1 x)n k (2.14)

olarak tan mlanan polinomlara f fonksiyonuna kaŗs gelen Bernstein polinomlar

dizisi denir.

Sabit bir b pozitif reel say s için f fonksiyonu [0, b] aral g nda tan ml olsun. Bu

aral k üzerinde Bernstein polinomlar n tan mlamak için, 0 y 1 olmak üzere

y = x/b dönüşümü yap lmal d r. [0, 1] aral g nda tan ml Bernstein polinomlar n n

yaklaş m özellikleri ile [0, b] aral g nda tan ml Bernstein polinomlar n n yaklaş m
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özellikleri teorik aç dan benzer olmakla beraber, her iki operatörde kompakt a-

ral klar üzerinde bir yaklaş m metodu oluşturmaktad r. Ancak, (bn) pozitif reel

say lar n n için bn özelligindeki bir dizisi olmak üzere, b = bn olarak

seçilirse yaklaş m fonksiyonu f , 0 x < de tan ml olarak kabul edilebilir. An-

cak, yaklaş m fonksiyonunun iki ard ş k kbn/n noktas aras ndaki fark n için

s f ra gitmelidir. Ayr ca f (t) = t2 fonksiyonunun b = bn seçimi alt nda Bernstein

operatörleri alt ndaki görüntüsü

1
1

n
x2 +

bnx

n

olup, Korovkin teoremi geregi bn/n 0 olmal d r. Yukar daki gereklilikler

ş g nda I. Chlodowsky [7] 1937 y l nda aşag daki polinomlar tan mlam şt r:

Tan m 2.19.(Bernstein-Chlodowsky Polinomlar ) (bn) pozitif reel say lar n

lim
n

bn = ve lim
n

(bn/n) = 0 (2.15)

şart n saglayan bir dizisi olmak üzere, [0, ) üzerinde tan ml ve her [0, bn]

[0, ) alt aral g üzerinde s n rl f fonksiyonlar için,

Cn (f ;x) =
n

k=0

f
k

n
bn

n

k

x

bn

k

1
x

bn

n k

, 0 x bn (2.16)

olarak tan mlanan polinomlar dizisine Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisi

denir.

1995 y l nda ise E. A. Gadjieva ve E. Ibikli [30] Bernstein-Chlodowsky polinom-

lar n n bir genelleştirmesi olarak aşag daki operatörler dizisini tan mlam şlard r.

Tan m 2.20.(Genelleştirilmi̧s Bernstein-Chlodowsky Operatörleri) 0, > 0

ve + = 1 olmak üzere, [0, ) üzerinde tan ml ve her [0, bn] [0, ) alt aral g

üzerinde s n rl f fonksiyonlar için

Cn (f ;x) =

n

k=0

f x+
k

n
bn

n

k

x

bn

k

1
x

bn

n k

, 0 x bn

olarak tan mlanan polinomlar dizisine genelleştirilmi̧s Bernstein-Chlodowsky poli-

nomlar dizisi denir.
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Tan m 2.21.(Bernstein-Stancu Polinomlar ) ve , 0 şart n saglayan

reel say lar olmak üzere, [0, 1] aral g üzerinde sürekli f fonksiyonlar için

Bn (f ;x) =
n

k=0

f
k +

n+

n

k
xk (1 x)n k , 0 x 1 (2.17)

olarak tan mlanan polinomlara Bernstein-Stancu polinomlar dizisi denir.

Bernstein operatörleri ile süreksiz fonksiyonlara yaklaş m uygun olmad g ndan,

integrallenebilen fonksiyonlar uzay nda J. L. Durrmeyer [9] taraf ndan aşag daki

toplamsal integral tipli operatörler tan mlanm şt r.

Tan m 2.22.(Bernstein-Durrmeyer Polinomlar ) f L1 [0, 1] ve x [0, 1] ol-

mak üzere

Dn (f ;x) =

n

k=0

n

k
xk (1 x)n k

1

0

n

k
tk (1 t)n k f (t) dt

olarak tan mlanan polinomlara Bernstein-Durrmeyer polinomlar denir.

A. D. Gadjiev ve A. M. Ghorbanalizadeh [13] taraf ndan 2010 y l nda Bernstein

polinomlar n n aşag daki tek ve iki degi̧skenli genelleştirmeleri tan mlanm şt r.

Tan m 2.23.(Gadjiev tipli Bernstein-Stancu Polinomlar ) k, k, k = 1, 2 için

pozitif ve 0 2 1 2 1 eşitsizligini saglamak üzere [0, 1] aral g nda

sürekli fonksiyonlara yaklaş m için 2

n+ 2
x n+ 2

n+ 2
hareketli aral klar üzerinde

Sn, , (f ;x) =
n+ 2

n

n n

r=0

f
r + 1

n+ 1

n

r
x

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x
n r

,

(2.18)

olarak tan mlanan polinomlara Gadjiev tipli Bernstein-Stancu polinomlar denir.

Tan m 2.24.(Iki Degi̧skenli Gadjiev tipli Bernstein-Stancu Polinomlar )

= (x, y) R2 : x+ y (n+ 2 ) / (n+ ) , x, y / (n+ )
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hareketli üçgensel bölgeleri üzerinde sürekli fonksiyonlara yaklaş m için

pk,ln, , (x, y) =
n+

n

n
n

k

n k

l
x

n+

k

× y
n+

l
n+ 2

n+
x y

n k l

olmak üzere iki degi̧skenli Gadjiev tipli Bernstein-Stancu Polinomlar

S , k, , k
n (f ;x, y) =

n

k=0

n k

l=0

f
k + 1

n+ 1

,
l + 2

n+ 2

pk,ln, , (x, y)

olarak tan mlan r.
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3. BERNSTEIN-CHLODOWSKY-GADJIEV OPERATÖRLERI

Tezimizin bu k sm nda Sn, , (f ; .) operatörlerinin Chlodowsky tipli genelleş-

tirmesini tan ml yoruz. k, k, (k = 1, 2, 3) pozitif say lar

0 2 1 2 1, 3 + 3 = 1

şartlar n saglamak üzere, f fonksiyonlar [0, ) üzerinde tan ml ve her

2

n+ 2

bn,
n+ 2

n+ 2

bn [0, )

hareketli alt aral g üzerinde s n rl olsun.

p 2, 2
n,r (x) =

n+ 2

n

n
n

r

x

bn

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r

olmak üzere, Gadjiev tipli Bernstein-Stancu polinomlar n n Chlodowsky tipli

genelleştirmesini

Tn, , (f ;x) =

n

r=0

f 3x+ 3

r + 1

n+ 1

bn p 2, 2
n,r (x) , (3.1)

olarak tan mlayabiliriz. Bu operatörleri Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatör-

leri olarak isimlendirecegiz. Tan mlad g m z bu yeni operatörler dizisi lineer ve

pozitiftir. Ayr ca;

(1) 1 = 2 = 3 = 1 = 2 = 0 ve bn = 1 seçilirse, (2.14) ile verilen Bernstein

polinomlar n ,

(2) 1 = 2 = 3 = 1 = 2 = 0 seçilirse, (2.16) ile verilen Bernstein-Chlodowsky

polinomlar n ,

(3) 2 = 3 = 2 = 0 ve bn = 1 seçilirse, (2.17) ile verilen Bernstein-Stancu

polinomlar n ,

(4) 3 = 0 ve bn = 1 seçilirse, (2.18) ile verilen Gadjiev tipli Bernstein-Stancu

polinomlar n

elde ederiz. Operatörümüzün tan m na dikkat edilirse, yeni tan mlanan opera-

törlerin genelde polinom olmad g görülmektedir. Örnegin; 3 = 0 ve f(x) =
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sin (x2) olarak seçilirse, Tn, , (f ;x) polinom tipli degildir. Ancak polinomlar

polinomlara dönüştürmektedir.

3.1. Tn, , Operatörlerinin Ag rl kl Yaklaş m Özellikleri

Tn, , operatörlerinin yaklaş m özelliklerini çal ş rken (2.1) ve (2.2) ile verilen

ag rl kl uzaylar özel olarak (x) = x alacag z. Yani,

C[0, ) = {f : f, [0, ) üzerinde sürekli} .

Mf , f ’ e bagl pozitif sabit olmak üzere,

B2[0, ) = f : f, [0, ) üzerinde tan ml ve |f (x)| Mf 1 + x2 ,

C2[0, ) = B2[0, ) C[0, )

ve

C2 [0, ) = f C2[0, ) : lim
x

|f (x)|
1 + x2

= Kf <

şeklinde tan mlanan fonksiyon uzaylar n gözönüne alacag z. Bu uzaylar üzerin-

deki norm ise

f 2 = sup
x 0

|f (x)|
1 + x2

olarak tan mlan r. Aşag da yeni tan mlanan operatörlerimizin (x) = 1+x2 ag r-

l k fonksiyonuna göre yaklaş m n verelim:

Teorem 3.1. f C2 [0, ) olmak üzere,

lim
n

sup
2

n+ 2
bn x

n+ 2
n+ 2

bn

|Tn, , (f ;x) f (x)|
1 + x2

= 0

d r.

Ispat. I̧slemlerimizde kolayl k saglamas aç s ndan

Tn, , (f ;x) =
n

r=0

f
r

n
p 2, 2
n,r (x) , (3.2)
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yard mc operatörünü kullanacag z. Tn, , (f ; .) operatörünün tan m n ve Tn, , (f ; .)

operatörünü göz önüne al rsak

Tn, , (1;x)

= Tn, , (1;x)

=
n

r=0

p 2, 2
n,r (x)

=
n+ 2

n

n
x

bn

2

n+ 2

+
n+ 2

n+ 2

x

bn

n

= 1, (3.3)

elde edilir. Dolay s yla;

lim
n

sup
2

n+ 2
bn x

n+ 2
n+ 2

bn

|Tn, , (1;x) 1|
1 + x2

= 0 (3.4)

eşitligi saglan r. Ayr ca (3.2) eşitligi kullan l rsa

Tn, , (t;x)

=
n+ 2

n

n n

r=0

r

n

n

r

x

bn

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r

=
n+ 2

n

n n 1

r=0

n 1

r

x

bn

2

n+ 2

r+1
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r 1

=
n+ 2

n

n
n

n+ 2

n 1
x

bn

2

n+ 2

=
n+ 2

n

x

bn

2

n+ 2

(3.5)

elde edilir. Benzer şekilde

Tn, , t2;x

=
n+ 2

n

n n

r=0

r2

n2
n

r

x

bn

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r

=
n+ 2

n

n n

r=2

r (r 1)

n2
n

r

x

bn

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r

+
n+ 2

n

n n

r=1

r

n2
n

r

x

bn

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r
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=
n+ 2

n

n
n 1

n

n 2

r=0

n 2

r

x

bn

2

n+ 2

r+2
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r 2

+
n+ 2

n

n
1

n

n 1

r=0

n 1

r

x

bn

2

n+ 2

r+1
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r 2

=
(n 1)

n

n+ 2

n

2
x

bn

2

n+ 2

2

+
n+ 2

n

1

n

x

bn

2

n+ 2

, (3.6)

elde edilir. Operatörün ve yard mc operatörün tan m ndan,

Tn, , (t;x)

=
n

r=0

3x+ 3

r + 1

n+ 1

bn p 2, 2
n,r (x)

= 3x
n+ 2

n

n n

r=0

n

r

x

bn

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r

+
n+ 2

n

n
n 3

n+ 1

bn

n

r=0

r

n

n

r

x

bn

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r

+
n+ 2

n

n
3 1

n+ 1

bn

n

r=0

n

r

x

bn

2

n+ 2

r
n+ 2

n+ 2

x

bn

n r

= 3xTn, , (1;x) +
n 3

n+ 1

bnTn, , (t;x) + Tn, , (1;x)
3 1

n+ 1

bn,

bulunur. (3.3) ve (3.5) eşitlikleri gözönüne al n rsa,

Tn, , (t;x) = 3x+
n+ 2

n+ 1
3x+

1 2

n+ 1
3bn

elde edilir. Böylece

lim
n

sup
2

n+ 2
bn x

n+ 2
n+ 2

bn

|Tn, , (t;x) x|
1 + x2

lim
n

3 +
n+ 2

n+ 1
3 1 +

1 2

n+ 1
3bn

= 3 + 3 1 = 0 (3.7)
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bulunur. Benzer olarak,

Tn, , t2;x

=
n

r=0

3x+ 3

r + 1

n+ 1

bn

2

p 2, 2
n,r (x)

= ( 3x)
2

n

r=0

p 2, 2
n,r (x)

+
n

r=0

2x 3 3

r + 1

n+ 1

bn p 2, 2
n,r (x)

+

n

r=0

3

r + 1

n+ 1

bn

2

p 2, 2
n,r (x)

bulunur ve yard mc operatör kullan l rsa

Tn, , t2;x

= ( 3x)
2 Tn, , (1;x) + 2x 3 3

n

n+ 1

bn Tn, , (t;x)

+ 2x 3 3
1

n+ 1

bn Tn, , (1;x)

+
n 3

n+ 1

bn

2

Tn, , t2;x

+
2 2

3 1n

(n+ 1)
2 b
2
n Tn, , (t;x)

+ 3 1

n+ 1

bn

2

Tn, , (1;x)

elde edilir. (3.3), (3.5), ve (3.6) eşitlikleri kullan l rsa

Tn, , t2;x

= ( 3x)
2 + 2x 3 3

1

n+ 1

bn +
3 1

n+ 1

bn

2

+ 3

n+ 2

n+ 1

x
2

n+ 2

bn

× 2x 3 +
2 3 1bn
n+ 1

+ 3 (n 1) (n+ 2)

n (n+ 1)
x

2bn
n+ 2

+ 3bn
n+ 1

(3.8)
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bulunur. Buradan da

lim
n

sup
2

n+ 2
bn x

n+ 2
n+ 2

bn

|Tn, , (t2;x) x2|
1 + x2

= lim
n

sup
2

n+ 2
bn x

n+ 2
n+ 2

bn

x2

1 + x2
2
3 +

3 (n+ 2)

n+ 1

2 3 +
3 (n 1) (n+ 2)

n (n+ 1)
1

+
x

1 + x2
2 3 3 1

n+ 1

bn +
3 (n+ 2)

n+ 1

2 3 1

n+ 1

bn
3 (n 1) 2bn
n (n+ 1)

+ 3bn
n+ 1

3 2bn
n+ 1

2 3 +
3 (n 1) (n+ 2)

n (n+ 1)
+

1

1 + x2
3 1

n+ 1

bn

2

3
2bn

n+ 1

2 3 1

n+ 1

bn
3

n+ 1

bn
n 1

n
2 1

2
3 + 2 3 3 +

2
3 1 = 0. (3.9)

eşitsizligi elde edilir ki bu da

lim
n

sup
2

n+ 2
bn x

n+ 2
n+ 2

bn

|Tn, , (t2;x) x2|
1 + x2

= 0

oldugu anlam na gelir. Diger taraftan

Tn (f ;x) :=

f (x) , 0 x 2

n+ 1
bn

Tn, , (f ;x) , 2

n+ 2
bn x n+ 2

n+ 2
bn

f (x) , n+ 2

n+ 2
bn x <

(3.10)

operatörünü kullan rsak,

lim
n

Tn (f) f 2 = lim
n

sup
2

n+ 2
bn x

n+ 2
n+ 2

bn

|Tn, , (f ;x) f (x)|
1 + x2

. (3.11)

eşitligini elde ederiz. (3.4), (3.7) ve (3.9) kullan l rsa,

lim
n

Tn (t ; ) x 2 = 0, = 0, 1, 2

eşitligi elde edilir. Teorem 2.5 (ii) ifadesine göre f C2 [0, ) için

lim
n

Tn (f) f 2 = 0

elde edilir.

Teorem 3.2 f C2 [0, ) olmak üzere,

lim
n

1

bn
sup

2
n+ 2

bn x
n+ 2
n+ 2

bn

|Tn, , (f ;x) f (x)|
1 + x2

= 0
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dir.

Ispat. f C2 [0, ) oldugundan limx
|f(x)|
1+x2

= Kf dir. Dolay s yla limx
|f(x)|
1+x2

=

0 özelligindeki fonksiyonlar için ispat vermek yeterlidir. Örnegin,

(x) = f (x) Kf 1 + x2

olsun. Bu durumda yeterince büyük bir x0 > 0 için x > x0 oldugunda
|f(x)|
1+x2

<

olacak şekilde > 0 say s vard r. (3.10) ile verilen operatör kullan l rsa,

1

bn
sup

0 x<

|Tn (f ;x) f (x)|
1 + x2

1

bn
sup

0 x x0

|Tn (f ;x) f (x)|
1 + x2

+
1

bn
sup
x>x0

|Tn (f ;x) f (x)|
1 + x2

1

bn
Tn (f) f C[0, x0]

+
1

bn
f 2 sup

x>x0

Tn (1 + t
2;x)

1 + x2

+
1

bn
sup
x>x0

|f (x)|
1 + x2

eşitsizligi elde edilir. Korovkin teoreminden eşitsizligin sag taraf ndaki ilk terim

n için s f ra gider. Ayr ca, x > x0 oldugunda
|f(x)|
1+x2

< oldugundan son

terimde n için s f ra gider. Ikinci terim için ise (3.8) eşitliginden

1

bn
sup
x>x0

Tn (1 + t
2;x)

1 + x2

2
3 + 2 3 3

bn
+ 2

3 3

bn

1

n+ 1

bn

+
1

bn

3 1

n+ 1

bn

2

+
1

bn

2 2
3 1

n+ 1

bn +
1

bn

2
3 (n 1)

n

+
1

bn

2
3

n+ 1

bn

eşitsizligini elde ederiz. Eşitsizligin sag taraf n için s f ra gider. Dolay s yla

lim
n

1

bn
sup

0 x<

|Tn (f ;x) f (x)|
1 + x2

= lim
n

1

bn
sup

2
n+ 2

bn x
n+ 2
n+ 2

bn

|Tn, , (f ;x) f (x)|
1 + x2

= 0 (3.12)

elde edilir. Böylece teorem ispatlanm ş olur.
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3.2. Tn, , Operatörlerinin Türevinin Yak nsakl g

Bu bölümde çal şmalar m z 3 = 0 seçimi alt nda yapacag z ve bu seçim

alt nda (3.1) operatörlerini de Tn, , sembolü ile gösterecegiz. Ilk olarak Tn, ,
operatörünün k- nc türevini, f fonksiyonunun k- nc ileri farklar cinsinden vere-

lim.

Lemma 3.1. k 0 herhangi bir pozitif tamsay , h = bn+k/n+ k+ 1 ve
k
hf da

f fonksiyonunun k- nc ileri fark olmak üzere,

T (k)n+k, , (f ;x) =
(n+ k)!

n!

1

bn+k

k
n+ k + 2

n+ k

n+k n

r=0

k
hf

r + 1

n+ k + 1

bn+k

× n

r

x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n r

d r.

Ispat. Operatörün tan m n kullanarak,

Tn+k, , (f ;x) =
n+ k + 2

n+ k

n+k n+k

r=0

f
r + 1

n+ k + 1

bn+k
n+ k

r

× x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n+k r

yazabiliriz. Tn+k, , (f ;x) operatörünün k-kez türevini al rsak,

P (x) =
dk

dxk
x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n+k r

olmak üzere,

T (k)n+k, , (f ;x) =
n+ k + 2

n+ k

n+k n+k

r=0

f
r + 1

n+ k + 1

bn+k
n+ k

r
P (x)

olarak yazabiliriz. Diger taraftan

ds

dxs
x

bn+k
- 2

n+ k + 2

r

=

r!
(r s)!

1
bn+k

s
x

bn+k
- 2

n+k+ 2

r s

, r-s 0

0 , r-s < 0

29



ve

dk s

dxk s

n+ k + 2

n+ k + 2

-
x

bn+k

n+k r

=

(n+k r)!
(n+s r)!

-1
bn+k

k s
n+k+ 2

n+k+ 2
- x
bn+k

n+s r

, r-s n

0 , r-s > n

eşitlikleri ile P (x) için Leibnitz kural n kullan rsak,

P (x) =
1

bn+k

k k

s=0

( 1)k s k

s

r!

(r s)!

(n+ k r)!

(n+ s r)!

× x

bn+k

2

n+ k + 2

r s
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n+s r

eşitligi elde edilir. Ayr ca

n+ k

r

r!

(r s)!

(n+ k r)!

(n+ s r)!
=
(n+ k)!

n!

n

r s

eşitligi kullan l rsa, Tn+k, , (f ;x) operatörünün k- nc türevini

(n+ k)!

n!

1

bn+k

k
n+ k + 2

n+ k

n+k n

r=0

k

s
f

r + s+ 1

n+ k + 1

bn+k

×
k

s=0

( 1)k s n

r

x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n r

.

olarak yazabiliriz. (2.12) eşitligine göre h = bn+k/n+ k + 1 olarak seçilirse

k

s=0

( 1)k s k

s
f

r + s+ 1

n+ k + 1

bn+k = k
hf

r + 1

n+ k + 1

bn+k

yaz labilir. Buradan da

T (k)n+k, , (f ;x) =
(n+ k)!

n!

1

bn+k

k
n+ k + 2

n+ k

n+k n

r=0

k
hf

r + 1

n+ k + 1

bn+k

× n

r

x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n r

,

eşitligi elde edilir.

Şimdi Lipschitz uzay na ait fonksiyonlar için operatörlerimizin türevlerinin

yaklaş m fonksiyonunun türevine ag rl kl yaklaş m n veren teoremimizi verelim.
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Teorem 3.3. f fonksiyonu [0, ) üzerinde (k 1)-inci (k 1) mertebeden

sürekli türevlenebilir ve 0 < 1 olmak üzere k- nc türevi LipM s n f ndan

olsun. Bu durumda,

lim
n

sup
2

n+k+ 2
bn+k x

n+k+ 2
n+k+ 2

bn+k

T (k)n+k, , (f ;x) f (k) (x)

1 + x
= 0

d r.

Ispat. (2.13) eşitligine göre

(r + 1) bn+k/ (n+ k + 1) < r < (r + 1 + k) bn+k/ (n+ k + 1)

olmak üzere

k
hf

r + 1

n+ k + 1

bn+k = f (k) ( r)
(bn+k)

k

(n+ k + 1)
k

olacak şekilde r say s vard r. 0 < r < 1 için r =
r+ 1+ rk
n+k+ 1

bn+k olup, Lemma

3.1’ den,

T (k)n+k, , (f ;x) =
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

n+k n

r=0

f (k)
r + 1 + rk

n+ k + 1

bn+k

× n

r

x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n r

olarak yazabiliriz. Böylece,

T (k)n+k, , (f ;x) f (k) (x)

=
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

n+k n

r=0

f (k)
r + 1 + rk

n+ k + 1

bn+k f (k) (x)

× n

r

x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n r

+f (k) (x)
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

k

1 ,

31



d r. Hipotezimize göre f (k) LipM oldugundan,

T (k)n+k, , (f ;x) f (k) (x)

M
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

k

× n+ k + 2

n+ k

n n

r=0

r + 1 + rk

n+ k + 1

bn+k x
n

r

× x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n r

+ f (k) (x)
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

k

1 ,

yaz labilir. p = 2 , q = 2
2

olarak seçip Hölder eşitsizligi ve

f (k) (x) f (k) (0) +Mx Mf (1 + x )

eşitsizligini kullan rsak,

T (k)n+k, , (f ;x) f (k) (x)

M
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

k

× n+ k + 2

n+ k

n n

r=0

r + 1 + rk

n+ k + 1

bn+k x
2

× n

r

x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n r /2

+Mf (1 + x )
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

k

1 (3.13)

eşitsizligini elde ederiz. T̃n, , operatörü

T̃n, , (f ;x) =
n+ k + 2

n+ k

n n

r=0

f
r + 1 + k

n+ k + 1

bn+k

× n

r

x

bn+k

2

n+ k + 2

r
n+ k + 2

n+ k + 2

x

bn+k

n r

olarak tan mlan rsa (3.13) eşitsizligi

T (k)n+k, , (f ;x) f (k) (x)

M
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

k

T̃n, , (t x)2 ;x
/2

+Mf (1 + x )
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

k

1
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olarak yaz labilir. Diger taraftan, T̃n, , (t x)2 ;x hesaplan rsa,

n : =
n

n+ k

n+ k + 2

n+ k + 1

1
2

n
1

n+ k

2
n+ k + 2

n+ k + 1

,

n : =
bn+k

n+ k + 1

2n

n+ k
2 2 ( 1 + k)

2
n

n+ k

2
(n+ k + 2)

n+ k + 1
2 + 2 ( 1 + k + 1)

n

n+ k

(n+ k + 2)

n+ k + 1

,

n : =
bn+k

n+ k + 1

2
n

n+ k
2 ( 1 + k)

bn+k
n+ k + 1

2

+ 2 2
n

n+ k
,

olmak üzere,

T (k)n+k, , (f ;x) f (k) (x)

1 + x

M
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

k
1

1 + x
x2 n + x n + n

2

+Mf
(n+ k)!

n! (n+ k + 1)
k

n+ k + 2

n+ k

k

1 ,

elde edilir. x 2

n+k+ 2
bn+k,

n+k+ 2

n+k+ 2
bn+k üzerinden supremum al n p, n

için limit al n rsa,

lim
n

sup
2

n+ 2
bn+k x

n+ 2
n+ 2

bn+k

T (k)n+k, , (f ;x) f (k) (x)

1 + x
= 0,

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm ş olur.
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4. IKI DEGIŞKENLI BERNSTEIN-CHLODOWSKY-GADJIEV

OPERATÖRLERI

Bu bölümde, tüm kenarlar hareketli olan üçgensel bölgeler üzerinde, iki

degi̧skenli Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatörlerini tan mlayacag z. Operatö-

rümüzün tan m n vermeden, bu bölümde göz önüne alacag m z hareketli üçgensel

bölgeleri ve fonksiyon uzaylar n tan mlayal m. , , a pozitif say lar ve

şart saglanmak üzere

a = {(x, y) : x+ y a, x, y 0}

ile sabit kenarl üçgensel kümeyi,

n, ,
a = (x, y) : x+ y a, x, y

n+
bn

ile dik kenarlar hareketli olan üçgensel küme ve

ˆ ,
n = (x, y) : x+ y

n+ 2

n+
bn, x, y

n+
bn

ile tüm kenarlar hareketli olan üçgensel kümeleri gösterelim. Yukar da tan m-

lanan üçgensel kümelerin tan m na göre n, ,
a a ve n, ,

a
ˆ ,
n kap-

samalar n n oldugu görülür ve ˆ ,
n bölgesi n için R2+ = {(x, y) : x, y 0}

bölgesine geni̧slemektedir.

Ayr ca

(x, y) = 1 + x2 + y2, x, y R+

olmak üzere C (R2+), Mf sadece f ’e bagl bir sabit olmak üzere,

|f(x, y)| Mf (x, y)

eşitsizligini saglayan tüm sürekli fonksiyonlar n uzay olsun.

C0(R2+) ise f C (R2+) uzay n n alt uzay olup,

lim
x+y

f(x, y)

1 + x2 + y2
= 0
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şart n saglayan fonksiyonlar n uzay d r. Yukar da tan mlar verilen tüm fonksiyon

uzaylar , üzerinde tan ml olan

f = sup
(x,y) R2+

|f(x, y)|
1 + x2 + y2

(4.1)

normu ile birer normlu uzayd r.

Iki degi̧skenli f fonksiyonu için tüm kenarlar hareketli olan ˆ ,
n üçgensel bölgesi

üzerinde Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatörlerini, f C R2+ ve , , r, r

(r = 1, 2, 3),

0 1 1 ,

0 2 2 ve 3 + 3 = 1

şart n saglayan pozitif reel say lar ve

pk,ln, , (x, y) =
n+

n

n
n

k

n k

l

x

bn n+

k

× y

bn n+

l
n+ 2

n+

x+ y

bn

n k l

olmak üzere

C , r, , r
n (f ;x, y) =

n

k=0

n k

l=0

f 3x+ 3

k + 1

n+ 1

bn, 3y + 3

l + 2

n+ 2

bn pk,ln, , (x, y)

(4.2)

olarak tan mlayal m. (4.2) ile tan mlanan operatörler lineer ve pozitiftir. Ayr ca

r ve r’nin baz özel durumlar nda aşag daki operatörler elde edilir:

(1) Eger = 1 = 2 = 3 = 1 = 2 = = 0 ve bn = 1 seçersek, 1 üzerinde

klasik iki degi̧skenli olan ve (2.14) ile verilen Bernstein polinomlar elde edilir.

(2) Eger = 1 = 2 = 3 = 1 = 2 = = 0 seçersek, bn üzerinde klasik iki

degi̧skenli olan Bernstein-Chlodowsky [31] polinomlar elde edilir.

(3) Eger 3 = 0 ve bn = 1 seçersek, üzerinde iki degi̧skenli olan (1.2) ile verilen

Gadjiev tipli Bernstein-Stancu polinomlar elde edilir.

4.1. C
, r, , r

n Operatörlerinin Konveksligi

Bu bölümde iki degi̧skenli f fonksiyonunun ˆ ,
n hareketli üçgensel böl-

geleri üzerinde konveks olmas durumunda C , r, , r
n operatörlerinin de konveks
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oldugunu gösterecegiz.

Teorem 4.1. i, j N ve 0 < i + j 2 olmak üzere, f Ci+j( ˆ ,
n ) olsun.

Bu durumda aşag dakiler saglan r.

(i)Eger f(·, ·), (1, 0) (veya (0, 1)) mertebeden konveks ise, bu durumda

C
, r, , r

n (f ; ·, ·) operatörleri de (1, 0) (veya (0, 1)) mertebeden konvekstir.

(ii)Eger f(·, ·), (2, 0) (veya (0, 2)) mertebeden konveks ise, bu durumda

C
, r, , r

n (f ; ·, ·) operatörleri de (2, 0) (veya (0, 2)) mertebeden konvekstir.

(iii) Eger f(·, ·), (1, 1) mertebeden konveks ise, bu durumda

C
, r, , r

n (f ; ·, ·) operatörleri de (1, 1) mertebeden konvekstir.

Ispat. Ispat m za C , r, , r
n operatörünün k smi türevlerini alarak başlayacag z.

Hesaplamalar m za başlamadan önce

0 = 3x+ 3

k + 1

n+ 1

bn , 0 = 3y + 3

l + 2

n+ 2

bn

1 = 3x+ 3

k + 1 + 1

n+ 1

bn , 1 = 3y + 3

l + 1 + 2

n+ 2

bn

2 = 3x+ 3

k + 2 + 1

n+ 1

bn ve 2 = 3y + 3

l + 2 + 2

n+ 2

bn.

ve

k,l
n, , (x, y) =

n

bn

n+

n

n
n 1

k

n k 1

l

× x

bn n+

k
y

bn n+

l
n+ 2

n+

x+ y

bn

n k l 1

,

rk,ln, , (x, y) =
n(n 1)

b2n

n+

n

n
n 2

k

n k 2

l

× x

bn n+

k
y

bn n+

l
n+ 2

n+

x+ y

bn

n k l 2

notasyonlar n tan mlayal m. Bu notasyonlar ve temel hesaplamalar ile

C
, r, , r

n (f ;x, y)

x
= 3

n

k=0

n k

l=0

fx ( 0, 0) p
k,l
n, , (x, y)

+
n 1

k=0

n k 1

l=0

[f ( 1, 0) f ( 0, 0)]
k,l
n, , (x, y) , (4.3)
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C
, r, , r

n (f ;x, y)

y
= 3

n

k=0

n k

l=0

fy ( 0, 0) p
k,l
n, , (x, y)

+

n 1

k=0

n k 1

l=0

[f ( 0, 1) f ( 0, 0)]
k,l
n, , (x, y) , (4.4)

2C
, r, , r

n (f ;x, y)

x2
= 2

3

n

k=0

n k

l=0

fxx ( 0, 0) p
k,l
n, , (x, y)

+ 2 3

n 1

k=0

n k 1

l=0

[fx ( 1, 0) fx ( 0, 0)]
k,l
n, , (x, y)

+
n 2

k=0

n k 2

l=0

[f ( 2, 0) 2f ( 1, 0) + f ( 0, 0)] r
k,l
n, , (x, y) ,

(4.5)

2C
, r, , r

n (f ;x, y)

y2
= 2

3

n

k=0

n k

l=0

fyy ( 0, 0) p
k,l
n, , (x, y)

+ 2 3

n 1

k=0

n k 1

l=0

[fy ( 0, 1) fy ( 0, 0)]
k,l
n, , (x, y)

+
n 2

k=0

n k 2

l=0

[f ( 0, 2) 2f ( 0, 1) + f ( 0, 0)] r
k,l
n, , (x, y) ,

(4.6)

2C
, r, , r

n (f ;x, y)

x y
= 2

3

n

k=0

n k

l=0

fxy ( 0, 0) p
k,l
n, , (x, y)

+ 3

n 1

k=0

n k 1

l=0

[fx ( 0, 1) fx ( 0, 0)]
k,l
n, , (x, y)

+ 3

n 1

k=0

n k 1

l=0

[fy ( 1, 0) fy ( 0, 0)]
k,l
n, , (x, y)

+
n 2

k=0

n k 2

l=0

[f ( 1, 1) f ( 0, 1)

f ( 1, 0) + f ( 0, 0)] r
k,l
n, , (x, y) (4.7)

olduklar elde edilebilir. Aç kt r ki,

2 1 = 1 0 =
3bn

n+ 1

= h R+, 2 1 = 1 0 =
3bn

n+ 2

= h R+,
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2 0 =
2 3bn
n+ 1

= h1 R+ ve 2 0 =
2 3bn
n+ 2

= h1 R+.

i) ispat için, (4.3) (veya (4.4)) eşitliklerini gözönüne alal m. f(x, y) fonksiyonu

(1, 0) (veya (0, 1)) mertebeden konveks oldugu için,

f ( 1, 0) f ( 0, 0) 0 (veya f ( 0, 1) f ( 0, 0) 0)

d r. Diger taraftan f C(1,0)( ˆ ,
n ) (veya f C(0,1)( ˆ ,

n )) oldugundan

fx ( 0, 0) 0 (veya fy ( 0, 0) 0)

d r. Böylece C
, r, , r

n f
x

0 (veya C
, r, , r

n f
y

0) d r ki bu da C , r, , r
n (f ;x, y)

nin (1, 0) (veya (0, 1)) mertebeden konveksligi anlam na gelir ve

fy ( 1, 0) fy ( 0, 0) 0

d r. Böylece
2C

, r, , r
n (f ;x, y)

x y
0

d r ki bu da C , r, , r
n (f ;x, y) nin (1, 1) mertebeden konveks oldugu anlam na

gelir.

ii) ispat için, (4.5) (veya (4.6)) eşitliklerini gözönüne alal m. f(x, y), (2, 0) (veya

(0, 2)) mertebeden konveks oldugundan,

f ( 2, 0) 2f ( 1, 0)+f ( 0, 0) 0 (veya f ( 0, 2) 2f ( 0, 1)+f ( 0, 0) 0)

d r. f C(2,0)( ˆ ,
n ) (veya f C(0,2)( ˆ ,

n )) oldugundan

fxx ( 0, 0) 0 (veya fyy ( 0, 0) 0)

ve

fx ( 1, 0) fx ( 0, 0) 0 (veya fy ( 0, 1) fy ( 0, 0) 0)

d r. Böylece
2C

, r, , r
n f

x2
0 (veya

2C
, r, , r

n f

y2
0)

d r ki bu da C , r, , r
n (f ;x, y) nin (2, 0) (veya (0, 2)) mertebeden konveksligi an-

lam na gelir.

38



iii) ispat için, (4.7) eşitligini göz önüne alal m. f(x, y), (1, 1)mertebeden konveks

oldugundan,

f ( 1, 1) f ( 0, 1) f ( 1, 0) + f ( 0, 0) 0

d r. f C(1,1)( ˆ ,
n ) oldugundan,

fxy ( 0, 0) 0 ve fx ( 0, 1) fx ( 0, 0) 0

ve

fy ( 1, 0) fy ( 0, 0) 0

d r. Böylece
2C

, r, , r
n (f ;x, y)

x y
0

olur ve bu C , r, , r
n (f ;x, y) nin (1, 1) mertebeden konveks oldugunu gösterir.

Yukar daki teoremde 3 = 0 seçilirse, yaklaş m fonksiyonun türevlenebilme şart n na

ihtiyaç kalmay p, aşag daki sonuç verilebilir.

Sonuç 4.1. i, j N ve 0 < i + j 2 olmak üzere f C( ˆ ,
n ) olsun. Bu

durumda

1. Eger f(x, y), (1, 0) (veya (0, 1)) mertebeden konveks ise, C , r, , r
n (f ;x, y) ope-

ratörleri de (1, 0) (veya (0, 1)) metebeden konvekstir.

2. Eger f(x, y), (2, 0) (veya (0, 2)) mertebeden konveks ise, C , r, , r
n (f ;x, y)

operatörleri de (2, 0) (veya (0, 2)) metebeden konvekstir.

3. Eger f(x, y), (1, 1) mertebeden konveks ise, C , r, , r
n (f ;x, y) operatörleri de

(1, 1) metebeden konvekstir.

4.2. C
, r, , r

n Operatörlerinin Yak nsakl k Özellikleri

Lemma 4.1. f(t, ) C (R2+) olsun. Her n N ve (x, y) ˆ ,
n için, C , r, , r

n

operatörü aşag daki eşitlikleri saglar.

C , r, , r
n (1;x, y) = 1, (4.8)

C , r, , r
n (t;x, y) = 3x+

(n+ )

n+ 1
3x+

( 1 )

n+ 1
3bn, (4.9)

39



C , r, , r
n ( ;x, y) = 3y +

(n+ )

n+ 2
3y +

( 2 )

n+ 2
3bn, (4.10)

C , r, , r
n (t2;x, y)

= x2 2
3 + 2 3 3

(n+ )

n+ 1

+ 2
3

n+

n+ 1

2
n 1

n

+ x 2 3 3
bn( 1 )
n+ 1

2
32

(n+ )(n 1)bn
(n+ 1)

2n
+ 2

3
(n+ )
(n+ 1)

2 bn (1 + 2 1)

+
bn

n+ 1

2
2
3 ( 1)

2

n
+ 1 , (4.11)

C , r, , r
n ( 2;x, y)

= y2 2
3 + 2 3 3

(n+ )

n+ 2

+ 2
3

n+

n+ 2

2
n 1

n

+ y 2 3 3
bn( 2 )
n+ 2

2
32

(n+ )(n 1)bn
(n+ 2)

2n
+ 2

3
(n+ )
(n+ 2)

2 bn (1 + 2 2)

+
bn

n+ 2

2
2
3 ( 2)

2 (
n
+ 1) . (4.12)

Ayr ca C , r, , r
n operatörleri C (R2+) uzay ndan C (R2+) uzay na dönüşüm yapar.

Ispat. Ispat m z sadece C , r, , r
n (1;x, y), C , r, , r

n (t;x, y) ve C , r, , r
n (t2;x, y)

için yapacag z. Digerleri benzerdir. Ayr ca uygun notasyon ve k saltma aç s ndan

C ,
n (f(t, );x, y) =

n

k=0

n k

l=0

f
k

n
,
l

n
pk,ln, , (x, y) (4.13)

yard mc operatörlerini tan mlayal m. Binom aç l m ve (4.13) kullan l rsa

C ,
n (1;x, y) = C , r, , r

n (1;x, y) =
n

k=0

n k

l=0

pk,ln, , (x, y) = 1 (4.14)

elde edilir. Ayr ca

C ,
n (t;x, y)

=

n

k=0

n k

l=0

k

n
pk,ln, , (x, y)

=
n+

n

n n

k=1

n

k

k

n

x

bn n+

k

×
n k

l=0

n k

l

y

bn n+

l
n+ 2

n+

x+ y

bn

n k l
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=
n+

n

n
x

bn n+

n

k=1

(n 1)!

(n k)!(k 1)!

× x

bn n+

k 1
n+

n+

x

bn

n k

=
n+

n

n
x

bn n+

n 1

k=0

n 1

k

× x

bn n+

k
n+

n+

x

bn

n k 1

=
n+

n

n
x

bn n+

n

n+

n 1

=
n+

n

x

bn n+
(4.15)

yazabiliriz ve

C ,
n (t2;x, y)

=
n

k=1

n k

l=0

k2

n2
pk,ln, , (x, y)

=
n+

n

n n

k=1

n

k

k2

n2
x

bn n+

k

×
n k

l=0

n k

l

y

bn n+

l
n+ 2

n+

x+ y

bn

n k l

=
n+

n

n
n 1

n

x

bn n+

2

×
n

k=2

n 2

k 2

x

bn n+

k 2
n+

n+

x

bn

n k

+
n+

n

n
1

n

x

bn n+

×
n

k=1

n 1

k 1

x

bn n+

k 1
n+

n+

x

bn

n k

=
n+

n

n
n 1

n

x

bn n+

2
n

n+

n 2

+
n+

n

n
1

n

x

bn n+

n

n+

n 1

=
n 1

n

x

bn n+

2
n+

n

2

+
1

n

x

bn n+

n+

n
(4.16)
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eşitligi elde edilebilir. (4.2) ve (4.13)-(4.15) kullan l rsa

C , r, , r
n (t;x, y)

=
n

k=0

n k

l=0

3x+ 3

k + 1

n+ 1

bn pk,ln, , (x, y)

= 3xC
,

n (1;x, y) +
n 3

n+ 1

bnC
,

n (t;x, y)

+
1 3

n+ 1

bnC
,

n (1;x, y)

= 3x+
(n+ )

n+ 1
3x+

( 1 )

n+ 1
3bn,

eşitligi yaz labilir. Tekrar (4.2) ve (4.13)-(4.16) kullan rsak,

C , r, , r
n (t2;x, y)

=
n

k=0

n k

l=0

3x+ 3

k + 1

n+ 1

bn

2

pk,ln, , (x, y)

=

n

k=0

n k

l=0

2
3x
2pk,ln, , (x, y) +

n

k=0

n k

l=0

2 3 3x
k + 1

n+ 1

bnp
k,l
n, , (x, y)

+

n

k=0

n k

l=0

( 3

k + 1

n+ 1

bn)
2pk,ln, , (x, y)

= 2
3C

,
n (1;x, y) + 2 3 3x

n

n+ 1

bn C ,
n (t;x, y) +

1

n
C ,
n (1;x, y)

+ ( 3

n

n+ 1

bn)
2 C ,

n (t2;x, y) +
2 1

n
C ,
n (t;x, y) +

2
1

n2
C ,
n (1;x, y)

= 2
3x
2 + 2 3 3x

n

n+ 1

bn
n+

n

x

bn n+
+

1

n

+ ( 3

n

n+ 1

bn)
2 n 1

n

x

bn n+

2
n+

n

2

+
x

bn n+

n+

n2
+
2 1(n+ )

n2
x

bn n+
+

2
1

n2

= x2 2
3 + 2 3 3

n+

n+ 1

+ 2
3

n+

n+ 1

2
n 1

n

+ x 2 3 3
bn( 1 )

n+ 1

2
32

(n+ )(n 1)

(n+ 1)
2

bn
n
+ 2

3

(n+ ) (1 + 2 1)

(n+ 1)
2

bn

+
bn

n+ 1

2
2
3 ( 1)

2

n
+ 1 .

eşitligi yaz labililir.

Şimdi de C , r, , r
n operatörlerinin C (R2+) uzay ndan C (R2+) uzay na dönüşüm
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yapt g n gösterelim. Eger f C (R2+) ise bu durumda (4.1) eşitligine göre

f 3x+ 3

k + 1

n+ 1

bn, 3y + 3

l + 2

n+ 2

bn

f 1 + 3x+ 3

k + 1

n+ 1

bn

2

+ 3y + 3

l + 2

n+ 2

bn

2

yazabiliriz. Bu eşitsizligin her iki taraf na C , r, , r
n operatörleri uygulan p, opera-

törlerin lineerlik ve monotonluk özelliginden

C , r, , r
n (f ;x, y) f C , r, , r

n (1;x, y) + C , r, , r
n (t2;x, y) + C , r, , r

n ( 2;x, y)

eşitsizligi elde edilir. (4.8), (4.11) ve (4.12) eşitlikleri kullan l p, (bn/n) dizisinin

s n rl oldugu gözönüne al n rsa Mf sadece f ’e bagl bir sabit olmak üzere

C , r, , r
n (f ;x, y) Mf f 1 + x2 + y2

elde edilir ki bu eşitsizlik bize C , r, , r
n operatörlerinin C (R2+) uzay ndan C (R2+)

uzay na dönüşüm yapt g n gösterir.

Lemma 4.2. Herhangi a > 0 ve tüm f C(R2+) için

lim
n

max
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n (f ;x, y) f(x, y) = 0

eşitligi saglan r.

Ispat. (4.8), (4.9) ve (4.10) eşitlikleri kullan l rsa,

C , r, , r
n (1;x, y) 1 = 0,

max
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n (t;x, y) x

= a
n+

bn 3 +
n+

n+ 1
3 1 +

bn
n+ 1

3( 1 ),

max
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n ( ;x, y) y

= a
n+

bn 3 +
n+

n+ 2
3 1 +

bn
n+ 2

3( 2 ),
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eşitliklerini yazabiliriz. (4.11) ve (4.12)’den

max
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n (t2 + 2;x, y) (t2 + 2)

a2
n+

n+ 1

2

+
(n+ )2

(n+ 2)
2

2

+ a 2
bn 1

n+ 1

+
n+

(n+ 1)
2 bn (1 + 2 1) + 2

bn 2

n+ 2

+
n+

(n+ 2)
2
bn (1 + 2 2)

+
bn

n+ 1

2
2
1 +

bn
n+ 2

2
2
2,

elde edilir. Böylece, (2.15) kullan larak

lim
n

max
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n (1;x, y) 1 = 0,

lim
n

max
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n (t;x, y) x = 0,

lim
n

max
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n ( ;x, y) y = 0 (4.17)

elde edilir. Ayr ca 3 + 3 = 1 oldugu gözönüne al n rsa

lim
n

max
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n (t2 + 2;x, y) (x2 + y2) = 0 (4.18)

sonucunu elde ederiz.

Şimdi

Cn(f ;x, y) :=
C

, r, , r
n (f ;x, y) if (x, y) n, ,

a

f(x, y) if (x, y) a\ n, ,
a

eşitligi ile verilen operatörler dizisini gözönüne alal m. Bu durumda

Cnf f
a
= max

(x,y) n, ,
a

C , r, , r
n (f ;x, y) f(x, y) (4.19)

yaz labilir. (4.17) ve (4.18) kullan l rsa

lim
n

C , r, , r
n (1;x, y) 1

a
= 0,

lim
n

C , r, , r
n (t;x, y) x

a
= 0,

lim
n

C , r, , r
n ( ;x, y) y

a
= 0,

lim
n

C , r, , r
n (t2 + 2;x, y) (x2 + y2)

a
= 0
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elde edilir.

Teorem 2.3’ün tüm şartlar sagland g ndan, her f C ( a) için

lim
n

Cnf f
a
= 0

elde edilir.

Sonuç olarak (4.19)’dan

lim
n

max
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n (f ;x, y) f(x, y) = 0

elde edilir ve ispat tamamlan r.

Teorem 4.2. f C (R2+) olsun. Bu durumda herhangi > 0 için,

lim
n

sup
(x,y) ˆ ,

n

C
, r, , r

n (f ;x, y) f(x, y)

(1 + x2 + y2)1+
= 0

d r.

Ispat. Herhangi f C (R2+) ve herhangi > 0 için,

sup
(x,y) ˆ ,

n

C
, r, , r

n (f ;x, y) f(x, y)

(1 + x2 + y2)1+

sup
(x,y) n, ,

a

C , r, , r
n (f ;x, y) f(x, y)

+ sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

C
, r, , r

n (f ;x, y) f(x, y)

(1 + x2 + y2)1+

= In + In

yazabiliriz. Lemma 4.2’ ye göre n için In 0 d r.

Diger taraftan, her > 0 için öyle bir a > 0 vard r öyle ki, x+ y > a iken

1

(1 + x2 + y2)
< , (4.20)

d r.

Bu durumda In için

In sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

C
, r, , r

n (f ;x, y)

(1 + x2 + y2)1+
+ sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

|f(x, y)|
(1 + x2 + y2)1+

,
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eşitsizligini yazabiliriz. Lemma 4.1’ den, eger f C (R2+) ise, bu durumda

C
, r, , r

n (f) C (R2+) d r. Ve (4.20) eşitsizligini kullan rsak, Mf sadece f ’e

bagl pozitif bir sabit olmak üzere,

In Mf +Mf sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

1

(1 + x2 + y2)

Mf +Mf

elde edilir.

Teorem 4.3. f C0(R2+) olsun. Bu durumda

lim
n

sup
(x,y) ˆ ,

n

C
, r, , r

n (f ;x, y) f(x, y)

1 + x2 + y2
= 0

d r.

Ispat. C0(R2+) uzay n n tan m ndan,

lim
x+y

f(x, y)

1 + x2 + y2
= 0 (4.21)

d r. Böylece, (4.21)’e göre, > 0 için yeterince büyük a > 0 seçebiliriz öyleki,

x+ y > a ise

|f(x, y)| < (1 + x2 + y2) (4.22)

d r. Dolay s yla, verilen > 0 için,

f 3x+ 3

k + 1

n+ 1

bn, 3y + 3

l + 2

n+ 2

bn

< 1 + 3x+ 3

k + 1

n+ 1

bn

2

+ 3y + 3

l + 2

n+ 2

bn

2

(4.23)

d r. Ayr ca

sup
(x,y) ˆ ,

n

C
, r, , r

n (f ;x, y) f(x, y)

1 + x2 + y2

sup
(x,y) n, ,

a

C
, r, , r

n (f ;x, y) f(x, y)

1 + x2 + y2

+ sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

C
, r, , r

n (f ;x, y) f(x, y)

1 + x2 + y2

= In + In
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olup, Lemma 4.2 den n için In 0 oldugunu göstermek yeterlidir.

(4.22) ve (4.23)’den, C say s n’ den bag ms z bir sabit olmak üzere,

In sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

|f(x, y)|
1 + x2 + y2

+ sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

C
, r, , r

n (f ;x, y)

1 + x2 + y2

+ sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

C
, r, , r

n (f ;x, y)

1 + x2 + y2

+ sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

C
, r, , r

n (1;x, y) + C
, r, , r

n (t2;x, y) + C
, r, , r

n ( 2;x, y)

1 + x2 + y2

= 1 + sup
(x,y) ˆ ,

n \ n, ,
a

C
, r, , r

n (1;x, y) + C
, r, , r

n (t2;x, y) + C
, r, , r

n ( 2;x, y)

1 + x2 + y2

C

elde edilir ki bu da ispat tamamlar.

47



5. BERNSTEIN-DURRMEYER OPERATÖRLERI

Bu bölümde Sn, , operatörlerinden hareketle, integrallenebilen fonksiyon-

lar n yaklaş m özelliklerini incelememize imkan tan yan yeni tipten Bernstein-

Durrmeyer operatörlerini tan mlayacak ve hipergeometrik seriler yard m yla yeni

bir gösterimini elde edecegiz. Tan mlanan bu yeni operatörlerin lokal ve global

yaklaş m özelliklerini süreklilik modülü yard m yla hesaplayacak, Voronovskaya

tipli noktasal yak nsaklg n çal şacag z. Son olarak ise daha iyi yaklaş m sonuçlar

elde etmekte temel yöntemlerden biri olan King tipli genelleştirmeleri bu yeni ope-

ratörlerimiz için elde edip daha iyi yaklaş m sonuçlar n sunacag z.

[0, 1] aral g n n alt aral klar nda Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar için, Gad-

jiev-Ghorbanalizadeh tipli Bernstein-Stancu polinomlar n n, Stancu varyants z

Durrmeyer tipli genelleştirmelerini , pozitif, ve

p̄n,k (x) =
n

k
x

n+

k
n+

n+
x

n k

olmak üzere

D̄n, , (f ;x) = (n+ 1)
n+

n

2n+1 n

k=0

p̄n,k (x)

n+
n+

n+

p̄n,k (t) f (t) dt (5.1)

olarak tan ml yoruz. D̄n, , operatörler dizisi lineer ve n+
, n+
n+

aral klar üze-

rinde pozitiftir. Ayr ca hipergeometrik seriler kullan l rsa D̄n, , operatörlerini

aşag daki gibi ifade edebiliriz.

Lemma 5.1. 2F1 (·, ·; ·; ) fonksiyonu (2.9)’da tan mlanan hipergeometrik fonksiyon

olmak üzere

D̄n, , (f ;x) = (n+ 1)
n+

n

2n+1 n+
n+

n+

f(t)
n+

n+
x

n+

n+
t

n

×2F1 n, n; 1;
x

n+
t

n+

n+
n+

x n+
n+

t
dt

dir.

Ispat. (2.9) eşitliginde verilen hipergeometrik serinin tan m na göre

D̄n, , (f ;x) = (n+ 1)
n+

n

2n+1 n+
n+

n+

f(t)
n+

n+
x

n+

n+
t

n
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×
n

k=0

x
n+

t
n+

k
( n)k( n)k

(k!)2
n+

n+
x

n+

n+
t

k

dt

= (n+ 1)
n+

n

2n+1 n+
n+

n+

f(t)
n+

n+
x

n+

n+
t

n

×
n

k=0

x
n+

t
n+

k
( n)k( n)k
(1)kk!

n+

n+
x

n+

n+
t

k

dt

olarak yazabiliriz. Pochhammer sembolü (n)k için

(n)k = n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)....(n+ k 1).

oldugunu ve

n

k
=

n!

k!(n k)!
=
n(n 1)(n 2).....(n k + 1)

k!
=
( 1)k( n)k

k!

eşitligi kullan l rsa

D̄n, , (f ;x) = (n+ 1)
n+

n

2n+1 n+
n+

n+

f(t)
n+

n+
x

n+

n+
t

n

×2F1 n, n; 1;
x

n+
t

n+

n+
n+

x n+
n+

t
dt

elde edilir.

Operatörümüzün hipergeometrik seriler yard m yla olan bu gösterimini de kulla-

narak operatörümüzün momentlerini aşag daki gibi bulabiliriz.

Lemma 5.2. n > 0 ve r > 1 için

D̄n, , (t
r;x) =

r

i=0

r

i

ni r i

(n+ )r
(n+ 2) (i+ 1)

(n+ i+ 2)
2F1 n, i; 1;

(n+ )x

n
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dir.

Ispat. D̄n, , operatörünün tan m ndan

D̄n, , (t
r;x)

= (n+ 1)
n+

n

2n+1 n+
n+

n+

tr
n+

n+
x

n+

n+
t

n

×
n

k=0

x
n+

t
n+

k

×( n)k( n)k
(k!)2

n+

n+
x

n+

n+
t

k

dt

= (n+ 1)
n+

n

2n+1 n

k=0

x
n+

k
n+

n+
x

n k
( n)k( n)k

(k!)2

×
n+
n+

n+

r

i=0

r

i n+

r i

t
n+

k+i
n+

n+
t

n k

dt

elde edilir.

u =
n+

n
t

n+

dönüşümü yap l p, (2.5) ile verilen Beta fonksiyonunun tan m ndan

D̄n, , (t
r;x)

= (n+ 1)
n+

n

2n+1 n

k=0

x
n+

k
n+

n+
x

n k
( n)k( n)k

(k!)2

×
r

i=0

r

i n+

r i
n

n+

n+i+1 1

0

uk+i(1 u)n kdu

= (n+ 1)
n+

n

2n+1 n

k=0

x
n+

k
n+

n+
x

n k
( n)k( n)k

(k!)2

×
r

i=0

r

i n+

r i
n

n+

n+i+1

B(k + i+ 1, n k + 1)

= (n+ 1)
r

i=0

r

i n+

r i
n+

n

n i n

k=0

x
n+

k
n+

n+
x

n k

×( n)k( n)k
(k!)2

(k + i+ 1) (n k + 1)

(n+ i+ 2)

yazabiliriz. (i+k+1) = (i+1)(i+1)k ve k! = (1)k eşitlikleri kullan larak elde

edilen

( n)k (n k + 1) = [( n)( n+ 1)( n+ 2)......( n+ k 1)](n k)!

= ( 1)k[n(n 1)(n 2)....(n k + 1)](n k)! = ( 1)kn!,
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eşitligini kullan rsak

D̄n, , (t
r;x)

=
r

i=0

r

i n+

r i
n+

n

n i (n+ 1)! n+
n+

x
n

(i+ 1)

(n+ i+ 2)

×
k=0

( n)k(i+ 1)k
(1)kk!

x
n+

x n+
n+

k

=
r

i=0

r

i n+

r i
n+

n

n i (n+ 1)! n+
n+

x
n

(i+ 1)

(n+ i+ 2)

× 2F1 n, i+ 1; 1;
x

n+

x n+
n+

elde ederiz. Ayr ca (2.10) eşitligini kullan rsak

D̄n, , (t
r;x)

=
r

i=0

r

i n+

r i
n

n+

i

× (n+ 2) (i+ 1)

(n+ i+ 2)
2F1 n, i; 1;

(n+ )x

n

buluruz.

Sonuç 5.1. Lemma 5.2’ ye göre r = 0, 1, 2 için ilk üç momenti

D̄n, , (1;x) = 1, (5.2)

D̄n, , (t;x) =
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
, (5.3)

D̄n, , t2;x

= x
n+

2
n (n 1)

(n+ 2) (n+ 3)

+
n

n+
x

n+

4n

(n+ 2) (n+ 3)

+
n

n+

2
2

(n+ 2) (n+ 3)
+

2n

(n+ ) (n+ 2)
x

n+

+
2n

(n+ )2
1

(n+ 2)
+

n+

2

(5.4)

olarak buluruz.
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Lemma 5.3. f C [0, 1] ve . fonksiyonu [0, 1] üzerinde maksimum normu

olmak üzere D̄n, , f f d r.

Ispat. D̄n, , operatörlerinin tan m ndan ve (5.2) eşitliginden

D̄n, , (f ;x)

(n+ 1)
n+

n

2n+1 n

k=0

p̄n,k (x)

n+
n+

n+

p̄n,k (t) |f (t)| dt

f D̄n, , (1;x) = f

bulunur.

Lemma 5.4. n N olmak üzere 2 (x) ve 2
n (x) fonksiyonlar n aşag daki gibi

tan mlayal m.

2 (x) =
x

n+
n+
n+

x , x
n+

, n+
n+

0 , x 0,
n+

n+
n+

, 1
, (5.5)

2
n (x) =

2 (x) +
1

n+ 2
.

Bu durumda

D̄n, , (t x)2 ;x
2

n+ 2
2
n (x)

d r.

Ispat. (5.2)-(5.4) eşitlikleri gözönüne al n rsa

D̄n, , (t x)2 ;x

= x
n+

2
n (n 1)

(n+ 2) (n+ 3)
+

n

n+
x

n+

4n

(n+ 2) (n+ 3)

+
n

n+

2
2

(n+ 2) (n+ 3)
+

2n

(n+ 2) (n+ 2)
x

n+

+
2n

(n+ )2
1

(n+ 2)
+

n+

2

2x
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
+ x2

= x
n+

6 2n

(n+ 2) (n+ 3)
x+

2n 6

(n+ 2) (n+ 3)

n+

n+

+
2

(n+ 2) (n+ 3)

n

n+

2

2n 6

(n+ 2) (n+ 3)
x

n+

n+

n+
x +

2

(n+ 2) (n+ 3)

2

n+ 2
x

n+

n+

n+
x +

1

(n+ 2)
,
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elde edilir.

5.1. D̄n, , Operatörlerinin Lokal Yaklaş m Özellikleri

Teorem 5.1. f C [0, 1], n (x) =
2 (x) + 1

n+2

1/2
ve x

n+
, n+
n+

olmak

üzere D̄n, , operatörleri için öyle bir C > 0 vard r öyle ki

D̄n, , (f ;x) f (x) C 2 f, (n+ 2)
1

n (x) + f,
1

n+ 2

d r.

Ispat. Öncelikle aşag daki yard mc operatörü gözönüne alal m.

Dn, , (f ;x) = D̄n, , (f ;x) + f (x) f
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
.

Bu durumda (5.2) ve (5.3) eşitlikleri kullan l rsa

Dn, , (1;x) = D̄n, , (1;x) = 1

ve

Dn, , (t;x) = D̄n, , (t;x) + x
n

(n+ 2)
x

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
= x

oldugu görülür. g W 2 ve t [0, 1] olsun. g fonksiyonunun integral kalanl

Taylor aç l mdan

g (t) = g (x) + (t x) g (x) +

t

x

(t u) g (u) du

yaz labilir. Bu eşitligin her iki taraf na Dn, , operatörlerini uygularsak,

Dn, , (g;x)

= g (x) +Dn, ,
t

x

(t u) g (u) du

= g (x) + D̄n, ,

t

x

(t u) g (u) du;x

n
(n+2)

x+ n+2
(n+2)(n+ )

x

n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
u g (u) du
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elde edilir. Böylece

|Dn, , (g;x) g (x)|

Dn, ,
t

x

|t u| g (u) du;x

+

n
(n+2)

x+ n+2
(n+2)(n+ )

x

n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
u g (u) du (5.6)

Dn, , (t x)2 , x g

+
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
x

2

g (5.7)

elde edilir. Diger taraftan Lemma 5.4’ den

D̄n, , (t x)2 , x +
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
x

2

2

n+ 2
2
n (x) +

n+ 2

(n+ 2) (n+ )

2x

(n+ 2)

2

2

n+ 2
2
n (x) +

n

(n+ 2) (n+ )

2

2

n+ 2
2
n (x) +

1

(n+ 2)2
4

n+ 2
2
n (x) (5.8)

elde edilir. Böylece

|Dn, , (g;x) g (x)| 4

n+ 2
2
n (x) g (5.9)

bulunur. Ayr ca Lemma 5.3’ den f C [0, 1] için

|Dn, , (f ;x)|

D̄n, , (f ;x) + |f (x)|+ f
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )

3 f , (5.10)

elde edilir. f C [0, 1] ve g W 2 için (5.9) ve (5.10) eşitsizliklerini kullanarak,

D̄n, , (f ;x) f (x)

= Dn, , (f ;x) f (x) + f
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
f (x)

|Dn, , (f g;x)|+ |Dn, , (g;x) g (x)|

+ |g (x) f (x)|+ f
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
f (x)

4 f g +
4

n+ 2
2
n (x) g + f,

n+ 2

(n+ 2) (n+ )

2x

(n+ 2)
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elde edilir. g W 2 fonksiyonlar üzerinden in mum al rsak

D̄n, , (f ;x) f (x) 4K2 f,
1

n+ 2
2
n (x) + f,

n+ 2

(n+ 2) (n+ )

2x

(n+ 2)

elde edilir. Her x [0, 1] için

n+ 2

(n+ 2) (n+ )

2x

(n+ 2)

1

(n+ 2)

oldugundan ve (2.4) eşitsizliginden

D̄n, , (f ;x) f (x) C 2 f, (n+ 2)
1

n (x) + f, (n+ 2) 1

elde edilir.

5.2. D̄n, , Operatörlerinin Global Yaklaş m Özellikleri

Teorem 5.2. f C [0, 1] olsun. (x) = x
n+

n+
n+

x ve

x
n+

, n+
n+

için öyle bir C > 0 vard r ki

D̄n, , f f C 2 f, (n+ 2) 1/2 + f, (n+ 2) 1 ,

d r.

Ispat. Tekrar

Dn, , (f ;x) = D̄n, , (f ;x) + f (x) f
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )

yard mc operatörünü gözönüne alal m. D̄n, , operatörünün tan m ve Sonuc 5.1’

den

|Dn, , (g;x) g (x)|

D̄n, ,

t

x

|t u| g (u) du;x

+

n
(n+2)

x+ n+2
(n+2)(n+ )

x

n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
u g (u) du (5.11)

eşitsizligi elde edilir. 2
n fonksiyonu x n+

, n+
n+

üzerinde konkav oldugundan,

u = x+ (1 ) t, [0, 1] için

|t u|
2
n (u)

=
|t x|

2
n ( x+ (1 ) t)

|t x|
2
n (x) + (1 ) 2

n (t)

|t x|
2
n (x)
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yaz labilir. Böylece (5.11) eşitsizligini kullan rsak

|Dn, , (g;x) g (x)|

D̄n, ,

t

x

|t u|
2
n (u)

du;x 2
ng (5.12)

+

n
(n+2)

x+ n+2
(n+2)(n+ )

x

n
(n+2)

x+ n+2
(n+2)(n+ )

u

2
n (u)

du 2
ng

1
2
n (x)

2
ng D̄n, , (t x)2 ;x +

n+ 2

(n+ 2) (n+ )

2x

(n+ 2)

2

(5.13)

eşitsizligi elde edilir. Eşitzilik (5.8)’den

|Dn, , (g;x) g (x)|
4

n+ 2
2
ng

4

n+ 2
2g +

1

n+ 2
g

eşitsizligi kolayca yaz labilir. (5.10) ve (5.13)’den f C [0, 1] için

D̄n, , (f ;x) f (x)

|Dn, , (f g;x)|+ |Dn, , (g;x) g (x)|

+ |g (x) f (x)|+ f
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
f (x)

4 f g +
4

n+ 2
2g +

4

(n+ 2)2
g

+ f
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
f (x)

bulunur. g W 2 fonksiyonlar üzerinden in mum al rsak

D̄n, , (f ;x) f (x) 4K̄2, f,
1

n+ 2
+ f

n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
f (x)

(5.14)
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elde edilir. Diger taraftan

f
n

(n+ 2)
x+

n+ 2

(n+ 2) (n+ )
f (x)

= f x+ (x)
[(n+ 2 ) 2x (n+ )]

(n+ 2) (n+ ) (x)
f (x)

sup
t,t+ (t)

[(n+2 ) 2x(n+ )]
(n+2)(n+ ) (x)

f t+ (t)
[(n+ 2 ) 2x (n+ )]

(n+ 2) (n+ ) (x)
f (t)

f,
|(n+ 2 ) 2x (n+ )|
(n+ 2) (n+ ) (x)

f,
2 x

n+

(n+ 2) (x)

= f,
1

(n+ 2)

yaz labilir. Böylece (2.4) ve (5.14)’den

D̄n, , f f C 2 f, (n+ 2) 1/2 + f, (n+ 2) 1

bulunur.

5.3. D̄n, , Operatörü Için Voronovskaya Teoremi

Teorem 5.3. f C [0, 1] olsun. Eger x
n+

, n+
n+

noktas nda f türevi

mevcut ise

lim
n

n D̄n, , (f ;x) f (x) = (1 2x) f (x) + 2x (1 x) f (x)

d r.

Ispat. Taylor aç l mdan t x için (t, x) 0 olmak üzere

f (t) = f (x) + f (x) (t x) +
1

2
f (x) (t x)2 + (t, x) (t x)2 (5.15)

yazabiliriz. D̄n, , operatörlerini (5.15) eşitliginin her iki taraf na uygularsak

D̄n, , (f ;x) f (x)

= f (x) D̄n, , ((t x) , x) +
1

2
f (x) D̄n, , (t x)2 , x

+D̄n, , (t, x) (t x)2 , x
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elde edilir ve ve n için limit al rsak

lim
n

n D̄n, , (f ;x) f (x)

= lim
n

nf (x) D̄n, , ((t x) , x) + lim
n

n
1

2
f (x) D̄n, , (t x)2 , x

+ lim
n

nD̄n, , (t, x) (t x)2 , x

eşitligi yaz labilir. (5.2)-(5.4) eşitliklerine göre

lim
n

n D̄n, , (f ;x) f (x)

= (1 2x) f (x) + 2x (1 x) f (x) + lim
n

nD̄n, , (t, x) (t x)2 , x

= (1 2x) f (x) + 2x (1 x) f (x) + F

elde edilir. Ayr ca Cauchy-Schwarz eşitsizliginden

F = lim
n

nD̄n, ,
2 (t, x) , x

1/2
D̄n, , (t x)4 , x

1/2
(5.16)

d r. Ve 2 (x, x) = 0, 2 (., x) C [0, 1] oldugundan

lim
n

nD̄n, ,
2 (t, x) , x = 0 (5.17)

d r. Ayr ca bu yaklaş m x
n+

, n+
n+

için düzgündür. Böylece (5.16) ve (5.17)’

den

lim
n

nD̄n, ,
2 (t, x) , x

1/2
D̄n, , (t x)4 , x

1/2
= 0

olup

lim
n

n D̄n, , (f ;x) f (x) = (1 2x) f (x) + 2x (1 x) f (x)

elde edilir.

5.4. D̄n, , Operatörlerinin King Tipli Modi kasyonu

Bu bölümde operatörlerimizle daha iyi yaklaş m sunmak için King tipli genel-

leştirmelerini tan mlayacag z. 2003 y l nda J. P. King [32] Bernstein polinom-

lar n n 1 ve t2 test fonksiyonlar n koruyan yeni bir modi kasyonunu tan m-

lam şt r. Tan mlanan bu yeni operatörlerin 0 x 1/3 aral g nda Bernstein
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polinomlar na göre daha iyi yaklaş m sonuçlar verdigi gösterilmi̧stir. D̄n, , ope-

ratörleri sabit fonksiyonlar korumas na ragmen, t test fonksiyonunu korumamak-

tad r. Bu nedenle D̄n, , operatörlerinin King tipli modi kasyonunu tan mlayarak

daha iyi yaklaş m metodlar sunmay amaçl yoruz. Ele alacag m z genelleştirmeyi

rn (x) :=
n+ 2

n
x

n+ 2

n (n+ )

ve

x In =
(n+ 2) + n

(n+ 2) (n+ )
,
(n+ 2) + n (n+ 1)

(n+ 2) (n+ )

olmak üzere

D̂n, , (f ;x) = (n+ 1)
n+

n

2n+1 n

k=0

pn,k (rn (x))

n+
n+

n+

pn,k (t) f (t) dt (5.18)

olarak tan mlayal m.

Uyar 5.1. Basit i̧slemlerle

D̂n, , (1;x) = 1, (5.19)

D̂n, , (t;x) = x, (5.20)

D̂n, , t2;x

=
n+ 2

n
x

n+ 2 + n

n (n+ )

2
n (n 1)

(n+ 2) (n+ 3)

+
n

n+

n+ 2

n
x

n+ 2 + n

n (n+ )

4n

(n+ 2) (n+ 3)

+
n

n+

2
2

(n+ 2) (n+ 3)
+

2n

(n+ ) (n+ 2)

n+ 2

n
x

n+ 2 + n

n (n+ )

+
2n

(n+ )2
1

(n+ 2)
+

n+

2

(5.21)

oldugunu kolayca gösterebiliriz.

Uyar 5.2. (5.19)-(5.21) eşitliklerinde verilen momentler kullan larak

D̂n, , (t x)2 ;x

=
2 (n+ 1)

n (n+ 3)
x

(n+ 2) + n

(n+ 2) (n+ )

(n+ 2) + n (n+ 1)

(n+ 2) (n+ )
x

+
n2 (n+ 1)

(n+ )2 (n+ 2)2 (n+ 3)
,
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bulunur ve böylece x In ve

ˆ (x) = x
(n+ 2) + n

(n+ 2) (n+ )

(n+ 2) + n (n+ 1)

(n+ 2) (n+ )
x

olmak üzere

D̂n, , (t x)2 ;x

=
2 (n+ 1)

n (n+ 3)
ˆ2 (x) +

n2 (n+ 1)

(n+ )2 (n+ 2)2 (n+ 3)

2 (n+ 1)

n (n+ 3)
ˆ2 (x) +

1

n+ 2
= n (x) (5.22)

olarak yazabiliriz.

Lemma 5.5. f C [0, 1] ve . fonksiyonu [0, 1] üzerinde maksimum normu

olmak üzere, D̂n, , f d r.

Ispat. D̂n, , operatörünün tan m ndan ve (5.19) eşitliginden

D̂n, , (f ;x)

(n+ 1)
n+

n

2n+1 n

k=0

pn,k (rn (x))

n+
n+

n+

pn,k (t) |f (t)| dt

f D̂n, , (1;x) = f

bulunur.

Teorem 5.4. f C [0, 1], n (x) = ˆ2 (x) + 1
n+2

ve x In olmak üzere,

D̂n, , operatörleri için öyle bir C > 0 vard r öyle ki

D̂n, , (f ;x) f (x) C 2 f, n (x)

d r.

Ispat. g W 2 ve x, t In olsun. g fonksiyonunun integral kalanl Taylor

aç l mdan

g (t) = g (x) + (t x) g (x) +

t

x

(t u) g (u) du

d r. Her iki tarafa D̂n, , operatörlerini uygularsak ve (5.19)-(5.21) eşitliklerinde

verilen momentleri kullan rsak

D̂n, , (g, x) g (x) g D̂n, , (t x)2 , x
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elde edilir. Ve (5.22) eşitsizliginden

D̂n, , (g, x) g (x) g n (x)

yazabiliriz. Lemma 5.5’e göre D̂n, , (f, x) f oldugundan

D̂n, , (f, x) f (x)

D̂n, , (f g, x) (f g) (x) + D̂n, , (g, x) g (x)

2 f g + g n (x)

elde edilir. g W 2 fonksiyonlar üzerinden in mum al n rsa

D̂n, , (f, x) f (x) K2 (f, n)

d r ve (2.4)’den

D̂n, , (f, x) f (x) C 2 f, n

bulunur.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Hareketli s n rl aral klar ve s n rl bölgeler üzerinde A. D. Gadjiev taraf n-

dan tan mlanan tek ve iki degi̧skenli Bernstein-Stancu polinomlar , s n rs z aral k-

lar ve bölgeler üzerine taş nm şt r. Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatörleri

diye adland rd g m z bu operatörlerin ag rl kl yaklaş mlar , simultane (eş anl )

yaklaş mlar ve baz şekil koruyan özellikleri elde edilmi̧stir. Ayr ca hareketli ara-

l klar üzerinde tan ml yeni tipten Bernstein-Durrmeyer operatörleri tan mlanm ş

ve lokal, global yaklaş m özellikleri, noktasal yak nsakl g verilmi̧s, yak nsakl k

h z elde edilmi̧s, King tipli modi kasyonlar tan mlanm şt r.

Sonuç olarak literatüre, her biri bir yaklaş m metodu sunan, özel seçimler

alt nda bilinen operatörlere indirgenebilen ve hareketli aral k ve bölgeler üzerinde

tan ml üç yeni yaklaş m operatörü kazand r lm şt r.
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4, 1950, translated into English by D. Kacsó, On the proof of Weierstrass’

theorem using interpolation polynomials, East J. Approx., 4, 107—110, 1998.

64



[22] Korovkin, P. P., On convergence of linear positive operators in the space of

continuous functions, Dokl. Akad. Nauk SSSR 90, 961—964, 1953.

[23] Volkov, V. I., On the convergence of sequences of linear positive operators

in the space of continuous functions of two variables, (Russian) Dokl. Akad.

Nauk SSSR (N.S.), 115, 17—19, 1957.

[24] Gadziev A. D., Positive linear operators in weighted spaces of functions of

several variables, Izv. Akad. Nauk Azerba dzhan. SSR Ser. Fiz.-Tekhn. Mat.

Nauk 1 4, 32—37, 1980.

[25] Anastassiou, G. A. and Gal, S.G., Approximation Theory: Moduli of Con-

tinuity and Global Smoothness Preservation. Birkhäuser, Boston, 2000.

[26] Ditzian, Z., Totik, V., Moduli of Smoothness, Springer-Verlag, New York,

1987.

[27] Gasper, G. and Rahman, M., Basic Hypergeometric Series, Cambiridge Uni-

versity Press, Cambridge, 1990.

[28] Phillips, G. M., Interpolation and Approximation by Polynomials, CMS

Books Math. /Ouvrages Math. SMC 14, Springer, Berlin, 2003.

[29] Cárdenas-Morales, D., Muñoz-Delgado, F. J.,Improving certain Bernstein-

type approximation processes, Math. Comput. Simulation , 77, no. 2-3, 170—

178, 2008.

[30] Gadjieva, E. A., Ibikli, E., OnGeneralization of Bernstein-Chlodowsky Poly-

nomials, Hacettepe Bulletin of Natural Sciences and Engineering , Volume

24, pp. 31-40, 1995.

[31] Gadjieva, E. A., Gasanova, T. Kh., Approximation by two dimensional

Bernstein-Chlodowsky polynomials in triangle with mobile boundary, Trans.

Acad. Sci. Azerb. Ser. Phys.-Tech. Math. Sci., 20, 47-51.

[32] King, J. P., Positive linear operators which preserves x2, Acta. Math. Hun-

gar. 99, 203-208, 2003.

65



  66 
 

 

ÖZGEÇMİŞ 

 

 

Adı Soyadı  : Tuncer ACAR 

Doğum Tarihi              : 20.10.1985  

Yabancı Dil              : İngilizce 

 

Eğitim Durumu   

Lisans               : Atatürk Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik      

                                                  Bölümü, 2004-2008. 

Yüksek Lisans   : Kırıkkale Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü, 

                                                  Matematik A.B.D., 2009-2011.                                            

 

Çalıştığı Kurum ve Yıllar      : Kırıkkale Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi 

                Matematik Bölümü, 2009- 2013. 

                                      University of Alberta, Faculty of Science, Department 

                of Mathematical and Statistical  Science, 2013-2014. 

                Kırıkkale Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi 

                Matematik Bölümü, 2014-… 

Yayınları (SCI) :    

1. A. Aral, T. Acar, Weighted Approximation By New Bernstein-Chlodowsky-

Gadjiev Operators, Filomat, 27 (2), 2013, 373-382. 

2. T. Acar, A. Aral and V. Gupta, On Approximation Properties of A New Type 

Bernstein-Durrmeyer Operators, Mathematica Slovaca, (In press). 

 

Yayınları (Diğer) : 

1. T. Acar, A. Aral, Approximation Properties of Two Dimensional Bernstein-

Stancu-Chlodowsky Operators, Matematiche (Catania), 68 (2), 2013, 15-31. 

 

Araştırma Alanları : Yaklaşım Teorisi, Quantum Kalkülüs, Özel Fonksiyonlar. 

 


	TEZ BASIMA HAZIR
	kapak
	tez son özetDZ
	Tez Basım DZ

	ÖZGEÇMİŞ



