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OZET

IKi PARAMETREYE BAGLI LINEER OLMAYAN SINGULER INTEGRAL
OPERATORLERININ YAKINSAKLIGI VE YAKINSAKLIK HIZI(ORANTI)

CEKIC, Baris
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ali ARAL
Ocak 2015, 48 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim girig kismina ayrilmistir.

Ikinci béliimde d-noktasi, Lebesgue noktasi, Deltasal cekirdek kavramlar1 verilmis

ve baz1 6zel deltasal ¢ekirdekli singiiler integral operatorler tanitilmistir.

Ucgiincii bdliimde Tj(f.x) operatdrii ve bu operatdriin cekirdeginin saglamasi gereken
sartlar1 iceren 4 smifi tanimlanmistir. Ayrica (x,4)—(xo,40) iken f € L1(a,b) nin bir p-
Genellestirilmis Lebesgue noktasinda, noktasal yakinsakligi ve noktasal yakinsaklik

hiz1 (oran1) incelenmistir.

Dordiincii boliimde, lineer olmayan genel tipten singiiler ingtegrallerin Fatou tipten

yakinsaklig1 incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Lineer Olmayan Singiiler Integral, d-noktasi, Lebesgue noktas,

Sinirh salinimli fonksiyon



ABSTRACT

CONVERGENCE AND RATE OF CONVERGENCE BY NONLINEAR
SINGULAR INTEGRAL OPERATORS DEPENDING ON TWO PARAMETERS

CEKIC, Baris
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL
January 2015, 48 pages

This thesis consists of four chapter. The frist chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, the definition of d-point, Lebesgue point, Delta kernel have

been given and some special singular integral operators are given.

In the third chapter, we have given the operator T;(f,x) and A class including the
conditions satisfied the operators. Also in the p-Generalized Lebesgue point of f/ €
L4(a,b), the pointwise convergence and rate of pointwise convergence of the

operators are investigated when (x,4)—(x¢,40)-

In the fourthy chapter, we have invastroated convergence properties Fatou-type of

non-linear generial type singular integral operators.

Key Words: Non-Linear Singular Integrals, d-point, Lebesgue point, Bounded

variation function
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SIMGELER DiZiNi

R Reel Sayilar Kiimesi
C Kompleks Sayilar Kiimesi
L Operator

D(T) T Operatoriiniin Tanmim Kiimesi
1] X tizerindeki Bir Norm

T\ (f,z) Li(a,b) de bir operator



1. GIRiS

Yaklagim teorisinde amag fonksiyonlara, daha basit ve daha kolay hesaplanabilen
fonksiyonlar ile yaklagabilmektir. Yaklagim teorinin ilk sonuclarindan bazilari
Fourier serileri teorisinde goriilmektedir. Bunlar, 6rnegin L, yakinsaklikta oldugu
gibi, bir fonksiyonun Fourier serisinin noktasal veya diizgiin yakinsakligin1 garan-
tileyen kosullar1 igerir. Fourier serileri teorisinde, Fourier serisinin kismi toplam-

larinin fonksiyona yakinsayip yakisamadigi bilinmek istenir.

Yaklagim teoride ilk sorulan soru, yaklagimin olma olasihigidir. Yaklagmay: diigiiniilen
fonksiyon kiimesinin elemanlar1 kullanilarak olusan bir fonksiyon ailesi, yaklagil-
mak istenen fonksiyonlar kiimesinde yogun mudur? Yani, kiimedeki herhangi
bir fonksiyona, verilen ailedeki fonksiyonlar kullanilarak istenildigi kadar iyi yak-

lagilabilir mi?

[k 6nemli yogunluk sonuglar1 Weierstrass (1885) tarafindan ispatlanmistir. Bun-
lar; cebirsel polinomlarin kompakt bir aralikta siirekli, reel degerli fonksiyon-
larin sinifinda yogunlugu ve trigonometrik polinomlarin 27 —periyotlu stirekli,
reel degerli fonksiyonlarin sinifinda yogunlugudur (Bu iki sonug birbirine denktir).
Sonraki yillarda Weierstrass teoreminin degisik ispatlari donemin en iyi analiz-
cileri tarafindan yapilmigtir. Weierstrass, Picard, Fejér, Landau ve de la Vallée
Poussin tarafindan yapilan ispatlarda singiiler integraller kullanilmigtir. Fejér’in
ispat1, ayni1 zamanda lineer operatorlerin 6zel bir dizisinin kullanildigi ilk sonuctur
(Bu ispatlar ve kaynaklar1, Pinkus'un Weierstrass'in yaklagim teoriye katkilarim
inceledigi (Pinkus 2000) derlemesinde goriilebilir). Weierstrass teoreminin ispati
i¢cin daha basit lineer yaklasim operatorleri Bernstein (1912/13) tarafindan inga

edilmigtir.

Yogunlugu gostermek icin bir yontem de; lineer pozitif operatorleri kullanan,

Bohman-Korovkin teoremi olarak bilinen teoremdir. Bu teoremin ilk sekli Bohman



(1952) tarafindan verilmistir. Bohman’in ispat1 ve temel diisiincesi, Bernstein’in
Weierstrass teoreminin ispatinin bir genellestirilmesidir. Korovkin (1953) aym
teoremi integral tipli operatorler i¢in ispatlamigtir. Korovkin’in orijinal sonucu

pozitif singiiler

integrallere dayanmaktadir. Korovkin daha sonra teorisini gelistirmistir, biiyiik

kismi (Korovkin 1960) da goriilebilir.

Cekirdegi negatif olmayan singiiler integraller lineer pozitif operatorlerdir. Ornegin

tek degiskenli Picard singiiler integrali A > 0 igin

P(fi0) = o5 / fa + e St

olarak tanimlanir ve f ye gore lineer pozitif operatordiir. Burada, her x € R i¢in
P\(f;x) € R olacak gekildeki f fonksiyonlar dikkate alinmaktadir (Anastassiou
ve Gal 2000). Picard operatorlerinin A — 0 iken birim operatore yakinsakligi

(Gal 1993) ve yakimsaklik derecesi incelenmigtir (Anastassiou ve Gal 2000).

Bu tezde parametreye bagh lineer olmayan singiiler integraller tanimlanacak ve
genellestirilmis Lebesgue noktalarinda birim operatore noktasal yakinsaklik du-
rumlar1 ve noktasal yakinsaklik hiz1 incelenmistir. Ayrica noktasal yakinsakligin

derecesi belirlenmistir.

Ayrica Natonson ve Gadjiev lemmalarindan yararlanilarak lineer olmayan genel

tipten singiiler integraller i¢in Fatou lemmesi verilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLERI

Bu kisimda ihtiyacimiz olan baz temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 (Deltasal Cekirdek) A reel saylarin bir altkiimesi, Ao bu kiimenin

bir yigilma noktast olsun. X € A parametresine bagl ve tim reel eksende tanimiy

K (t) fonksiyonuna asagqrdaki kosullar: sagladign takdirde deltasal ¢ekirdek denir.
a) Ky (t) negatif olmayan, ¢ift fonksiyondur. Her X\ € A igin K, (0) son-

ludur ve lim K (0) = oo dur.
A— Ao

b) Her X\ € A igin [ K, (t)dt =1 dir.

¢) Belirli her § pozitif sayist igin

I K\(t)] =0 lim [ K, (t)dt =0
o, (ﬁuzg m) o i f100)

0
dar.

Tamim 2.2 (OperatorlerinYakinsakligr) X veY normlu uzaylar olsun. L, €
B (X,Y) operatorlerinden olusan bir (L,) dizisini gozonine alalvm. Eger (L)
dizisi B (X,Y") tzerindeki norma gore yakinsak ise (L) operatori dizgiin yakin-

saktar.

Tanim 2.3 (Lebesgue Noktasi)

h

i 1 (1) = £ o)l de =0 2.)

0
ise bir xog noktasina kargilhk gelen A noktasi f € Ly (a,b) fonksiyonunun Lebesgue

Noktast olarak tanimlanar

Tanim 2.4 (Genellesgtirilmis Lebesgue Noktas)

h

/[f(mo—i—t)—f(xg)}dt:(), 0<a<1) (2.2)

0

li !
im
h—0+ hotl

ise, xo noktasina karsilik gelen A noktasy f € Ly (a,b) fonksiyonunun Genellestir-

ilmig Lebesque Noktasi olarak tanimlanar.

3



Tanim 2.5 (u Genellestirilmis Lebsgue Noktast) p mutlak siirekli [0,b — a]
aralginda tanvmb, artan bir fonksiyon ve pu (0) = 0 olmak tzere

h

1 -
i s [ 1F o +4) = f (o)l dt =0 (2:3)

0

1se, © € R noktasina f fonksiyonunun p-Genellestirilmis Lebesque noktasy denir

Tanim 2.6 (d-Noktasz)

dim o [ (o 0) = f ()] di = 0 2.4)

ise, xo noktasina karsilik gelen A noktasy f € Ly (a, b) fonksiyonunun d noktasi olarak

tanamlanar.

Tanim 2.7 (p-Lebesgue Noktasi)

1
p

h
lim %/|f(xo+t) — f(xo)[Pdt ] =0 (2.5)
0

h—0t

ise xo noktasina kargilik gelen A noktasy f € L, (a,b) fonksiyonunun p-Lebesgue

Noktast olarak tanimlanar.

Tanim 2.8 (Poisson Cekirdegi) Birim dairede harmonik, yani Laplace den-
klemini saglayan ve dairenin stmrinda stirekli bir fonksiyona esit olan bir u fonksiy-

onunu bulma problemine Dirichlet problemi ady verilir. Béyle bir problemin ¢éziimii

™

- 1 1—172 -
10 it
= — dt,0 <r<1 2.6
U(T6> 2#/1—2rcos(t—<p)+r2u(e) ’ " ( )

—Tr

olarak elde edilir. Bu formiil ile taniml u (rew) fonksiyonunun harmonik ol-
masiny gormek i¢in Laplace operatorinin (r,0) kutupsal koordinatlardaki seklini

kullanmak gerekir, yani u fonksiyonunun,

9 10 10

_ﬁ+;8r+r2&p2

olmak tizere,



denkleminin saglandiginin gostermek yeterlidir. Bu ise tirev almakla yapilabilir.

Integralin altindaki
1 1—r?

P.(0)=—
(9) 271 — 2r cos 6 + r?

ifadesine Poisson Cekirdegi denir.

Tanim 2.9 (Abel-Poisson Cekirdegi) Ust yare diizlem icin Dirichlet prob-

leminin ¢oziimdii

&?OO 1
fg(l')_;_/f<t)mdt,€>o

biciminde bir integral seklinde verilmektedir. Gergekten de tirev alarak kolayca

goriliir ki
O*f.(x)  0*f.(x)
=0

0x? * Oe?

elde edilir. Burada
€ 1
A, =
() Te2+ x2

ifadesine Abel-Poisson Cekirdegi denir.

Tanim 2.10 (Fejer Cekirdegi) 2w periyotlu bir f fonksiyonunun Fourier

serisinin n-yinci kismi toplaminain

3

Sn (fyx) = %—l— (ay cos kx + by sin kx)
k=1

ifadesinde ay, ve by Fourier katsaiylarinin

s

1
ar = %/f(t)cos(kt)dt, kE=0,1,2,..
by — lﬁf(t)'(k;tdt k=0,1,2
k. — % S ) ) — Yy Ly &y e

—T

degerleri Sy, (f,z) de yerine yazilirsa

1

Sy (f,z) = %/f (t)dt+ ;%/f (t) [(cos kt cos kx + sin kt sin kx)| dt

- %/f (t

1 n
§+;Cosk(t—x)] dt

5



formiilii elde edilir. §imdi parentez i¢indeki ifadeyi ele alalim.

2sin § [% + kzlcos k:a}

1 n
§+ZCOSka - 2sin &
k=1 2
sin § + ];2 sin § cos ko
B 2 sin%
n
sing + > [sin (k+3)a—sin(k—3)a]
o k=1
N 2 Sin%
B sin (n + %) o
N 2 sin %
oldugundan

2sin@

&Jﬁ@z%/}@fmun+9@_xﬂﬁn:Qle

elde edilir. Fejer bu kismi toplamlarin séyle bir ortalamasin ele almastir.

So (f, x) + Sl (f, I) + ...+ Snfl (f, LL’)

n

on (f,7) =

Sy (f, ) toplamlarimn ifadesini kullanarak o, (f, z) toplamani hesaplayalim. Son

oulfor) = [111) [%}dt

2nm sin

—T

olarak alinan
v

INIES TN

integraline Fejer integrali denir ve bundan dolay

R =5 |

T 2nm

sin 51 2
sin %t
fonksiyonuna da Fejer ¢ekirdegi denir. Fejer cekirdegi i¢in

™

/m@wt_ L V=12

lm F, () = 0, t#0

n—0oo

lim F, (0) = oo

n—oo

egitliklert saglanir ve bu da Fejer cekirdeginin bir deltasal ¢ekirdek oldugunu gés-

terir.



Tanmim 2.11 (Gauss- Weierstrass Cekirdegi) Tim reel eksende tanimly 1st

denkleminin, yani
ou  du
ot 02

denkleminin, verilen bir f fonksiyonu i¢in

u(z,0) = f(z)

baslangi¢ kosulunu saglayan

u=u(zx,\)

cozumaunin

2V/rt

biciminde oldugu tiirev almakla gorilebilir. Burada,

o

wmhlﬁﬁ@ﬁ?%

yazilirsa
A 2
mwzﬁ/mnW@@ A>0

seklinde bir integral elde edilir. Bu integrale Gauss-Weierstrasse integrali denir.
)\ —A21‘2
wy (r) = —=e
fonksiyonuna ise Gauss- Weierstrasse Qekirdegi denir. Gauss-Weierstrasse wy (t)
cekirdegi i¢in
/wx(t)dt ~ 1 vaAs0

—00

limwy () = 0, t#0

A—00
/\limw,\ (0) = o

egitlikleri saglanyr. Bu dawy, (t) ¢ekirdeginin bir deltasal ¢ekirdek oldugunu goster-

mektedir.

Tanim 2.12 (Operator) X veY iki fonksiyon uzayr(ayne zamanda lineer uza-

ylardar) olsun.

doniigiimiine operator denir.



Tanim 2.13 (Lineer Operator) Eger ¥ f > 0 i¢in L(f) > 0 oluyorsa L
operatiriine pozitif operator denir. ¥ a, f € K (R ya da C) ve V f1, fo €X igin

L{afi+Bf2) =aL(fi) + BL(f2)
esitligi saglanwyorsa L’ye Lineer Operator denir.
Tanym 2.14 (Swnarle Lineer Operatorler) X veY lineer uzaylar ve T
T: X —-Y

tanamly lineer operator olsun. D (T'); T ’nin tanwm kiimesi olmak tizere; X 1iz-
erindeki bir normu |||y ile ve Y dzerindeki bir normu ||.||y ile gosterelim. Bir

baska deyisle X ve Y normlu uzay olsun. ¥ x € D (T) igin
1T (2)lly < M|l
olacak sekilde bir M € RT varsa T lineer operatori sinarlidir, denir.

Teorem 2.1 (Weierstrass Yaklagym Teorisi) Biitin triogonometrik poli-
nomlarin ciimlesi Xop nin yogun alt kiimesidir. Ozel olarak, eger f € Co, 1se

bu takdirde ¥ € > 0 igin bir n = n (¢) dogal sayist mevcuttur ve ¥V x i¢in

|f (2) —tn (2)] <€

diizgiin olacak sekilde n dereceli bir t,, trigonometrik polinom mevcuttur.



3. OPERATOR AILESININ YAKINSAKLIGI VE YAKINSAKLIK
HIZI

Bu kisimda (a, b) R'de keyfi bir aralik olmak {izere

b

TA(f,x):/KA (t—z f(8)dt, =€ (ab) (3.1)

operatoriiniin (z, \) — (zo, Ag) iken f € Ly (a, b)’'nin bir u-Genellestirilmis Lebesg ue
Noktasinda noktasal yakinsakligi ve noktasal yakinsaklik hizi (orani) incelenecek-
tir. Simdi operatoriin cekirdeginin saglamasi gereken sartlar1 veren ve A simifi
olarak adlandiracagimiz tanimi verelim.

Tanim 3.1 (A swnafi): Asagudaki sartlar saglanirsa Ky : G x R — R fonksiy-
onu A simifina aittir, denir. G C R olmak tizere

(a) Ly (t), herhangi bir A € A, hert € G ve u,v € R igin
|K)\ (ta 'LL) — K (Zf,U)’ < Ly <t> |U - U’

olacak sekilde integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

(b) Her uw € U (0) igin AILI{\lOG‘/fUL)‘ (t)dt =0,

(¢) Her 6 > 0 igin /\hﬂn/\lo [supjys5 La (t)] =0,

(d) Her u € R igin /\li_glogK,\ (t,u)dt = u,

(e) Ly (t) her A € A igin [0,0¢) araligainda artmayan ve (—dg,0] araliginda

azalmayan olacak sekilde bir 69 > 0 vardr.

Teorem 3.1 1 < p < oo olsun ve K, (t,u) Tanim 3.1(a) sartine saglasin.
Eger f € L, (a,b) ise T\ (f) € L, (a,b)

dir ve

her A € Aigin [Ty (f)|l 1, ey < H V) 111, 0n)

egitsizlig saglanar.



Teorem 3.2 Kabul edelim ki K,(t,u) ¢ekirdek fonksiyonu A sinifina ait olsun.

0<d<dp

¢cin
CCO+(5

/LA (t — 2) i (|t — o]) dt + 2Ly (0) i (| — ])

zro—9

ifadesi sinarly olmak tizere (2.3) i saglayan her xo noktasinda

lim )\TA (f;2) = f(zo)| = 0

(z,\)—(z0,M0
saglanar.
Ispat. Herhangi bir 0 < § < 6, igin

)
To+ 0 < b, x0—6>aveo<xo—x<§.

olsun
[ (2, )| := |Tx (f, @) — [ (20)]

olarak tanvmlayalim. Daha sonra (3.1) esitliginden

b
I (2,2 = /Kut—x,f(t))dt—f(xo)

egitligini elde ederiz. (a,b) R’de keyfi bir aralik olmak tizere

o= {fO 1<

/ 0 ,t¢ (a,b)

seklinde bir} € Ly (R) fonkisyonunu tanimlayalim. Buna gore,

1@V =[50 (=0 F ) de— 1 (a0

(3.2)

ifadesini elde ederiz. Mutlak deger icine [K) (t —x, } (x0)> dt ifadesini ¢ikartip
R

toplarsak

TN = | [ (- nf®) it~ [K(t-2.F @)

/KA (t —u f (xo)) dt — f (o)

10



ifadesini elde ederiz. Buradan,

_|_

()| < /KA<t ) d - /KA ) dt

/KA dt f (o)

egitsizligini elde ederiz. Bu ifade

TN < | [ 5 (t- 0 F @) - 5 (-0 F )] ] +

R

/KA (1= 2.7 (o)) dt —  (w0)

R

~

/KA (1= 2.7 (20)) dt — f (x0)

g/HKA (=2 F(0) = K (1= 2.7 (w0))]] o+

R

seklinde de yazlabilir. Tanwm 3.1 (a) sartindan
1 (-0 0) = Ko (1= o F )| < [Tt =)[F 0~ F wo)

R

olacagindan

TN < [ Lo =) [F o) = F (oo de +

R

/KA <t - 517,}(%)) — f (o)

egitsizligini elde ederiz. (2.3) egitligine gore I (x, \) "y

e < [+ [ - //\f

t¢(ab)  |t—zo|>5, wo—
te(a,b)

t x

/K/\ dt f (o)

11



seklinde ifade edebiliriz. Burada her bir integrali ayre ayri isimlendirelim.

(

L) =4 [ H[FO - Feo|La- o

L)) @ = / (7 ()~ 7 (o) L ¢ — ),

[t—x0|>9,
L t€(ab)

Vs

Lz, : = { / } () = F (o)

To—

L)\ (t — Qf) dt,

x0+5

Lz, A) @ = / [70) =T (wo)| La (¢ — 2)

Zo

ve
Iy (2, \) = /K,\ (t —x, f (%)) dt — f (z0)
R
seklinde yazarsak,
I (2, N)] < o (z,A) + L (2, N) + I (2, A) + I3 (2, A) + Iy (2, N) (3.5)
egitsizligini elde ederiz. Tanwm 3.1.(d)’ den
k&/&f“
oldugunu biliyoruz. O halde
[ (6= @) de = )| = | [Kale . f (@) = £ 20)
R

e
= |f (x0) — f (w0)]
=0

sonucunu elde ederiz. Buna gore,(x,\) — (o, No) tken Iy (z,\) — 0 saglandigine

/u 1 (o)l dy

olacak sekilde bir I fonksiyonu tammlayalzm. Burada, 2.3 yeniden yazalim.

rahathkla gorebiliriz.

lim L/u(xow)—f(xo)mt:o
0



Yani h — 0 oldugundan yeterince kiiciik h’lar i¢cin

h

m[!f(fvoﬂ)—f(xoﬂdtéa

ve
h

/|f<xo+t>—f<xo>|dtSsu<h>

egitsizligqi saglanir. Buna gore,

olmak tizere

egitsizligini yazabiliriz. Bu integrale

Yy=x9+1
dy = dt

degisken degistirmesi yapilarak kismi integrasyon uygulayalim. Bu durumda

F(t) = / f (o +8) — f (w0)| dt

=—/ \F (@0 + 1) — f (o) dt

st stnar sifir oldugunda

F(t) <ep(xg—1t)

esitsizliging elde ederiz. O halde
her e > 0 i¢in 0 < xg —t < 6 olmak tzere F (t) < ep (zo — t) (3.6)

olacak sekilde bir 6 > 0 mevcuttur. Simdi bu sabit § icin Iy, I3 ve Iy integrallerini

siraswyla inceleyelim. Oncelikle,

F 1) = / f @0+ 1) — f (a0)] dt

13



oldugundan

olarak bulunur. Buna gore

1T (2, \)] /(f — F(xo

egitliginden
zo

I (z,\)] = /—F'(t)LA(t—m)dt

xo—0

z0

_ /F/(t)LA(t—:c)dt

zro—9

yazilabilir. Bu ifadeye

Ly(t—z) = u %L,\(t—m)dt du

F i) = dv, F(t)=v

seklinde kismi integrasyon yontemi uygulayalim.

LN = | Ft)Ly(t—x) Té—/mw%w—x)dt

T0—
xro—9

= |F (xo) La(xo—2) — F (xg — ) Ly (0 — 9 — )

zq

_ / F ) %Lk(t—x)d(t)

z0—0

ifadesini elde ederiz.

oldugunu biliyoruz. Buradan

F (20) /|f £ (o) dy

integralin svnarlary egit oldugundan

F(Io) =0

14



sonucunu elde ederiz. Buna gore

x0

|Io(z, N)| = |—F (xg —0) Ly(zg — 0 — x) — / F(t) %L,\ (t —x)dt
zo—0
egitliging elde ederiz. Burada ticgen egitsizliginden
o P
—F (xg—0) Ly(zg—0 —x) — / F(t) aL,\(t—x)dt
To—0
zo a
< |=F (20— ) Ln(wo— 6 — )| + |- / F (1) - (1 — ) di
xro—9
Ayrica
- 7 F(t)gL (t — z)dt| = I/OF(t)gL (t — z)dt
o AN T = or AT
zo—0 xo—0
olacagundan egitsizlig
0 a
—F(xg—6) Ly(xog—d —x) — / F(t)aL,\(t—x)dt
zo—9

zo

< |—F (39— 8) Ln(zp— 6 — )| + /F(t)%mt—x)dt

zo—0
geklinde yazabiliriz. Ly(xg — 6 — x) daima pozitif oldugundan

Zo

CF (29— 6) Ly(a0 — 6 — 7) — /F(t)%LA(t—:c)dt

To—0

zo

< P - e —d-a)+ | [ FO)SL@-od (61

To—0
elde edilir. Sag taraftaki integralde mutlak degeri integralin i¢ine yazip Ly (t — x)

nin pozitif olma ozelligini kullanirsak egitsizligimizi

I (2, \)| < |—F (20 — 8)| La(2o — 6 — ) + / IF ()] %LA (t —x)dt

xro—

seklinde yazabiliriz. Diger taraftan (3.6)esitsizliginden
F(t) < e (w0 — 1)

15



F(zg—06) < ep(zo—(v0—0))
F(xg—9) < eun(0)

elde ederiz. Bu egitsizligi (3.7) esitsizliginde kullanirsak

Zo

1L (2, )] gau(é)LA(xo—é—x)Jre/u(xo—t)gLA(t—x)dt

ot
xro—9
saglanar.
xo a
—t) =L\ (t—x)dt
[ nao=0 g2
xo—0
ifadesine
plzg—t) = u , p(xg—1t)(—=dt) =du
2L,\(t—x)dt = dv , Ly(t—x)=wv
ot
olacak sekilde tekrar kismi integrasyon uygulanirsa
xo xo
0 . ,
/N(ﬂﬁo — 1) ELA(t—@dt:u(xo =) Ly (t —2) 0 s+ / p(xog—1t) Ly(t—x)dt
xo—0 To—0

Zo

:,u(xg—a:o)LA(xo—x)—u(a:o—:U0+5)L,\(:I:O—(5—m)—l—/,u/(a:o—t)LA(t—x)dt

zo—0

o

=pu(0)Ly(xg—2) — p(0) Ly(zg—0 —x) + /,u,(mo—t)L,\(t—x)dt

z0—0
1 (0) = 0 oldugundan

o

i (0) Iy (o — 0 — )+ /u/(aro—t)LA(t—x)dt

xro—0

elde ederiz.

Iy (z,A)] < ep(0) Ly(xog—0—2)+e{—p(0) Lr(xg—0 —x)
—l—///(xgt)LA(t:c)dt}

xro—9

< ep(0)Ly(xg—6—x) —ep(d) Ly (xg— 6 —x)
+ [ @ (wo—t) Ly (t —2z)dt
xZé
< E/p,(xo—t)L,\(t—a:)dt

xo—0

16



yazilabilir. Burada

t=u—+ux

degisken degistirmesi yapilirsa

To—T

AV EE

To—T—0

’

(xog —u —x) Ly (u) du

esitsizligini elde ederiz. Bu kez de
U=t

degisken degistirmesi yaplim. O halde

To—T

|1 (x,\)| < e / i (zo —t —x) Ly (t)dt

To—T—0
egitsizligini elde ederiz. Tanwm 3.1.(e) sartindan ve (3.4) egitsizliginden

To—T

QJ@Ay:t/ﬁm%—t—@mem

To—T—0
ifadesini asaqidaki sekilde elde edebiliriz.

0
[2’1 (I’, /\) = / (xox\/(S<5<tL)\ (S) MI (ZZ'O —t— LU)) dt
ro—T—09 -
To—T

!

+/ % L,\(s),u(xo—t—x))dt

ro—r—0<s<t

0
+Ly (zg— 0 — ) / i (zg —t — ) dt.
To—x—9
0
_!/ (L (£) = Ly (20 — 6 — 2)) i (20—t — ) dt
To—T—0

T / [(Lr (0) = Ly (20 — 6 — 2)) + (L (0) — Ln (6))] (w0 — & — ) di

0
x0

+Ly (xg— 0 — ) / i (zg — t) dt.

To—T
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Burada
To—T

/ [(Lx (0) = Ly (wo = 8 — 2)) + (Lx (0) — Ly (£))] p (o — 2 — t) dt

ifadesinde ji' (xo — x —t) degeri parantezin i¢ine dagutalir ve yerine yazilirsa,

0 xro—T
La(z,)) — / Ln(6) ' (29 — & — t) dt + 2L, (0) ///(xo—x—t)dt
ro—x—9 0
0 To—2x
—Ly(xg— 0 —x) / //(xo—x—t)dt+/,u'(:z:o—:p—t)dt
To—T—0 0

ro—T o

- / Ly(t) p (zo —x —t)dt + Ly (zg — 6 — z) ///(xg—t)dt
0 zro—9

egitligi elde edilir. Buradan

Iy (x,\) < / Ly (t) p (g —x —t)dt + 2Ly (0) / i (zo —x —t)dt
To—T—08 0
+Ln (20— 6 — ) /,/ (20 — 1) dt — /,j (20 — 1) dt
To—0 )
= / Ly (t) p (g — 2 —t)dt + 2Ly (0) pu (|2 — o))
To—T—0

o

/ L (t = 2) 4 (w0 — £) dt + 2L (0) g (| — o))

To—T—0
elde edilir. Sonug¢ olarak

o

|1y (z,\)] <e / Ly (t —x) i (zg —t)dt + 2Ly (0) pu (| — xo]) (3.8)

x0—0

elde edilir.

|[3 (‘Ta )‘)’
1¢in benzer yontem kullanilirisa
x0+6
I (2, )] < = / In(t—2) 4 (t— 2) dt (3.9)

o
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esitsizligi elde edilir. Diger taraftan

L)) = / 70) = 7 (w0)| L (¢ = 2)

|tfxo|>5

)

- /|f f(zo)| Ly (t — 2) dt + / |f () = f (zo)| L (¢ — ) dt

x0+5
egitligi elde edilir. Burada

xo—0

ve

L (2,)) = / F(8) = f (00)| Ln (¢ — ) dt

oldugu kolaylhkla gorilir.
t € (a,zo — 0] olmak tizere t < xog — § ve t > a elde edilir.

(3.4)esitsizliginde eger t < xq — 6 ise bu taktirde t — v < xog —x — 6 < —3% dir ve

boylece |t — x| > g ifadesini elde ederiz. Boylece

I (2, 0) < sup Ly (u) (|| fri @ || + 1f (20)] (b — a))

Jul>§

esitsizliging elde ederiz. Aymi yolla

L () < sup Ly (u) (|| froan || + [ (@0)] (b= a))

\u|>f
egitsizligini elde ederiz.
Il (l’, /\) = 1171 (ZE, )\) + 1172 (ZL‘, )\)
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oldugundan
I (z, )‘>—2SUPL)\ ) ([fr1am) || +1f (@o)] (b — a))
\u|>f

olarak bulunur. Burada Tanim 3.1.(c) sartini yeniden yazalim.

Her § > 0 i¢in lim sup L, (t) = 0.

A= A0|¢|>6

Buna gore

(.Z' )\) <2SllpL/\ (Hleab H+|f $0)|(b—(l)) (310)

|u|>f
ifadesi (x,\) — (xo,Xo) tken sifira gider. Son olarak Iy(x,\) integralini goz
ontine alalvm.
I (2, \) = / ‘f )‘LA(t—x)dt.
¢ (ah)

t ¢ (a,b) iken ;‘ (t) = 0 oldugunu biliyoruz. Buna gore

L) = [ 1f @)l La(e- o de

t¢ (a,b)
— 1@l [ Lo
t¢ (a,b)

egitligini elde ederiz. t ¢ |a,b] iset < a veyat > b dir. Egert < a ise bu durumda

(3.4) esitsizliginden t < a < xy — 0 ve
5
t—x<a—x<xg—x—5<—§<0
egitsizligi saglanar. t > b i¢in yine (3.4) egitsizliginden t > b > x¢ + 6 ve
t—x>b—ax>x0—x+0>0>0

egitsizlikleri saglanir. Sonug olarak herhangi 6 > 0 i¢int — v < —g vet—x > g

bulunur. Buna gore,

/LA(t—x)dtg / LA(t—x)dt:/LA(u)du
t¢(a,b) |t—z|>$ R/U
yazilabilir. Boylece,
L@ ) <17 o)l [ L@ .11

R/U
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elde edilir. Buise (x,\) — (o, Ao) tken Tanam 3.1.(b) sartindan Iy (x, \) ifadesinin
sifira gittiging gosterir. , (3.8), (3.10) wve (3.11) egitsizlikleri (3.5) esitsizliginde

burlestirilirse

T@N < 15 @)l [ L) dut 250 Ly @) (10 + 1F (20)] (0= )

R/U ful>3
zo—0

ve [ La-apu (- m) +2La O (o - wl) | (312)
To+0

+ /KA (t—x,}(—xo)) dt — f (o)

R/U
egitsiziligi bulunur. (3.12) esitsizliginin —g < xyg—x < 0 i¢in gecerli oldugu da

gosterilebilir. Son olarak Tanym 3.1.(b), (¢) sartlar: ve (3.2) ifadesinden

lim T\ (f,z) = f (z0)

(1‘7)‘)4’(107)‘0)

oldugu gorilir. Bu da ispaty tamamlar. w
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4. BERNSTEIN TiPINDEKI LINEER OLMAYAN
OPERATORLER VE BU OPERATORLERIN YAKLASIM
OZELLIKLERI

f, [0,1] kapal araliginda taniml fonksiyon olsun. f fonkisyonu i¢in Bernstein

operatorii
Ba(0) = (Buf) (0) = 3f (2) (1) (- (11)

esitligi ile tanimlanir. B, (x) derecesi n’den kiigiik ya da n’ye esit olan bir poli-
nomdur. (S. Bernstein 1912-13) makalesinde Bernstein polinomlar: Weierstrass
teorminin basit bir ispatin1 vermek icin tanmimlanmistir. Bu makalede yakinsak-
ligin diizgiin oldugu gosterilmistir. Bernstein operatorleri ile ortak ozelliklere

sahip bircok singiiler integral de tanimlanmigtir. Bunlardan en iyi bilinenleri

™

S, (z) = / £ %dt (4.2)

esitligi ile verilen Dirichlet integralidir. Bu integral [—7, 7] araliginda tanimli,
integrallenebilir f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplami olarak tanimlan-

migtir. Singiiler integrallere bir diger érnek de Fejer integralidir. Fejer integrali
on=(so+s1+...+s,)/(n+1)

esitligi ile verilir ve yukaridaki S, (x) dizisinin aritmetik ortalamasi ile elde edilir.

En genel singiiler integraller

B, (z) = / F () K, (2,1) dt (4.3)

esitligi ile elde edilir. Burada ¢ < = < b, a < t < b olmak iizere K, (z,t)
fonksiyonuna singiiler integral operatoriiniin ¢ekirdegi denir. Biz biliyoruz ki uy-
gun sartlar altinda ®,, (x) n — oo i¢in f (x) fonksiyonuna yakinsar. (4.1) ve (4.3)
esitlikleri goz oniine alindiginda bu esiklikler aslinda singiiler Stieltjes integral-

leridir. (4.1) ifadesi ¢ degiskeninin Stieltjes integrali olarak
1
B, (z) = /f (1) di KK, (x,t) (4.4)
0
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seklinde ifade edilir. Burada cekirdek

K, (z,) =Y (”) P(1—2)" , 0<t<l (4.5)

(%
v<nt

Ky (2,0) =0

olacak sekilde tanimlanir. Bu durumda Beirnstein operatorii singiiler integral
teorisinin bir boliimii olarak diisiiniilebilir.

Tamim 4.1 (a,b) tzerinde ol¢ilebilir ve reel degerli f ve g fonksiyonlarinin
konvolusyonu

b

(F+9) (@)= [ 1@~ wg(wdu (46)

a

esitligi ile tanimlanar.

Lemma 4.1 [ fonksiyonu

a-+h

M = sup %/f(t)dt < foo (47)

ozelligini saglayan, |a,b] arahginda tanvml, integrallenebilen bir fonkisyon olsun.

la,b] arahginda integrallenebilen, negatif olmayan ve azalan g fonksiyonu igin

/ f()g(t)dt (4.8)

integrali meveut (t = a da genellestirilmis integral olabilir) ise

/ fW)g(t)dt] < M / g (t) dt (4.9)

egitsizligi gegerlidir. Not edelim ki lemmanin sartlarinda g (a) = +o0o durumunu
g6z ondine almayacagiz. Ancak g(a) < oo ise g simarl ve (4.8) integrali Lebesgue
anlaminda mevcuttur.

Ispat. Genelligi bozmaksizn g(b) = 0 kabul edebiliriz. Gergekten de eger g(b) # 0
1se g fonksiyonu yardimaiyla asagidaki gibi

g (t) = {go(t)’ ! ,Sttfbb}
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tamimlayabiliriz.  Ctinkid bu durumda g ile g* fonksiyonlarinin integrallert ayma

sonucu verir. a < w < b olsun. [w,b] kapal aralyginda g(t) swarlder ve

/ f(t)g(t)dt (4.10)

integrali mevcuttur. Eger,
t
F(t) :/f(u)du

ile F' tanamlanirsa (4.10) ifadesi Stieltjes integrali formunda

/f(t)g(t)dt:/g(t)dF(t)

esitligi ile gosterilebilir. Bu egitligin sag tarafindaki integrale kismi integrasyon

yontemi uygulayalim. Buna gére

gt) = w , dg(t)=du

dF(t) = dv , F(t)

[rwswa — g@rl- [Fodo

w

olarak bulunur.

oldugundan
/f () g (tydt = —g<w>F<w>+/F<t>d[—g<t>]



egitligi elde edilir. Burada tiggen esitsizligi uygulanirsa

b

/f (t) g (t) dt| < |F (w) g (w)| + /F(t)d[—g ®)]

w

elde edilir. Oncelikle |F (w) g (w)| ifadesini ele alalim. (4.7) esitsizliginden

|F(t)|_ ! t u) au su ! j u) au
(f—a) (t—a) {“ )dul < sup § s {f( )d
t —a = h olarak almirsa
Fol 1| |
(—a)  (—a) /f(U)du <sup /f(u)du

egitsizligini elde ederiz.

a<w<a-+h

egitsizligine gore

1 a+h 1 a+h
sup ¢ — /f(u)du <sup { — /f(u)du =M
h h h h
oldugu gorilir. Buna gére
FOl
(t—a) ~

ve

[F(t)] < M (t—a)
esitsizligi elde edilir. O halde
[F(w)| < M (w —a)
esitsizligi saglanar. g negatif olmayan bir fonksiyol oldugundan
|F (w)] g (w) < Mg (w) (v~ a)

esitsizligi dogrudur. Ayrica g azalan oldugundan

w

g(w)(w—a>s/g<t>dt

a

25

(4.11)

(4.12)



yazilabilir. Buna gore

|F<w)|g(w>§M/g<t>dt

elde edilir. Yine g fonkisyonunun negatif olmama ézelliginden

rF<w>g<w>|SM/g<t>dt

JE()d[—g (1))

w

yazabiliriz.  Simdi de ifadesini ele alalim. (4.11) egitsizligini

yeniden yazalim.

[F(8)] < M (t —a)

—g artan olacagindan

7F(t)d[ 715—@ g ()]

elde edilir. Fsitsizligin sag tarafindaki integral i¢in kismi integrasyon uygulayalim.

Buna gore

, dt = du

- <a—b>g<b>—<a—w>g<w>+/g<t>dt

esitligi elde edilir. g (b) =0 oldugundan

b

[@-air- >]:g<w><w—a>+7g<t>dt

egitligi bulunur. Bu egitlik (4.12) egitsizligi ile birlikte goz oniine alinarsa

w

7(75—&)01[—9(0] S/g(t)dt+79(t)dt=79(t)dt

a
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yazilabilir. Buradan

ve
b b
/ <M / oL
elde edilir. O halde
w b
/f ) dt <M/g(t)dt—|—M/g(t)dt

elde ederiz. Sonug olarak

/f tdt| < M {79 (t) dt + 79 (t) dt} (4.13)

a a

esitsizlige yazilabilir. a < w < b egitsizliginde w ile b arasinda bir 5 sayst alalim.

Buna gore a < w < < b egitsizligini elde ederiz.

7f(t) t)dt| < /f t)dt <M{7g(t)dt+7g(t)dt}

a a

egitsizliging yazabiliriz. Buna gére

/f P dt <M{7g(t)dt+7g(t)dt}

a a

ifadesi elde edilir. Burada b yerine b’den daha kii¢iik olan [ sayist alinirsa

/f t)dt <M{7g(t)dt—l—7g(t)dt}

a a

egitsizligi bulunur. w — a ve § — a olacak sekilde limit alinirsa

lim /f t)dt <11mM{7g(t)dt+7g(t)dt}

a a

B

lim /f(t)g(t)dt 0

w
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ve

153

lim/f(t)g t)dt =
153
/f(t)g(t)dt

ifadesinin limitinin sifir olmast ifadenin sonlu oldugunu gdsterir. Bu ise

bulunur.

B
[r@gta
integralinin mevcut oldugunu ispatlar. Ayrica
w b
/f bl < M /g(t)dt+/g(t)dt

egitsizliginde w — a olacak sekilde limit alinirsa

Jrasual<sfaos

elde edilir. Boylece (4.9) esitsizligi elde edilmis ve ispat tamamlanmas olur. m

Lemma 4.2 0<n<b—aigin¢(t) € BV [a+n,b v(s) = var ¢(t) olsun.

s<t<b

a<s<bwvewv(b) =0 oldugundan

b

/ v(s)ds < 0o
egitsizligi gegerli olur. Eger f € Ly |a,b] i¢in

1 a+h
M = sup —/f (t)dt p < o0 (4.14)
o<h<b—a | b

I= / F(O)p(t)dt, (4.15)

at

Lebesgue integrali mevcuttur ve
17| < M/ )+ ¢ (b)]] ds (4.16)
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yazilabilir.

fspat. a<t<bicin
t
F ) = [ £
olarak tanimlansin.

B8
Iop = / F (1) (t) dt

integralinin varligindan bahsedebilmek i¢in ¢ (t) 'nin sonlu oldugu aralgr goz dniine

alalim.

B8 16}
fa,ﬂ=/f<t>so<t>dt=/F' (t) o (1) dt

Burada F' (t) € Ly dir. Ayrica ¢ (t) € BV |, 8] ise o (t) suarhdir ve 1 < p < 0o
araliginda ¢ (t) € Lp (a, B) oldugu ve ¢ (t) nin sirekli oldugu goriliir. Ustelik
diferensiyel hesabin temel teoreminden f (t) = F' (t) oldugunu biliyoruz. Buna

gore

B
Iy = / £ () (1) dt
B

= /F (t) @ (t)dt

yazlabilir.§imdi de 1, g integrali Lebesgue Stieljies integral formuna doniistirelim.

B

Iop = / o (t)dF (1)

«

Burada kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

p(t) = u , dyp(t) =du
dF (t) = dv , F(t)=v
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esitligi elde edilir. Burada tiggen esitsizliginden

B
sl < () F () = 2@ F (@] + | [ = F()do (0

[0}

elde edilir. ¢ (t) < v (t) ve v azalan bir fonksiyon oldugundan

B8 B
/— F(tydo(t)| = /F () d[—p (1)
B8

IN

/ F(t)d[~o (1)

ve
g

B8
/ _F(t)de(t)| < / F () d[—o (8)

yazilabilir. Burada F fonksiyounun degeri yerine yazilip integralin icerisi t — a

degeri ile carpilip boliintirse

t—a

7—F(t)d<p(t)§7t—a ! ]f(U)dud[—v(tﬂ

« @

egitsizliqi elde edilir. Burada t — a = h olarak alinir ve h dizerinden supremum

alinirsa
B

B
[raydem|<u [ -ayal-v )

olarak bulunur. Sag taraftaki integrale kismi integrasyon yontemi uygulayalim.

t—a = u , dt = du



i B
= M (a—ﬁ)v(ﬁ)+(a—a)v(a)+/v(t)dt

dir. Buna gore

B

/ F(t)d (1)

«

ifadesi bulunur ve

B

/ F () do (1)

«

B
<M [(a—ﬁ)v(ﬁ)+/v(t)dt]

egitsizliqn elde edilmis olur. Bu son esitsizligi

B
[-Fwaco

[0}

Lol < 1@ (B) F(B) — ¢ (a) F(a)| +

ifadesinde degerlendirirsek

8
(ol <l (B) F(B) — ¢ () F(a)| + M {(aﬁ)v(ﬁ)ﬂL/v (t)dt]

egitsizligini elde ederiz. Burada F () ve F («) degerlerini yerine yazalim. Buna
gore

B

so(ﬁ)/f(U)du—so(a)7f(U)du

a

|Ia,,8| S +M

B
<aﬁ>v<ﬁ>+/v<t>dt}

a
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ifadesini elde ederiz. Burada  — b olacak sekilde limit alinirsa

sl <[ ®) [F@du= (@) [fw)du +M[<ab>v<b>+/v<t>dt]

egitsizligi elde edilir. v (b) = 0 oldugundan

b «@ b

sl < ®) [ 1@ du= (@) [£w)au| + 21 [o ity
ifadesi bulunur.
1ol < o) 0= 0) =5 [ F ) du— (@) [ au] 1 [o1)a

ifadesinde b — a = h seklinde ifade edilerek supremum alinirsa

b a+h

= [fwae = ;[ rwdw
"

<

egitsizligq saglanir. Buna gére

Los < ¢(b)(b—a)M—s@(a)/f(U)du +M/v<t>dt

elde edilir. Burada oo — a olacak sekilde limit alinirsa
b
Laal <1 ®) (b= @) M|+ 31 [0 (0
elde edilir. b — a ve M pozitif saylar oldugundan
b
Loal < 1o ®)] (b= a) 3+ 31 o (0

ifadesi elde edilmis olur.
b

b—a:/dt

a
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oldugundan
b b
gl <o ®M [+ o) ar

elde edilir. Son olarak

b b
gl <M |le @) fat+ [oar

a

ve

|faﬁ|<M/ £+ o (b

egitsizligini elde etmig oluruz. Boylece lemmanin ispatr tamamlanmas olur. m

Lemma 4.3 p [0, — a] araliginda tamemle artan, mutlek sirekli ve 1 (0) =

0 sartlarima saglayan bir fonksiyon olsun. 0 < p < b — a i¢in ¢ (t) [a+ p, b

araliklarinda sinirly salimamly bir fonksiyon olmak tizere

b

/[,u (t — a)];v (t) dt < oo,

gecerli olsun.

v(t) = var ¢(s), (a<t<b).

t<s<b
Eger
1 a+h
M= sp ol [ 0] <o, € Lifa].
ise , ,
[roe®a) <M [0 +lo® - ol d

egitsizlig dogrudur.

ispat .

ve

L= [10¢ @ d(a<a <5<

«
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(4.17)

(4.18)

(4.19)



fonkisyonlarini tamimlayalim. f € Ly ve ¢ (t) € BV |a, ] oldugundan ¢ (t)
sirhdir. ¢ € Lo (o, ) ile Ly birbirinin dualidir ve buna gore [, 5 anlamhdir.

B

B
/fw¢uwu=/f%w¢wdt

Burada F' € L; ve ¢ € Ly, (o, 3)’dir. Ayrica I, 3 Lebesgue-Steiljies integralinin

formunda yazilabilir. v fonksiyonu pozitif ve azalan oldugundan

vt () = {“éﬂ ) @’Stt:gbb}

seklinde tanimlanabilir.
B

La= [¢@)dF (0

(67

integraline kismi integrasyon yontemi uygulayalm.

u = @) , du=dp(t)

_ wa@@+/—FuMww

esitligini elde ederiz. Burada {icgen esitisizliginden
B

+/—F®ww

«

Ll < [0 ) F ()1

esitsizligi bulunur. Her zaman I, 3 < |I, g| oldugundan

Lus < [e ) F (1)1

B8
+/—F@wm

B
[ —F(t)de(t)

«

yazilabilir. Burada oncelikle ifadesini inceleyelim.

v(t):tiégzbgo(s) , a<t<b
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olarak tammmlanmigti. Burada ¢'nin degerleri arttikga [t,b] arahigy kiigiilecektir.

Buna gore v azalan bir fonksiyon ve —v artan bir fonksiyondur. Buna gore

8 B
[-Fodew|<|[Foa-ow)

elde edilir.

B8
/ F(t)d(—v ()] < / F () d(—v (1))

Burada sag taraftaki integralin igerisi u (t — a) ifadesi ile ¢arpilip béliiniirse

B8 B8
/F<t>d<—v<t>> < / F(6)]d(~o (1))
B8

1 t
= [ut—0) s [f(U)du d(=v ()

«

ifadesini elde ederiz.

1 t
i—a) /f(u)du

ifadesinde ¢t — a = h almirsa

1 t 1 a+h
i—a) [f(u)du :m [f(u)du

elde edilir. Buna gore

a+h a+h

1 1
m [f(u)du Ssupu(m [f(u)du

oldugundan
1 a+h
w(h) /f(u)du < M
pt =) sl [ ] < = a2
ve



esitsizligi saglanir. Esitsizligin sag tarafindaki integrale kismi integrasyon yéntemi

uygulayalim.

ve

B B
M [t = ayd(-o(0) =M [u(ta)(v(t))§+/v(t)du(ta)] .

esitligi elde edilir. Eger
b

[t - alo@® <o

a

ise p1 (t — a) stirekli oldugundan u (t — a) € BV [«, 8] ve [ (t — a)]; mevcut, sonlu
ve toplanabilirdir. v (t) € Lo (o, §) oldugundan v (¢) siireklidir. Buna gore

B8
M [mta) (v(t>)|§+/v(t)du(ta)] _

«

B
M [mfa) (o O+ [0l <ta>J;dt] -

«

B
M {u(ﬁa)v(ﬁ)+u(aa)v(&)+/v(t)[u(ta)];dt]

«

esitligini elde ederiz. O halde

B

/ F(t)d(—o(t)

«

<M [—w—a)vw)w(a—a>v<a>+/v<t> (= a)], dt | -
Diger taraftan

eOFOE| = 2B

F
B8 @
s@(ﬁ)/f(U)du—w(a) f (w) du




esitligi bulunur. Buna gore /, g ifadesini yeniden yazahm.

B

/—F(t)dw(t)

«a

IN

P (t) F (12

Iop +

+

= |e(B) 7f (u) du — ¢ (a) 7f (u) du

B
M [uwamﬁ)w(aa>v<a>+/v<t>m<ta>l;dt]

_|_

IN

v (6) 71‘ (u) du — ¢ (@) 7f (u) du

B
M [u(ﬁa)v(ﬁ)Jr/v(t)du(ta)+/v(t)[u(ta)];dt]

+

v (B) 7}” (u) du — ¢ (a) 7f (u) du
8

M [wa)v(m/v (1 [u(ta)};dt]

a

ve buradan

[a,ﬁ S +

v (5) 7f (u) du — ¢ (a) 7f (u) du
8

M [u (6 —a)v(B)+ /v () [ ( = a)];dt}

a

elde edilir. Burada 8 — b olacak sekilde limit alinirsa

Ia,,B S +

v (b) 7f (u) du — ¢ (a) 7f (u) du
o o

M [u<ba>v<b)+/v<t> [u(ta)];dt]

a
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elde edilir.

s < Je0n-0 5 1w oo [
P“ +7U ]
M {u(ba) <b>+/v<t> (¢~ )] dt]
< lo® (b—a)M—SO(; 7f dul +

b
M {—u(b—a)v(bH/v (t [u(t—a)];dt]
Simdi de o« — a olacak gekilde limit alinirsa

Ing < +

w(b)u(b—a)M—w(a)/f(U)du

M {u(ba)v(b)Jr/v (1 [u<ta>1;dt]

a

+

@(b)u(b—a)M—so(a)/f(U)du

M {u(ba)v(b%r/v (1 w@n;dt]

a

- w(b)u(ba>M+M[u<ba>v<b>+/v<t>[u<tan;dt]

a

elde ederiz. v (b) = 0 oldugundan

g 19 (8) (= a) M|+ M [v(6) (e~ o))t

bulunur.
b

u<b—a>=/du<t—a>

a
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oldugundan

Lo < [o(®) [dutt=a) M|+ M o) (e - ) e
- le(b)|/du(t—a)+M/v(t)[u(t—a)] i

elde edilir. Sonug olarak

Ly < M/ D+ Lo O] [ (¢ — ), e

/f Hat < M/ )+ Lo O] 1t — )], b

Bu ise, a < a < < b oldugundan

b
[ dt<M/ )+ 1 (6)) [ (¢t — )],

anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

4.1. Lineer Olmayan Singiiler Integral Operatorlerinin Yiiksek Mer-
tebeden Tiirevlerinin Fatou Tipli Yakinsakligi

A bir topolojik uzay ve A\g, A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. U (0) ile
R’nin 6 elemaninin biitiin komsguluklarinin ailesini ve xy ile R’nin sabit yigilma
noktasini belirtelim. Her t € R ve A € A igin K, (¢,0) = 0 olacak sekilde
K, : R x R — R fonksiyonlarinin bir C ailesini alalm. Burada K, (t,u), A
indislerinin biitiin degerleri ve u degigkeni i¢in Lebesgue anlaminda ¢’ye gore R
tizerinde integrallenebilirdir. Ek olarak K, (f,u) gekirdek fonksiyonu her ¢ € R
icin R iizerinde siirekli ise bu ¢ekirdek fonksiyonu Kategori c¢ekirdek fonksiyonu

olarak tamimlanir.
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Bu boliimde K, uygun kabulleri saglayan ¢ekirdek fonksiyonu olmak iizere

(L) ( /KA t—a, f(8)dt, € (ab) (4.20)

esitligi ile verilen lineer olmayan singiiler integral operator ailesinin r.ve (r + 1).
tiirevlerinin Fatou tipli noktasal yakinsakligini gosterecegiz. Bu yakinsama teo-
remleri diizlemin bazi alt kiimeleri i¢in sinirlandirilmigtir. Yani Fatou tipli yakin-
sakliklarda 7. ve (r 4 1). tiireve sahip f fonksiyonu igin 1. parametre xy yigilma
noktasina, 2. parametre de A kiimesinin \g noktasina yakinsamasi durumunda

incelenir. Ozel olarak

(1) ( /Km—:cf B)dt, = € (a,b)

lineer olmayan singiiler integral operator ailesi i¢in yakinsaklik hizi elde edecegiz.
Bu yakinsaklik hizi 2o, f 'nin r. ve (r + 1). tiirevlerinin mevcut oldugu nokta
olmak tizere (z,\) — (zg, \g) yakinsamas i¢in elde edilecektir. Bu béliimde her

t, u,v € R ve herhangi bir A € A icin

0 0 0
(%K’\( u)_(‘?_xK’\( —z,0) :£L,\(t—:c)[u—v]

esitliginin saglandigini kabul edecegiz.
Bu boéliim boyunca K : R — R ¢ekirdek fonksiyonunun asagidaki sartlari
sagladigim kabul ederiz.

a) Ly (t), sabit r € N i¢in ¢, u, v € R ve A € A olmak iizere

" o "
(‘3xTK’\ (t —x,u) — 8m’"K’\ (t—x,v)] = axTL,\(t—a:) [u — v

esitligini saglayan integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

b) Her U € U (0) i¢in hrf\l [ Ly (t)dt =0 dur.

A= Ao\

c) Her ¢ > 0 igin lim
A—Ao

supLy (t)] =0 dir.

[t|=6

hmeA t)ydt =1

(a) ya gore K : R x R — R nin gekirdek fonksiyon oldugu kolaylikla

~ B f(t), t € (a,b)
f(”‘{ 0 ,t¢<a,b>}

olacak sekilde f € L; (R) fonksiyonunu tamimlayalim.

goriiliir.
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Teorem 4.1 1 < p < 0o olsun ve K (t,u) Kategori ¢ekirdek fonksiyonu olsun.
feL,(ab)ise (Inf) € L,(a,b) ve her A € A igin ||I,\f||Lp(a7b) < H (N ||f||Lp(a7b)
esitsizligi saglanar.

Ispat. Genellestirilmis Minkowski esitsizligini ve a) y1 degerlendirirsek
b

HO = / Ly (t— 2)” da

a

iken

b
LAl = / (t— o f (1)) dt

BN (E =, f @), dt

P

b
/]K,\ (t—a, f()|"dx | dt

IN

D=

b

[me-air @iy ) a

a

IN

e —— o S Y~ a\@

hSA

b
|f(t)|”/|LA (t—z)[Pdx | dt
< HN) Nz, @

oldugu kolaylikla goriiliir. m

4.2. Operatorlerin Tiirevlerinin Yakinsamasi

I = (a,b) R de keyfi bir aralik olmak iizere v = 1,2, ...,r degerleri i¢in herhangi
bir C, > 0 sabiti i¢in

ro—x+0
D, =< (z,)\) € [zA : |v — x0]" / [t

ro—T—0

otr

Ly (t)‘ dt < Cv (4.21)

kiimesini tamimlayalim. Simdi L; (I) de (I, f) operatoriiniin r. sonlu tiirevlerinin

yaklagimlarini aragtirmak icin haziriz.
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Teorem 4.2 L, (t) fonksiyon, onun tirevleri olan 2= Ly (t) ifadesiv =1,2,...,r

degerleri i¢in (—oo, 00) araliginda t ye gore siirekli ve her sabit X € A i¢in Ly (t)

t ye gore integrallenebilir olsun. (c¢) ve (d) kosullarwyla birlikte her § > 0 i¢in

T )
87"
otr

s
Ly (t ‘dt< oo ve lim sup
otr ®) A= Xog <5<t

sup / m LA(t)'zo (4.22)

AEA
To—x—0
ifadesi gegerli oldugunu varsayalvm. Varsayalim ki f € Ly (I) fonksiyonu x
noktasinda sonlu sayda r. tireve sahip olsun. Bu durumda (x,\) — (xg, Ag) ve
(x,\) € D, iken
a’l”
ox"

(Inf) (x) = ) (20) (4.23)

lim

egitligi saglanar.

Ispat. a < 29 < bve § > 0icin 0 < |xy — | < ¢ oldugunu kabul edelim.

/ (t — mo)T

g(t) = f (o) + (t —20) f (x0) +... + o £ (o) (4.24)

olacak sekilde bir fonksiyon alalim ve boylece ¢ (1) = f) (20) dir. Ilk olarak

bu teoremi g () fonksiyonu i¢in ispatlayalim.Bunun igin
~ g(t) ,te(a,bd
g(t) = { ®) (a,) (4.25)

olacak sekilde g € L; (R) fonksiyonunu tammlayalim. g (¢) fonksiyonuna I op-

eratoriinii uygulayalim. Boylelikle

mmmz/kw—@wmﬁ

esitligini elde ederiz ve (4.25) esitligine gore son esitligi agsagidaki gibi yeniden
yazabiliriz.

(ho) (@) = [ 1 (= 2.5(0) dt = (15) (@

R
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Bundan dolay1

o o
b9 @) = oo (K (a5 0) d
R
o _
= axTKA <t—x,g(t)) dt
R
o . o
_ /{MKA (t=2.50) - 5K (t —2,0)| at

esitligi bulunur. Burada r defa kismi interasyon yontemi uygulanirsa

a’l’
ox’

esitligi elde edilir.(4.25) esitliginden

8’!"
ox"

yazabiliriz. ¢ (t) =

ar
ox”

esitligi saglanir. Buna gore,

T (1) (2) ~ 1) (a0)| =
o (50) () = 1 (a0

esitligini elde ederiz. Burada

b

(1rg) (7) =

(Ing) (z) =

/ 3 () La(t — 2 de

R

b

/ ¢ (1) L (t — z) dt

a

£ () oldugundan

(1) (z) = / J (20) L (t — z) di

b
/ £ (20) Lo (¢ — 2) dt — £ ()

b
— | £ (a)| /w—x)dt_l

a

/Lx(t—m)dt

a
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integralinde u = t 4 x olacak sekilde degisken degistirmesi gerceklestirelim. Buna

gore
b btz
/LA(t—x)dt: /LA(t)dt
a a+x

d) sartindan
lim [ Ly(t)dt =1

AHAO
R

oldugunu biliyoruz. Buna gore
b+x

lim [ Ly(t)dt=1
A— Ao
atx
elde edilir. (a + x,b+ x), R’de bir aralik oldugundan

b

/Lx(t—x)dt: |
esitligini yazabiliriz. Buradan,

I

5 (1) () = 1) (a0)| =0

I

lim
A— Ao

lim
(2 \)—(z0,00) OTT

(Ing) () = ) (x0) (4.26)

esitligini elde ederiz. (4.26) sayesinde teoremin ispatini tamamlamak igin

lim |1, (z)] =0
e @)l

esitligini gostermek yeterlidir.

R

L@l = |[Fogeiat-ad— [0 5L

= | [ 1@ =g @) gLt ) a

a

esitligini, daha sonra da

@) < /\f o 0| st 0 - )| a
)
[ 17O =90l gLt - 2| d
zo—0
b o
[ 170 =90l gLt - )| d
zo+0



esitsizliginin saglandigini kolayca gorebiliriz. Burada her {i¢ integrali de isim-

lendirelim.
To—0
87'
L) o = [ 15090l Ll — o) de
230(3-6 o
B o = [ 15090l gLt - )| d
To—0
b o
L) o = [ 150 -9 Ol Lt~ o) de
To+0

olsun. I (x,\) ve I3 (x,\) igin asagidaki metodu kullanariz. Oncelikle I; (z, \)

icin

)| dt

L) = /Wf ~ 90l - 0

/u* )= g (t)]dt

esitsizligini elde ederiz. Daha sonra da I3 (z, \) igin

o
otr

t—x

< sup
0<8<]t]

)| dt

() = /|f ~ 90l - 0

20+
/U’ ) g (1) dt

esitsizligini elde ederiz. Simdi I, (x, \) y1 agagidaki gibi yeniden yazalim.

2 (x,\) /‘ft—xo ‘l ‘—L,\(t—x)

zo—0

o
otr

sup (t—x)

0<6<]t|

dt

CCO+5

r| O
I (2, 0) gg/](t—xo) |'%L,\(t—x) dt
xo—0

olacak gekilde her € > 0 i¢in bir 6 > 0 vardir. Esitsizligin sag tarafindaki integrali

yeniden isimlendirelim.

hd%ﬂﬁ=/|@—%ﬂ‘




olsun. Burada t = t + x seklinde degisken degistirmesi yaparak I5; (z, \) inte-

gralini yeniden yazalim.

ro—x+0
Ly(x,\) = / |(t + 2 —x0)" —t" + 17| (%’"L)‘ (t)‘dt
zo—1—3
zo—2+6 zo—2+6 )
< / (4 2 — o)’ )‘dt+ / g aatrLA(t)‘dt
zo—1—0 zo—1—0
Son esitsizlikteki integralleri de yeniden adlandiralim.
zo—2+8 o
Iy (z,A) = / |(t+x —x)" — "] atTL)‘ (t)‘ dt
xo—1—0
ve
2o—+0
Lo (z,A) = s L (t)‘dt
- 2o—z—0 or

olsun. (4.22) ifadesinden I 5 (z,A) sonludur. Ustelik bu I5;; (2, A) nm sonlu

oldugunu gostermek icin yeterlidir.e
a"—b'=(a—b)(a" " +a" b+ .. +ab" P+ V) (4.27)

tamimini kullanarak o1 (2, A) y1 ele alalim.
To—x+0
Lii(z,A) = |z — / |(t+9c —z0)" L 1‘

ro—x—9

atrL*( )'d

zro—x+9

|z — o / |(t—0—x—m0)r_1‘

o
otr

IN

Ly (t)‘ dt

ro—1—9
To—T+08

+ |z — x| / |(t+ 2 — 20)" t“

ro—x—08

(t)|dt
g )

(4.28)

zo—T+08
+ |z — o] / |(t+ 2 — @) "

8t7"LA<)‘d

To—T—0
To—T+08

e - / 7!

ro—x—08

o
otr

Ly (t)' dt
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esitsizligi elde edilir. (4.28) ifadesinin sag tarafina art arda (4.27) formiiliinii

uygularsak 157 (, ) nin

zro—x+9 aT
|z — zo]" / [t]"" L) (t)‘dt , (v=1,2,...,7)
otr
ro—x—0

ifadesinin lineer kombinasyonlarina esit ya da ondan daha az sayida oldugunu
gorebiliriz. (4.21) ve (4.22) yi dikkate alarak I5; (z, \) nin D, diizlemsel kiimesi

tizerinde siirh oldugunu gosterebiliriz. Dolayisiyla
(@) < (@) + Lo (2) + I3 (2)

87‘
L _
o A (=)

< ely(z)+2 sup
0<d<]t]

b
/\f(t)—gu)wt

estisizligini elde ederiz. (4.21) ve (4.22) ifadelerinin goriintimiinde ve c) sartinda
f(t)—g(t), Ly (a,b) ye aittir ve

lim [Ty (z)| =0
(#,A)—(z0,M0)

esitligini elde ederiz, yani,
/s I

(Inf) (z) = lim (Ixg) ()

- (z,A\)—(z0,X0) ox’

lim
(z,A)—(z0,X0) ox’

dir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar. m
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