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Department of Mathematics, Ph. D. Thesis 

Supervisor:  

November 2014, 86 pages 

 

 

In the introduction of this thesis, the information about the relationship between daily 

life, mathematics and fixed point theory is given. Then, in the material and method 

section, the basic definitions and theorems related to the concept of partial metric 

space to be utilized in the thesis are given. Later, the third section forming the 

original section of the thesis consists of two parts. In the first part, the concept of a 

weak partial metric is given and the examples of the concept have been examined. 

By utilizing the definition, Banach, Kannan, Chatterjea, Hardy-Rogers and Berinde 

fixed point theorems which are important for fixed point theory and their 

generalizations are given in the weak partial metric space. In the second part, fixed 

point theorems for non-linear mappings are given on metric space. It has also been 

mentioned about the application of the results. The obtained results are the 

generalization of fixed point results given previously in the literature and these 

results are supported with examples. In the last section including discussion and 

conclusions, it is emphasized that the importance of the obtained results and 

generalizations of some fixed point theorems in their literature. 

 

 

Key words: Fixed Point, Weak Partial Metric, Contraction Mappings,                      

      -Admissible Mapping. 
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 modellemeler denklem sistemlerini ve 

getirmektedir. F  tipt

. 

 

problemlerin 

nedir?  

 

, 

dir. Bu nedenle sabit nokta teorisindeki 

  

 

 

bir  bir

halini  

 

(i) (Banach, 1922).  bir tam metrik uzay ve  bir  olsun. 

Her   

 

  

 

 var ise T n   de bir tek sabit  

  dizisi   
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(ii) (Kannan, 1968).  bir tam metrik uzay ve  bir  olsun. 

Her   

 

  

 

 var ise T n   de bir tek sabit  

  dizisi   

 

(iii) (Chatterjea, 1972).  bir tam metrik uzay ve  bir  

olsun. Her   

 

  

 

 var ise  n   de bir tek sabit  

 

(iv) (Zamfirescu, 1972).  bir tam metrik uzay ve  bir  

olsun. Her   

 

  

  

  

 

, ,  ise  

n   de bir tek sabit  

 

(v) (Bianchini 1972).  bir tam metrik uzay ve  bir  olsun. 

Her   

 

  

 

 var ise  n   de bir tek sabit  
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(vi) (Reich, 1971; Rus, 1971).  bir tam metrik uzay ve  bir 

 olsun. Her  ve    

 

  

 

 n   de bir sabit  

 

(vi) (Hardy-Rogers, 1973).  bir tam metrik uzay ve  bir  

olsun. Her  ve     

 

  

 

 n   de bir tek sabit  

 

(vii) (Berinde, 2004).  bir tam metrik uzay ve   olsun. 

Her   

 

  

 

 ve  sabitleri var ise  n   de bir sabit 

 

 

Denotasyonel anlambilimi semantik programlama dillerine ve sistemlerine 

nda da 

 

ise bilec  

 

nokta teorisinin bilgisayar bilimindeki    
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ise -

ede  

 

 

 

 

uza 1

2-12

H

  ihmal ederek 

 [13

A generalization of a fixed point theorem 

of Reich 14]. Bu tip 

. 

Weak partial metric spaces and 

some fixed point results 15
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Iterative approximation of fixed points  

[16]. 

Weak partial metric spaces and 

some fixed point results

,  sabit 

15]. Ilic, Pavlovic ve 

e to partial 

 ve b

[8]. 

fi [17]. Bu 

18   

Berinde tip 

, 

19-23]. Bu 

, 

 de bir son

24 -

Fixed point theorems for -contractive type mappings

25] , -

 d makaleler 

26-27]. Bu  ilave olarak 

iterative technique and symmetric positive solutions for fourth-order boundary value 

 f positive 
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solutions for a class of fourth- da 

28-29]. Bu incelemelerden yararlanarak metrik uzayda -

lgili 

  

 

Fixed point results for -contractive mappings including almost 

contractions and applications [30].  
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. 

   

 

 ve  verelim. 

 

.1.   bir fonksiyon olsun. Her 

  

 

, 

, 

 ve 

 

 

sa  ye   ikilisine de 

uzay denir. 

 

 ise  ve    

ise  Bunu rnek 2  

 

, hesaplama teorisindeki 

matematiksel modellere u

 

 

ki gibi verebiliriz. 

 

2.1.  
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.2. ,  ,  

 

 

.3.  olmak ,  aral   

, ,   

 

 

.4. ,  

 

  

 

  

 

.1. ,    

 

 

 

 de bir metriktir. ,  

ise , 

 

 

 

yon da   

 

.2.   ile  metrikleri 

denk metriklerdir. 

 

.2.    ve  olsun.        

  merkezli  
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yuvar denir. Benzer olarak  

 merkezli   

 

 rlar ailesi   bir  topolojisinin bir 

 bir   

 

 2.5.  ve 

   in elemanla

bir  i   

 

 

               

               

 

 

 

 

 

b  

 

 

 

olarak elde edilir. 

 

 2.3.  ,  de bir dizi olsun.  dizisinin 

bir   

 

   

 

o .  
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 2.4.  ,  de bir dizi olsun.  dizisinin 

 bir   gerek ve yeter  

 

 

 

r. 

 

2.3.   ve ,  de bir dizi olsun. 

 E  limiti var ve sonlu ise  dizisine  de bir Cauchy 

dizisi denir. 

  deki her Cauchy dizisi  yani  

 ise    

 

Not: 

 

olmayabilir. 

 

 ,   

triktir.  dizisini  

 

  

 

 dizisi  

  

a  dizisi  

 

 ve  
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Lemma 2.1.   

 

  dizisinin  de bir Cauchy dizisi o   

dizisinin   

      

 

7.  ve 

 

  

 

  fonksiyonu   . 

Her      

.     da 

. 

 

2.4.  ,  

  

 

  

  ve  ise  ve (simetri) 

  ve  ise   

 

  

 

 

  veya  

ise  ve   
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, alara yer verilecektir.  olarak 

n  Mat  

. Daha sonra 

it nokta 

. Son olarak ise -

metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri elde edilecektir. 

 

   

 

 

 3.1.1.   

olsun. Her  ( ), ( ) ve ( yorsa  ye  

 .  

 

 ye   ise ) ve ( ) her 

   

 

  

 

) . 

 

1.1. bir   

 

 3.1.1.  olsun. , her   

 Bu durumda  bir 
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3.1.2.  ,  aral            

,  ,  

  

 

1.2.  smi metrik uzay 

 fonksiyonu   de metrik olmayabilir. 

v  

 

1.3.  olsun.  ve her    

  

 

  

 

r. Bu durumda,  de bir  

 

  

 

,   

 

1.3. Her   

 

  

 

dir. 

 

3.1.4.  ,  bir metriktir. 

 

   

 

   

 

elde edilir. Buradan 
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olur. 

 

,   ise  ve 

 bulunur. Her  ve 1.3 den 

 

   
                
                 
                 
 

elde edilir. Bu durumda , bir metriktir. 

 

 uzayda , Cauchy dizi fonksiyonun 

  metrik uzaydaki . 

yara

ispat edelim.  

 

Lemma 3.1.1.   

  dizisinin  de bir Ca   

dizisinin   

   tam    tam 

. 

 

  deki her Cauchy dizisinin   da bir Cauchy 

m. Kabul edelim ki ,  de bir Cauchy dizisi olsun. 

Bu durumda  her    
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   . Buradan her      

  

 

  
                      
                      
                      
 

 da bir Cauchy dizisidir. 

 

   

,  de bir Cauchy dizisi ise ,  da da bir 

Cauchy dizisidir.   

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

 ve her   olacak 
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bulunur. Yani,   

  

 

  her  Cauchy dizisinin   bir 

 ve her   

 

  

 

 bir   

 

  
                  
                  
                  
 

elde edilir. Bu durumda  dizisi  .  de 

 ,   bir Cauchy dizisi 

 ve her   

 

  

 

 bir   

 

  
 

elde edilir. Yani  dizisi   
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oldu  

 

  

 

olup ,   bir Cauchy dizisidir. 

 

,    

 ,  da bir Cauchy dizisi ise   

bir Cauchy dizisidir.  

 

  

 

bir  var olsun. Bu durumda ve   

 

  
 

 bir    

 

  

                   

 

elde edilir.  Bu durumda   

 

1.5.   

 

bu  orijinal teoremlerimizi ifade ve ispat edelim. k olarak 

Hardy ve Rogers tipi sabit nokta teoremini  
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Teorem 3.1.1.   

  ise ,  ise  

olsun. Her   

 

          (3.1) 

 

yan   bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

 keyfi bir nokta olsun.  dizisi  de   

  ise ,  nin bir sabit 

  olsun. (3.1) 

 

 

  

                    

  

                   

  

                    

                                                              (3.2) 

 

elde edilir. Her   ise (3.

 veya   

 

 

                                          (3.3) 

 

 ise (3.   

 

                                                                           (3.4) 

 

e Buradan (3.3) ve (3.   
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olarak kabul   

 

  

 

elde edilir.   

 

                                                                                         (3.5) 

 

 

 

  

                         

                         

 

 

 

  

 

elde edilir. Bu durumda   

 

  

                         

                         

                         

 

bulunur. Bu durumda ,   

  ve Lemma 3.1.1 ile ,  

Yani  
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 . Yine Lemma 3.1.1 den  

 

                                                  (3.6) 

 

,   

 

  

 

elde edilir.  

 

  

 

olup (3.  

 

  

 

elde edilir. Bu durumda   

 

  

 

ve 

 

  

 

elde edilir. (3.  

 

  

 

 

 olsun. (3.  
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elde edilir. Bu durumda  ve  elde 

edilir.   

 

 ,   

 

  

 

ve buradan  elde edilir.    

 

  

               

               

 

 

 

  

 

1.1. ( Banach Tip Sabit Nokta Teoremi )  

  olsun. Her  ve   
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,  bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

1.2. ( Kannan Tip Sabit Nokta Teoremi)  

   olsun. Her   

 

  

 

,  bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

1.3. ( Reich Tip Sabit Nokta Teoremi)  

   olsun. Her   

 

  

 

,  bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

an sabit nokta teoremleri ile 

ilgilenilecektir. 

inceleyerek -  

 de  

 

1.2.  bir fonksiyon  

 

 

  azalmayan . Yani   dir. 

 Her    

 Her    

 Her   dir. 

   

 -   iken  

dir. 

 - fonksiyondur. 
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 ve  ,  ve  

, ve   ile 

.    

 ait fonksiyonlara da -  

 

-

 

 

Lemma 3.1.2.  ise her   dir. 

 

  den her         

 azalmayan bir fonksiyon  

 

  

 

 

 

  

 

u durumda her   dir. 

 

Lemma 3.1.3.  ise  r. 

 

 olsun. Bu durumda   azalmayan bir fonksiyon 

 ve buradan da Lemma 3.1.2 den 

 

  

 

olur ki bu bir    

 

Lemma 3.1.4.  ise  fonksiyonu  
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  olsun. Bu durumda Lemma 3.1.3   

olsun.    olur 

ki bu ise her   demektir.  azalmayan bir fonksiyon  

 

  

 

  olur. Bu 

durumda ,  

 

 3.1.4.  fonksiyonu   

Bu durumda   

 

 3.1.5.  fonksiyonu 

 

  

 

Bu durumda  , fakat  dir. 

 

1.6.  fonksiyonu  

durumda  , fakat  dir. 

 

1.7.  fonksiyonu 

 

  

 

Bu durumda  olur. Fakat  dir. 
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1.8.  fonksiyonu 

 

  

 

Bu durumda  olur. Fakat  dir.  

 

Teorem 3.1.2.    

olsun. Her   

 

     (3.7) 

 

 bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

  keyfi bir nokta olsun. ,  de   olacak 

  ise ,  nin bir sabit 

  olsun. (3.7) 

n  

 

  

                      

                      

                    ,                                                   (3.8) 

 

-azalmayan ve  

 

  

 

bulunabilir.   
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ise (3.  

 

  

 

el . Bu durumda her    

 

  

 

olur. (3.   

 

  

 

 

 

                                                                                 (3.9) 

 

elde edilir. Bu durumda  

 

                                                                                       (3.10) 

 

 

 

  

                         

                         

 

 elde edilir. Bu durumda   
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bulunur. , - ,  

Cauchy dizisidir.  ve Lemma 3.1.1 ile ,  

 

 

  

 

 var 1.  

 

                                                (3.11) 

 

,  

  

 

  

 

 olur. Bu durumda    

 

  

 

ve  elde edilir. (3.  

 

                                        (3.12) 

 

ise  Kabul edelim ki  

olsun.  ve  .   

 

                                                                                      (3.13) 

 

 vard  Yine   

 

                                                                                            (3.14) 
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  3.13), (3.14) 

i ve ( )  

 

  

                                             

                                                                                                          (3.15) 

 

elde edilir.  3.13), (3.14) ve (3.  

 

  

                      

                       

 

  elde 

Bu durumda  olup ,  

3.  3.  sabit 

 

 

1.9.  ve  olsun. Bu durumda           

olur. Buradan  metr   

Lemma 3.1.1 den      

 

  

 

1.2 

 

durumu inceleyelim.  

 

 ise  dir. 
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 ise  

 

  

 

dir. 

 

 ise  

 

  

 

dir. 

 

 ise  

 

  

 

dir. Bu ise Teorem 3.1.  

 

bu   

 

Ilic  kta teo

 

 

 

Teorem 3.1.3.   

 olsun. Her  i  

 

                                          (3.16) 

 

 

    

, 
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   bir tek   

 Her   dizisi   . 

 

 . (3.  

 

  

 

olup,  azalmayan bir dizi ve her   

 

  

                         

 

 

 

  

 

ve  

 

  

 

rak her   

 

                                                                                                    (3.17) 

 

.  (3.17)  . Kabul edelim ki 

  (3.17) un ve  (3.17) 

nin u durumda 
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                                                                                (3.18) 

 

.     

 

  

 

elde edilir. Her   ve  

   

 

  

      

      

 

      

      

 

elde edilir. Bu durumda (3.18)  dizisi bir Cauchy dizisidir. 

  

 

                              (3.19) 

 

e   ise  

 

                                                                                          (3.20) 

 

. Herhangi bir   

 

                                    (3.21) 

 

elde edilir. (3.    
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veya  

 

  

 

veya  

 

  

 

 (3.21) 

  elde edilir.  

 

       

   

 

                                                                                   (3.22) 

 

bir   

 ise 

 

  

       

 

elde edilir. Her  

 

                                                        (3.23) 

 

olur    olur ve her 

  

 

                                                                                     (3.24) 
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elde edilir 3.  

 

  

                      

 

elde edilir. Burada (3.23) ve (3.24)  

 

  

       

       

 

elde edilir. Buradan  olur.   

 

 

  

 

   dir.  

eyfi bir  (3.  

 

  

 

bulunur  dir. (3. .1.1 den  

dizisi    

 

,  nin iki  
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olur ve buradan ,  veya  veya 

 elde edilir. Buradan  olup  elde 

edilir.  ise bu  

 

   

 

elde edilir ve  dir.  

 

1.10.  ve  her   

 

  

 

 tam 

  

 

  

 

 

 

 

Durum 1.  ise herhangi bir   

 

  

 

elde edilir.  

 

 

 

 



35 
 

Durum 2.  ise   

 

  

                   

 

elde edilir.  

 

Durum 3.  ve  ise   

 

  

                   

 

 1.3  . Yani 

    bir tek  

 ve  her   

dizisi    

 

1.3.   

 ise -

 fonksiyonu denir.  

 

Teorem 3.1.4.   

 ve   fonksiyon olsun. Her   

 

                                                          (3.25) 

 

u durumda  bir tek sabit noktaya sahiptir.  

 

:   ise ,   

Kabul edelim ki  olsun.  3.25  
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                                                                                                 (3.26) 

 

bulunur. -  

 

                                                                                   (3.27) 

 

dir. Yani  dizisi azalan  

 varsa  olur ve buradan , bir sabit 

 olsun. Bu durumda  dizisi 

azalan ve alttan  

 

                                                                                       (3.28) 

 

 m ki  olsun. (3.26

   

 

                                                                                            (3.29) 

 

elde edilir kidir. Bu durumda   

 

                                                                                       (3.30) 

 

  bulunur.  

 

Kabul edelim ki ,  Bu durumda 

   dizisinin   

 

                                                                                                 (3.31) 
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 ve  alt dizileri bulanabilir. Burada   

3.    

 

                                                                                              (3.32) 

 

olur. (3.3  3.31 nin 

 

 

  

     

     

     

      

     

     

     

     

     

     

 

  

 

  

                                      

                                      

 

bulunur. Her   

ve   
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bulunur.   ve   

 

  

 

 Yani ,   

1.1den   

dizisi bir  1.1 den  

 

                                                (3.33) 

 

,  , 

 ve   

beraber  elde edilir. (3.33  

 

  

 

bulunur  

 

  

 

olup   
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elde edilir    dir. Sabit 

 

 

3.1.11.  ve her   . Bu 

durumda  tam       

 olsun. Bu durumda (3.25)  ve   

ve   fonksiyon .  

 

  

 

  

                         

                          

                          

                          

                          

                          

 

bulu    

  

 

Lemma 3.1.5.  , 

     

  bir  . 

 

 

 

Teorem 3.1.5.   

 ve  olsun. Her   
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              (3.34) 

 

 

   ve 

   bir tek   

 

   dizisini,  

  3.34) 

 ve   

 

  

                          

                          

 

siz   

 

                                            (3.35) 

 

daki iki durumda incelenebilir.  

 

Durum 1. En az bir   

 

  

 

ise ve  (3.  
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bulunur. Bu durumda  ve  olur.  

 elde edilir. Bu ise    

 

Durum 2. Her   

 

  

 

olsun. (3.35)  

 

  

                      

                                                                                                        (3.36) 

 

elde edilir.    

 

  

 

de bir  .  

 

 ise her   

 elde edilir.  olsun. Bu durumda her   

 

  

 

olsun. (3.36)   

olur.  

 

 . ki  

 ise  
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 bulunur ki  tane  

 dir. Buradan   

 

  

 

   

 

  

                                                       

                                                       

 

itsizlikten ve 

 

  

 

 

 

  

 

  

 

  

 

  olur. Bu durumda ,  

bir Cauchy dizisidir.   iken  olacak 

  

 

  

 

 . Her   
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                                                                    (3.37) 

 

elde edilir.   

 

  

                   

                   

                    

                    

                    

                                                                                (3.38) 

 

elde edilir. Bu durumda   

 . (3.38)  

 

 

  

 

3.37)   

 

  

                 

                

 

bulunur.  
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 olsun. Her bir   

 

  

 

    iken  olacak 

  

 

  

 

            

 olsun.  i  

 

  

       

       

       

 

elde edilir  

 

  

 

bulunur. Bu ise her  

 

  

       .                                                                            (3.39) 
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olur ve her   

 

  

 

Her  ve    

 

  

                    

                    

                                                                                         (3.40) 

 

 

 

  

                       

                       

                       

                       

 

elde edilir. (3.40)  

 

  

                    

 

elde edilir.  
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dir. Buradan  

 

  

       

      

       

       

 

  olup  dizisi bir Cauchy dizisidir. 

   

 

  

 

   dir.  

 

Keyfi bir     olacak 

 n  

 

 ve   

 

ve  

 

  

 

elde edilir. Yani  veya  elde edilir.  

 

,  nin iki    
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olur. Buradan  yada  elde 

edilir  

 

  

 

ise  yani   

 

  

 

ise  dir. Yani  dir.  

 

 elde edilebiliriz. 

 

3.1.4.       

 ve  olsun. Her   

 

  

 

  ve  bir 

tek   

 

3.1.5.    

olsun. Her   
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  ve  bir 

tek   

 

  metrik uzay,  ,               

olsun. Her   

 

  

 

   olsun 

Bu durumda   ve  bir tek  

 

 

3.1.4.     her  

  

 iken 

 

  

 

ise   

 

ki teoremde  

. 

 

Teorem 3.1.6  mi metrik uzay,  bir 

    

 

  

                                                                          (3.41) 

 

 ve  sabitleri varsa   sabit noktaya 

sahiptir.  
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 olsun. Her   dizisini  

 (3.41)  ve    

 

  

  

  

 

ve  

 

  

                                          

                                                                   

                                          

 

elde edilir. Buradan  

 

  

  

                                            

                                       

 

bulunur. Her  ve   

 

  

 

 ,  

  

 

  

  

bir   olur.  
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 in bir sabi 3.41) 

 

 

  

                

 

elde edilip   

 

  

 

 

  

  

                   

                   

 

olur.  

 

 dir.   

 

  

 

   

 

  

 

elde edilir.    

 

  

 

elde edilir.   

 



51 
 

  

 

olur. Buradan   

 

 ve   

 

 

  

 

  

 

ve   

 bulunur. Yani  dir. Bu durumda 

,  de bir sabit noktaya sahiptir. 

 

Not. Bu teorem   nin  

 

 

 3.1.12.  ve  

 

  

 

. Bu durumda  bir tam tir. 

 .   

 

  

 

olsun.  ve   (3.41)  s
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Durum 1.  ise    

 

 

Durum 2.  ise  olur. 

 

Durum 3.  ise  

 

  

 

olur. 

 

Durum 4.  ve  ise  

 

  

                   

                   

                    

 

olur.  

 

Durum 5.  ve  ise 

 

  

                   

                   

                    

 

olur. 
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Durum 6.  ve  ise  

 

  

                   

                    

 

olur.    

bir sabit noktaya sahiptir. Ancak, 

 

  

 

   

 

Teorem 3.1.   

 

Not:  ,   

 metrik uzay  se 

   

 

Teorem 3.1.7.  tam  metrik uzay,  

 olsun.  her   

 

  

                                                                          (3.42) 

 

  ve  sabitleri var olsun  olacak 

 ve    

 ,  de bir sabit noktaya sahiptir. 

 

 olsun  durumda  

  dizisini   
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 ise    durumda 

her   olarak kabul edelim.  ve  azalmayan 

 

 

  

 

elde edilir. Bu durumda her   

 

 

  

  

  

 

ve  

 

  

                                          

                                                                   

                                          

 

elde edilir. Buradan  

 

  

  

                                            

                                       

 

bulunur. Her  ve   
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 ,  

  

 

  

  

bir   elde ederiz.  

 

 in bir sabi  dizisi azalmayan ve 

   olur. Bu 

durumda  ve (3.42) ve  

 

  

                 

 

  

 

  

 

 

 

  

                   

                   

 

 ise  

 

 dir.   

 

  

 

ve  
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elde edilir.   

 

  

 

elde edilir.   olup 

buradan   

 

 ve   

 

dan  

  

 

  

 

olup   

 bulunur. Yani  dir. Bu durumda 

,  de bir sabit noktaya sahiptir. 
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3.2. Metrik Uzaylarda -  Teoremleri ve 

       U  

 

 fonksiyon , ,  

-

incelenecektir. Bu teoremler 

 

n lecektir

r verilecektir. Son olarak ise verilen 

problemlerine uygulan ilecektir.  

 

- k ve i 

verelim.  

 

3.2.1.  bir fonksiyon ve  

    

oluyorsa   -  

 

 3.1.1. ve 

fonksiyonu 

 

  

 

Bu durumda  -   

 

 3.2.2.            

ve fonksiyonu 

 

  

 

Bu durumda  -  
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Samet, Vetro ve Vetro, - -

kullanarak -  lerdir

metrik uza  

 

 3.2.2. bir metrik uzay, ,  ve 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her  

 

                                                                           (3.43) 

 

 -  

 

3.2.2 de ve 

Banach -   

 

Teorem 3.2.1.  bir tam metrik uzay -  

olsun  o  nin -

  varsa  bir sabit noktaya sahiptir.  

 

.2.3. bir topolojik uzay, ,  de bir dizi ve  

 fonksiyonu her ve  iken 

   (B) ine ) sahiptir denir. 

 

3.2.4.  ,   

fonksiyon her  ve 

olacak bir  var ise  (H) 

denir.  

 

Teorem 3.2.2.  bir tam metrik uzay,  fonksiyonu -

 ve    ve  
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zere her   

 

   

 

    bir sabit noktaya sahiptir.  

 

- Berinde tip 

teoremini ifade ve ispat  

 

Teorem 3.2.3.  bir tam metrik uzay,  fonksiyonu -

ve    

ve  

 

  

 

her   

 

           (3.44) 

 

   ise  bir sabit noktaya sahiptir.  

 

   nokta olsun. Her  

  de bir {        

  varsa bu durumda ,  nin bir sabit 

  olsun. ,      

-  old  

 

  

 

olur.   elde edilir. 

(3.44)  ve  alarak  
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                                                                                               (3.45) 

 

elde edilir ki burada 

 

  

                        

                        

 

  ise (3.45) 

 

 

  
                            
                           

                           
 

Buradan her   

dir. Bu durumda (3.45)  

 

   
olur ve buradan her   

 

                                                                        (3.46) 
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olur.  s , X de bir Cauchy dizisi 

olur.     

 

   

 

   
elde edilir ki bu   

 

 er    ve  

 narak  

 

  

 

elde edilir. (3.44  

 

  

                      
                                              (3.47) 

 

elde edilir ki burada 
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dir  3.45) e    

  her   ve 

   her  

 

  

                  

 

(3.47)   

 

  

 

  

 

  

 

. Bu durumda  olup   

 

 de  Teorem 3.2.1 in rmesi elde edilir. 

 

Teorem 3.2.4.  bir tam metrik uzay  fonksiyonu -

 ve   var olsun.   ve 

, Teorem 3.2.3 deki gibi er   

 

                                                             (3.48) 

 

.   ise  bir sabit noktaya sahiptir.  

 

    nokta olsun. Teorem 3.2.3 

n { } dizisini  
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elde edilir. Aksi takdirde  bir sabit noktaya sahiptir. 

 

 in bir Cauc  olsun. (3.46

   

 

  

                           

                           

                           
 

ve teoremde verilen  

 

  

                         

                         

                         

                         

 

elde edilir.   

 

  

                          

                                                                        (3.49) 

 

elde edilir. Burada   
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 ise (3.49  

 

  

                          

 

olur ve buradan  

 

  

 

 

 

  

 

 olup (3.49) 

 

 

  

 

elde e  her   

 

  

 

elde edilir.    
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olup ,  de bir Cauchy dizisidir. Teoremin kalan  de 

 

 

ki teoremde T  -fonksiyonu  

.  

 

Teorem 3.2.5.  bir tam metrik uzay  fonksiyonu -

 ve   var olsun.  ve , 

Teorem 3.2 3 deki gibi er   

 

                                                             (3.50) 

 

   ise  bir sabit noktaya sahiptir.  

 

    nokta olsun. Teorem 3.2.3 

  de bir { } dizisini Her  

 olsun.  , -

 

 

  

           

           

                                                                                         (3.51) 

 

elde edilebilir.  (3.51  

 

                                                                                             (3.52) 

 

elde edilir.  dizisi pozitif say

Bu durumda      

kabul edelim. -

(3.52  
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olur ki   

 

                                                                      (3.53) 

 

{ } dizisinin bir Cauchy dizisi aksini 

kabul edelim yani { },  Bu durumda en az bir  

    

 

                                                                                                    (3.54) 

 

{ } dizisinin  ve   (3.54) 

 

 

  

 

 

 

  

 

elde edilir.   (3.53  

 

                                                                                       (3.55) 

 

elde edilir. Her   ve  bir  . Bu 

durumda her   

 

                            (3.56) 
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olur. (3.53) ve (3.55)  3.56  

 

 

  

 

bulunur. Her   ve -  

 

  

 

taraftan her bir   

 

  

     

     

     

 

olup  

 

  

 

{ },  de bir Cauchy dizisidir.   

 

  

 

elde edilir ki buradan ,  nin bir sabit . 

 

  olsun. Bu durumda  

 

   

 

ve   
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olur.      olur. (3.50  

 

  

 

elde edilir ve  

 

  

                  

                 

 

 olup  bir sabit noktaya sahiptir.  

 

erilen teoremlerde  nin s  Ancak,  

 larda  

 

 

Teorem 3.2.6. Teorem 3.2.4   

sahip olsun. Bu durumda   

 

 ve ,  nin     

 ve   , -

  

 

 ve  

 

 

 

  

                        

                                                                  (3.57) 
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edelim. (3.57 n  

 

  

 

elde edilir. Bu e   elde edilir. Benzer 

olarak  olarak bulunur.  

tektir.  

 

Teorem 3.2.3,   

edilmez.  

 

 3.2.2.   ve 

  

 

  

 

ve  

 

  

 

 -  

  3.44) 

 ve   

 

Durum1.  ise  
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olur.  

 

Durum 2.  ise  olur. 

 

Durum 3.  ise  olur.  

 

Durum 4.  ve  ise  

 

  
                    
                     
 

olur. 

 

Durum 5.  ve  ise  

 

  
                     
                     
 

olur. 

 

Durum 6.  ve  ise 
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elde edilir. Bu durumda Teorem 3.2.3 i  bir sabit noktaya 

sahiptir.   nin sabit nokta  tek 

 

 

A   

 

Teorem 3.2.7. Teorem 3.2.3 n  

   

 

        (3.58) 

 

  

 

  ve ,  nin farkl     

 ve   , -g

  

 

 ve  

 

3.58  

 

  

                        

                       

 

  bul 

 

 

  

 

   elde edilir. Benzer olarak 

 olarak bulunur.   
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Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.4, Teorem 3.2.5, Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.7 dikkate 

 

 

  bir tam metrik uzay,  fonksiyonu -  

ve   var olsun.  ve  ve her 

  

 

            (3.59) 

 

    , bir sabit noktaya sahiptir. 

 

.  bir tam metrik uzay,  bi

,  ve , Teorem 3.2.3 deki gi er   

 

                                    (3.60) 

 

. Bu durumda , bir sabit noktaya sahiptir. 

 

.  bir tam metrik uzay ve   

 ve  er   

 

                                     (3.61) 

 

. Bu durumda , bir sabit noktaya sahiptir. 

 

.2.4.  bir tam metrik uzay, , -  ve  

  ve  er 

  

 

                                                              (3.62) 
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Bu durumda    , bir sabit noktaya sahiptir. 

 er  ve             

olacak bir  var ise , bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

.  bir tam metrik uzay ve  

 ve , Teorem 3.2.3 deki er   

 

                                                                                      (3.63) 

 

Bu durumda , bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

.  bir tam metrik uzay ve  bir fonksiyon o

   

 

                                                                                       (3.64) 

 

Bu durumda , bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

3.2.3.   ve 

  Her   

 

  

 

ve 

 

  

 

olsun. , -   dir. Fakat 
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 yoktur. Bu durumda Teorem 3.2.1 bu 

uygulanamaz.   ve  3 deki (3.44) 

 ise  

  

 

Durum 1.  ise  

 

  
                      

 

elde edilir.  

 

Durum 2.  ve  ise  

 

  
                      

 

3 in   bir sabit noktaya 

sahiptir.  
 

 3.2.4 

er olmayan iki bilinmeyenli 

i  bir  

 

                                                                            (3.65) 
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. J. Caballero, J. Harjani ve K. Sadarangani, Geraghty 

sabit nokta teoreminin s  

Bu  

 

                                                (3.66) 

 

Green fonksiyonu ile birlikte 

 

                                                                              (3.67) 

 

denklemine denktir. Dikkat edilecek olursa,  fonksiyonu  

lidir ve her  ,  ve 

 d r.  

 

Her   Bu 

durumda (    

  

 

  

 

 

 

 

 

Teorem 3.2.8. A  verilen 3.65)  

   

   ve   

 

 ise , 
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  ise   

    

  de her   ve  ki her 

    

 

    

  ve  olsun.  fonksiyonu 

    

  

 

  

                                  

                                  

                                  

 

 elde edilir.  fonksiyonu  

 

  

 

Bu durumda  , -

  ve   

 

  

                                 

                                 

                                 

                                 

 

elde edilir  
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olur. Son olarak   sabit 

 ,  

de bir sab 3.65) probleminin  

 

 

 (3.65  

 

   

 

 

Teorem 3.2.9. A  verilen nda (3.65

sahiptir.  

  , ikin  

 , 

   

 

  her  ve   

 

. 

 

 Teorem 3.2.8 de   

ebiliriz.  fonksiyonunu 

 

  

 

  ise  

  olur. 

her   
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 ve  elde edilir.  

   

 

  

                                

                               

                                

                                

                                

 

elde edilir  

 

  

 

olur.   

 elde edilir.  

 

    ve  

  her   olur. Bu durumda her 

 ve her    olur ki her   

ve buradan  elde edilir  

,  de bir sab 3.65) 

probleminin   

 

Son olarak  ve  (3.65 durumda                 

   ve  dir. Bu durumda  ve 
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 elde edilir. Bu durumda 

,  de bir tek sabit noktaya sahiptir.  

 

3.2.4.  ve   

 

                                                           (3.68) 

 

.. Bu 

durumda  diyelim. Bu durumda              

 

  olur.   ve 

   

 

  

                                         

                                         

                                         

                                         

                                         

 

elde edilir  nin  ve  durumda (3.68) 
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temel sabit nokta teoremleri olan Banach, Kannan, Chatterjea, 

Hardy-Rogers ve Berinde 

metrik uzayda   

-
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