KIRIKKALE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZI

ZAYTF KISMI METRIK UZAYDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

Gonca DURMAZ

OCAK 2015



Matematik Anabilim Dalinda Gonca DURMAZ tarafindan hazirlanan ZAYIF
KISMi METRIK UZAYDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI adli Doktora

Tezinin Anabilim Dal standartlarina uygun oldugunu onaylarim.

Prof. Dr. Kerim KOCA
Ana Bilim Dali Bagkani

Bu tezi okudugumu ve tezin Doktora Tezi olarak biitiin gereklilikleri yerine

getirdigini onaylarim.

Jiri Uyeleri

Dd¢. Dr. Ishak ALTUN

Danisman

Bagkan : Prof, Dr. Duran TURKOGLU C%L

Uye (Danisman) : Dog. Dr. ishak ALTUN

Uye : Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
Uye : Dog. Dr. Hakan SIMSEK
Uye : Yrd. Dog. Dr. Murat OLGUN

...... SR p—

Bu tez ile Kiritkkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitlisii Yonetim Kurulu Doktora

derecesini onaylamistir.

Dog¢. Dr. Erdem Kamil YILDIRIM

Fen Bilimleri Enstitiistt Muduri




Ailem icin...



OZET

ZAYTF KISMI METRIK UZAYDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

DURMAZ, Gonca
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dal1, Doktora tezi
Danisman: Dog. Dr. ishak ALTUN
Kasim 2014, 86 sayfa

Bu tez ¢calismasiin girisg boliimiinde, giindelik yasam, matematik ve sabit nokta teori
arasindaki iligki hakkinda bir bilgi verilmistir. Ardindan, materyal ve yontem
boliimiinde, tez igerisinde yararlanilacak kismi metrik uzay kavrami ve ilgili temel
tanimlar ve teoremler verilmistir. Daha sonra tezin orijinal kismini olusturan ti¢lincii
boliim iki kistmdan olusmaktadir. Ik kisimda, zayif kismi metrik kavramu ile ilgili
tanim verilerek, bu kavram oOrneklerle incelenmistir. Bu tanimdan yararlanilarak
onemli sabit nokta teoremleri olan Banach, Kannan, Chatterjea, Hardy-Rogers ve
Berinde sabit nokta teoremleri ve bunlarin genellestirmeleri zayif kismi metrik
uzayda verilmistir. Ikinci kisimda, lineer olmayan doniisiimler igin sabit nokta
teoremleri verilmistir. Ayrica bu sonuglarin uygulamalarindan da bahsedilmistir.
Elde edilen sonuglarin literatiirde daha Once verilen sabit nokta sonuglarinin
genellestirilmesi oldugu gosterilmis ve 6rneklerle desteklenmistir. Son boliim olan
tartisma ve sonug¢ bolimiinde, elde edilen sonuglarin 6nemi ve bunlarin literatiirdeki

baz1 sabit nokta teoremlerinin genellestirmeleri oldugu vurgulanmastir.

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Zayif Kismi Metrik, Biiziilme Doniistimleri,

a-Gegisli Dontisiim.



ABSTRACT

SOME FIXED POINT THEOREMS ON WEAK PARTIAL METRIC SPACE

DURMAZ, Gonca
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Dog. Dr. ishak ALTUN
November 2014, 86 pages

In the introduction of this thesis, the information about the relationship between daily
life, mathematics and fixed point theory is given. Then, in the material and method
section, the basic definitions and theorems related to the concept of partial metric
space to be utilized in the thesis are given. Later, the third section forming the
original section of the thesis consists of two parts. In the first part, the concept of a
weak partial metric is given and the examples of the concept have been examined.
By utilizing the definition, Banach, Kannan, Chatterjea, Hardy-Rogers and Berinde
fixed point theorems which are important for fixed point theory and their
generalizations are given in the weak partial metric space. In the second part, fixed
point theorems for non-linear mappings are given on metric space. It has also been
mentioned about the application of the results. The obtained results are the
generalization of fixed point results given previously in the literature and these
results are supported with examples. In the last section including discussion and
conclusions, it is emphasized that the importance of the obtained results and

generalizations of some fixed point theorems in their literature.

Key words: Fixed Point, Weak Partial Metric, Contraction Mappings,
a-Admissible Mapping.
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1. GIRIS

Fizik, kimya, biyoloji, ekonomi ve sosyal bilimler gibi giindelik yasam alanlarimizin
bircogunda karsimiza c¢ikan g¢esitli sorunlari matematiksel modellemeler ile
cozebiliriz. Bu modellemeler denklem sistemlerini ve bunlarin ¢esitliligini meydana
getirmektedir. Farkli tipteki soyut uzaylar arasindaki operatorlerle calisildiginda
karsimiza ¢ikan sistemler daha karmasik olur. Bu sekildeki denklemlerin ¢oziimleri
ile ilgili baz1 temel sorular sorulabilir. Bu denklemlerin ¢oziimii var midir? Kag tane
¢cOziimii vardir? Var ise nasil bulunur? Bu problemlerin bulundugu kiimenin yapisi

nedir?

Coztimlerin varligi problemi, belirli bir operatoriin bir sabit noktasinin bulunmasi
problemiyle es degerdir. Bu nedenle sabit nokta teorisindeki sonuglar operator
denklemlerinin ¢6ziimiiniin varliginin elde edilmesi i¢in kullanilmaya baglamistir.
Banach biiziilme doniisim prensibi adi diferansiyel denklemler, kismi tiirevli
denklemler ve integral denklemleri igeren operatér denklemlerin ¢oziimlerinin
varliginda kullanilabilen bir sonugtur. Bu prensip bir¢ok alanda genisletilmis ve
genellestirilmistir. Metrik uzayda biiziilme dontistimii, farkli iki noktanin
goriintiileri arasindaki uzakligin bu noktalar arasindaki uzakliktan daha kii¢lik
oldugunu ifade etmektedir. Bu tez calismasinda temel olarak kullanacagimiz
tek degerli biliziilme dontisiimlerinden bir ka¢inin metrik uzaydaki ifade edilmis

halini asagida verebiliriz.

(1) (Banach, 1922). (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun.
Her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) <ad(x,y)

olacak sekilde a € [0,1) var ise T doniisimiiniin X de bir tek sabit noktasi vardir.

Ustelik her x, € X i¢in {T™x,} dizisi T nin bu sabit noktasina yakinsar.



(i1) (Kannan, 1968). (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun.
Her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) <ald(x,Tx)+d(y,Ty)]

olacak sekilde a € [0, %) var ise T doniisiimiiniin X de bir tek sabit noktasi1 vardir.

Ustelik her x, € X igin {T™x,} dizisi T nin bu sabit noktasina yakinsar.

(ii1) (Chatterjea, 1972). (X ,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim

olsun. Her x,y € X icin
d(Tx,Ty) <bld(x,Ty) +d(y,Tx)]
olacak sekilde b € [0, %) var ise T doniisiimiiniin X de bir tek sabit noktasi vardir.

(iv) (Zamfirescu, 1972). (X ,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim

olsun. Her x,y € X i¢in

z) d(Tx,Ty) < ad(x,y)
7;) d(Tx,Ty) <pld(x,Tx) +d(y,Ty)]
z3) d(Tx,Ty) <yl[d(x,Ty)+d(y, Tx)]

sartlarindan biri saglanacak sekilde 0 <a <1, 0<p6, y <% sayilar1 var ise T

doniistimiintin X de bir tek sabit noktas1 vardir.

(v) (Bianchini 1972). (X ,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun.
Her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < hmax {d(x,Tx),d(y,Ty)}

olacak sekilde h € [0,1) var ise T doniistimiiniin X de bir tek sabit noktas vardir.



(vi) (Reich, 1971; Rus, 1971). (X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir
doniigiim olsun. Her x,y € X ve a + 2b < 1 olacak sekildeki a, b € R i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,y)+ b[d(x,Tx) +d(y,Ty)]

sart1 saglansin. Bu durumda T' doniisiimiiniin X de bir sabit noktas1 vardir.

(vi) (Hardy-Rogers, 1973). (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisim
olsun. Her x,y € Xvea+ b + c + e + f < 1 olacak sekildeki a, b, c, e, f € R* i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,Tx) + bd(y,Ty) + cd(x,Ty) + ed(y,Tx) + fd(x,y)

sart1 saglansin. Bu durumda T dontisiimiiniin X de bir tek sabit noktas1 vardir.

(vii) (Berinde, 2004). (X ,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X doniisiimii olsun.
Her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < 6d(x,y) + Ld(y, Tx)

olacak sekilde 6 € (0,1) ve L > 0 sabitleri var ise T doniisiimiiniin X de bir sabit

noktas1 vardir.

1992 yilinda Matthews kismi metrik tanimini yapmustir. Kismi metrik, veri akis
aglarmin ~ denotasyonel  anlambilim  ¢alismalarinda  kullanilabilmektedir.
Denotasyonel anlambilimi semantik programlama dillerine ve sistemlerine
matematiksel bir anlam vermek i¢in kullanilan bir metottur. Baslangigta bir analiz
araci olarak kullanilsa da semantik dillerin uygulanmasinda ve dizayninda da
kullanimi1 gelismektedir. Kismi metrik uzay1 metrik uzaydan ayiran en énemli 6zellik
ise bir noktanin kendisine olan uzakliginin sifir olmayabilecegidir. Ayrica T,
uzayindan daha da genis olan T uzayinda calisma imkén1 vermesidir. Boylece sabit

nokta teorisinin bilgisayar bilimindeki kullanilma alan1 gelismistir.



Matthews’in bu tanimiyla beraber metrik uzayda yapilan sabit nokta teoremleri kismi
metrik uzaya tasinarak bir¢ok yazar tarafindan genellestirilmis ve dérneklendirilmistir.
Matthews’in bu tanimindan sonra Heckmann kismi metrikten daha genis olan zay1f

kismi metrik tanimini yapmastir.

Bu tez ¢alismasinin birinci boliimiinde zayif kismi metrik ve sirali zayif kismi metrik
uzaylarda sabit nokta teoremlerini ele alacagiz. lkinci bolimde ise a-gegisli
donisiimler g6z Oniine alinarak metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri elde

edecegiz.

1.1. Kaynak Ozetleri

1994 yilinda S. G. Matthews, Genel Topoloji ve Uygulamalar1 8. Yaz Konferansinda
yaptig1 konugmasinda “Partial metric topology” adli c¢aligmasini sunmustur. Bu
calismada kismi metrik uzay ve topolojisi hakkinda bilgi vermistir. Bu metrigin en
onemli 6zelligi bir noktanin kendisine olan uzakliginin sifir olmayabilecegidir. Bu
bakimdan kismi metrik kavraminin alisilmis metrik kavramindan daha genis
oldugunu vurgulamistir. Ayrica bu c¢alismasinda Banach sabit nokta teoremini bu
uzayda ifade ve ispat etmistir[ 1]. Ardindan, bu ¢alisma temel alinarak ¢esitli yazarlar
tarafindan kismi metrik uzayda bazi sabit nokta teoremleri ve genellestirmeleri elde
edilmistir[2-12]. Kismi metrik {izerine yapilan bir¢cok calismadan sonra, 1999 yilinda
Heckman “Approximation of metric spaces by partial metric spaces” adl
makalesinde kismi metrigin (p,) sartin1 ihmal ederek zayif kismi metrik tanimini
vermistir. Boylece her kismi metrik uzayin bir zayif kismi metrik uzay oldugunu
fakat tersinin dogru olmadigini ifade etmistir [13]. Bu tanimdan yararlanilarak tezin
orijinal kisminin ilk béliimiinde zayif kismi metrik uzayda sabit nokta teoremleri elde
edilmistir. ilk olarak Hardy ve Rogers’in “A generalization of a fixed point theorem
of Reich” adli makalesi incelenmistir[14]. Bu tip dontistimlerin zayif kismi metrik
uzaylarda sabit noktasinin varlig1 ve tekligi ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.
Elde edilen bu sonuglar Altun ve Durmaz tarafindan “Weak partial metric spaces and
some fixed point results” adli ¢alismada ele alinmistir[15]. Ayrica bu calismanin

sonuclart olan Banach, Kannan ve Reich tip sabit nokta teoremleri de zayif kismi



metrik uzayda ifade edilmistir. Metrik uzaylarda lineer olmayan biiziilme
esitsizlikleri kullanilarak elde edilen sabit nokta teoremlerinin zayif kismi metrik
uzaydaki versiyonlarini elde etmek amaciyla lineer olmayan biiztilmelerde kullanilan
fonksiyonlarin yapilarinin  incelenmesine ihtiya¢g duyulmustur. Bunun icin
Berinde’nin “Iterative approximation of fixed points” adli kitab1 incelenmistir.
Ayrica bu doniisiimlerin siniflandirilmalar1 da detayli bir sekilde ele alinmistir[16].
Bu bilgiler dogrultusunda yine Altun ve Durmaz’ in “Weak partial metric spaces and
some fixed point results” adli ¢alismasinda lineer olmayan biiziilme esitsizlikleri
dikkate alinarak bazi tek degerli doniisiimlerin, zayif kismi metrik uzaylarda sabit
noktasimin varlig: ve tekligi ile ilgili sonuglar elde edilmistir[15]. Ilic, Pavlovic ve
Rakocevic’ in “Some new extensions of Banach's contraction principle to partial
metric space” adli makalesi incelenmis ve bu makaleden yararlanilarak bazi
dontistimlerin zayif kismi metrik uzayda sabit noktasinin varligi ve tekligi ile ilgili
sonuglar elde edilmistir[8]. Bu sonu¢lar Durmaz, Acar ve Altun tarafindan “Some
fixed point results on weak partial metric spaces” adl1 ¢calismada verilmistir[17]. Bu
calismanin bir genellestirmesi ve bazi sonuglart Durmaz, Altun ve Acar tarafindan
“Two general fixed point results on weak partial metric space” adli ¢alismada ele
almmistir[ 18]. Metrik uzayda Berinde tip biiziilme kavramu ile literatiirde yer alan
Banach, Kannan, Chatterjea gibi biiziilmelerin, Berinde tip biiziilmenin birer 6zel
halleri oldugunu gosteren Onermeler icin, Berinde’nin makaleleri ve Berinde tip
dontisiimlerdeki sabit noktalar i¢in Pacurar’in makalesi incelenmistir.[19-23]. Bu
caligmalardan yararlanarak, Berinde tip doniistimler i¢in sabit noktanin varligi ile
ilgili bir sonug¢ zayif kismi metrik uzayda elde edilmistir. Ayrica sirali zayif kismi
metrik uzay i¢in de bir sonug¢ elde edilmistir. Bu sonuglar Acar, Altun ve Durmaz
tarafindan “A fixed point theorem for new type contractions on weak partial metric
spaces” adli calismada ele almmistir[24]. ikinci boliimde ise metrik uzaylarda a-
gecisli dontisimlerle ilgili tanimlar ve sabit nokta teoremleri i¢in Samet, Vetro ve
Vetro’'nun “Fixed point theorems for a — y-contractive type mappings” adlh
makalesi incelenmistir[25]. Ayrica, kiime degerli a-gecisli doniisiimler i¢in sabit
nokta teoremlerinin elde edildigi ve uygulamalarina da yer verildigi makaleler
incelenmistir[26-27]. Bu uygulamalar i¢in ilave olarak Pei ve Chang’in “Monotone
iterative technique and symmetric positive solutions for fourth-order boundary value

problems” ve Caballero, Harjani ve Sadarangani’nin “Uniqueness of positive



solutions for a class of fourth-order boundary value problems” adli ¢alismalar1 da
incelenmistir[28-29]. Bu incelemelerden yararlanarak metrik uzayda a-gegisli
doniisiimler i¢in Berinde tip biiziilme sartiyla sabit noktanin varlig1 ve tekligi ile ilgili
baz1 sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglar dordiincii basamaktan lineer olmayan iki
bilinmeyenli sinir deger problemlerinin ¢6ziimiinin varligmmin ve tekliginin
gosterilmesinde kullanilmaktadir. Elde edilen bu sonuglar Durmaz, Minak ve Altun
tarafindan “Fixed point results for a — i-contractive mappings including almost

contractions and applications” adli ¢alismada verilmistir[30].



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, literatiirde var olan bazi temel tanim ve bunlarin bilinen sonuglarini
sonraki bolumlerde kullanabilmek i¢in hatirlatmak amaclanmistir. Ayrica bolimii

makul uzunlukta tutabilmek i¢in teoremlere ispatsiz deginilecektir.

Ik olarak Matthews’ in tanimlarini ve bu tanimlardan elde edilen sonuglar1 verelim.

Tamm 2.1. X bos olmayan bir kiime ve p: X X X - R* bir fonksiyon olsun. Her

X,¥,Z € X i¢in

) p(x,x) =px,y) =p(y,y) ©x =y,
p2) p(x,x) < p(x,y),

p3) p(x,y) =p(y,x) ve

pa) P(x,y) < p(x,z) +p(z,y) —p(z2)

sartlar1 saglanirsa p ye X lizerinde bir kismi metrik, (X, p) ikilisine de kismi metrik

uzay denir.

Eger p(x,y) = 0 ise (p;) ve (p,) 6zeliklerinden x = y oldugu goriiliir. Fakat x =y
ise p(x, y) sifir olmayabilir. Bunu asagidaki Ornek 2.2 de gorebiliriz.

Kismi metrik uzay kavrami tanimlandiktan sonra, hesaplama teorisindeki
matematiksel modellere uygunlugu elde edilmistir. Matthews ise kismen bu kavrama
daha uygun olan Banach biiziilme doniisimiiniin bir degisik halini kismi metrik
uzayda vermistir.

Kismi metrik uzaym bilinen baz1 6rneklerini agagidaki gibi verebiliriz.

Ornek 2.1. Her metrik uzay bir kismi metrik uzaydr.



Ornek 2.2. p:R* x R* - R*, p(x,y) = max {x,y} ile tamml fonksiyon, R*

tizerinde bir kismi metriktir.
Ornek 2.3. a < b olmak iizere I, tiim [a, b] araliklarmin kiimesi olsun. p:1 X I —
R*, p([a,b],[c,d]) = max {b,d} —min {a,c} ile tamimlanan fonksiyon [

tizerinde bir kismi metriktir.

Ornek 2.4. p: w X w = R™,

0, x=y
2-Ixl x#0ve y=0
p(x,y) = -yl x=0vey#0
—min{lx],|lyl} .
2 , diger durumlar

ile taniml1 fonksiyon w tizerinde bir kismi metriktir.

Onerme 2.1. p, X iizerinde bir kismi metrik ise p%: X X X - R*

p°(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) —p(¥,y)

bi¢ciminde tanimli fonksiyon X de bir metriktir. Ayrica p, X tizerinde bir kismi metrik

isep”: X x X » R*,

p"(x,y) = p(x,y) — min{p(x,x),p(y,y)}

ile taniml1 fonksiyon da X iizerinde bir metriktir.

Onerme 2.2. (X,p) bir kismi metrik uzay olsun. Bu takdirde p® ile p" metrikleri

denk metriklerdir.

Tammm 2.2. (X,p) bir kismi metrik uzay, x €X ve & >0 sayisi olsun.

B,(x,e) = {y € X:p(x,y) <p(x,x) + &} kiimesine x merkezli & yarigapl acik



yuvar denir. Benzer olarak B,(x,€) = {y € X:p(x,y) < p(x,x) + €} kiimesine ise

x merkezli € yarigapli kapali yuvar denir.

By = {Bp (x,e):x € X, e> 0} agik yuvarlar ailesi X tizerinde bir 7,, topolojisinin bir

tabanidir. Bu durumda (X, 7,,) uzayi bir Ty uzayidir.

Ornek 2.5. X = [0,0) ve p(x,y) = max {x,y}olarak tamimlansmn. Bu durumda
(X, p) bir kismi metrik uzaydir. Simdi p metrigine gére X in elemanlarinin herhangi

bir € > 0 i¢in agik komsuluklar1

By(x,e) = {y € X:p(x,y) <p(x,x) + &}
={y € X:max {x,y}<x+ ¢}
=[0,x + ¢)
olarak bulunur. Boylece bu ag¢ik yuvarlardan elde edilen taban
B ={[0,a):a € (0,)}
bi¢imindedir. O halde
7, = {0, X} U{[0,a):a € (0,0)}

olarak elde edilir.

Onerme 2.3. (X, p) bir kismi metrik uzay ve {x,,}, X de bir dizi olsun. {x,,} dizisinin

bir x € X noktasina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

p(x,x) = lim,_,, p(x, x,)

olmasidir.



Onerme 2.4. (X, p) bir kismi metrik uzay ve {x,,}, X de bir dizi olsun. {x,,} dizisinin

(X, p®) metriginde bir x € X noktasina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
p(x,x) = lim p(x,x,) = lim p(xm, x,)

n—-oo n,m-—oo
olmasidir.

Tamm 2.3. (X, p) bir kismi metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun.

i) Eger limy, ;00 D(Xn, X)) limiti var ve sonlu ise {x,} dizisine X de bir Cauchy
dizisi denir.

ii) X deki her Cauchy dizisi X in bir noktasina yakinsiyorsa yani x € X ig¢in

p(x,x) = limy, 10 P(Xp, Xp,) ise X uzayina tamdir denir.

Not: Her metrik uzayda her yakinsak dizi bir Cauchy dizisi olmasina ragmen her
Cauchy dizisi her zaman yakinsak degildir. Kismi metrik uzaylarda ise yakinsak bir
dizinin Cauchy dizisi olmasi gerekmez. Ayrica yakinsak bir dizinin limiti tek

olmayabilir.

Ornek 2.6. p:R* x R* - R*, p(x,y) = max {x,y} ile tanimh fonksiyon, R*

iizerinde bir kismi metriktir. {x,,} dizisini
_ fo, n=2k
{xn} - {1, nzzk+1
seklinde tanimlayalim. Bu durumda {x,} dizisi yakinsak olmasma ragmen
limy, 100 P (Xp, X)) meveut degildir. Dolayistyla {x,,} dizisi Cauchy dizisi degildir.

Ayrica {x,} dizisinin limiti tek degildir.

Asagidaki lemma (X, p®) ve (X, p) uzaylarindaki Cauchy dizisi ve tamlik arasindaki

iliskiyi vermektir.
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Lemma 2.1. (X, p) kismi metrik uzay olsun.

i) {x,} dizisinin (X,p) de bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,}
dizisinin (X, p®) de bir Cauchy dizisi olmasidir.

ii) (X, p) nin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X, p®) nin tam olmasidir.

Ornek 2.7. p: R* x Rt - R* ve
1 1
p(x,y) =7 lx—yl+smax {x,y}

seklinde tanimli fonksiyonu R* iizerinde bir kismi metriktir fakat metrik degildir.
Her x,y € R i¢in p metriginden elde edilen p® metrigi p*(x,y) = [x — y|
seklindedir. (R*,p*) tam metrik uzay oldugundan (R*,p) uzay1 da bir tam kismi

metrik uzaydir.

Tamm 2.4. X bos olmayan bir kiime ve <, X de bir bagint1 olsun. Eger her x,y,z €

X i¢in

) x < x, (yansima 6zelligi)

ii)x < yvey =< xise x =y ve (simetri)

lii)x < yvey < zise x < z (gegisme ozelligi)

sartlar1 saglaniyorsa < bagintisina kismi siralama bagintis1 denir.

X kiimesinde kismi siralama bagintisi tanimlanmais ise bu kiimeye kismi sirali kiime

denir. Eger kismi sirali bir kiimede x,y elemanlart i¢in x <y veya y<x

sartlarindan en az biri dogru ise x ve y elemanlarina karsilastirilabilir denir.
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3. SABIT NOKTA TEOREMLERI

3.1. Zayif Kismi Metrik Uzayda Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde, tezin orijinal kismini olusturan calismalara yer verilecektir. ilk olarak
Heckmann tarafindan verilen zayif kismi metrik uzay tanimi verilecek ve Matthews’
in tamimladig1 kismi metrik uzay ile aralarindaki iliski incelenecektir. Daha sonra
Zayif Kismi metrik uzay kavrami goz Oniine alinarak bunun ig¢in sabit nokta
sonuglar1 elde edilecektir. Son olarak ise a-gecisli doniisiimler goz ontine alinarak

metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri elde edilecektir.

Zay1f kismi metrik uzay kavrami, kismi metrik uzay tanimindaki (p,) 6zelliginin goz

ard1 edilmesiyle tanimlanmastir.

Tanim 3.1.1. X bos olmayan bir kiime ve p: X X X - R* ya tanimli bir fonksiyon
olsun. Her x,y,z € X i¢in (p,), (p3) ve (p,) sartlar1 saglantyorsa p ye X de bir zayif

kismi metrik, (X, p) ikilisine de zay1f kismi metrik uzay denir.

Eger p ye X de bir zayif kismi metrik ise (p3) ve (p4) sartlar1 kullanilarak her
X,y € X i¢in

pxx)+p(y.y)
p(x,y) 2 ="~

esitsizligini elde edebiliriz. Bu esitsizlige zayif (p,) sart1 diyecegiz.

Onerme 3.1.1. Her kismi metrik uzay bir zayif kismi metrik uzaydir.

Ornek 3.11. X =R olsun. p:X x X > R, her x,y € R* i¢in p(x,y) = =%

seklinde tanimlansin. Bu durumda (R*, p) bir zayif kismi metrik uzaydir fakat kismi

metrik uzay degildir.
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Ornek 3.1.2. a <b olmak iizere I, tim [a,b] araliklarinin kiimesi olsun.

b+d—-a—c

p:I X1 - R*Y, p([a,b],[c,d]) = ile tanimlanan fonksiyon, I lizerinde bir

zay1f kismi metriktir fakat kismi metrik degildir.
Onerme 3.1.2. Eger (X,p) bir zayif kismi metrik uzay fakat kismi metrik uzay

degilse p°® fonksiyonu aynmi X kiimesi iizerinde metrik olmayabilir. Asagida

verecegimiz 6rnek bunu aciklamaktadir.

Ornek 3.1.3. X = R* olsun. p: X X X > R* ve her x,y € R* i¢in p(x,y) = x:—y

seklinde tanimlansin. Burada x,y € R i¢in

p*(x,y) =0

oldugu goriiliir. Bu durumda, p?®, X tizerinde bir metrik degildir. Dikkat edilirse
pY(x,y) =5 lx -yl

olur ve dolayisiyla p%, X tizerinde bir metriktir.

Onerme 3.1.3. Her a, b, c € R* igin

min {a,c}+ min {b,c} < min {a,b}+c

dir.

Onerme 3.1.4. (X, p) bir zayif kismi metrik uzay ise p", X tizerinde bir metriktir.
Ispat: p bir zayif kismi metrik oldugundan

2p(x,y) = p(x,x) +p(y,y) =2 2min {p(x,x),p(¥,y)}

elde edilir. Buradan
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p(x,y) —min {p(x,x),p(y,y)} =0

olur.

pY, X diizerinde bir metrik oldugunu gosterelim. p%¥(x,y) =0 ise x =y ve

p” (x,y) = p”(y,x) bulunur. Her x,y,z € X ve Onerme 3.1.3 den

p¥(x,z) = p(x,z) —min {p(x,x),p(z 2)}

< py)+p(.z) —p(y) —min {p(x,x),p(z 2)}

< p(x,y) —min {p(x,x),p(y, )} +p¥,2) —min {p(y,¥),p(z 2)}
p”(x,y) +p* (¥, 2)

elde edilir. Bu durumda p", bir metriktir.

Zayif kismi metrik uzayda yakinsaklik, Cauchy dizisi, tamlik ve bir fonksiyonun
stireklilik kavramlart kismi metrik uzaydakine benzer tanimlanabilir. Simdi zayif
kismi metrik uzaydaki bazi sabit nokta sonuglarini verecegiz. Bu sonuglarda
yaralanacagimiz bazi kavramlar1 zayif kismi metrik uzayda asagidaki gibi ifade ve

ispat edelim.

Lemma 3.1.1. (X, p) bir zay1f kismi metrik uzay olsun.

i) {x,} dizisinin (X,p) de bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,}
dizisinin (X, p") da bir Cauchy dizisi olmasidir.

ii) (X,p) uzaymmn tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X,p") uzaymin tam

olmasidir.
Ispat: ilk olarak (X,p) deki her Cauchy dizisinin (X,p") uzayinda da bir Cauchy

dizisi oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki {x,}, (X, p) de bir Cauchy dizisi olsun.

Bu durumda € > 0 i¢in her n, m = ny oldugunda

£
|p(xn' xm) - al < E
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olacak sekilde no € N vardir sartin1 saglayan bir a € R vardir. Buradan her

n,m = no igin

pw(xn' xm) = p(xn» xm) — min {p(xnr xn)' p(xm' xm)}
= p(xn» xm) —a+a—min {p(xn'xn)» p(xm' xm)}
< |p(xn» xm) - al + |a — min {p(xn» xn): p(xm'xm)} |

<Zt+i=c¢
2 2

elde edilir. Dolayisiyla {x,}, (X, p") da bir Cauchy dizisidir.
Ayrica, (X,p") uzaymmm tamhigr (X,p) uzaymi tamligindan ispatlanmaktadir.
Gergekten; {x,}, (X,p) de bir Cauchy dizisi ise {x,}, (X,p") uzayinda da bir
Cauchy dizisidir. (X, p") uzayi tam oldugundan
lim,, o p% (xp,x) =0
olacak sekilde bir x € X vardir. Bu durumda
lirnrl,m—>c>o p(xn: xm) =p(x,x)
oldugunu gosterelim. {x,}, (X, p) de bir Cauchy dizisi oldugundan

lim,, o p(xn' xn) = p(x, x)

oldugunu gostermek yeterlidir. € > 0 ve her n = ny i¢in p"(x,, x) <§ olacak

sekilde ny € N vardir. Dolayistyla n = ny oldugunda

|pCen, xn) — (%, )| = max {p(xy, x,), p(x,x)} —min {p(xy, x,), p(x,x)}

max {p(xp,xn),p(x,x)}+min  {p(xn,xy),p(x,x)}

— min {p(xn' xn)' p(x, X)}

p(xn,xn)+p(X,x)
= o[

— min {p(xn; xn)r p(x' x)}]
< 2[p(xp,x) —min {p(x,, x,),p(x,x)}]
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=2pY (xp,x) <€

bulunur. Yani, (X,p) uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsaktir. Bu durumda (X, p)

uzay1 tamdir.

Simdi ise (X,p") uzayindaki her {x,} Cauchy dizisinin (X,p) uzayinda da bir

e . o . . 1 ..
Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. € = S ve her m,n = n, i¢in

1
pw(xn: xm) < E
olacak sekilde bir ng € N vardir. Buradan

p(xn, %) = pQen, X5) — p(xnoi xno) + P(xn(,» xno)
< |p(xn'xn) - p(xnoi xno)l + p(xnoi xno)
< 2p% (2, X, ) + P(%ny, X, )

<1+ p(xno,xno)
elde edilir. Bu durumda {p(x,, x,)} dizisi R de siirlidir. R de sinirli bir kiimenin

yakinsak bir alt dizisi vardir. Diger taraftan {x,}, (X, p") uzayinda bir Cauchy dizisi

oldugundan € > 0 ve her m,n = n, i¢in
w &

p (xn; xm) < E

olacak sekilde bir n, € N vardir. Buradan

|p(xn'xn) - p(xm: xm)l < dew(xn: xm) <e¢

elde edilir. Yani {p(x,, x,,)} dizisi R de bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla

limy,_, o, p(xn' xn) =a
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dir. Diger taraftan ise

|p(xn' xm) - al < Ip(xn' xm) - min{p(xn; xn)' p(xml xm)}l +
| min {p(xn; xn); p(xm: xm)} - Cll
= pw(xnr xm) + I min {p(xn: xn); p(xm; xm)} - al
oldugundan
limy, 100 PO, X)) = a
olup {x,}, (X, p) uzayinda bir Cauchy dizisidir.
Ayrica, (X,p) uzaymin tamhigmin (X,p") uzaymin tamhgm gerektirdigini

ispatlayalm. Eger {x,}, (X,p") uzayinda bir Cauchy dizisi ise (X,p) uzayinda da
bir Cauchy dizisidir. (X, p) uzay1 tam oldugundan

lirﬂn,m—mo p(xn: xm) = lim,,_,0 p(xn; x) = p(x' x)

olacak sekilde bir x € X var olsun. Bu durumda € > 0 ve n = n, oldugunda

max {lp(xn, x) — P(xn: X)), |p(xn: x) —p(x, 0} <e

olacak sekilde bir n, € N vardir. Sonug olarak n > n, oldugunda

P (xp, x) = p(xy, x) —min {p(x,, x,), p(x, x)}
= |p(xp, x) —min {p(x,, x,), p(x, 0)} < €

elde edilir. Bu durumda (X, p") uzay1 tamdir.

Onerme 3.1.5. Onerme 2.4 zayif kismi metrik icinde saglanir.

Yapilan bu hazirliktan sonra, orijinal teoremlerimizi ifade ve ispat edelim. ilk olarak

Hardy ve Rogers tipi sabit nokta teoremini zayif kismi metrik uzayda inceleyelim.
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Teorem 3.1.1. (X,p) tam zayif kismi metrik uzay, T:X — X bir dontsim ve
ab,c,de>0icind=>eiscea+b+c+2d<1l,d<eisca+b+c+2e<1

olsun. Her x,y € X i¢in

p(Tx,Ty) < ap(x,y) + bp(x,Tx) + cp(y,Ty) + dp(x,Ty) + ep(y, Tx) (3.1)

sart1 saglayan T doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x, € X keyfi bir nokta olsun. {x,} dizisi X de n = 1,2, 3, ... i¢in x,, = Tx,,_4
olacak gekilde tanimlansin. Eger ny € N igin x;,, ) = Xy 11 i8¢ Xp,, T nin bir sabit
noktasidir. Kabul edelim ki her n €N sayis1 i¢in x, # x,,1 olsun. (3.1)

esitsizliginden

P(Xn1, %) = p(Txn, Tn—1)

< ap(xp, Xp_1) + bp(xpn, Txy) + cp(xp_1, Txp_1) + dp(x,, Txp_1) +
ep(Xp-1, Txn)

= ap(xn, Xn_1) + bp(Xn, Xp41) + cp(Xn_1, xn) + dp(xp, xn) +
ep(Xn-1, Xn+1)

<(a+c+e)p(xyxn_1)

+(b + e)p(xn, Xn+1) + (d — €)p(xn, X5) (3.2)

elde edilir. Her n sayist i¢in d >e ise (3.2) esitsizliginin sag tarafina

(d —e)p(Xns1, Xne1) veya (d —e)p(x,_q1,X%,—1) terimleri eklenip zayif (p,)

ozelligi kullanilarak

a+c+e a+c+2d—e
1-b—2d+e’ 1-b—e

P (1, %) = max{ } G o) (33)

elde edilir. Eger d < e ise (3.2) esitsizliginden (d — e)p(x,, x,,) terimi ¢ikartilarak

a+c+e
1-b—e

p(xn+1, xn) < p(xn' xn—l) (34)

esitsizligi elde edilir. Buradan (3.3) ve (3.4) esitsizliklerinde
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{ atc+e a+c+2d—e}
max l1-b-2d+e’ 1-b—-e J, d=e

a+c+e d<e
1-b-e ’

olarak kabul edildiginde n = 1, 2, 3, ... i¢in

P(Xny1, Xn) < A"p (x4, X0)

elde edilir. 4 € [0,1) oldugu agiktir. Boylece

limy_,eo p(Xn11,%n) = 0 3.5)

bulunur. Diger taraftan

pw(xn+1'xn) < p(xn+1rxn) — min {p(xn: xn)' p(xn+1'xn+1)}
S p(xn+1rxn)

< A"p(x4, x0)
oldugundan
lim,,, o™ (X541, X,) =0

elde edilir. Bu durumda k = 1, 2, 3, ... igin

pw(xn+ern) < pw(xn+k' xn+k—1) + ot pw(xn+1:xn)
< AR p(oy, x0) + o+ A (xq, o)
= [T+ e+ A p(x, x0)

An
< Ep(xlr Xo)

bulunur. Bu durumda {x,}, (X,p") metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X,p)
uzay1 tam oldugundan ve Lemma 3.1.1 ile {x,,}, (X, p") metrik uzayinda yakinsaktir.

Yani
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lim,,, o™ (2, x) = 0

olacak sekilde x € X vardir. Yine Lemma 3.1.1 den

p(x, x) = limy, 0P (2, x) =1limy, 1p00P (X, X)) (3.6)

elde edilir. Ayrica {x,}, (X, p") metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldugundan

limy, o™ (X, X)) = 0

elde edilir. Diger taraftan ise

p(xn' xn) + p(xn+1'xn+1) < Zp(xnr xn+1)

olup (3.5) esitliginden

lim,,, 0P (%, X)) =0

elde edilir. Bu durumda p" nin tanimindan

p(xn' xm) =p"” (xnr xm) + min {p(xn' xn): p(xm' xm)}

Ve

limy, 150 (Xn, Xm) = 0

elde edilir. (3.6) esitligiyle

p(x,x) = limy,op(xp, x) =1limy, 1o0p (X, Xpm) = 0

bulunur. Simdi p(x,Tx) =0 oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim. Yani

p(x, Tx) # 0 olsun. (3.1) esitsizliginden
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p(x,Tx) < p(x,Txy) + p(Tx,, Tx) — p(Txy,, Txy)

< p(x,x,) + p(Tx,, Tx)

< p(x, xn11) + ap(x, xn) + bp(x, Tx) + cp(xn, Xn41) + dp(X, Xn41) +
ep(x,, Tx)

< P X)) + ap(x, x) + bp(x, TX) + cp(xn, Xni1) + dp(x, Xpa) +
ep(xp, x) + ep(x, Tx)
elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

p(x,Tx) < (b+ e)p(x,Tx)

elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu durumda p(x, Tx) = 0 olmali ve x = Tx elde
edilir. Ayrica p(x,x) = 0 dir.

Eger y, T nin diger bir sabit noktasi ise

p,y) =p(Ty,Ty)<(a+b+c+d+e)plyy)

ve buradan p(y,y) = 0 elde edilir. p(x,y) > 0 oldugunu kabul edelim

p(x,y) = p(Tx,Ty)
<(a+d+e)plx,y)+bp(y, Ty) + cp(x,Tx)
=(a+d+e)plxy)

olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla sabit nokta tektir.

Yukaridaki orijinal teoremden asagidaki sonuglar1 elde edebiliriz.

Sonug 3.1.1. ( Banach Tip Sabit Nokta Teoremi )(X, p) tam zayif kismi metrik uzay,

T: X — X bir dontistim olsun. Her x,y € X ve 0 < a < 1 i¢in

p(Tx, Ty) < ap(x,y)
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sart1 saglaniyorsa, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Sonug 3.1.2. ( Kannan Tip Sabit Nokta Teoremi) (X, p) tam zayif kismi metrik uzay,
T:X — X bir doniistiim ve 5,y = 0 i¢in § + ¥ < 1 olsun. Her x,y € X i¢in

p(Tx,Ty) < pp(x,Tx) + yp(y,Ty)

sart1 saglaniyorsa, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Sonug 3.1.3. ( Reich Tip Sabit Nokta Teoremi) (X, p) tam zayif kismi metrik uzay,
T:X — X bir doniisim ve a, 8,y = 0 igina + B + ¥ < 1 olsun. Her x,y € X i¢gin

p(Tx,Ty) < ap(x,y) + pp(x,Tx) + yp(y,Ty)

sart1 saglaniyorsa, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Simdi ise zayif kismi metrik uzayda lineer olmayan sabit nokta teoremleri ile
ilgilenilecektir. Ik olarak kiyaslama fonksiyonlarmni ve bunlarin baz1 6zelliklerini
inceleyerek (c)-kiyaslama fonksiyonu yardimiyla sabit nokta teoremi ele alinacaktir.

Asagida verilecek tanimlar ve 6rnekler sonraki boliimde de kullanilacaktir.

Tamm 3.1.2. ¥: R* > R* bir fonksiyon olmak iizere asagidaki ozellikleri goz

Ontine alalim.

Y1) Y azalmayandir. Yani t; < ¢, icin Y(t,) < YP(t,) dir.

Y,) Her t = 0 igin lim,,_,, Y"(t) = 0 dir.

Y3) Her t > 0 igin }5—; Y"(t) < oo dur.

Y,) Her t > 0 i¢in y(t) < t dir.

PYs) Y(0) = 0 dir.

) P-iistten yari siireklidir. Yani t = 0 i¢in t,, = t iken limsup,_. Y (t,) <Y(t)
dir.

;) YP-siirekli bir fonksiyondur.

22



Y1 ve P, sartlarimi saglayan fonksiyon sinifim1 ¥, 1, ve g sartlarini saglayan
fonksiyon smifim1 ¥, Y ve Y3 sartlarin1 saglayan fonksiyon smifini ise @ ile
gosterelim. Literatirde ¥ simifina ait fonksiyonlara kiyaslama fonksiyonlari, @

siifina ait fonksiyonlara da (c¢)-kiyaslama fonksiyonlar1 adi verilir.

Tanimlardan @ € ¥ oldugu agiktir. Yani her (c¢)-kiyaslama fonksiyonu bir

kiyaslama fonksiyonudur.

Lemma 3.1.2. Eger ¢ € ¥ ise her t > 0 i¢in Y (t) < t dir.

Ispat: ¥, den her t> 0icin lim,,y¥"(t) =0 dir. En az bir t, > 0icin
Y (ty) = to oldugunu kabul edelim. 1 azalmayan bir fonksiyon oldugundan

to < YP(to) S Y(W(to)) < -+ < P'(to) < -

olur. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

to < llmn_)oo "’ljn(t) =0

olur ki bu celigkidir. Bu durumda her ¢ > 0 i¢in Y (t) < t dir.

Lemma 3.1.3. Eger Y € ¥ ise ¥(0) = 0 dur.

Ispat: ¥(0) # 0 olsun. Bu durumda (0) = t, > 0 dir. 1 azalmayan bir fonksiyon
oldugundan ¥(0) < ¥ (t,) ve buradan da Lemma 3.1.2 den

0<t1=90) <yY(t1) <ts

olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda (0) = 0 dur.

Lemma 3.1.4. Eger ¢ € ¥ ise ¥ fonksiyonu sifir noktasinda stireklidir.
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Ispat: ¥ € ¥ olsun. Bu durumda Lemma 3.1.3 geregince (0) = 0 dir. t,, = 0
olsun. Y(t,) = Y (0) = 0 oldugunu gosterecegiz. t, = 0 oldugundan t,, - 0T olur

ki buise her n € N i¢in 0 < ¢t,, demektir. 1) azalmayan bir fonksiyon oldugundan

0=19(0) =< YP(tn) <t

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alimirsa ¥(t,) = Y (0) = 0 olur. Bu

durumda v, sifir noktasinda siireklidir.

Ornek 3.1.4. : R > R* fonksiyonu A € [0,1) olmak iizere (t) = At seklinde

tanimlansin. Bu durumda i € @ N ¥ oldugu agiktir.

Ornek 3.1.5. : Rt - R* fonksiyonu

w |~
-

IA

o~

IA
wIlN

P(t) =

|~
win o
N

o~

[y
[ee}

seklinde tanimlansin. Bu durumda ¢ € @ dir, fakat ¢ € ¥ dir.

Ornek 3.1.6. :R* - R* fonksiyonu (t) = ﬁ seklinde tanimlansm. Bu
durumda ¢ € ¥ N ¥ dir, fakat ¢ € @ dir.

Ornek 3.1.7. : Rt > R* fonksiyonu

L o<t<1

l/)(t) — 1+t
St>1

seklinde tanimlansin. Bu durumda y € ¥ olur. Fakat ¢ € @ U ¥ dir.
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Ornek 3.1.8. : Rt > R* fonksiyonu

L oo<t<1

lp(t) — 1+t
~t>1
2t

seklinde tanimlansin. Bu durumda ¢ € ¥ olur. Fakat i € ¥ dir.

Teorem 3.1.2. (X, p) tam zayif kismi metrik uzay, T: X — X bir doniisiim ve y € @

olsun. Her x,y € X i¢in

p(Tx,Ty) < t/)(max {p(x,y),p(x,Tx),p(y,Ty)é[p(x,Ty)+(y,Tx)]}) (3.7

sart1 saglaniyorsa T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x, € X keyfi bir nokta olsun. {x,,}, X den = 1,2,3, ... i¢in x,, = Tx,,_; olacak
sekilde tanimlansm. Eger ny, € N igin p(xp,, Xp,+1) = 0 ise xp,, T nin bir sabit
noktasidir. Kabul edelim ki her n€N igin p(x,, x,+1) >0 olsun. (3.7)

esitsizliginden

p(xn+1' xn) = p(Txn' Txn—l)
< 1!) ( {p(xn' xn—l)J p(xnl Txn)' p(xn—lJ Txn—l)'}>
= max 1
E [p(xn' Txn—l) + p(xn—l' Txn)]

<y (max {pCen 21, POn Xn1), 3 [P Cn Xner) + PG, 201}
= p(max {p(xn'xn—l)'p(xnrxn+1)})a (3.8)

-azalmayan ve
P(xn, Xp) + p(Xn-1, Xn+1) < Pn—1, Xn) + P (X, Xp41)

oldugu bulunabilir. Eger baz1 n € N sayilari i¢in

max {p(xnr xn—l): p(xn; xn+1)} = p(xn: xn+1)
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ise (3.8) esitsizliginden

P (xn, Xn41) < Y(p(n, Xn41)) < D0, Xnir)

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bu durumda her n € N i¢in
max {p(xn, Xn-1), P (n, Xn11)} = P(Xn, Xn-1)

olur. (3.8) esitsizliginden

P (xn, Xn41) < Y(p(xn, Xn-1))

bulunur. Boylece

P (Xn, Xni1) < P"(P(x1,X0))

elde edilir. Bu durumda

lim,,_, o p(xnl xn+1) =0

dir. Diger taraftan ise

pw(xn+1' xn) < p(xn+1r xn) — min {p(xn: xn)' p(xn+1: xn+1)}

< p(xn+1' xn)

< Y™ (p(x1,%0))

oldugundan lim,,_,,p" (X541, X) = 0 elde edilir. Bu durumda m > n i¢in

pw(xm; xn) < pw(xm' xm—l) + -+ pw(xn+1rxn)
< lpm_l(p(xlﬂxo)) +-t lpn(p(xl' xO))
< Yisa ¥* (p(x1, %0))
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bulunur. ¥, (¢)-kiyaslama fonksiyonu oldugundan {x,}, (X, p") metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir. (X,p) uzayr tam oldugundan ve Lemma 3.1.1 ile {x,}, (X,p")
metrik uzayinda yakinsaktir. Yani

lim,,, o™ (2, x) =0

olacak sekilde x € X vardir. Yine Lemma 3.1.1 den dolay1

p(x, x) = limy, 0P (xp, x) =1imy, ;0P (X, X)) (3.11)

elde edilir. Ayrica {x,}, (X,p") metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldugundan

limy, 150 P™ (X5, X)) = 0 elde edilir. Diger taraftan ise

PG xn) + p(Xni1, Xne1) < 2p (X, Xna1)

oldugundan lim,,_,,p(x;, X,,) = 0 olur. Bu durumda p* nin tanimindan

P (xn, Xm) = P (X, %) + min {p ey, x0), P (Xm, Xm)}

ve limy, 0P (X, X1) = 0 elde edilir. (3.11) esitligini kullanarak

p(x, x) = limy,,op(xp, x) =limy, 1o0p (Xp, Xym) = 0 (3.12)

bulunur. Simdi ise p(x, Tx) = 0 oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki p(x, Tx) > 0

olsun. lim,,_,o,p(Xp41, Xn) =0 ve lim,,_,p(x,, x) =0 oldugundan. n > n, i¢in

P(ns1, Xn) < 3P(x, T) (3.13)

olacak sekilde ny € N vardir. Yine n > ny i¢in

p(n, X) < 3p(x,Tx) (3.14)
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olacak sekilde n; € N vardir. Eger n > max {nyn;} alnwrsa (3.13), (3.14)

esitsizlikleri ve (p,) 6zelliginden

N |-

[P (o, T) + P, Tx)] < 2 [0, ) + p(x, Tx) — p(x, 2) + p(x, Tacy)]
<2 [3p( Tx) +p(e, T2) +3p(x, Tx))

= 2p(x, Tx) (3.15)
elde edilir. n > max {ng, n,} i¢in (3.13), (3.14) ve (3.15) esitsizliklerinden

P(Xn+1, Tx) = p(Tx,, Tx)
< (max {pCen %), pGon, To0), P, T2, 5 [P Gt TX) + (x5, T2)1})
<Y(p(x,Tx)

elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo igin limit alinirsa p(x, Tx) < Y (p(x,Tx)) elde
edilir. Bu ise bir geliskidir. Bu durumda p(x,Tx) = 0 olup x, T doéniisiimiiniin bir
sabit noktasidir. Ayrica (3.12) esitligi ile p(x, x) = 0 dir. (3.7) esitsizliginden, sabit
noktanin tek oldugu gortilebilir.

x+y

Ornek 3.1.9. X =1{01,..,10} ve p(x,y)zT olsun. Bu durumda

pV(x,y) =§|x—y|01ur. Buradan (X,p") metrik uzayr tam oldugu igin ve

Lemma 3.1.1 den (X, p) zayif kismi metrik uzay1 tamdir. T: X — X

_Jx-1,x+0
Tx = { 0, x=0

seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Teorem 3.1.2 nin biiziilme sartinin
Y(t) = %t fonksiyonu ile saglandigini goésterelim. Bunun i¢in asagidaki dort

durumu inceleyelim.

Durum 1. Eger x =y = 0 ise p(Tx,Ty) =0 < %p(x,y) dir.
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Durum 2. Eger x = y > 0 ise

p(Tx,Ty) =p(x—1,y—1) =x—1<—x=—p(x,y)
dir.

Durum 3. Eger x > y = 0 ise
p(Tx,Ty) =p(x —1,0) == <
dir.

Durum 4. Eger x > y > 0 ise

x+y-—2 9 x+y 9
<——=—p(x
2 T 10 2 10p( 'y)

p(Tx,Ty) =p(x—-1,y—-1) =

dir. Bu ise Teorem 3.1.2 nin tiim sartlarmin saglandigimi gosterir. Ayrica T
dontistimii bir tek sabit noktaya sahiptir. Eger X kiimesi tizerinde alisilmis metrik g6z

Ontine alinirsa bu biiziilme sartinin saglanmayacagini gorebiliriz.

Ilic ve arkadaslarinin kismi metrik uzayda verdigi sabit nokta teoremini zayif kismi
metrik uzay i¢in ifade ve ispat edecegiz. Ayrica verecegimiz bir 6rnekle her iki

metrik uzay arasindaki farki gosterecegiz.

Teorem 3.1.3. (X,p) tam zayif kismi metrik uzay, T:X — X bir donlisim ve

a € [0,1) olsun. Her x, y € X i¢in

p(Tx,Ty) < max {ap(x,y) min{p(x,x),p(y,y)}} (3.16)

sart1 saglansin. Bu durumda
i) pp,=infi{p(x,y):x,y € X} ile gosterildiginde X, = {x €EX:p(x,x) = pp}

kiimesi bostan farklidir,
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it) Tu = u olacak sekilde bir tek u € X, vardir ve

iif) Her x € X, i¢in {T"x} dizisi p" metrigine gére u noktasina yakinsaktir.
Ispat: x € X alalim. (3.16) esitsizliginden

p(Tx,Tx) < max {ap(x,x),min {p(x,x),p(x,x)}} = p(x,x)
olup, p(T"x, T™x) azalmayan bir dizi ve her m > n > 1 igin

p(T"x, T™x) < max {ap(T" 1x,T™ 1x),min {p(T" 1x,T" 1x),p(T™ x, T™ 1x)}}

<max {ap(T" 1x,T™ 1x),p(T™ 1x, T™ 1x)}
elde edilir. Simdi
Ty = lim, o p(T™x, T"x) = inf ey p(T"x, T™x) = 0
ve
My = 2 p(6. T + p(x, )
seklinde belirleyelim. lk olarak her n > 0 i¢in
p(x, T"x) < M, (3.17)
oldugunu gosterelim. n = 0,1 i¢in (3.17) esitsizligi dogrudur. Kabul edelim ki

n<ny—1 igin (3.17) esitsizligt dogru olsun ve n=ng =2 icin de (3.17)

esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim. Bu durumda

p(x, T™x) < p(x,Tx) + p(Tx, T™0x)
< p(x,Tx) + max {ap(x,T™ 1x),min {p(x,x),p(T™ 1x, T 1x)}}
<p(xTx)+ ﬁp(x, Tx) +p(x,x) =M,

oldugundan esitsizlik saglanmis olur. Simdi
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Ty = limy, 100 p(T™x, T™x) (3.18)
oldugunu gosterelim. Zayif (p,) 6zelligi kullanilarak her n,m € N i¢in
2p(T"x, T™x) = p(T"x, T"x) + p(T™x,T™x) = 2r,

elde edilir. Her € > 0 i¢in p(T™ox,T™x) <1, +¢& ve 2M,a™ <1, + ¢ sartini

saglayan bir ng € N vardir. n,m = 2n, igin
1 < p(T"x, T™x)
<max {ap(T" 1x,T™ 1x),min {p(T™" x,T" 1x),p(T™ 1x, T™ 1x)}}

<max {a’p(T" 2x,T™ %x),min {p(T™ 2x,T" 2x),p(T™ 2x,T™ 2x)}}

angp(Tn—nox’ Tm—ngx)’ }

<
= max {min {p(T™ Tox, T ox), p(T™ Mox, T™ Mox)}

<1, +e

elde edilir. Bu durumda (3.18) esitligi saglanir ve {T™x} dizisi bir Cauchy dizisidir.
(X, p) uzay1 tam oldugundan

T = (24, 2,) = limy, o p(2,, T"x) = ngfiloo p(T"x, T™x) (3.19)

esitligini saglayan bir z,, € X vardir. Simdi ise

P(2x, TZy) < p(Zx, Zy) (3.20)
oldugunu gosterelim. Herhangi bir n € N i¢in

p(z,Tzy) < p(2z,, T"x) + p(T"x,Tz,) — p(T"x, T"x) (3.21)
elde edilir. (3.16) esitsizliginden k = 1 icin

P(T2,, T™x) < ap(z,, T 'x)
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veya
p(Tzy,, T x) < p(T™ 1x, T 1x)
veya

P(Tzy, T"kX) < p(2y, Zy)

sartlarin1 saglayan bir {n}ys; alt dizisi vardir. Bu durumlarin her biri i¢in (3.21)

esitsizliginde k — oo igin limit alinirsa p(z,, Tz,) < p(zy, z,) elde edilir.

Simdi X, kiimesinin bostan farkli oldugunu gosterelim. Her k € N igin

p(xp, x) < pp + % olacak sekilde x; € X secelim. 1k olarak

limy, 1500 p(zxn, me) =pp (3.22)

;” + 1 alalim. Eger

oldugunu gosterelim. Herhangi bir € > 0 i¢in ny: = [s(l—a)

k = ngise

Pp < p(TZxk»TZxk) < p(Zxkaxk) = Txp < p(xk'xk)

1 1 e(1-a)
<pp+;S,0p+n—0<pp+

3

elde edilir. Her k = nq igin

e(1-a)
3

U = D(2x 22, ) — P(T2Zy,,, T2y, ) < (3.23)

.. 1
olur. Ayrica, k = n, igin p(zxk,zxk) =7y, S DX Xk) S pp + - olur ve her

k = nyicin

(1-a)
P(Zxy Z,) S Pp + = (3.24)
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saglanir. n,m = ny igin

(Z Z ) < {p(zxn, szn) " p(Tan, Tme) + p(TZXm’ ZXm)}
P\Zxpr Zxp,) S _p(Tan'TZXn) - p(Tme, Tme)

elde edilir ve bu esitsizlige (3.20) esitsizligi uygulanirsa

p(zxn,zxm) <U,+U,+ p(Tan'Tme)

< U, + U, + max {ap(zxn,zxm), min {p(zxn,zxn),p(zxm,zxm)}}

elde edilir. Burada (3.23) ve (3.24) esitsizlikleri de kullanildiginda

P < P22, Zx,,)
2 2 2
< max {38,58(1 —a)+ P(an’zxn):gg(l —a)+ p(zxm,zxm)}

< max {gs,pp +e(1 —a)} <pp,te

elde edilir. Buradan lim,, ;00 p(zxn, me) = pp olur. (X, p) zayif kismi metrik uzayi

tam oldugundan

p(y, Y) = limy p(y' an) = lirnn,m—wo p(zxn'zxm) =Pp

olacak sekilde y € X vardir. Yani y € X, dir. Dolayisiyla X,, # @ dir. X,, kiimesi
bostan farkli oldugundan keyfi bir x € X, alalim. (3.19) esitliginden

Pp < (2, Tzy) S P(24)2y) =75 = Pp

bulunur. Dolayisiyla Tz, = z, € X,, dir. (3.19) esitligi ve Lemma 3.1.1 den {T"x}

dizisi p* metrigine gore z, noktasina yakinsar.

Eger u, v € Xp,, T nin iki farkli sabit noktasi ise
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p(u,v) =p(Tu,Tv) < max {ap(u,v), min {p(u,u),p(v,v)}}

olur ve buradan (1—a)p(u,v) <0, p(u,v) =0 veya p(u,v) <p(u,u) veya
p(w,v) < p(v,v) elde edilir. Buradan u,v € X,, olup p(u,u) = p(v,v) = p, elde

edilir. Zayif (p,) 6zelliginden ise bu durumlar i¢in

p(w,v) =p(u,u) =p,v)

elde edilir ve u = v dir.

Ornek 3.1.10. X = [0,1] U [2,3] ve p: X X X — R déniisiimii her x,y € X i¢in

X xyinl2,3]=0

x,y) =

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, p) uzay: bir tam zayif kismi metrik uzaydir.

T: X - X dontstimi

_ 0, x€[0,1]
Tx = {x—z, x€[2,3]

olarak tanimlansin. Bu durumda Teorem 3.1.3 {in tiim sartlarinin saglandigini

gosterelim.
Durum 1. Eger x, y € [0,1] ise herhangi bir @ > 0 i¢gin

p(Tx,Ty) = p(0,0) < max {ap(x,y), min{p(x,x),p(y,y)}}

elde edilir.
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Durum 2. Eger x,y € [2,3] isc a = %igin

p(Tx,Ty) =p(x —2,x —2) = |[x — y| < max {aﬁTy,min{x,y}}

=max f{ap(x,y), min{p(x,x),p(y,y)}}

elde edilir.

Durum 3. Eger x € [0,1] ve y € [2,3] ise a = sigin

p(Tx,Ty) =p(0,y —2) = |y = 2| < a =~

=max {ap(x,y), min{p(x,x),p(y,y)}}

elde edilir. Boylece a € E, 1) igin Teorem 3.1.3 iin tiim sartlar1 saglanmis olur. Yani

Xp kiimesi bos degil ve Tu = u olacak sekilde bir tek u € X,, vardir. Bu kiime
X, =[0,1] ve TO = 0 € X,, bir tek sabit noktasidir. Ayrica her x € X,, icin {T"x}

dizisi p" metrigine gore u noktasina yakinsaktir.

Tammm 3.1.3. ¢:[0,00) - [0,00) tanimli fonksiyonu eger siirekli, azalmayan ve

p(t) =0t =0 olacak sekilde bir fonksiyon ise ¢-fonksiyonuna uzaklik

degistiren fonksiyonu denir.

Teorem 3.1.4. (X, p) tam zayif kismi metrik uzay, T: X — X siirekli bir doniistim ve

Y ve @ iki ayr1 uzaklik degistiren fonksiyon olsun. Her x,y € X i¢in

Y(p(TxTy) < b(p( ) — 9@ ¥)) (3.25)
sart1 saglansin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x, € X keyfi bir nokta olsun. Eger Tx, = x, ise x,, T nin bir sabit noktasidir.

Kabul edelim ki Tx, # x, olsun. n = 1 i¢in (3.25) esitsizligi kullanilirsa
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l/)(p(xn+1vxn)) = lp(p(Txn' Txn—l))
< lp(p(xn'xn—l)) - (p(p(xnv xn—l))
< P(p(xn, Xn-1)) (3.26)

bulunur. y-fonksiyonu azalmayan oldugundan
p(xnr xn+1) = p(xn—b xn) (3-27)

dir. Yani {p(x,,x,4+1)} dizisi azalan ve alttan sinirlidir. Eger p(xno,xn0+1) =0
olacak sekilde bir ny € N varsa x,; = xp 41 = TXxy, olur ve buradan x, , bir sabit

noktadir. Kabul edelim ki p(xno, xno+1) # 0 olsun. Bu durumda {p(x,, x,+1)} dizisi

azalan ve alttan sinirl oldugundan
limy, o p(Xn, Xpe1) =7 (3.28)

olacak sekilde r = 0 sayis1 vardir. Kabul edelim ki > 0 olsun. (3.26) esitsizliginin

her iki yanindan n — oo i¢in limit alinirsa

Y(r) <) — o) (3.29)
elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bu durumda r = 0 olmalidir. Dolayisiyla

limy,,e0 p(Xn, Xn41) = 0 (3.30)
bulunur. Zayif (p,) 6zelligiyle lim,,_,, p(xp, x,) = 0 bulunur.

Kabul edelim ki {x,}, (X,p") uzayinda bir Cauchy dizisi olmasin. Bu durumda

€ > 0 sayist i¢in {x,, } dizisinin n;, > m;, > k igin

P (X X, ) = € (3.31)
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olacak sekilde {xnk} ve {xmk} alt dizileri bulanabilir. Burada m;, ya karsilik gelen n,,

sayisini (3.31) esitsizligini saglayan en kii¢iik say1 olarak alalim. O halde

P (X Xny—1) < € (3.32)

olur. (3.32) esitsizligine (p,) sartinin uygulanmasi ve (3.31) esitsizliginin

kullanilmasiyla

& < " (Xmy ¥ny,)
< Y (X Xmger1) + Y (X1 Xng—1) + P (=1, %ny.)
< pw(xmk,xmk+1) + pw(xmk+1,xnk) + ZpW(xnk_l,xnk)
< Y (X Ximgr1) + P o Xmpr1) + 2% (Xmyr Xy ) + 20" (X1, %y, )
< pr(xmk,xmk+1) + pW(xmk+1,xnk) + pW(xmk,xmk+1) + ZpW(xnk_l,xnk)
= 3pw(xmk,xmk+1) + pw(xmk+1,xnk) + pr(xnk_l,xnk)
< 3pw(xmk,xmk+1) + pw(xmk+1,xnk_1)+pw(xnk_1,xnk) + Zp""(xnk_l,xnk)
= 3pw(xmk,xmk+1) + pW(xmk+1,xnk_1)+3pw(xnk_1,xnk)
< 3pw(xmk,xmk+1) + pw(xmk+1,xmk)+pw(xmk,xnk_l) + 3pW(xnk_1,xnk)
= 4p" (X Xmyer1) + P (X1 Xy =1) +30™ (Xn-1, 2y )

< 4p""(xmk,xmk+1) + £+3pw(xnk_1,xnk)

elde edilir. Bu esitsizlikte k — oo i¢in limit alinirsa

limy e pw(xmk' xnk) = limyo pw(xmk+1: xnk—l)
= limy o pw(xmk+1' xnk)

= limy_ e pw(xmk,xnk_l) =¢

bulunur. Her x,y € X i¢in p¥(x,y) = p(x,y) — min {p(x,x),p(y,y)} oldugundan

ve lim,, o p(xp, x,) = 0 esitliginin kullanilmasiyla
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limy e p(xmkr xnk) = limyo p(xmk+1: xnk—l)
= limy 00 p(xmk+1l xnk)

= limy_ 0 p(xmk,xnk_l) =&

elde edilir. Teoremdeki biiziilme sarti X, , X, _1 i¢in kullanilirsa

B (pComgerrng)) = ¥ (P (T X 1)) < Y0 Clmpr T 1)) = 9 (P Clmgr 1))
bulunur. k — oo i¢in limit alindiginda ve Y ve ¢ fonksiyonlarinin siireklilik sartiyla
P(e) <y(e) — ()

bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Yani {x,}, (X,p") uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X, p)

uzayl tam oldugundan Lemma 3.1.1den (X,p") uzay1 da tamdir. Dolayisiyla {x,}

dizisi bir z € X noktasina yakinsaktir. Yine Lemma 3.1.1 den

p(z,z) = limy_,0,p (X, 2) =1limy, 0P (X, X) (3.33)
elde edilir. Ayrica {x,}, (X,p") metrik uzaymda bir Cauchy dizisi,
limy, 1m0 P™ (X, X)) = 0 ve limy,op™ (X, X)) = 0 oldugundan p* nin tanimiyla
beraber lim,, ;P (Xy, X1,) = 0 elde edilir. (3.33) esitligiyle

p(z,z) = limy,,op(xp, 2) =limy e (Xp, Xm) =0

bulunur. Teoremin biiziilme sartindan

Y(Pns1,T2)) = Y (P (Txn, T2)) < Y(p(xn, 2)) — @ (p(Xn, 2)

olup n — oo i¢in limit alindiginda

Y(0(2.T2) <Y(p(z.2)) — ¢(p(z,2)) = 0
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elde edilir. Boylece p(z,Tz) =0 olup zayif (p,) ozelligiyle z = Tz dir. Sabit

noktanin tekligi ise diger teoremlerdeki gibi kolayca goriilebilir.

Ornek 3.1.11. X = [O, %] ve her x,y € X i¢in p(x,y) = HTy seklinde tanimlansin. Bu
durumda (X,p) uzayr bir tam zayif kismi metrik uzaydir. T: X — X doniistimii
Tx = x? olsun. Bu durumda (3.25) sart1 (t) =t ve @(t) = %t seklinde tanimli

ve ¢ uzaklik degistiren fonksiyonlari ile birlikte saglanir.

Gergekten,

Y(p(Tx, Ty)) = Y(p(x? y?))

= p(x,y) —5p(x,y)
<yP(p(x,y) — o(p(x»)

bulunur. Boylece teoremin biitiin sartlar1 saglandigindan T donlisimi X = [0, %]

kiimesinde z = Tz olacak sekilde bir tek sabit noktaya sahiptir.

Lemma 3.1.5. (X,p) bir zayif kismi metrik uzay olsun. {x,}, (X,p) uzayinda bir
Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek yeter sart her € > 0 i¢in ng < n < m oldugunda
p(xn, xm) — p(xp, xn) < € olacak sekilde bir ny € N var olmasidir.

Simdi Teorem 3.1.3 {in bir genellestirmesini verelim.

Teorem 3.1.5. (X,p) tam zayif kismi metrik uzay, T:X — X bir dontsim ve

a,b,c € [0,1) ved € [0,7) olsun. Her x,y € X igin
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ap(x,y),bp(x,Tx),cp(y, Ty), }

p(x,Ty) + p(y, Tx)],min {p(x,x),p(y,¥)} (3.34)

p(Tx,Ty) < max {d[

sart1 saglansin. Bu durumda
) X, ={x € X:p(x,x) = inf{p(y,y):y € X}} kiimesi bostan farkl1 ve

it) Tu = u olacak sekilde bir tek u € X, vardir.

Ispat: x, € Xalalm ve her n €N i¢in {x,} dizisini, x, = Tx,_; scklinde
tanimlayalim. ilk olarak Xp kimesinin bostan farkli oldugunu gosterelim. (3.34)

esitsizliginde x = x,,_; ve y = x,, alinirsa

ap(xn—lt xn)r bp (xn—l' Txn—l)' Cp(xn' Txn)'
p(Txn-1,TXy) < max d[p (-1, Txn) + 0y, Toxn-1)],

min {p(xn—l' xn—l)r p(xn' xn)}

ap(xn—lt xn); bp (xn—l' Txn—l); Cp(xn; Txn):
< max d [p(xn—l; xn) + p(xn' xn+1)],
min {p(xn—li xn—l)r p(xn, xn)}

ap(xn—lr Xn), bp (xn—li Txn—l)' Cp(xn' Txn)r
< max de(xn—lr xn)' de (xn' xn+1)'

min {p(xn—l' xn—l)» p(xn' xn)}
esitsizligi saglanir. « = max {a, b, ¢, 2d} olarak kabul edelim. Boylece

ap (Xn—_1, Xn), ap(Xp, Xn11), } (3.35)

X, X < max { .
P(Xn, Xn+1) min {p(Xy—1, Xn-1), P (X, X5)}

bulunur. Bu esitsizlik asagidaki iki durumda incelenebilir.

Durum 1. En az birn € N i¢in

max {ap (-1, %), ap O, Xp41), min {p (-1, Xn—1), PO, X0 )3} = ap(xn, Xn+1)
ise ve a € [0,1) oldugundan (3.35) esitsizligi ile

p(xn' xn+1) < ap (xn' xn+1)
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bulunur. Bu durumda p(x,, x,41) = 0 ve x,, = Tx,, olur. p(x,, x,) < 2p(Xp, Xpn41)

oldugundan p(xy, x,) = 0 elde edilir. Bu ise X, kiimesinin bos olmadigini gosterir.

Durum 2. Her n € N i¢in

max {ap(xXp_1,%n), ap(Xp, Xy41), min {p(xn—lrxn—l)'p(xn'xn)}} # ap(Xn, Xn+1)

olsun. (3.35) esitsizliginden

P (X, Xp41) S max {ap (X1, Xp), min {pXn—1, Xp—1), p(Xn, ¥n)}}

(xn—l'xn—l)"'p(xnrxn)}

< max {ap (Xp—1, %), 2 .

< p(xn-1,%n) (3.36)
elde edilir. {p(x,, X,+1)} negatif olmayan reel sayilarin azalan bir dizisi oldugundan
limy, e D(Xp, Xpg1) =7
olacak sekilde bir r = 0 vardir.

Eger r=0 ise her n€N i¢in p(x,x,) < 2p(x, Xpe1) oldugundan

lim,,_, . p(xy, x,) = 0 elde edilir. r > 0 olsun. Bu durumda her n € N igin

h = max {ap(xn—lr xn); min {p(xn—l;xn—l): p(xn; xn)}}

olsun. (3.36) esitsizliginden ve lim,,_,o p(X,, Xp41) = r oldugundan lim,_ .7, =71

olur.

Simdi sonlu tane n i¢in 1, = ap(x,, X,_1) oldugunu gosterelim. Sonsuz ¢okluktaki n

sayist i¢in 1, = ap(xy,, X,,_1) ise

Ty, = ap(xnk’xnk—l)
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olacak sekilde pozitif tam sayilarin bir {n;} alt dizisi vardir. n; — oo i¢in limit
alinirsa r = ar bulunur ki @ € [0,1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. Yani sonlu tane n

sayis1 i¢in 1, = ap(xy, X,_1) dir. Buradan 7, nin tanimiyla beraber

im0 p(Xp, X)) =7

bulunur. Zayif kismi metrik uzay tanimimnin (p,) sartindan her birn = 1,2, -+- igin

P xXn) +P(Xn+2Xn+2)
2

< p(xnr xn+2)

< p(xnr xn+1) + p(xn+1rxn+2) - p(xn+1' xn+1)

min {p(xn' xn)' P(xn+2» xn+2)} <

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten ve

limy, 0 (X Xpg1) =My pon, xp) =7

oldugundan

im0 P(Xp Xpa2) =7

elde edilir. Timevarim yontemiyle her pozitif s tam sayisi1 i¢in

im0 p(Xp Xpgs) =7

bulunur ve boylece limy, ;0 p (X, X)) = 7 olur. Bu durumda {x,}, (X, p) uzayinda

bir Cauchy dizisidir. (X,p) uzayr tam oldugundan n — oo iken x, — u olacak

sekilde u € X vardir. Yani

My, 00 P, X)) = p(w,w) = limy o p(xp,w) =7

dir. Simdi ise p(u, Tu) < p(u, u) oldugunu gosterelim. Her n € N igin
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min {p(u,u), p(Tu, Tuw)} < w
<p(,Tu)
< p(u, %) + p(xn, TU) — P, ) (3.37)

elde edilir. p(x,, Tu) i¢in teoremdeki biiziilme sartinin kullanilmasiyla

p(Tu, xn) = p(Tu: Txn—l)

ap(u, xn—l)r bp(ur Tu), Cp(xn—lv Txn—l)'
< max dlp(u, Txn_1) + p(xn_y, TW],
min {p(xp_1, xn-1), p(w, W)}
ap (u, xn—l)' bp(ur TU), Cp(xn—lx xn);
< max 2dp(u, x,,), 2dp (x,—1, Tw),
p(U, Xp-1)
{p(u, xn—l)) bp (ur TU.), cp (xn—lr xn)r}
2dp(u, x,,), 2dp(x,_1, Tu)
p(u' xn—l): bp (ur TU,), cp (xn—lf xn)r de (u, xn)t}
Zd[p(xn—li U.) + p(u' T'Ll.) - p(u' u)]
< max {p (ur u)l bp (ul Tu), de (u! Tu')}

<max {p(u,u),ap(u,Tu)} (3.38)

< max

< max {

elde edilir. Bu durumda {p(Tu,x,)} dizisinin smrhdir. Dolaysiyla {p(Tu, xnk)}
seklinde bir yakinsak alt dizisi vardir. (3.38) esitsizliginden nj; — oo i¢in limit
alinirsa
lim,, e p(Tu, x,) < max {p(u,u), ap(u, Tu)}
elde edilir. Ayrica (3.37) esitsizliginde nj;, — oo i¢in limit alinirsa
p(w, Tw) < p(u,uw) + max {p(u,w),ap(u, Tu)} — p(u,u)

<max {p(u,w),ap(u, Tu)}

<p(u,u)

bulunur.
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pp = inf{p(y,y):y € X} olsun. Her bir k = 1,2, ... i¢in

1
p(xXp, X)) < pp + %

olacak sekilde x, € X secelim. k = 1,2,... igin n - o iken T™x, — u® olacak

sekilde u* sayilar1 mevcut olup
p(Tuk,uk) < p(uk,uf) = r

olur. Simdi ise limym,. p(u™,u™) =p, oldugunu gosterelim. &> 0 igin

Ng = o) olsun. k > ng i¢in teoremin biiziilme sart1 kullanilarak
pp < p(Tu®, Tuk)

< max { ap(uk, uk), bp(u¥, Tuk), cp(u¥, Tub), }
B dp@k, Tuk) + p(uk, Tu®)], min {p(uk,u*), p(uk,u*)}

< {ap(u®, Tu"), p(u*, u*)}

< pu*,u’)
elde edilir. Dolayisiyla,

e(1-a)

1 1
pp < p(Tuk, Tuk) < p(uk,uk) =n, < plo,xi) < pp e SPpt<ppt
bulunur. Bu ise her k > ng i¢in

Uy = p(xg, x) — p(Txy, Txg)
e(1—a &(1—a
<p,+12-p <L (3.39)

oldugunu gosterir. Ayrica, k > ng igin

1 1
p(uk,uk) = T < DXk, X)) < pp +-<pp +n—0
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olur ve her k > ny i¢in

e(1-a)

p(uX, u*) < pp + =

saglanir. Her n,m > ng ve k = 1,2, -+ i¢in p(u®, Tu*) < p(u¥, u*) oldugundan

p™,u™) < p@™, Tu™) + p(Tu™, u™) + p(Tu™, Tu™) — p(Tu™, Tu™) — p(Tu™, Tu")
< p@™,u™) +p@,u™) + p(Tu™, Tu™) — p(Tu™, Tu™) — p(Tu™, Tu™)
=U, + U, + p(Tu™, Tu")

e(1-a)

< 259 4 p(Tu™, Tu") (3.40)

elde edilir. Diger taraftan ise

m n m m n n
p(Tu™, Tu™) < max {d ap™,u™), bp(u™, Tu™), cp(Tu™, u™), }

[p@™ Tu™) + p(™, Tu™)], min {p(u™,u™),p(u" u™)}
ap(™,u™), bp(u™, Tu™), cp(Tu™, u™),
p@™ u™) +p", Tu™) —pu™ u™) +

<
= DA p@m umy + pm, Tum) - pum,um) |
min {p™,u™),p(u",u™)}
ap@™,u™), bp(u™, Tu™), cp(Tu™, u™),
m ,,n n ,ny _ n .,n
< max p@@™u™) +p@™,u™) —ptut) +

pw™u™) + pw™u™) —p@m™u™)1l’
min {p@™,u™),p(u™,u™)}

ap(u™,u™), bp(u™, Tu™), cp(Tu™, u"),
< max 2dp(u™,u"),
min {pu™,u™),p(u™, u™)}

< max {ap™u"),p(u™ u™),p(u", u")}

elde edilir. (3.40) esitsizliginden

p(u™,u™) <2 @ + p(Tu™, Tu™)

< 2@ +max {ap@™,u™),p™u™),p(u",u")}

elde edilir. Boylece
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8(1 a) 8(1 0!)

ap(u™,u™) + 2 ,pw™ u™) +2——=

p(u™ u™) < max 5(1 "

p(u™ u”) +2——

dir. Buradan

Pp = p(u™,u™)

. et 2555+ 2552)

{28 pp 8(1 a)_l_ze(l a)’pp_l_e(l a)+25(1 a)}
<m {28, +s(1—0()}
<m {zepp+s} ppt+e€

elde edilir. Boylece limy, ;00 p(u™, u™) = p,, olup {u™} dizisi bir Cauchy dizisidir.

(X, p) zayif kismi metrik uzay1 tam oldugundan
p(y,y) = limy_ p(y, u™) = limy 1,00 (U™, u™) = py,
olacak sekilde y € X vardir. Yani y € X, dir. Dolayisiyla X;, # @ dir.

Keyfi bir y € X, i¢in limT™y = u olmak tizere p(u,Tu) < p(u,u) =, olacak
n—-oo

sekilde u € X vardir. Buradan
p < p(Tu, Tu) ve p, < p(u,u) = p(u,Tu)
ve

(Tu,Tw)+
pp < M <pTu) =pwu) =71 <py,y) =pp

elde edilir. Yani p(u, Tu) = p(u,u) = p(Tu, Tu) veya u = Tu elde edilir.

u, v € X, T nin iki farkli sabit noktas1 olsun. p(u, u) = p(v,v) = p, oldugundan
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ap(u,v), bp(u, Tu), cp(v, Tv),
p(u,v) = p(Tu, Tv) < max dlp(u,Tv) + p(v, Tu)],
min {p(w,u),p(v,v)}

<max {ap(u,v),p(u,u),p(v,v)}

olur. Buradan (1—a)p(u,v) <0 yada p(u,v) <p(u,u) =p(,v) =p, elde
edilir. Eger

1-a)puv)<0

ise p(u, v) = 0 yani u = v olur. Eger

p(uw,v) <pwu) =p,v) =p,

ise p(u, v) = p(u,u) = p(v,v) dir. Yani u = v dir.
Yukaridaki teoremden asagidaki sonuglari elde edilebiliriz.

Sonu¢ 3.1.4. (X,p) tam zayif kismi metrik uzay, T:X — X bir dontsim ve

a,b,c €[0,1)ved € [0, %) olsun. Her x,y € X igin

p(Tx,Ty) < max {ap(x,y),bp(x,Tx),cp(y,Ty),d[p(x,Ty) + p(y, Tx)]}

sart1 saglansin. Bu durumda X,, kiimesi bostan farklidir ve Tu = u olacak sekilde bir

tek u € Xy vardir.

Sonug 3.1.5. (X, p) tam zayif kismi metrik uzay, T: X — X bir doniisiim ve a € [0,1)

olsun. Her x,y € X i¢in

p(Tx,Ty) < max {ap(x,y),min {p(x,x),p(y,y)}}
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sart1 saglansin. Bu durumda X;, kiimesi bostan farklidir ve Tu = u olacak sekilde bir

teku € Xy vardir.

Sonu¢ 3.1.6. (X,p) tam zayif kismi metrik uzay, T:X — X bir donilisiim,

olsun. Her x,y € X i¢in

p(Tx,Ty) < ap(x,y) + bp(x,Tx) + cp(y,Ty) + d[p(x,Ty) + p(y, Tx)]

sart1 saglayan a +b + ¢ +d < 1 6zelligine uygun a, b, c,d = 0 sayilar1 var olsun
Bu durumda X,, kiimesi bogtan farklidir ve Tu = u olacak sekilde bir tek u € X,

vardir.

Tanim 3.1.4. (X, p) bir zayif kismi metrik uzay, T: X — X bir doniisiim ve hern € N

icin x,,., = Tx, olacak sekilde tamml {x,} dizisini g6z Oniine alalim. Eger

lim,,_,. p(x, x,) = p(x, x) iken

lim,,_,, p(Tx, x,,) = p(Tx, Tx)

ise T ye orbital siirekli denir.

Asagidaki teoremde Berinde tip biiziilme doniistimlerinin zayif kismi metrik

uzaydaki halini verecegiz.

Teorem 3.1.6 (X,p) tam zayif kismi metrik uzay, T:X — X orbital siirekli bir

doniistim olsun. Her x,y € X icin

p(Tx,Ty) < k[p(x,y) —p(x, )] + p(y,¥)
+L min {p¥(x,Ty),p"(y,Tx)} (3.41)

olacak sekilde k € (0,1) ve L € R* sabitleri varsa T, X kiimesinde bir sabit noktaya

sahiptir.
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Ispat: x, € X olsun. Her n € N i¢in {x,,} dizisini x,,.; = Tx,, seklinde tanimlayalim.

Ilk olarak (3.41) esitsizliginde x = x,,_; ve ¥ = x,, alalim. Bu durumda

P(xn, xn+1) = p(Txn—l'Txn)
< k[p(xn—1,%n) = P(Xn—1, Xn—1)] + P(xp, x) + Lmin {p" (xp, Txp—1), 0" (Xn—1, Tx5)}
= k[p(xn—l'xn) - p(xn—l'xn—l)] + p(xn'xn)

Ve

p(xn' xn+1) - p(xn: xn) < k[p(xn—ll xn) - p(xn—lf xn—l)]

< kz[p(xn_z, xn—l) - p(xn—Zi xn—Z)]
< k™[p(xo, x1) — p(x0, Xo)]

elde edilir. Buradan

p(xn' xm) - p(xn'xn) < p(xn'xn+1) + -+ p(xm—lrxm) - p(xn'xn)
< k™[p(xo, x1) — p(x, x0)] + k™ [p(x0, x1) — p(x0, %0)]
+ -+ k™ p(xo, x1) — p(x0, Xo)]

< % [p(x0, x1) — p(x0,%0)]

bulunur. Her € > 0 ve ny < n < migin
p(xnrxm) - p(xnrxn) <é&

olacak sekilde ny € N vardir. Bu durumda Lemma 3.1.5 den dolay1 {x,}, (X,p)
uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X, p) tam zayif kismi metrik uzay oldugundan

lim, 0 (2, x,) = p(2,2) = lim,_e p(xy, X)

olacak sekilde bir z € X vardir. Yani lim,,_,., p" (2, x,,) = 0 olur.
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Simdi ise z€X in bir sabit nokta oldugunu gosterelim. (3.41) sartinin

kullanilmasiyla

p(2z,Tz) < p(z,%,) + p(xn, Tz) — p(xn, Xn)

< {p(z, Xn) + k[p(xn_1,2) = p(tn_1, %n-1)]1 + 0(2,2) +}
Lmin {p* (2 Txn_1), p" (tn-1,T2)} — p(xn, Xn)

elde edilip bu esitsizlikte n = oo i¢in limit alinirsa

p(z,Tz) < p(z,z)

bulunur. Diger taraftan ise

p(Tz,Tz) < k[p(z,z) —p(z,2)] + p(z,z) + Lmin {p"(z,Tz),p"(2,Tz)}
=p(z,2) + Lp*(2,Tz)
=p(z,2) + L[p(z,Tz) — min {p(z,z),p(TzTz)}]

olur. Bu esitsizlikten

p(Tz,Tz) < p(z, z) dir. T orbital siirekli oldugundan

p(z,Tz) < p(z,x,) + p(T2 %) — p(xn, Xn)

esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa

p(z,Tz) < p(Tz,Tz)

elde edilir. Zayif (p,) 6zelliginin kullanilmasiyla

p(Tz,Tz) + p(z,z) < 2p(Tzz)

elde edilir. p(z,Tz) < p(Tz, Tz) oldugundan
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p(Tz,Tz) + p(z,z) < 2p(Tz,Tz)
olur. Buradan p(z, z) < p(Tz, Tz) bulunur. Boylece
p(Tz,Tz) < p(z,z) vep(z,2z) < p(Tz,Tz)

oldugundan p(z,z) = p(Tz,Tz) dir. Diger taraftan ise bulunan bu esitlik
p(Tz,Tz) + p(z,z) < 2p(Tz, z) esitsizliginde yerine yazilirsa

p(Tz,Tz) + p(Tz,Tz) < 2p(Tz, z)

ve p(Tz,Tz) <p(Tzz) elde edilir. Ayrica p(z,Tz) < p(Tz Tz) oldugundan
p(z,Tz) = p(Tz,Tz) bulunur. Yani p(z,z) = p(Tz,Tz) = p(z, Tz) dir. Bu durumda
T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Not. Bu teorem T nin orbital siirekliligi yerine T nin p* metrigine gore siirekliligi de

alinarak ispatlanabilir.

Ornek 3.1.12. X = [0,1] ve

Y x#y
p(x,y)={2 ’
0, x=y

olarak tanimlansin. Bu durumda (X,p) bir tam zayif kismi metriktir. Ayrica

pV(x,y) = p(x,y) seklindedir. T: X — X e doniisiimii

1

x?%, x € [0,2)
=30 xef,1)
1, x=1

seklinde olsun. k =% ve L =1 icin (3.41) biizilme sart1 saglanir. Bunun i¢in

asagidaki durumlari inceleyelim.
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Durum 1. x =y ise p(Tx,Ty) =0 olur. Bundan dolay1 x # y olacak sekilde

secelim.
Durum 2. x,y € E, 1) ise p(Tx, Ty) = 0 olur.

Durum 3. x,y € [0, %) ise

x2+y? 1x+y

p(Tx,Ty) == <222 = ~p(x,y) < 5p(x,y) + min {p"(y,Tx),p" (x,Ty)}

olur.

Durum 4. x € E,l) vey = 1ise

1 1x+1 1
pIxTy)=3<37% *3
= ~p(x,y) +min {p(1,0),p(x,1)}
1 .
=>p(xy) + min {p(y,Tx),p(x,Ty)}

=p(x,y) +min {p"(y,Tx),p" (x,Ty)}
olur.

Durum 5. x € [0,%) vey = 1ise

1x+1

1
p(Tx, Ty) = E(x2 +1)< 55

+=(x2+1)
— %p(x, y) 4+ min {p(1,x2),p(x, 1)}
= %p(x, y) +min {p(y,Tx),p(x,Ty)}

= ~p(x,y) + min {p*(y,Tx),p" (x, Ty)}

olur.
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Durum 6. x € [O,%) vey € E, 1) ise

1x+y

1
p(Tx,Ty) = Exz <5

1
< Ep(x,)’)

<-p(oy) +min {p*¥(x, Ty), p” (v, T2)}

olur. T orbital stirekli oldugundan ve bu teoremin biitiin sartlarint saglandigindan T

bir sabit noktaya sahiptir. Ancak,

p(T0,T1) = ;= p(0,1)

oldugundan T bu zayif kismi metrik uzay tizerinde bir Banach biiziilme degildir.
Simdi Teorem 3.1.6 y1 sirali kiimeler tizerinde yeniden ifade ve ispat edecegiz.

Not: (X, <) swrali bir kiime ve p, X iizerinde bir zayif kismi metrik olsun. (X, <, p)
tcliistine sirali zayif kismi metrik uzay diyecegiz. Ayrica (X,p) uzayr tam ise

(X, <, p) uglustine sirali tam zayif kismi metrik uzay1 diyecegiz.

Teorem 3.1.7. (X, <,p) sirali tam zayif kismi metrik uzay, T: X — X orbital siirekli

ve azalmayan bir doniisiim olsun. y < x olacak sekildeki her x,y € X i¢in

p(Tx,Ty) < k[p(x,y) —p(x,x)] + p(y,¥)
+Lmin {p¥(x,Ty),p"(y,Tx)} (3.42)

esitsizligini saglayan k € (0,1) ve L € R* sabitleri var olsun. Eger x, < Tx, olacak
sekilde bir x, € X ve X kiimesinde x, — z olacak sekildeki azalmayan her {x,}

dizisi i¢in x,, < z sartlar1 saglansin. Bu durumda T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x, € X olsun. Eger x, = Tx, ise ispat tamamlanir. Bu durumda x, # Tx,

alalim. Her n € N i¢in {x,,} dizisini x,, = Tx,_, seklinde tanimlayalim. Eger n, € N
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i¢in x,, = Txy, ise x,, noktasmin T nin bir sabit noktasi oldugu agiktir. Bu durumda
her n €N i¢in x, # x,,_; olarak kabul edelim. xy < Tx, ve T azalmayan

oldugundan
XoSTxg=x; STxy =%, < STxp_ 1 =%, S Txp < -

elde edilir. Bu durumda her n € N i¢in x,,_; < x;, oldugundan teoremin biiziilme

sart1 kullanilirsa,
p(xn' xn+1) = p(Txn—l' Txn)
< klp(tn-1,%n) = p(xn—1, Xn-1)] + O, %) + Lmin {p* (xp, Txp—1), p* (Xn—1, Txn)}

= k[p(xn—lfxn) - p(xn—ltxn—l)] + p(xnlxn)

Ve

p(xn' xn+1) - p(xru xn) < k[p(xn—b xn) - p(xn—l; xn—l)]

< kz[p(xn—ern—l) - p(xn—ZJ xn—z)]
< k™[p(xo, x1) — p(x0, %0)]

elde edilir. Buradan

P (xn, X)) = (X, Xn) < P(Xny X1 + -+ + P(Xne1, Xim) — P (X, Xn)
< k™ [p(XOI xl) - p(xOI xO)] + kn+1[p(x0' xl) - p(xOI xO)]
+ 0+ K™ p(xg, x1) — pxo, X0)]

< % [p(XOle) - P(xo:xo)]

bulunur. Her € > 0 ve ny < n < m i¢in

p(xnr xm) - p(xn'xn) <g¢
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olacak sekilde ny € N vardir. Bu durumda Lemma 3.1.5 den dolay1 {x,}, (X,p)
uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X, p) tam zayif kismi metrik uzay oldugundan

im0 p(2, x5) = 0(2,2) = limy_, p(xp, X)
olacak sekilde bir z € X vardir. Yani lim,,_,o, p* (2, x,,) = 0 elde ederiz.
Simdi ise z € X in bir sabit nokta oldugunu gosterelim. {x,} dizisi azalmayan ve

X, — z oldugundan teoremdeki verilen sart geregi her n € N i¢in x,, < z olur. Bu

durumda (p,) ve (3.42) sartinin kullanilmasiyla ve

p(Z; Tz) < P(Z: Xn) + p(xnr Tz) — p(xn; xn)

{p(z,xn) +-k[p(xn_1,2)-—-p(xn_l,xn_l)]+-p(z,Z)-+}
Lmin {p"(z,x,-1), 0" (xpn-1,T2)} — p(xp, x)

elde edilir ve bu esitsizlikte n = oo i¢in limit alinirsa

p(z,Tz) < p(z,2)

bulunur. Diger taraftan ise

p(Tz,Tz) < k[p(z,2z) —p(z,2)] + p(z,z) + Lmin {p¥(2,Tz),p" (2,Tz)}
=p(z,2) + Lp"(2,Tz)
=p(z,z) + L[p(z,Tz) — min {p(z,2),p(TzTz)}]

olur. Eger min {p(z,2),p(Tz,Tz)} = p(z,2) ise

p(Tz,Tz) < p(z, z) dir. T orbital siirekli oldugundan

lim,_ p(Tz,x,) = p(Tz,Tz)

Ve
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p(z,Tz) < p(z,x,) + p(Tz x,) — p(xy, xp)

olur. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

p(z,Tz) < p(TzTz)

elde edilir. Zayif (p,) 6zelliginin kullanilmasiyla

p(Tz,Tz) + p(z,z) < 2p(Tz z)

elde edilir. p(z,Tz) < p(Tz, Tz) oldugundan p(Tz,Tz) + p(z,z) < 2p(Tz, Tz) olup
buradan p(z, z) < p(Tz, Tz) bulunur. Boylece

p(Tz,Tz) < p(z,z) ve p(z,2z) < p(Tz,Tz)

oldugundan p(z,z) = p(Tz,Tz) dir. Diger taraftan ise bulunan bu esitlik
p(Tz,Tz) + p(z,z) < 2p(Tz, z) esitsizliginde yerine yazilirsa

p(Tz,Tz) + p(Tz,Tz) < 2p(Tz z)
olup p(Tz,Tz) < p(Tzz) elde edilir. Ayrica p(z,Tz) < p(Tz Tz) oldugundan

p(z,Tz) = p(Tz,Tz) bulunur. Yani p(z,z) = p(Tz,Tz) = p(z,Tz) dir. Bu durumda
T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
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3.2. Metrik Uzaylarda a-Gegisli Doniisiimler icin Sabit Nokta Teoremleri ve

Uygulamalar

Bir onceki boélimde y:R* —» R* fonksiyonlar ile ilgili ¥, ¥, & siflar
incelenmisti. Bu boliimde bu simiflar dikkate alinarak metrik uzayda a-gegisli
dontisimler icin bazi sabit nokta teoremleri incelenecektir. Bu teoremler
ispatlanirken farkli ispat metotlar1 kullanilacaktir. Sonrasinda teoremler ek sartlar
altinda incelenip sabit noktanin tekligi garanti edilecektir. Ayrica teoremleri
destekleyici ornekler verilecektir. Son olarak ise verilen bu teoremlerin sinir deger

problemlerine uygulanmasina deginilecektir.

Ik olarak Samet tarafindan verilen a-gegislik tanimini ve bununla ilgili 6rnekleri

verelim.
Tamm 3.2.1. X bos olmayan bir kiime, a: X X X > R* bir fonksiyon ve T: X - X
bir doniisim olsun. Eger a(x,y) = 1olacak sekildeki her x,y € X icin

a(Tx,Ty) = 1 oluyorsa T doniisiimiine a-gecisli doniisiim denir.

Ornek 3.1.1. X = R* olmak iizere T: X — X doniisiimii her x € X icin Tx = /x ve

a: X x X - R*fonksiyonu

e* ™V, x>y
0, x<y

a(xy) = {

seklinde tanimlansin. Bu durumda T doniistimii a-gegislidir.

Ornek 3.2.2. X = (0,00) olmak iizere T:X — X doniisimii her x € X icin

Tx = 2* ve a: X X X » R fonksiyonu

2, x =
=i 32

seklinde tanimlansin. Bu durumda T doniistimii a-gegislidir.
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Samet, Vetro ve Vetro, (c)-kiyaslama fonksiyonlarimi ve a-gegisli dontisiimleri
kullanarak a — y-biiziilme kavramini vermislerdir. Ardindan bu yeni tip biiziilmeler
i¢in bazi sabit nokta teoremleri elde etmislerdir. Elde edilen sonugclar literetiirde sirali

metrik uzaylarda verilen sabit nokta teoremleri ile yakindan ilgilidir.

Tanim 3.2.2. (X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisim, Y € ® ve a: X X X —
R* bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x, y € X i¢gin

a(x,y)d(Tx,Ty) < (d(x,)) (3.43)

sart1 saglaniyorsa T doniistimiine bir ¢ — -biiziilme denir.

Tanim 3.2.2 de eger a(x,y) =1ve & € [0,1) olmak iizere P(t) = &t seklinde

almirsa her Banach biiziilme doniistimiiniin bir & — -bliziilme oldugu gortiliir.

Teorem 3.2.1. (X,d) bir tam metrik uzay T: X — X a-gecisli siirekli bir donlisim
olsun. Ayrica Y € @ olmak tizere T nin a — Y-biiziilme oldugunu kabul edelim.

Eger a(xy, Txy) = 1 olacak sekilde x, € X varsa T bir sabit noktaya sahiptir.

Tanmm 3.2.3. (X, 1) bir topolojik uzay, {x,}, X de bir dizi ve x € X olsun. Eger
a:X X X > Rt fonksiyonu her n € Ni¢in a(x,,x,+1) = 1ve x, = x iken

a(xy, x) = 1 sartin1 sagliyorsa (B) 6zelligine (regiilerlik) sahiptir denir.

Tanmm 3.2.4. X bos olmayan bir kiime, T:X — X bir doniisim ve a: X X X —
R* fonksiyon olsun. Eger her x,y € F(T) = {x € X:Tx = x} i¢in a(x,z) = 1ve
a(y,z) = 1 olacak sekilde bir z € X var ise a doniisiimiine (H) 6zelligine sahiptir

denir.

Teorem 3.2.2. (X,d) bir tam metrik uzay, T:X — X fonksiyonu a-gecisli bir

doniisiim ve a(xq, Tx) = 1 olacak sekilde x, € X olsun. Ayricap € @ ve

d(x,Tx)+d(y,Ty) d(x,Ty)+d(y,Tx)}
2 ! 2

m(x,y) = max {d(x, ),
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olmak tizere her x, y € X i¢in

a(x,y)=21=d(Tx, Ty) < yp(m(x,y))
sart1 saglansin. Eger T siirekli veya «a regiiler ise T bir sabit noktaya sahiptir.

Asagida, a-gecisli dontisimler i¢cin Berinde tip biiziilme sartiyla sabit nokta

teoremini ifade ve ispat edecegiz.

Teorem 3.2.3. (X,d) bir tam metrik uzay, T:X — X fonksiyonu a-ge¢isli bir
doniisim ve a(xg, Txy) = 1 olacak sekilde x, € X var olsun. Ayrica p € ,L >0

A~

M(x,y) = max {d(x,y),d(x Tx),d(y, Ty), 222000

olmak tizere her x, y € X i¢in

a(x,y) 21=>d(Tx,Ty) <¢YM(x,y)) + Lmin {d(y,Tx),d(x,Ty)} (3.44)
sart1 saglansin. Eger T siirekli veya a regiiler ise T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x, € X noktas1 a(x,, Tx,) = 1 olacak seklide bir nokta olsun. Her n € N igin
Xn = T"x9 = Tx,_, olacak sekilde X de bir {x,} dizisi tanimlayalim. Eger
Xn, = Xny+1 Olacak sekilde bir ny € N varsa bu durumda x,,, T nin bir sabit noktasi

olur. Boylece ispat tamamlanir. Dolayisiyla her n € N i¢in x,, # x,41 olsun. T,

a-gecisli bir dontisiim ve a(xg, Txy) = 1 oldugundan
a(xy,x2) = a(Txo, T?x0) =1

olur. Bu sekilde devam edilirse her n € N U {0} i¢in a(x,, xp+1) = 1 elde edilir.

(3.44) esitsizliginde x = x,, ve y = x,,,1 alarak
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d(Xp+1, Xni2) = A(Txp, TXpyq)
< Y(M(xny1,x0)) + Lmin {d(pyq, Txn), d(xn, TXn11) }
= P(M(xpy1,x0)) + Lmin {d(piq, Xn41), d(xn, TXp41) }
= PM(Xn+1,%n)) (3.45)

elde edilir ki burada

d(xn' xn+1)r d(xn' Txn)' d(xn+1i Txn+1)'}

M(x , X = max 1
( n Tl+1) { E [d(xn, Txn+1) + d(xn+1r Txn)]

= max {d (X, Xp41), A1 xn+2):§d(xn; xn+2)}

= max {d(xn+1' xn+2): d(xn' xn+1)}

dir. Eger en az bir n € NU {0} i¢in d(Xp41,Xne2) = d(xy, Xne1) ise (3.45)

esitsizliginden
d(xn+1: xn+2) < lp(M(xn: xn+1))
= Y(max {d(xn, Xn41), d(Xn41, Xnt2)})

= P(d(xns1,Xns2))

< d(xn+1' xn+2)

olur ki bu bir ¢eliskidir. Buradan her n € N U {0} i¢in d (X411, Xn42) < d(Xp, Xns1)

dir. Bu durumda (3.45) esitsizliginden

d(xn+1: xn+2) < lp(d(xnl xn+1))

olur ve buradan her n € N U {0} i¢in

d(Xn+1, Xn+2) < YA (x0,%1)) (3.46)

elde edilir. Simdi her m,n € N,m > n i¢in
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d(xnr xm) < ZZL:_nl d(xk'xk+1)
= km=_n1 Pk (d(x0,x1))
< YRa ¥ (d(x0,%1))

olur. Y-, Y™ (d(xg, x1)) serisinin yakinsakligindan {x,}, X de bir Cauchy dizisi

olur. X tam oldugundan lim,,_,, x,, = z olacak sekilde bir z € X vardir.
Eger T siirekli ise

z = limy o Xpyq =1limy 00 Tx,, =T(limy, o x,) =Tz

elde edilir ki bu T nin sabit noktasinin var oldugunu gosterir.

Eger a regiiler ise her n € N U {0} i¢in a(x,, x,4+1) = 1 esitsizligi ve n — o igin

X, — x oldugu g6z oniine alinarak
a(x,,z) =1
elde edilir. (3.44) esitsizliginden

d(xp41,Tz) = d(Tx,, Tz)
< Y(M(xn,2)) + Lmin {d(zTx,),d(x,, Tz)}
= PY(M(xn,2)) + Lmin {d(z,%,41),d (%, T2)} (3.47)

elde edilir ki burada

d(xp, z),d(x,, Tx,),d(z, TZ),}

M(x,,z) = max { %[d(xn,TZ) + d(z,Tx,)]

d(xnr Z): d(xnr xn+1)' d(Z, TZ);
- { ~[d(xy, T2) + d (2, X 11)] }

d(xnl Z), d(xn! xn+1)f d(Z, TZ);
= max {% [d(xy,z) +d(z,Tz) + d(z, xn+1)]}
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dir. Simdi d(z,Tz) >0 oldugunu kabul edelim. (3.45) esitsizligini ve

. w v e .. d(z,Tz
lim,,_,, x, = z oldugunu goz 6niine alinirsa her n = n, i¢in d(x,,z) < aErs) e

d(z,Tz)
2

d(xp, Xpeq) < olacak sekilde ng € N vardir. Buradan her n > n, igin

M(xy,z) < max {1 [d(xp, 2) + d(2,Tz) + d(z, Xp11)]

2

d(xn, 2), d(Xp, Xn11),d(2,T2), }

<d(z,Tz)
bulunur. Simdi (3.47) esitsizliginden her n = ng igin
d(xp41,Tz) < ¢(d(z, Tz)) + Lmin {d(z,x,41),d(x,, T2)}
elde edilir. Son esitsizlikten n — oo i¢in limit alinirsa
d(z,Tz) <Y(d(z,Tz)) <d(z,Tz)
olur ki bu ¢eligkidir. Bu durumda d(z, Tz) = 0 olup T nin bir sabit noktas1 vardir.
Eger Teorem 3.2.3 de L = 0 alinirsa Teorem 3.2.1 in bir genellestirmesi elde edilir.
Teorem 3.2.4. (X,d) bir tam metrik uzay T:X — X fonksiyonu a-gegisli bir
doniisim ve a(xgy, Txg) = 1 olacak sekilde x, € X var olsun. Ayrica Y €Y ve
M(x,y), Teorem 3.2.3 deki gibi olmak tizere her x, y € X i¢in
a(x,y)=21=d(Tx,Ty) < Yp(M(x,y)) (3.48)

sart1 saglansin. Eger T siirekli veya «a regiiler ise T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x, € X noktas1 a(x,, Tx,) = 1 olacak seklide bir nokta olsun. Teorem 3.2.3

in ispatinda oldugu gibi {x,} dizisini tanimlayalim. Eger ardisik terimler farkli ise

d(xn+1' xn+2) < 1/}”+1(d(x0, xl))
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elde edilir. Aksi takdirde T bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi {x,} in bir Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. € > 0 olsun. (3.46) esitsizligi
dikkate alindiginda d(xno, xn0+1) < &€ — P (¢) olacak sekilde n, € N vardir. Boylece

d(xno,xno+1), d(xno,Txno), d(xn0+1,Txn0+1),
%[d(xno, Txn0+1) + d(xn0+1,Txn0)]

= max {d(xno,xn0+1),d(xn0+1,xn0+2)}

<max {&e—y(e),P(e —P(e))}

=& —Y(e)

M(xno, xn0+1) = max

ve teoremde verilen biiziilme sartindan

d(xno'xno+2) < d(xno'xn0+1) + d(xn0+1'xn0+2)

<e—y(e) +d(Txp,, Txny+1)
S€e-— IIJ(S) + l/) (M(xnorxn0+1))

<e—ye) —yY(e — (o)
<e—yYle)+yle) =¢

elde edilir. Yine biiziilme sart1 kullanilarak

d(xno'xn0+3) < d(xnorxn0+1) + d(xn0+1'xn0+3)

<e—Y(e) + d(Txpn, Txn,+2)

<& = P(e) + 1 (M(Xny Xnye2)) (3.49)
elde edilir. Burada

d(xnoi xn0+2)' d(xnoi Txno)r d(xn0+2' Txn0+2)r
% [d(xno’ Txn0+2) + d(xn0+2’ Txno)]

{d(xnof xn0+2)r d(xng' Xn0+1), d(xn0+2' xn0+3)'}
= max

%[d(xno'xn0+3) + d(xn0+2'xn0+1)]

M(xno,xn0+2) = max [
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&,e —1p(), ¥ (e —¥(a),
2 [d (g Xngss) + (e — ()]

< max {e,% [d (g, Xng+3) + 'nl’(g)]}

< max

dir. Eger & < 2 [d(xny) Xny43) + $(€)] ise (3.49) esitsizliginden

d(xnorxn0+3) <é&— 1/)(8) + 1/J (% [d(xno'xn0+3) + l[)(s)])

< &= P(&) +[d(Xny Xngea) + W(&)]
olur ve buradan

1 Y(e)
Ed(xno,xn0+3) <&E— T

bulunur. Boylece
%[d(xno,anH) + 1/)(8)] <e

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bu durumda & > §[d(xn0, Xn+3) + ¥(€)] olup (3.49)

esitsizliginden

d(%pny, Xng+3) < €

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek her k € N i¢in
d(xno,xn0+k) <e

elde edilir. m > n > n, olacak sekildeki her n,m € N i¢in

d(xn; xm) < d(xn;xno) + d(xnof xm)

< 2¢
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olup {x,}, X de bir Cauchy dizisidir. Teoremin kalan kisminin ispati Teorem 3.2.3 de

oldugu gibi yapilabilir.

Asagidaki teoremde Teorem 3.2.4 den farkli olarak -fonksiyonu ¥ sinifindan

alinmastir.

Teorem 3.2.5. (X,d) bir tam metrik uzay T:X — X fonksiyonu a-gegisli bir
dontisim ve a(xy, Txg) = 1 olacak sekilde xq € X var olsun. P € ¥ ve M(x,y),

Teorem 3.2 3 deki gibi olmak tizere her x, y € X i¢in

a(x,y)=21=d(Tx, Ty) < Yp(M(x,y)) (3.50)

sart1 saglansin. Eger T siirekli veya «a regiiler ise T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x, € X noktas1 a(x,, Tx,) = 1 olacak seklide bir nokta olsun. Teorem 3.2.3
tin ispatinda oldugu gibi X de bir {x,} dizisini tanimlayalim. Her n € N i¢in
Xp # Xp4q Olsun. d, = d(x,,x,41) olarak alalim. T, a-gegisli bir doniisiim

oldugundan

dny1 = d(Xpn41, xn+2)

= d(Txp, Txny1)
< lp(M(xn' xn+1))
=Y(max {dp, dni1}) (3.51)

elde edilebilir. Boylece her n > 0 tam sayist i¢in (3.51) esitsizliginden

dn+1 < P(dy) < dp (3.52)
elde edilir. Boylece {d,} dizisi pozitif sayilarin azalan ve alttan sinirl bir dizisidir.
Bu durumda lim,_. d,, = 4 olacak sekilde A >0 sayis1 vardir. Simdi A >0

oldugunu kabul edelim. ¥-nin iistten yar1 siirekli bir fonksiyon oldugunu kullanarak

(3.52) esitsizliginden
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A = limsup, e dptq < limsup,_ Y(d,) < PQA) <A

olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda A = 0 olmak zorundadir. Yani

lim,,, d, = lim d(x,, x,+,) =0 (3.53)
n—-oo

dir. Simdi {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bunun i¢in aksini

kabul edelim yani {x,}, X de bir Cauchy dizisi olmasin. Bu durumda en az bir

€ > 0 sayis1 i¢cin my, > n; = k oldugunda

d(xmk,xnk) >¢ (3.54)

olacak sekilde {x,} dizisinin {xmk} ve {xnk} alt dizileri vardir. m;, sayisim (3.54)

esitsizligini saglayan en kii¢ciik tam say1 olarak segelim. Boylece

d(xmk_l,xnk) <eg

olur. Ucgen esitsizliginden

e< d(xmk,xnk) < d(xmk,xmk_l) + d(xmk_l,xnk) <dpm, te

elde edilir. k — oo i¢in limit alinip (3.53) esitligi kullanilirsa

limy, 00 d(xmk,xnk) =¢ (3.55)

elde edilir. Her k = kg i¢in d,p,, < € ve dy,, < € olacak sekilde bir ky € N alalim. Bu

durumda her k > k; i¢in

d(xmk,xnk) < M(xmk,xnk) < d(xmk,xnk) +%(dnk +dm,) (3.56)
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olur. (3.53) ve (3.55) esitlikleri kullanilarak (3.56) esitsizliginden k — oo i¢in limit

alinirsa
limy,_, M(xmk,xnk) =¢
bulunur. Her k € N i¢cin M (xmk, xnk) > & ve -listten yar1 siirekli oldugundan

Hmsupy, oo (M (X, Xn, ) < P(€)

dir. Diger taraftan her bir k € N i¢in

& < d(xpmy, Xn, )
< d(xmk; xmk+1) + d(xmk+1:xnk+1) + d(xnk+1r xnk)

= dp, + d(Txm,, Txn, ) +dn,

Sdp,+Y (M(xmk,xnk)) +dy,

olup

£ < limsup, et (M(xmk,xnk)) <yY(e)<e
olur ki bu bir celiskidir. Boylece {x, }, X de bir Cauchy dizisidir. T stirekli ise

Tz=limTx, = 1limTx,,; =z
n—->oo n—-oo

elde edilir ki buradan z, T nin bir sabit noktadir.
Diger taraftan « regiiler ve d(z,Tz) > 0 olsun. Bu durumda
d(z,Tz) < M(xy,,z)

ve 1 nin alttan yari siirekliliginden
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limsup, .o (M (xn, 2)) < P(d(z,T2))

olur. a regiiler oldugundan her n > 0 i¢in a(x,,,z) = 1 olur. (3.50) esitsizliginden

d(Xn41,T2) = d(Txn, T2) < P(M(xy, 2))

elde edilir ve limit sup alinirsa

d(z,Tz) < limsup,_o¥(M(x,-1,2))
< Y(d(z,Tz))

< d(z,Tz)

olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla d(z,Tz) = 0 olup T bir sabit noktaya sahiptir.

Yukarida verilen teoremlerde T nin sabit noktasinin tekligi garanti degildir Ancak, o
nin (H) ozelligini sagladig1 kabul edilirse bazi durumlarda T nin sabit noktasinin

tekligi garanti edilebilir.

Teorem 3.2.6. Teorem 3.2.4 in biitiin sartlar1 saglansin ve a kiimesi (H) o6zelligine

sahip olsun. Bu durumda T nin sabit noktasi tektir.

Ispat: z ve w, T nin farkli iki sabit noktas1 olsun. @ min (H) 6zelligi goz 6niine
alinarak a(z,u) =21 ve a(w,u) = 1 olacak sekilde u € X vardir. T, a-ge¢isli bir

dontistim oldugundan her n € N i¢in
a(z,T"u) = 1ve a(w,T"u) > 1
elde edilir. Boylece

d(z, T""u) = d(Tz T""u)

< Y(M(z,T"w))
< Y(max {d(z,T"u),d(z, T"*'u)}) (3.57)

68



elde edilir. Genelligi bozmaksizin her n i¢in d(z, T"*'u) > 0 oldugunu kabul
edelim. (3.57) esitsizliginden

d(z, T"'u) < P(d(z, T"w) < - < P*(d(z,w))
elde edilir. Bu esitsizlikten n — oo i¢in limit alinirsa T"u — z eclde edilir. Benzer
olarak T"u — w olarak bulunur. Bu ise bir ¢eligkidir. Bu durumda T nin sabit noktasi

tektir.

Teorem 3.2.3, (H) sartiyla ile kabul edilse dahi sabit noktanin tekligini garanti

edilmez.

Ornek 3.2.2. X = [0,1] kiimesini alisiimis metrik ile goz 6niine alalim. T: X — X ve

a: X X X » R* fonksiyonlar1

|(x2 X € [0,1)
T(X) = 4 0, X E Z'E)
L 1, x € [3,1]
ve
alx,y) =1

seklinde tanimlansin. Bu durumda T dontasimii a-gegisli bir donlisim ve «a
regllerdir. Ayrica a(xo,Txp) =1 olacak sekilde bir xo € X vardir. (3.44)
esitsizliginin Y (t) = éve L = 10 i¢in saglandigin1 gosterelim.

Duruml. x,y € [0, i) ise

d(Tx,Ty) = |x*—y?|

1
< = —
< slx =yl
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< Y(M(x,y)) + Lmin {d(y,Tx),d(x,Ty)}
olur.

Durum 2. x,y € [%,é) ise d(Tx,Ty) = 0 olur.

Durum 3. x,y € [%, 1) ise d(Tx, Ty) = 0 olur.
Durum 4. x € [0,3) vey € [1,1) ise

4 4°3
d(Tx,Ty) = x*

min {x,y — x*}

YM(x,y)) + Lmin {d(y,Tx),d(x,Ty)}

Al

IA

olur.
Durum 5. x € [O,%) vey € [%, 1] ise

d(Tx,Ty) = 1—x?

IA

%(y—x) +10min {1 —x,y —x*}

< Y(M(x,y)) + Lmin {d(y,Tx),d(x,Ty)}
olur.
11 1 4.
Durum 6. x € [Z’E) vey € [5, 1] ise

d(Tx, Ty) =1
< %(y —x)+10min {1 —x,y}
< Y(M(x,y)) + Lmin {d(y,Tx),d(x,Ty)}
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elde edilir. Bu durumda Teorem 3.2.3 in biitiin sartlar1 saglanir ve T bir sabit noktaya
sahiptir. Ayrica a,(H) o6zelligini saglanmasina ragmen T nin sabit noktasi tek
degildir.

Asagidaki teoremde sabit noktanin tekligi garanti edilmistir.

Teorem 3.2.7. Teorem 3.2.3 iin kosullarinin yam sira a, (H) 6zelligine sahip olsun

Ayricay,; € ¥, L; = 0 olmak iizere her x,y € X i¢in
a(x,y) =21=d(Tx,Ty) <y,(M(x,y)) + Lymin {d(x,Tx),d(y,Ty)} (3.58)
sart1 saglansin. Bu durumda T nin sabit noktasi tektir.
Ispat: z ve w, T nin farkh iki sabit noktas1 olsun. a, (H) 6zelligine sahip oldugundan
a(z,u) =1 ve a(w,u) = 1 olacak sekilde u € X vardir. T, a-gecisli bir doniisiim
oldugundan her n € N i¢in
a(z,T"u) =21 ve a(w,T"u) > 1
elde edilir. Boylece (3.58) esitsizliginden
d(z, T"""u) = d(Tz T""u)

< Y1(M(z, T™u)) + Ly min {d(z,Tz),d(T"u, T"" u)}

< Yy(max {d(z T"w),d(z T""w)))

elde edilir. Genelligi bozmaksizin her n igin d(z, T"*'u) > 0 oldugunu kabul

edelim. Boylece
d(z, T"*'u) < ¥, (d(z,T™w)) < - < P, (d(z,w))

elde edilir. Esitsizlikte n = oo i¢in limit alinirsa T"u — z elde edilir. Benzer olarak

T"u — w olarak bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu durumda T nin sabit noktasi tektir.
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Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.4, Teorem 3.2.5, Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.7 dikkate

alindiginda asagidaki sonuglar elde edilebilir.

Sonugc 3.2.1. (X, d) bir tam metrik uzay, T: X — X fonksiyonu a-gegisli bir doniisiim
ve a(xq, Txy) = 1 olacak sekilde x, € X var olsun. Ayrica i € @ ve L = 0 ve her
x,y € X igin

a(x,y) =1=d(Tx,Ty) <(d(x,y)) + Lmin {d(y,Tx),d(x,Ty)} (3.59)

sart1 saglansin. Bu durumda T siirekli veya a regiiler ise T, bir sabit noktaya sahiptir.

Sonu¢ 3.2.2. (X,d) bir tam metrik uzay, T: X — X bir doniisiim olsun. Ayrica Y €
®,L >0veM(x,y), Teorem 3.2.3 deki gibi olmak tizere her x,y € X i¢in

d(Tx, Ty) < p(M(x,)) + Lmin {d(y,Tx),d(x, Ty)} (3.60)
sart1 saglansin. Bu durumda T, bir sabit noktaya sahiptir.

Sonuc¢ 3.2.3. (X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir donilisim olsun. Ayrica

Y € @ ve L > 0 olmak tizere her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < l/)(d(x, y)) + Lmin {d(y,Tx),d(x,Ty)} (3.61)
sart1 saglansin. Bu durumda T, bir sabit noktaya sahiptir.

Sonu¢ 3.2.4. (X, d) bir tam metrik uzay, T, a-ge¢isli bir donlistim ve a(xg, Txy) = 1
olacak sekilde x, € X var olsun. Ayrica Y € ¥ (Y € ¥) ve L = 0 olmak tizere her

x,y € X igin

a(x,y) =1=d(Tx,Ty) < ¢(d(x,y)) (3.62)
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sart1 saglansin. Bu durumda T stirekli veya « regiiler ise T, bir sabit noktaya sahiptir.
Ayrica, eger her x,yEF(T)={x€X:Tx=x} i¢cin a(x,z)=>1ve
a(y,z) = 1 olacak sekilde bir z € X var ise T, bir tek sabit noktaya sahiptir.

Sonu¢ 3.2.5. (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X fonksiyon olsun. Ayrica
YeW(Ye¥) ve M(x,y), Teorem 3.2.3 deki gibi olmak iizere her x,y € X i¢in

d(Tx, Ty) < p(M(x,)) (3.63)
sart1 saglansin. Bu durumda T, bir tek sabit noktaya sahiptir.

Sonu¢ 3.2.6. (X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir fonksiyon olsun. Ayrica
Y € Y (Y € ¥) olmak tizere her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < y(d(x,y)) (3.64)
sart1 saglansin. Bu durumda T, bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ornek 3.2.3. X = [0,1] kiimesini alisiimis metrik ile goz 6niine alalim. T: X — X ve

a:X X X » R* doniisiimleri asagidaki gibi tanimlansin. Her x,y € X icin

x%, x €0, i]
T(x) = 5x—1’ o (1,1]
4 4
ve
1
o y) = {1, xy €[0,5]u{1}
0, diger durumlar

olsun. T, a-gecisli ve stirekli bir doniisiimdiir. Ayrica a(1,T1) > 1 dir. Fakat

1 «
a(l,z) = 1 olmasina ragmen
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1

d(T1L,T7) == < Pp(2) = P(M(x,y))

olacak sekilde bir i € @ yoktur. Bu durumda Teorem 3.2.1 bu o6rnek i¢in
uygulanamaz. Simdi Y (t) = é ve L = g icin Teorem 3.2.3 deki (3.44) esitsizliginin

saglandigint gosterelim. a(x,y) =1 ise x,y € [0, i] U {1} oldugu aciktir. Bu

durumda asagidaki durumlar1 goz oniine alalim.

Durum 1. x,y € [0, i] ise

1
d(Tx,Ty) = |x*=y*| <-|x—y|

< Y(M(x,y)) + Lmin {d(x,Ty),d(y,Tx)}

elde edilir.
Durum 2. x € [O,%] vey = lise

d(Tx,Ty) = 1-x*<-(1-x)+1

< Y(M(x,y)) + Lmin {d(x,Ty),d(y,Tx)}

elde edilir. Boylece Teorem 3.2.3 in tiim sartlar1 saglandigindan T bir sabit noktaya

sahiptir.

Son olarak verdigimiz teoremlerin uygulamalar ile ilgilenecegiz. Sonu¢ 3.2.4
kullanilarak asagida verilen dordiincii basamaktan lineer olmayan iki bilinmeyenli

siir deger problemini i¢in bir varlik ve tekil teoremleri elde edecegiz.

yW=f(t,y(t))tel0,1]

3.65
y(0)=y(1)=y'(0)=y’ (1)=0 (3.65)
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Sinir deger problemini géz 6ntine alalim. Bu problem her iki ucu kenetlenmis elastik
bir kirisin egilmesini aciklar. J. Caballero, J. Harjani ve K. Sadarangani, Geraghty
sabit nokta teoreminin sirali bir versiyonunu kullanarak bu siir deger probleminin

negatif olmayan ¢ozlimleri i¢in bir varlik teoremi vermistir. Bu sinir1 deger problemi

1 t?(1-5)%[(s—t)+2(1-t)s], ostss<1

G(t,s) =- (3.66)
6 (s2(1-t)?[(t—s)+2(1-s)t], 0ssst=1

Green fonksiyonu ile birlikte

y(©) = [ G(t:9)f (5, y(s))ds (3.67)

Integral denklemine denktir. Dikkat edilecek olursa, G (t, s) fonksiyonu [0,1] X [0,1]
iizerinde siireklidir ve her t,s € [0,1] i¢in G(0,s) = G(1,s) =0, G(t,s) =0 ve

sup] fol G(t,s)ds = ﬁ dir.

tefo,1

Her x,y € C[0,1] i¢in dy(x,y¥) = sup [x(t) — y(t)| seklinde tamimlansin. Bu
te[o,1]

durumda (C[0,1],d,) bir Banach uzaydir. C[0,1] iizerindeki T operatériinii de
t € [0,1] igin

Tx(t) = fol G(t,s)f(s,x(s)) ds

seklinde tanimlayalim.

Bu tanimlamalardan yararlanarak asagidaki teoremleri ifade ve ispat edelim.
Teorem 3.2.8. Asagida verilen sartlar altinda (3.65) problemi bir ¢6ziime sahiptir.

A) f:[0,1] X R — R fonksiyonu sinirhdir,
B) Asagidaki sart1 saglayan ¢ € ¥ ve 6: C[0,1] X C[0,1] — R fonksiyonlar1 vardir.

O(x,y) =0ise 0 < f(s,x(s)) - f(s,y(s)) < 384y(|x(s) — y(s)]),
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C)O0(x,y) =0ise 8(Tx,Ty) = 0 dur,
D) 6(xy, Txy) = 0 olacak sekilde x, € C[0,1] vardir,
E) C[0,1] de her n € N U {0} i¢in 8(x,, X,4+1) = 0 ve x,, = x olacak sekildeki her

{x,} dizisi i¢in 8 (x,, x) = 0 dur.

Ispat: X = C[0,1] kiimesini d,, metrigi ile gz 6niine alalim. ilk olarak T operatérii
icin T: X - X oldugunu gostermeliyiz. x € X ve t,t" € [0,1] olsun. f fonksiyonu
sinirlt oldugundan supgeo 1] f (s,x(s)) < M olacak sekilde M > 0 vardir. Simdi G

fonksiyonu siirekli oldugundan

ITx(t) — Tx(t)| = | [ Gt s)f(s,x(s)) ds — [, G(¢',)f (s, %(s)) ds|
< [716(t, ) = G(t", )I|f (5, x())| ds

, 1
< Supseo1G(t, s) — G(t', s)| fo |f(s,x(s))| ds
=< MsupSE[O,l]lG(tJ S) - G(tli S)l —0

|t — t'| — 0 i¢in elde edilir. a: X X X - R* fonksiyonu

a(x, y) — {1, H(X,y)ZO

0, diger durumlar

seklinde tanimlansin. Bu durumda (C) sartindan T, a-gegisli bir dontistimdiir. Ayrica

a(x,y) = 1 olacak sekildeki x,y € X ve t € [0,1] i¢in

ITx(t) = Ty(®)] = |f, 6t 5)f (5, x()) ds — [} G(t,)f (5, (s)) ]
< [ Gt 9)|f(s,x(5)) = f(s,7())| ds
< [ G(t,)384y(|1x(s) — y(s)]) ds
< 3849 (doo(x,)) [ G(¢,5) ds
< P(de(x,¥))

elde edilir. Boylece
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a(x,y) = 1= do(Tx, Ty) < P(do(x,5))

olur. Son olarak (E) sartindan, a regiilerdir. Bu durumda Sonug¢ 3.2.4 iin sabit
noktanin varligini gostermek i¢in yeterli olan tiim sartlar1 saglanir ve dolayisiyla T, X
de bir sabit noktaya sahiptir. Bdylece (3.65) probleminin C[0,1] de bir ¢dziimii

vardir.

Asagida (3.65) problemi i¢in bir varlik ve teklik teoremi verilecektir.

C[0,1] iizerinde t € [0,1] i¢in x < y © x(t) < y(t) seklinde taniml1 siralamay1 g6z

oniine alalim.

Teorem 3.2.9. Asagida verilen sartlar altinda (3.65) problemi bir tek ¢6ziime
sahiptir.

F) f:]0,1] x R — R fonksiyonu sinirli, ikinci degiskenine gore azalmayan ve
t € [0,1] i¢in f(t,0) = 0,

G) Asagidaki sart1 saglayan i € ¥ fonksiyonu vardir.

x < y olacak sekildeki her x,y € €[0,1] ve s € [0,1] igin

0= f(5,9()) = f(s,%(s)) < 3849 (|x(s) — y(s)D).

Ispat: Teorem 3.2.8 de oldugu gibi T operatérii i¢in T:X —» X oldugunu

gosterebiliriz. a: X X X » R* fonksiyonunu

_J1, X<y
a(x, y) - {0, diger durumlar
seklinde tanimlayalim. Bu durumda eger a(x,y) =1 ise x < y ve bdylece her

t € [0,1] i¢in x(t) < y(t) olur. f, ikinci degiskenine gore azalmayan oldugundan
her t € [0,1] i¢in

77



Tx(t) = fol G(t,s)f(s,x(s)) ds
< f01 G(t,5)f(s,y(s))ds
=Ty(t)

dir. Buradan Tx < Ty ve a(Tx,Ty) = 1 elde edilir. a(x,y) = 1 olacak sekildeki her
x,y € X igin

ITx(t) = Ty(®)] = |f, 6t 5)f (5, x()) ds — [} G(t,5)f (5, ¥(s)) ]
< [5Gt 9)|f(5,x(5)) = f(5,9())| ds
= [ Gt 9)|f(5,¥(5)) = f(s,x())| ds
< [} G(t,5)3849(Ix(s) — y(s)) ds
< 3849(do (x, %)) [, G(t,5) ds
< P(do(x,y))

elde edilir. Boylece
a(x,y) =2 1= do,(Tx, Ty) < P(do(x,))

olur. Ayrica f(s,0) =0 oldugundan 0 < fol G(t,s)f(s,0)ds =TO ve boylece
a(0,T0) = 1 elde edilir.

X kiimesinde her n € N U {0} i¢in a(x,, Xp4+1) = 1 ve x, = x alalim. Bu durumda
Xp S Xp41 Ve boylece her t € [0,1] i¢in x,(t) < x,41(t) olur. Bu durumda her
t € [0,1] ve her n € N U {0} i¢in x,,(t) < x(t) olur ki her n € N U {0} i¢in x,, < x
ve buradan a(x,,x) = 1 elde edilir. Boylece a regiilerdir. Sonu¢ 3.2.4 {in tim
sartlar1 saglanir ve dolayisiyla T, X de bir sabit noktaya sahiptir. Boylece (3.65)

probleminin C[0,1] de bir ¢6ziimii vardur.

Son olarak x ve y (3.65) probleminin iki ayr1 ¢6ziimii olsun. Bu durumda

u=max {x,y}€C[0,1] i¢cin x < u ve y <u dir. Bu durumda a(x,u) =1 ve
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a(y,u) =1 elde edilir. Bu durumda Sonu¢ 3.2.4 {in tim sartlar1 saglanir ve

dolayisiyla T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ornek 3.2.4.y = 0 ve 0 < B < 191 olmak iizere

yB=yt+(1+t?)arctan(By(t))te[0,1]
(3.68)
y(0)=y(1)=y'(0)=y'(1)=0

dordiincii dereceden iki bilinmeyenli sinir deger problemini goz oniine alalim.. Bu
durumda  f(t,y) =yt + (1 + t?) arctan(By) diyelim. Bu  durumda
f:[0,1] X R — R smurh ve ikinci degiskenine gore azalmayandir. Ayrica her

t €[0,1] i¢in f(t,0) =yt =0 olur. x <y olacak sekildeki x,y € C[0,1] ve

s € [0,1] icin (t) = %t oldugunda

f(s,x(s)) — f(s,y(s)) =1+ SZ)[arctan(ﬁy(s)) — arctan(ﬁx(s))]
< (1 + s?)arctan(B[y(s) — x(s)])
< (1 +s)Bly(s) —x(s)]
< 2B[y(s) —x(s)]
< 382[y(s) — x(s)]
= 384Y[y(s) — x(s)]

elde edilir. Boylece Teorem 3.2.9 nin (F) ve (G) sartlar1 saglanir. Bu durumda (3.68)

denklemiyle verilen sinir deger probleminin bir tek ¢oziimii vardir.
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4. SONUCLAR

Bu tez calismasinin ilk kisimda zayif kismi metrik kavrami ilizerinde c¢aligmalar
yapilmigtir. Bu kavramin kismi metrik kavramindan daha da genel oldugu 6rneklerle
gosterilmistir. Ayrica, temel sabit nokta teoremleri olan Banach, Kannan, Chatterjea,
Hardy-Rogers ve Berinde tip doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri zayif kismi
metrik uzayda ifade edilip, ispatlar1 detayli bir sekilde verilmistir. Verilen 6rnekler
ile zayif kismi metrik uzayda yapilan sabit nokta teoremleri ile kismi metrik uzayda
yapilan sabit nokta teoremleri karsilastirilmistir. ikinci kistmda ise metrik uzayda
a-gecisli dontistimler i¢in elde edilen sabit nokta teoremlerinin farkli metotlarla

ispatlar1 yapilmistir. Ayrica detayl drneklere yer verilmistir.
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