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OZET

IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATORUNUN YAKINSAKLIK
OZELLIKLERI

DENIZ, Emre
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ali ARAL
Eyliil 2015, 57 sayfa

Bu c¢alisma yedi bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris ve kaynak ozetlerine
icin ayrildi. Ikinci béliimde konu ile ilgili temel tanmimlar ve teoremler verildi.
Ugiincii boliimde Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorleri tanitilmis ve bazi
ozellikleri  verilmistir. Dordiinci  boliimde Ibragimov  Gadjiev Durrmeyer
operatorlerinin noktasal yakinsakligi incelenmistir. Besinci béliimde Ibragimov
Gadjiev Durrmeyer operatdrlerinin agirlikli yakinsakligi incelenmis ve yaklasim
hatasi igin bir iist sinir verilmistir. Altinc1 boliimde Ibragimov Gadjiev Durrmeyer
operatorlerinin tiirevlerinin, yaklagim fonksiyonunun tiirevlerine olan yakinsaklig
incelenmis ve bu operatorlerin noktasal yakinsakligi verilmistir. Yedinci boliim

tartisma ve sonug olarak hazirlandi ve genel diistinceler ifade edildi.

Anahtar Kelimeler: Durrmeyer Operatdr, Ibragimov Gadjiev Operator, K-

Fonksiyonel, Agirlikl1 Yaklasim, Korovkin Teoremi.



ABSTRACT

CONVERGENCE PROPERTIES OF IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER
OPERATORS

DENIiZ, Emre
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Depertment of Mathematics, PhD Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL
September 2015, 57 pages

This thesis consists of seven chapters. In the first chapter, the introduction of the
thesis and the summary of the literature are given. In the second chapter, some
fundamental concepts of subject and theorems are given. In the third chapter,
Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operators are introduced and some properties are
given. In the fourth chapter, pointwise convergence of Ibragimov Gadjiev Durrmeyer
operators is studied. In the fifth chapter, the approximation properties of lbragimov
Gadjiev Durrmeyer operators in weighted speces are given and an upper bound for
the error of approximation are presented. In the sixth chapter, the approximation of
the derivatives of lIbragimov Gadjiev Durrmeyer operators to the derivatives of the
approximating functions is studied and pointwise convergence properties are
presented. In the seventh chapter, the chapter of discussion and results are prepared

and general ideas are given.

Key Words: Durrmeyer Operators, Ibragimov Gadjiev Operators, Modulus of
Continuity, K-Functional, Weighted Approximation, Korovkin's

Theorem
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1. GIRIS

Bu doktora tezi matematigin énemli bir dali olan yaklagimlar teorisini temel
almigtir. Yaklagimlar teorisine temel olarak reel degerli ve siirekli bir fonksiyonun
kendisinden daha basit ve kolay hesaplanabilen fonksiyon siiflarina (6rnegin ce-
birsel polinomlar) yaklagmay1 amaglamaktadir. Bu konu son iki yiizyildir matem-

atikgilerin ilgisi altindadir

Yaklagim teorisindeki ilk sonug 1885 yilinda K. Weierstrass tarafindan "Birinci

Weierstrass Yaklagim teoremi" olarak su teoreme dayanmaktadir:

Teorem 1.1 Her € > 0 sayist ve her f € C [a, b] fonksiyonu i¢in | f (x) — P (z)| < €

olacak gekilde [a, b] de tamimmlanmig P (z) polinomu bulunabilir.

Weierstrass teoreminin ispat1 ¢cok uzun ve karmagik oldugundan bir ¢gok matem-

atik¢i daha etkili ve daha basit bir ispat vermek icin ¢aligmiglardir.

1912 yilinda S.N. Bernstein, Weierstrass’in bu teoremini basit ve etkili bir yolla

ifade etmigtir. Simdi agagidaki Bernstein operatoriinii tanimlayalim:

n

B, (fix) =Y (Z)xk(l—x)"kf(%), feco,1],ze0,1],n€N.

k=0

Weierstrass teoreminin bir diger ifadeside Korovkin teoremi olarak bilinen ve op-

erator dizisinin birim operatore yaklagimini veren asagidaki teoremdir:

Teorem 1.2 {L,} lineer porzitif operatorlerin bir dizisi olsun. «, (z), 3, (z),
v, (), [a,b] arahgr iizerinde diizgiin olarak sifira yakinsayan fonksiyon dizileri

olmak iizere her x € [a, ] i¢in
L,(liz) = 14+ a,(x),

Ly (t;x) = x+8,(z),

L, (tz; a:) = 22+, (2)



kogullar1 saglaniyorsa bu durumda L, f, [a,b] aralig1 iizerinde f siirekli fonksiy-
onuna diizgiin olarak yakinsar.
Burada f , [a,b] de siirekli, a da sagdan, b de soldan siirekli ve R de sinirh bir

fonksiyondur.

Bu iki teorem bir ¢ok matematikgi tarafindan farkli yonlerden geligtirilmigtir.

Biz bu tezde genel bir Durrmeyer tipli lineer pozitif operatorlerle birim operatore
yaklagiminin gartlarini verecegiz. Gosterecegiz ki bizim tamimlayacagimiz oper-
ator literatiirde ¢ok iyi bilinen Genellestirilmis Baskakov Durrmeyer, Baskakov
Durrmeyer, Szasz Durrmeyer gibi bir ¢cok operatorii iceren bir operator olacak
ve bu operatorlerin birim operatore yaklagimi hem dogrudan hem de quantita-
tive teoremler ile verilecektir. Quantitativ teoremler verilirken agirlikh siireklilik
modiilleri kullanilacak. Dolayisiyla bizim teoremlerimiz, literatiirde farkh farkh
operatorler icin bilinen sonuclari tek bir garti iceren genel bir teorem olarak vere-
cektir. Bu sonuglari vermek i¢inde Gadjiev tarafindan tanimlanan genel bir lineer
pozitif operatorler dizilerinin Durrmeyer tipli bir genellesmesi verilecektir. Bu
operatorler icin ayrica Voronovskaya tipli teoremler ispatlanacaktir. Son olarak
operatoriin tiirevlerinin, fonksiyonunun tiirevlerine olan yaklagiminin hangi sart-

larda olacagi verilecektir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Tez hazirlanirken H. Hilmi Hacisalihoglu ve A. D. Gadjiev’ in ,[9] "Lineer Pozi-
tif Operatorler Dizilerinin Yakinsakligi" kitabindan, H. Bohman’in ,[10] "On ap-
proximation of continuous and of analytic functions" adli makalesinden, P. P.
Korovkin’in ,[11] "On convergence of linear positive operators in the space of
continuous functions" adl kitabindan yararlanilmigtir. Ayrica Z. Ditzian ve V.
Totik’in ,[12] "Moduli of Smoothness" adli kitabindan, G. A. Anastassiou ve S.
Gal'mn ,[13] "Approximation Theory: Moduli of Continuity and Global Smooth-

ness Preservation" adli kitabindan, V. Gupta, R. P. Agarwal'in ,[14] "Convergence



Estimates in Approximation Theory" adl kitabindan faydalanilmigtr.

Tezin orjinal olan boliimlerinde sirasiyla M. Heilmann’nin ,[15] "Direct and con-
verse results for operators of Baskakov-Durrmeyer type" adli makalesinden, Z.
Ditzian ve K. Ivanov’un ,[16] "Bernstein-type operators and their derivatives"
adli makalesinden, A. Aral ve T. Acar’in ,[17] "On Approximation Properties of
Generalized Durrmeyer Operators" adli makalesinden, P. N. Agrawal ve A.R.
Gairola’nin ,[18] "On certain Durrmeyer type operators" adli makalesinden, N.
Ispir’in ,[22] "On modified Baskakov operators on weighted spaces" adli makalesin-
den, A. Aral'm ,[23] "Approximation by Ibragimov-Gadjiev operators in polyno-

mial weighted space" adli makalesinden faydalanilmigtar.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Bu boliimde lineer pozitif operatorler ile ilgili baz1 temel kavramlar ve 6zellikler

verilecektir.

Tanim 2.1 X, Y lineer normlu fonksiyon uzaylar ve L : X — Y bir doniisiim

olsun. Her f € X icin
L(fiz)=g(x)

olacak sekilde bir g € Y bulunuyorsa L’ye bir operatordiir denir.

Tanmim 2.2 X, Y lineer normlu fonksiyon uzaylar ve her f;, fo € X ve her oy,

as € K (K,R veya C ) olsun. L : X — Y operatorii igin

L(anfi +aafa) = arL(fi) + aal (fa)

esitligi saglanirsa, L operatoriine lineer operator denir.

Tanim 2.3
Xt={feX:f(t)>0},Y " ={geY:g(t) >0}

olmak iizere iki fonksiyon uzayi olsun. L : X — Y lineer operator igin L (X ™) C

Y " oluyorsa L operatoriine lineer pozitif operatér denir.

Tanim 2.4 X, Y iki normlu uzaylar olsun. L : X — Y lineer bir operator olsun.
Her f € X igin
IL(f o)y < ClAlx

esitsizligini saglayan C' € [0,00) varsa L’ ye sinirli operatér ve L operatoriiniin

normu

I x oy = mE{C |L(f52) Ly < CllFllx}



seklinde tanimlanir.

Lemma 2.1 L : X — Y simirh lineer operatorii igin,

IL(f; )|
||L||X—>Y = Ssup e
2o Ifllx

esitligi saglanir.

ispat .

i. || L|lx_y =nf{C : [|L(f;x)|ly < C||fllx} olmak iizere her f € X igin

1Dl
Il —
oldugundan
L .
sup WOy it 2 (sl < Ol
ixzo Il
olur. Bu durumda
L .
sup LSOy <y
20 Il

esitsizligi saglanir.
ii. Infimumum tammindan her £ > 0 icin en az bir f. € X vardir 6yle ki

I1L(fs2)lly = (Ll x oy = &) I fellx

olur. O halde

|L(f; )]
—ir - 2 Iy~
1/l x
esitsizligi her ¢ icin saglanir. ¢ — 0 olarak alinirsa;
IL(fe 2)lly
e > Lk
el x o
dir. || f]lx # 0 olan f € X fonksiyonlar: tizerinde supremum alinirsa
L(fe;x
up TEVEe > gy
ixzo 1fellx



esitsizligi elde edilir.

1 ve ii’den

IL(S5 )y

u _

= ||L] x_,
iflczo  Ifllx Xy

esitligi gosterilmis olur.
Lemma 2.2 L : X — Y lineer pozitif operatorii icin

\L(f;x)] < L(|f];2)

esitsizligi saglanir.

Ispat. L lineer pozitif operatér oldugundan

—|fl< f<If]

esitsizligine L operatorii uygulanirsa

L(—=|fl;2) < L(f;x) < L(f];2)

esitsizligi elde edilir. Boylece

IL(fz)| < L(|f];2)

esitsizligi dogrudur.

2.2. Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsaklik Kosullar:

Tezimizin bu boliimiinde lineer pozitif operatorler dizileri i¢in 6nemli yaklagim

teoremleri ifade edilmigtir.

Teorem 2.1 [19] L,, : C'|a,b] — C [a, b] lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun.
Eger i = 0,1,2 igin ¢; = t' olmak {izere [a,b] aralig: iizerinde lim,, .o, L,e; = e;

diizgiin olarak mevcut ise, bu durumda [a, b] aralig1 iizerinde her f € C'[a, b] igin



lim,, . L,f = f yakinsamas1 diizgiindiir.

Teorem 2.2 [10, 11](Korovkin Teoremi) {L,} lineer pozitif operatorlerin bir dizisi
olsun. a, (z), B, (x), v, (z), [a,b] aralig: tizerinde diizgiin olarak sifira yakin-

sayan fonksiyon dizileri olmak iizere her x € [a, b] i¢in

Ly (Liz) = 1+a(z),
L (tz) = o+ p8,(),

L, (t2; x) = 22+, (2)

kogullar saglaniyorsa bu durumda L, (f;x), [a,b] arahg tizerinde f (z) siirekli
fonksiyonuna diizgiin olarak yakmsar. Burada f , [a,b] de siirekli, a da sagdan,

b de soldan siirekli ve R de sinirh bir fonksiyondur.

2.3. Agirlikli Uzaylarda Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakin-
saklik Kosullar:

Bir onceki kisimda verdigimiz tiim teoremler sonlu araliklarda saglanmasina rag-
men sinirsiz aralikta saglanmaz. Siirsiz araliklar ve bolgelerde Korovkin teorem
saglanmadig i¢in 1976 yilinda Gadjiev tarafindan Korovkin teoreminin tiim R’

de gegerli olan sekli asagidaki gibi vermigtir:

¢ (x) reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak iizere p (z) = 1+

¢* (z) olsun. Ayrica M; porzitif bir sabit olmak iizere

|f ()] < Myp ()

esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesini B, (R)

ve B, (R) uzaymdaki siirekli fonksiyonlarin kiimesini de C), (R) ile gosterelim. Bu

111, = sup { L, e )

uzaylar




normu ile birer normlu uzaydir. Burada p’ya agirlik fonksiyonu, B, (R) ve C, (R)
uzaylarina ise agirlikli uzaylar denir. Ayrica

lim O

=k <00
oo p(z)
kogulunu saglayan fonksiyonlarm kiimesini Cf (R) ile gosterelim. C% (R) uzay:

C, (R) uzaymin bir alt uzay1 olur.

Teorem 2.3 [s] ¢ (x) reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak
tizere p () = 1+ ©? (x) agirhik fonksiyonu olsun. Bu durumda
(¢) C, (R) uzayindan B, (R) uzayma 6yle bir { A, } lineer pozitif operatorler dizisi

tanimlanabilir ki, bu operatorler dizisi i¢in
lim [|A4, (¢";2) —¢" (2)]|, =0, »=0,1,2 (2.1)
sartlar1 saglanmasina ragmen dyle bir f* € C, (R) fonksiyonu bulunabilir ki

lim [[A, (f%52) = [ (@)], = 1

olur.
(i1) C, (R) uzaymndan B, (R) uzayina giden lineer pozitif operatorlerin bir {4, }
dizisi 2.1 kosullarim sagliyor ise her f € C% (R) igin

Tim |4, (fi2) — f (@)]], =0

esitligi saglanir.

2.4. Holder ve Minkowski Esitsizlikleri

Tanim 2.5 pve q,1 < p < o0, % —l—é = 1 kosullarin saglayan iki say1 olmak iizere

(o)

her x = (x,) € £, = {:c = () € R®: Y g l” yakmsak} ve her y = (yn) € {,
k=1
icin

S el < (i w) N (i W) "

k=1 k=1 k=1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Holder egitsizligi denir. Holder esitsizliginde



p = q = 2 segilerek elde edilen

o o 12 /o 1/2
Z|33kyk| < (Z|$k|2) (Z |37k’2)
k=1 k=1 k=1
esitsizligine Cauchy-Schwartz esitsizligi denir.
Tanim 2.6 1 < p < oo olmak iizere her x = (z,,) € ¢, ve her y = (y,) € ¢, i¢cin

o 1/p o 1/p o 1/q
(zwym) < (zm\p) + (zw)
k=1 k=1 k=1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Minkowski esitsizligi denir.

2.5. Siireklilik Modiilii ve Fonksiyonel

Lineer pozitif operatorlerle yaklagim teorisinde énemli ¢aligmalardan biri de yak-
lagimin hizini belirlemek ve bu yaklagimin hatasi i¢in bir tist sinir bulmaktir. Bunu
yaparken siireklilik modiilii ve K-fonksiyonelini kullanmak en yaygin metodlardan
birisidir. Asagidaki tanmim ve lemmalar [12] ve [13] numarali kaynaklarda bulun-

abilir.

Tanim 2.7 f, [a,b]’de siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her 6 > 0 sayist

icin
w(f,0)= sup |f(z)—f(y)
z,y€|a,b]
|z—y|<o
veya

w(f,0)= Sel[lpb} |f (z+h) = f(2)]
h|<s

ile tanimlanan w fonksiyonuna, f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Lemma 2.3 f, [a,b] C R’de siirekli reel degerli fonksiyonu igin agagidaki sonuglar

dogrudur:



a-) w(f,o) fonksiyonu § ya gore artandir.
b-) lim;_ow (f,8) = 0.

c-) m dogal sayisi igin

w(f,md) <mw(f,d).

d-) A > 0 reel sayis1 i¢in
w(f,A0) < (L+A)w(f,0)
dir.
ispat.

a-) 0 < 0; < §y olsun. Bu durumda, aralik biiyiidiikge supremum biiyiiyecegi

i¢in siireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1

W(f,51) Sw<f762)

olur. Bu ise siireklilik modiiliintin artan oldugunu gosterir.

b-) f fonksiyonu [a,b] de siirekli oldugundan diizgiin siireklidir. Boylece her
e > 0 igin bir n > 0 vardir 6yle ki, |t — x| < n oldugunda |f(t) — f(x)| < ¢
olur. Siireklilik modiiliinde § > n alindiginda w (f,d) < ¢ dir. Yani her
e > 0 verildiginde 1 > 0 bulunur 6yle ki 6 > 7 oldugunda w (f,d) < € olur.
Bu da

(lsi_r%w (f,6)=0
oldugunu kanitlar.

c-) m dogal sayisi igin

w(f,mé) < sup |f(z+mh)—f(z)|

x€|a,b]
|h|<d

= sup Y f(z+kh)—f(z+(k—1)h)

z€lab] |27
|h|<d

> sup |f(z+kh) = f(x+ (k—1)h)|

1 z€[a,b]
|h| <6

= mw(f,0)

IN

saglanir.
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d-) A > 0icin

w(f,20) < w(f,(14[A])0)
(1 + A w(F,0)
< (1+Nw(f,0)

IN

Tanmim 2.8 f, [a,b] arahiginda siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her § > 0
say1sl i¢in
wy (F,V8) = sup  sup |f(+20) = 2f (z+h)+ [ (x)
0<h<+v/8 z€[0,00)
ile tanimli wy fonksiyonuna f fonksiyonunun ikinci mertebeden siireklilik modiilii

denir.

Tanim 2.9 Cj [0, 00) , siirekli ve simirh fonksiyon uzayindaki

If1] = sup{[f]: f € Cp[0,00)}

normuyla § > 0 ve W2 = {g € Cp[0,00) : ¢, ¢" € Cp[0,00)} igin
Ky (f;0) =it {||f —gll+lg"l : g € WL},

esitligi ile tanimlanan K5 (f;J) ye Peetre K-fonksiyoneli denir.

Lemma 2.4 K, (f;0) ve wy (f, \/5) arasinda
Ky (f;8) < Cus (f,\/E), C>0 (2.2)

sekilde bir bagint1 vardir.

2.6. Agirlikli Uzaylarda Siireklilik Modiilii

Simdi | f (z 4+ h) — f (x)| ifadesine bakalm. f (z), f (v + h) € C, (R) oldugundan
|f (z)] < Myp(x) ve p(z) =1+ 2? segimi ile

< Mjy (2.3)

11



dir. Benzer sekilde

V)] _ o4
1+ (x+h)

dir. Ucgen esitsizliginden

|f@+h) = f@)] < |fl@+h)]+][f(2)

|f (= + h)| 2, 1S (@) 2
@) 1+ (z+R)"] + T (1+2%)

yazilabilir. Burada 2.3 ve 2.4 esitsizliklerinin kullanilmasiyla

f (2 +h) = f )] < My {[1+ (@ +h)*] + (1 +2?))} (2.5)

elde edilir. Her a,b € R icin (a4 b)* < 4(a®+ %) oldugundan (z 4 h)* <
4 (2% + h?) esitsizligi dogrudur. O halde

[1+ (x+ )] + (1427

IN

1+4(2®+h%) +1+2°

IN

1+4(2®+h%) +1+2%+3+ 17

5(1+ a2+ h?)

IA

5(14 2%+ h*+2?h?)

= 5(14h%) (1427

dir. Yani
[L+ (@ +h)?°]+ (1+2%) <5(1+07) (1+27)

elde edilir. Bu esitsizlik 2.5 te kullanilirsa

|f (e h) = f (@) < My5 (14 1%) (1+27)
bulunur. Dolayisiyla

f @+ h) = f(@)] < Cp(L+h°) (14427

oldugundan her f € Cg [0, 00) igin

o |f (z+h) = f(2)|
(f50) _\h\<6?2-1€)[0,oo) (1+h?) (1 + 22)

mevcuttur.
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Tamm 2.10 f € C} [0, 00) igin

o |f (@ +h) = f(2)|
(559) _\h\<f:ep[o,oo) (1+Ah2) (1 +22)

seklinde tammlanan Q (f;6) fonksiyonuna C% [0, 00) uzaymda f (z)’in siireklilik

modiilii denir.

Simdi siireklilik modiiliiniin bazi elemanter tzelliklerini agagidaki lemmada vere-
lim:
Lemma 2.5 f € C% [0, 00) olmak iizere
i) Q(f;0),0 >0 degiskenine gre monoton artan bir fonksiyondur.
ii) Her bir f € C*, [0, 00) igin lim (f;0) =0 dur.
iii) Her bir A > 0 i¢in
Q(f; M) <2(1+A) (1+6%)Q(f;6) dur. (2.6)

iv) Her bir f € C*,[0,00) ve z,t € [0,00) i¢in

|t — 2]
5

£ = F @] <2(1+2%) (14 (t—2)) (1+ ) (1462 Q(f;0)
2.7)

dir.
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3. iIBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATORLERI

Yaklagim teorisinde, bircok aragtirmaci daha genis uzaylarda gecerli olan sonuclar:
bulmak amaciyla lineer pozitif operatorlerin cesitli genellestirilmeleri bulmaya
calismislardir. Bu genellestirilmis operatérlerin en énemlilerin de; 1970’de Ibrag-
imov ve Gadjiev [20] tarafindan insa edilen ve Ibragimov Gadjiev operatorleri adi
verilen bu operatorlerdir. Ibragimov Gadjiev operatorleri smirsiz aralikta ozel
secimler altinda iyi bilinen Bernstein, Szasz-Mirakjan ve Baskakov operatorlerine

doniisebilen lineer pozitif operatorlerdir. Simdi bu operatorleri verelim:

€ [0,00) ve f:[0,00) — R fonksiyonu i¢in

(i, (0))"

Gul:0) = 3 1 (st ) B9 s 0) 52
Burada (¢, (t)),en> (¥ (t)),en > C [0, 00) da fonksiyon dizileri olup ¢, (0) = 0 ve

her ¢ i¢in ¢, (t) > 0 olmak iizere

dir. Ayrica (ap),en

lim <% =0 and lim au, (0) =11, [ >0

n—oo M, n—oo
kosullarini saglayan bir pozitif sayilar dizisi olsun. Ibragimov Gadjiev operatoriin-
deki K, (z,t,u) fonksiyon dizisi

14

, 0
(Kfl ) (:L’,t,u))neN = @Kn (x,t,u) s

seklinde olmak iizere ve agagidaki ozellikleri saglayan ii¢ degiskenli fonksiyon dizi-

sidir.
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1-) z,t € [0,00) olmak iizere K, (z,t,u) fonksiyon dizisi u’ya gore analitik ve

n € Nigin K,, (2,0,0) =1,

2-) v=0,1,..., ve x € [0,00) igin [(—1)” I K, (Lt,u)‘u:ul t:O] >0,

3-) Her z € [0,00) ve n,v € N, m sabit bir dogal say1 olmak iizere

u:ul,tz[)]

Ibragimov Gadjiev operatorlerinin Durrmeyer tipli genellestirilmesini tanimlamak

81/71

= —Nx [WKWH_” (Z‘, t, u)
u=u1,t=0

dir.

icin yukarida verilen {i¢ sart yetmemistir. Bu sartlara ilave olarak agagidaki iig

sart1 ekleyerek Durrmeyer genellestirilmesi yapilmigtir.

4-) Herhangi bir u € R igin K, (0,0,u) = 1 ve herhangi bir p € N ve sabit u =

up ic¢in

lim 2P K" (z,0,u,) = 0,

Tr—00

5-) Herhangi bir sabit ¢, u i¢in K, (x,t,u), z € [0, 00) degiskenine gore siirekli

tiirevlenebilir olsun ve sabit bir u = u; i¢in agagidaki egitlik saglansin.

d
%Kn (l’, 0, ul) = _nule—l—n (l'y 0, ul) ’
6-) reR", neN, v=0,1,.., icin

n—+vm KW

m (..'L',O,Ul) —TLKT(LJr)m (fL‘,O,U1>.

n

K, (z,t,u) dizisi 1. sartindan u’ya gore analitik olup herhangi bir u; € R

noktasinda Taylor serisine agilirsa
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olarak yazilabilir. Burada u = ¢, (), u1 = a1, (t) ve t = 0 alinirsa

(x,0,0) Z o (x,0, a1, (0)) —(_an¢n (0))°

vl

elde edilir. ¢, (0) = 0 ve K, (2,0,0) = 1 oldugu goz oniine alinirsa, 1.

sartindan

i o xoanw())%—;i(o))yzl (3.1)

bulunur.

Sartlariyla beraber Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorleri tanimlan-

mistir. Simdi ise Ibragimov Gadjiev Durrmeyer Operatorlerini verelim:

M, (f;z) = (n—m)an, ( ZK xO,anqﬁn(O))%

< [T IR 0w, o) E2 O e

dir. Ayrica bu operatorler K, (x, 0, u) ¢ekirdeginin 6zel segimleriyle agagida

verilen ve ¢ok iyi bilinen Durrmeyer tipli operatorlere doniisebilmektedir.

(i) K, (z,t,u) =K, (t+ux), a, =n, ¥, (0) =1/n, m = c segilirse

o0

Bu(f5) = (0= )Y was (@) [ s 0) £ (0)
k=0 5
genellestirilmis Baskakov Durrmeyer operatoriine

(i) K, (z,t,u)=[1+t+uz]™", a,=n, ¥, (0)=1/n, m =1 segilirse

o0

Bulfi) = (=1 Y s (0) [ om0 £ 0) .

0

Baskakov Durrmeyer operatoriine
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(iii) K, (z,t,u) = e "Hu2) o, =n 4, (0) =1/n, m = 0 secilirse

Sulfi) =S puk (2) / P (£) ()t

Szasz Durrmeyer operatoriine doniigmektedir.

Lemma 3.1 [17] 5. sart1 kullanilirsa

d v
d—KSJ) (I‘, 07 ul) = ZKT(LV) (ZL’, 07 ul) - nuleﬂzm (‘7;7 07 ul)
i A

dir.

Ispat. 3. sart1 v kez uygulanrsa

KW (2,0,u1) = (=1)"n(n+m)...(n + (v — V)ma" K ypm (2,0, uy) (3.3)

elde edilir. 3.3 esitliginin her iki tarafinin x’e gore tiirevi alinirsa

d d

%Kfl”) (2,0,u1) = (=1)"n(n+m)..(n+ (v—1)m) . {2"Kyjom (,0,u1)}
= (=1)"n(m+m)..(n+ v-=1m){ve" ' Kuyipm (2,0,u)
d
+~Z’V£Kn+ym (ZE, 0, Ul)}
bulunur.
d
%anm (2,0,u1) = — (n +vm) ur Ky (g1ym (2,0, 1)

esitligini kullanilarak

d
%Kr(f’) (z,0,u1) = (=1)"n(m+m)..(n+ -1 m){ve" ' Kuipm (2,0,u)

—a” (TL + Vm) ulKn+(V+1)m ($7 07 ul)}

esitligi elde edelir. Bu son esitlige 3.3 uygulanirsa

i[((v

oK ) (2,0,uy) = EKT(L”) (x,0,u1) — nuqu(;jr)m (x,0,uy)

17



sonucu elde edilir.
Sonug 3.1 6. sart ve Lemma 3.1 kullanilirsa

d
KW (@.0m) = (v = zum) KY (2,0,u)
X

z (1 4+ uymz)

bulunur.

Lemma 3.2 [17] n > m i¢in K, (z,t,u) ¢ekirdegi

vl

KW (2,0,u)de = (—1)) ————
| K @0 myar = (1) i

esitligi saglanir.
Ispat. Kismi integrasyon ve 2. sart kullanihrsa

o0 o0 d
/ KW (2,0, uy) dz = —/ t—KW (x,0,u,) dz
0 o dx

elde edilir. Burada Lemma 3.1 kullanilirsa

(3.4)

/ KS/) ($7 0, Ul) dr = _V/ K7(LV) (l’, 0, ul) dz 4+ nuy / foli)m (‘T’ 0, ul) dx
0 0 0

olup 3. sart goz oniinde bulundurulursa

/ KY) (2,0,u;) dv = —y/ K (2,0, u1) do — Ul/ K¢ (2,0,uy) d
0 0 0

elde edilir ve buradan

OOK(U) P /OOK(V+1) d
/0 n (xaovul) €z v+1 0 n (I,O,Ul) z
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bulunur. Yukaridaki esitlik v kez uygulayip 1. ve 5. sartlar kullanilirsa

/ KW (2,0,uy)dx = v K(” U (2,0,uy) dz
0

u10

= /Ka:Ould

1/+1 < J
”—/ — Ky (2,0, uy) do
0

(n —m)uY dx
!
BRI

elde edilir.

Lemma 3.3 [17] v,n € N olsun ve herhangi bir r dogal sayisi igin

(=1)" (v +1)!

/ "KW (2,0,u) do =
0

(n - m) (” - 2m) (n — (r + 1) m) u’f‘”“

saglanir.

Ispat. 3. sart1 r kez uygularsak

/ "KW (2,0,uy) de = / " 1K(V+1) (x,0,uy) dz
0

n—m

(n—m)(n—2m)/o e

. 1
= 1) (n—m)(n—2m)..(n—rm)

x/ KYT) (2,0, uy) da
0

19

(3.6)

22K (2,0, uy) da



bulunup 3.5 esitliginden

ooxT ) (5.0 ) do (—1)" (v +7)!
/0 Ky (2,0, u1)d (n—m)(n—2m)..(n— (r+ 1) m) ™71

elde edilir.

Lemma 3.4 [17] v,n € N olsun. Herhangi r bir dogal sayis1 ve n > (r + 1) m igin

n2r

(n—=2m)...(n—pm) (n = (r+1)m) (an)" (n*¢,, (0))"

X Zn (n+m)..(n+ (7 —1)m)Cj, [ant, (0)]j e

M, (t"z) =

dir. Burada C}, = ;—:(;) seklindedir. Ayrica

M, (L;z) = 1, M, (t;x):% (%x—l—m) (3.7)
) = Ggmama () T o

! <n%j <o>>2>

dir.

ispat. Operatoriin tanimindan

M, (t";z) = (n—m)a,, (0) Z K,(Ly) (z,0, anth,, (0)) %

x /0 TURY (5,0,000, (0) %dy

1%

yazilabilir. 3.6 esitligi kullanilirsa
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M, (t"; x)

N [—ant, (O)]

(1= 1m) 2 ZK%”) (.0, i (00) =5
% (—1) (v+7) e, (0)]"
(n—m)...(n—(r+1)m)(an, (0))V+r+1 )]
STEY (2,0, 0,0, (0)) w
><_ v+ (w+2)..(v+r)
(0= 2m) o (r + 1) m) it O))
S KLY (2,0, ant, (0)) %
1 .
X (n—2m)...(n — (r +1)m) (), (0)) 2 C, 1 (v—1)

olur. Bu son egitlige 3.5 uygulanirsa

M, (t"; x)

elde edilir.

(n—2m> (n—<r+1> m) (antb, (0)) |
1) [—anib,, (0)]7"

XZOJTZK (x,0, an),, ())( )

Lemma 3.5 Her z > 0 ve yeterince biiyiik n’ler i¢in
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dir. Burada ¢ (z) := \/z (1 + 2ma,p, (0)) ve C pozitif bir sabittir.

Ispat. Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorleri lineer oldugundan

M, ((t - z)? ;x) = M, (8% 2) — 2zM, (t; ) + M, (1; )

yazilabilir. Burada 3.7 esitligi kullanilirsa

My ((=asa) = o2 [ Ot 0) ]

n—2m) (n — 3m) ayi,, (0)

iy [ 2n + 6m }
(n —2m) (n —3m) a,v,, (0)
2
(0 —2m) (n — 3m) 0247 (0)

{(n - Qm)(?n s 6:;)) anth, (0 )}

[ (14 zmayy, (0)) +

o]
(n + 3m) app,, (0)

yazilabilir. Burada (%) dizisi yakinsak oldugundan

elde edilir.
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4. IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATORLERININ
NOKTASAL YAKLASIM OZELLiGi

Tezimizin bu boéliimiindeki teoremde Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operator-
lerinin noktasal yakinsakligi verilmektedir. Ayrica, verilecek bu teoremde sonlu
aralikta caligilirsa siireklilik modiillerinin limit durumunda sifira gitme 6zelligin-

den diizgiin yakinsakligi verebilmekteyiz. Teoremimizi verelim;

Teorem 4.1 f € Cp[0,00) olsun. Bu durumda her = € [0,00) ve yeterince

biiyiik n’ler i¢in

1 2 (4 1
[My, (f32) = f(z)] < Cws (f’\/(n—2m)anwn(0) (9” ( )+(n+3m>anwn<o)+1>>

*“’ (f ’ (Zt%?ﬁn%)

esitsizligi saglamir. Burada ¢? (z) = z (1 + zma,,, (0)) ve C pozitif bir sabittir.

Ispat. Teoremin ispatlamak icin énce

M, (f;2) = My (f;2) = f (b (2)) + [ (2)

2

seklinde M,, yardimer operatériinii tanimlayalim. Burada b,, (x) = omyan (%"m + m>

seklindedir. g € W2 ve t € [0, 00) igin

Taylor acilimina M\; yardimc1 operatoriinii uygularsak

t

M, (g:%) - g (x) = ¢/ () M, (¢ — x) ;) + O, /(t—u>g"<u>du;x

T
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esitligi elde edilir. Burada

—~

M, ((t —z);x)

ve

—~

M, (t;
M, (t;

b () —

0

z) — oM, (1;2)
z) —by () +x—2.1

by (2)

olup esitligin sag tarafinin ¢” niin supremumu alinirsa

T

M, (t/(tU)g”(U)dusx

<

24

T

9”11 Mz, (/(tu}du m)

bn (z)

| [ (o) ) du

T



t
elde edilir. Burada |t — u| < |t — | ve [du =t — x ifadeleri kullamhrsa buradan

M( / <tu>g"<u>du;x> < gl M (¢ — 2)%32)

x

b ()
llg) / (b (2) — u)du|  (41)

esitsizligi elde edilir. Burada

esitligi kullanilirsa

IA

M, (g;x) — g ()

o~ ‘

D 2 1 "
n) -9 = Do { R @+ g [

| [ Gu@) -2y 9]
D 2 1 "
e R s el 1

b ()

o G w) v

= (ﬁ {9"% () + (n+ 3m)104nwn (0) }

1+ 2zma,1p, (0) 2 "
(o) ) 7]
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T ) 1
S T —am) (9” @) e sm ant, ) 1) lo

2
yazilabilir. Burada ¢? () = x (1 + zmay,1, (0)) ve T := max (D, <%) >
dir.

I/H

Boylece

M (B = |0 m) 0, 00D K a1, ) ot (0)
v= u=ant, (1) (v)
T 2 [—ants, (0)
: \/0 f (y) %Kn <y’t7u> u:anwn(t) (V)' dy
9 [—anth, (0))°
< ( anq/} go 37 t u) u:an_wn(t) (V)‘
o) oY [_anwn (O)]y
< I = m) e, ( z P Ko (o,t,u) [ %(%5 )
w0 )
R 14 [_an¢n (0)]u
_Kn ) Yy —d
></0 Ju (y,t,u) u:aggn(t) ()] Y
= [Ifll
elde edilir. Yani
| My, (f;2)] < || £l

olur. Yardimci operatoriimiizde gerekli diizenlemeler yapilirsa ve her iki tarafin

mutlak degerine alinirsa

My, (f;2) — f (2)| = | M (f;2) — £ (@) + f (ba (2)) — £ ()

elde edelir. Bu son esitligin sag tarafina M, (g9;x) ve g () eklenip gikartilirsa
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M, (f;2) = f (@) + f (b () = [ (2)
0, (g5 ) = My (g0) + 9 (2) = g ()]
M, (f = gio)| + |f () — g ()] +
+1f (bu (2)) = [ ()]

M, (f;2) = [ (2)] =

IN

M, (g;r) — g (v)

esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin sag tarafinin supremumu alinirsa

T 2 ]- "
205 = g+ g (0 + g + 1) 19

o (f, 1+ 2zmay), (0) )

| M, (f;2) = f (2)]

IN

IA

Allf =gl +

2 1 "
(n —2m) (@) + (n+ 3m) ayip, (0) + 1) lg”
1+ 2zmay1), (0)
(1 G e )

esitsizligi saglanir. Burada A = max {2,7'} dir.

Biitiin g € W2 iizerinden infimum alinirsa

M, (fi2)— [ (@)] < A (f,m_—gm(w(m T (0)+1>)

v (1 G )

saglanir. Bu son egitsizlikte 2.2 esitsizligi kullanilirsa

1 2 (1 1
M, (fiz) = [ (2)] < Cw, (f’\/m_zm) (90 ) o 3m) i, 0 “))

*“’ (f ’ étmﬁfn(?g))

elde edelir ve boylece teoremin ispat tamamlanmais olur.
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5. IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATORLERININ
AGIRLIKLI YAKLASIM OZELLiGi

Tezimizin bu boliimiinde verecegimiz teoremlerde Ibragimov Gadjiev Durrmeyer
operatorlerinin agirlikli yaklagimlar: verilmektedir. Teoremleri vermeden 6nce bir
ka¢ tane kavrami aciklayahm:

My, sadece f fonksiyonuna bagh pozitif sabit olmak tizere

|f (@)] < My (1+27)

sartini saglayan [0, 0o) araliginda tanimh tiim f fonksiyonlarimin uzayim B,z [0, 00)

ile gosterelim. Yani;

B2 [0,00) = {f: f, [0,00) tizerinde tammh ve |f (z)| < M (1+2?) }

ve Cy2 [0, 00) uzay1

Cy2[0,00) = C'[0,00) N B,2 [0, 00)

olmak tizere f € C,2 [0, 00) ve

i @)

z—oo 1 + 22

limitinin siirh olmasi durumundaki tiim f fonksiyonlarinin uzaym C 52 0, 00) ile

gosterelim. Yani;

z—oo 1 + 22

Ch [0,00)z{fEC'mz [0,00) : lim /(@) :Kf<oo}

seklinde tanimlanan fonksiyon uzaylarini goz oniine alalim. Bu uzaylar iizerindeki

norm ise
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olarak tanmimlanir.

Asagida verecegimiz teorem, sinirsiz araliklarda ikinci mertebeden ve klasik siireklilik
moduliiniin limit durumunda sifira gitme 6zelligi saglamadig1 igin [0, 00) smirsiz
araliginda agirlikl siireklilik moduliinii kullanacagiz. Ayrica asagidaki teoremde,

5
operatorlerimizin (1 + 22)2 agirlik fonksiyonuna gore yaklagimini vermis olacagiz:

Teorem 5.1 f € C [0 o0) ve yeterince biiyiik n’ler igin

sup D =T e (f;;>
x>0 (1+x2)§

esitsizligi saglanir. Burada K pozitif bir sabittir.

ispat .

|M,, (f;2) — f(2)]
(1= ) s, (0) S K (1, 1,0 =000 O

/ [y y,tU)%dy f(z)

< (n—m)any, (0) Z K,(l”) (x,t,u) —[_a"¢” ()"

i )

) v —anth, (0)]”
x/o |f(y)—f(x)|K£)(y’t7u)%

dy
esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikte 2.7 esitsizligi kullanilirsa

My, (f;2) = f(2)] < 2(1+372) (1+06%) Q(f:6) (n — m) anib, (0)
XZK (x,t,u) %/{)wﬂ%—(y—zf
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IN

2 (1+2%) (1+6°) Q(f;0) {1+ M, ((t — 2)*;2)

+1Mn(|t—x| ;x) + an ((t—2)?|t — 2] ;l’)}

5 0
= 2(1+2%) (1+6°)Q(f;6) {1+ M, ((t — 2)*;2)
+§11+§12}

esitsizligi elde edilir. Burada

L =M, (|t —z|;x)

I, = M, ((t—x)2|t—x|;x)

seklindedir. [; ve I ifadelerine Cauchy-Schwartz esitsizligi uygulanirsa

1
L=M,(t—z|;z) <M, ((t—x)Z;az)2

L= M, ((t— 22|t — 2| 12) < M, ((t — 2)32)% M, ((t — 2);2)?

esitsizlikleri elde edilir. Yukaridaki son esitsizliklerle

M, (f;2) — f(z)] < 2(1+x2) (1+52)Q(f;5){1+Mn ((t—x)Q;x)

+%Mn ((t — :1:)2 : :c)

+1Mn ((t— :1:)2;:5)% M, ((t - x)4;a;);}

[NIES

J

elde edilir. Diger taraftan Lemma 3.4 kullanilirsa

25 N 9 m (2n + 6m) (2n + 6m) ay1p,, (0) z + 2
M, ((t—2)*;2) = (n—2m) (n—3m)| " (n—2m)(n — 3m)a2¢? (()()5 y
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ve

M, ((t— z)* z)
120m* + 252nm?3 — 96n?m?\ 240m? — 174n*m + 504nm? 3
- { (n—2m) ... (n — 5m) } { (n—2m) ... (n — 5m) ants, (0) } v
12n? 4 432nm — 108m + 240m?\ 120n + 120m
{ (n—2m) ... (n — 5m) a2¢?2 (0) } { (n —2m) ... (n — 5m) a3¢2 (0) } ’

24
(n—2m)...(n — 5m) ale; (0) (5.2)

_|_

(o))

esitlikleri elde edilir. Bu 5.1 ve 5.2 esitliklerini kullanarak ve (1 + x2)2 agirhig ile

her iki tarafin supremumu alinarak

| M, (f;2) — £ (2)]

iglg (1+l‘2)%

< 2(1+0%)Q(f;0) {1 o Téiﬂg?ﬂ@i}m +§ [m Tz(ig(*nf‘jgm)r
L( m@n+6m) \?* (120m* +2520m? — 96n?m?\ *
i ((n—2m)<n—3m)) ( (n—2m) ... (n — 5m) )}

<

2(1+52)Q(f;6){1+ c L_¢ - }

n—2m+5\/n—2m+5(n_2m)%

esitsizligi elde edilir. Burada C' her biri birbirinden farkh sabitlerdir. § = ——L

n—2m
secilirse ve yeterince biiyiik n ler i¢in
M, (f;z)— 1
g ()
x>0 (14 22)2 n—2m
elde edilir ve istenilen sonug elde edilip ispat tamamlanmig olur.
Teorem 5.2 Her f € C%, [0, 00) fonksiyonu igin
tim ([0, (f2) — fll,0 = 0 (53)

esitligi saglanir.
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Ispat. Teoremin ispat1 icin Akif D. Gadzhiev ( [s]) makalesinden

lim ||M, (t',2) —2"|,. =0, v=0,1,2. (5.4)

kosullarini saglamasi yeterli olacaktir.

Lemma 3.4 den

M, (1 —1
HMn(lax)_le2: supl n( 775) | —
zeR+ 1+£U2

0

5.4 esitliginin v = 0 i¢in dogrulugunu gosterir.

Lemma 3.4 ve n > 2m igin

n? o, 1
M, (ta)—o = ————— (T — ) -
(o) —= <n—mman(nx+w%xm) g

n 1
T n—a) T a0 "

— 2 (ﬁ - 1> Tz 2m)1an1/}n (0)

esitligi elde edilir. Esitliginin her iki tarafini 052 [0,00) uzayma gore normu

alinirsa

| My, (L, z) — |
M, (t,z) —x = su
I3 () ol = smp S

o v (o~ ) +
2€[0,00) 1+ a2

n x
((n —2m) B 1> xf[gf;)l + x2

1
+ su
(n —2m) antp,, (0) mG[O,Izo) 14 22

IN

burada sup Ly <1ve sup 7= <1 oldugundan
x€[0,00) z€[0,00)

n 1) N L
(n —2m) (n —2m) apip,, (0)

M@w@—mﬂs(
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esitsizligi elde edilir. Bu da n — oo icin 5.4 esitliginin v = 1 i¢in dogrulugunu
gosterir.

Benzer sekilde n > 3m igin

M, (*,z) —a® = (n—2m)?n—3m)a%{(an )2(m:n)+%L

2 2
w20, (0)° } o
_ 2 n(m+n) B . 4n
= { (n— 2m) (n — 3m) 1} T = 2m) (n = 3m) anr, (0)
2
(n—2m) (n — 3m) o242 (0)

_|_

esitligi elde edilir. Benzer sekilde esitliginin her iki tarafimn C*, [0, 00) uzaymna

gore normu alinirsa

Mn t2 A2
04, (20) = ?]]s = sup BT 2]
v z€[0,00) l+a
n(m+n) 22
— 1, sup
(n—2m) (n — 3m) re0,00) 1 + 27
+ 4dn T
sup ———
(n —2m) (n —3m) a,v, (0) xe[of;) 1+ 22
2 1

+ sup ———
(n— 2m) (n — 3m) 0242 (0) acjooe) L + 22

bulunur. Burada sup 11% <1, sup 75z <1lve sup H% < 1 oldugundan
x€[0,00) z€[0,00) x€[0,00)

2 T —x2 n(m+n> - n
I ) =L < { e~ IS a
2
"= 2m) (n — 3m) 22 (0)

esitsizligi elde edilir. Bu da n — oo i¢in 5.4 esitliginin v = 2 igin dogrulugunu
gosterir. Boylelikle 5.4 esitliginin tiim kosullar saglandigi icin 5.3 esitligimiz

dogrudur.

33



Teorem 5.3 o > 0 olmak iizere f € C,2 [0, 00) fonksiyonu i¢in

=0

n—>oor€R+ (1 + $2)1+Oé
esitligi dogrudur.

Ispat. Her zo > 0 igin

| M, (f,x) — f(z)] M, (f,z) — f(2)] M, (f,x) — [ ()]
z:{g};) (11 22)7° < sup (1122 +§§g (1122
| M, (f, ) — f(z)] - | M, (f, )]
z<xo (]_ —|— I‘2)1+a r>x0 (]_ + I2)1+a
|f ()]
R )

IN

F(#)(1442)
o (z2.)

< ||M, — + su
>~ H (f) f”C[O,xd wZaCI::) (1 + $2)1+a
|f (2)]
+sup—mm—
xZaPo (1+ I2)1+a
| M, (1 +t% x)|
< Mo (f) = fllepm + I1f]],2 sup

x>x0 (1 + ZL‘2)1+a

|f ()]

+sup )1+a'

xr>x0 (1 + £L'2

yazilabilir. Yukaridaki son esitsizligin ilk terimi aralik sinirli oldugundan Teorem
4.1 den sifira gider. Lemma 3.4’ten her bir zy > 0 i¢in, kolaylikla goriiliir ki

n — o0 igin
| M, (1+ %, 2)|
T>T0 (1—|—$2)1+a

dir. Son olarak esitsizliginin son kismi xy > 0 sayisin yeterince biiyiik segersek

ifade sifira gider.
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6. IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATORLERIN
TUREVININ YAKLASIM OZELLIiGi

Bu boliimde (Mff) f> (x)in f)(x)’e noktasal yakimsakligini verecegiz.

Asagida tamimlanan H smufi, [0, 00) aralig: iizerinde Lebesgue 6l¢iilebilir fonksiy-

onlar sinifin1 da igerir. Simdi

_ e [T @)l
H_{f./o (1+Ct)n/0dt<oo,c>0,n€N}

fonksiyon sinifi tanimlayalim.

Lemma 6.1 f, [0,00) aralig: iizerinde r kez tiirevlenebilir ve o > 0 , t — o0
icin f=Y (t) = O (t*) sartlari saglayan bir fonksiyon olsun. r = 0,1,2, ... ve
n > «a + rm igin

dr i I
%Mﬂ (fa I) = (n_m>u15 (nv T) an—i—rm,u (l’, 07 ul) /f( )(y)pn,—rm,u+T (y7 07 ul) dy
v=0 0

(6.1)
esitligi saglanir. Burada

v

v —U
Pn+rmv (‘737 07 U1> - K?S—gmr(x7 O? U’l) [ Vll]
ve 1
T (n + jm)
— ,0 == 1
JH m—mGr)y PO
dir.

Ispat. Oncelikle M, (f;x) operatoriiniin birinci tiirevi

d > d r [—uq]”
- (V) 1
. M, (f;z) 5_0 o (x,0,u1) / VK (y,0,u7) ” dy
= 0

(6.2)

seklindedir. Bu egitlikte Lemma 3.1 ve 3. sart kullanilirsa
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K (@,0,u) = ZKY (2,0,u) = nun KLY, (,0,u)

dx

R IR

= { nxKr(H-m) (ZL’, 0, ul)} - nuleHzm (ZE, 0, U’l)

S

= [VK,(Ler) (x,0,u1) + U1K7(1+)m (x,0,u1) (6.3)
esitligi yazilabilir. Bu son esitligi 6.2’de yerine yazarsak

G50 = (1 S [ 0 2 200

8 [ 0.0 Eibay

elde edilir. Burada toplamlar ayr1 ayr1 yazilirsa

diMn (f;z)
> v —U v i v —u]”
mz1 K\ (2,0, ) y!l] /f(y)Kv(z ! (5,0,w) [ y!l] dy
v= 0
u1i u1K 95 0 Ul / )(y 0 Ul) [_Ul]l’dy
v=0 I/' | v

0

olur. Ilk toplamda v yerine v+ 1 yazilirsa

d
@ n (f’ ZE)
B [e%s) ( ) [_ul]y+1
— ulyz% V+1 n+m(w,0,u1)m
v+1
(l/-‘rl) [_ul] i d
. [—u]”
ulz ulK (x,0,u7) ”
v=0 ’

_ul]

X/f(y)Ké”) (y,07ul)[ —dy
0
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elde edilir. Burada ifadeler diizenlenip ve 6.3 kullanilirsa

x / {—ulKﬁ*” (1,0,u) +1) Pk (00| £0) oy
= (n—m)ui(—n) io:K (,0,up) [u) [—u)
2 K OIG
x/ Lj+ leL”“) (,0,u1) + 1 KW (y,0, U1)] f(y)dy
= nZKV) (2,0,u7) Cumw)” w
! ntm A STV ) v+ 1
X/ n - ulK(V+1) (yu 0 ul) (V + 1)K7(1V) (y’ 07u1)} f(y)dy
0

wl [Fw] w [

(51 d
= ulnz n+m (,0,up) 0 ) I/—I—l/d

esitligi saglanir. Burada kismi integrasyon kullanilirsa

O

[—w)” [~uwi]” w

= unZK (x,0,uy) OGRS

Kn m,v+1 (y7 0 ul) f(y)dy

X f(y)KTL+m,V+1 (yv 0, U1> ’80 - /Knm,u+1 <y7 07 ul) f/(y)dy

elde edilir. 1. ve 4. sartlar goz oniine alinilirsa
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%Mn (f;z)

(n —m)udn = —w)” [ —ul”

S K (.0.0) S [ Ko (0.0.0) P )
v=0 0

bulunur. Burada

_ul/
oo (0.0,1) = K (3.0,)

ifadesi goz oniine alinirsa

— n— ulnz n+m 1’ O,Ul) [_U1.]

[_ul]lx—l-l
(v+1)!

X/Kn—m,u-i-l (y; 07 Ul)
0

_ Manmu (2,0, 1)

(TL _ m) Prn—mp+1 y, 0 ul) f'(y)dy (64)

o\

elde edilir. Simdi M, (f;x) operatoriimiiziin ikinci tiirevini bulalim. Burada 6.3

esitligi kullanilirsa

a2 d d
ﬁm ) (z,0,u1) = (—n) [V£K£+Wll)(:v,0,u1) +U%K,§ Qm(x,O,ul)} (6.5)

esitligi elde edilir. Burada

d

KV (0,0,m) = =(n+m) | (v = DEVG0 @,0,u1) + wr Ko (2,0,

ve

d
K(V)

T (@,0,10) = —(n - m) |V o (2,0, 1) 11K D (2,0, 1)
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olup 6.5’de yerine yazilirsa

d2
de n” (x,0,u1)
= [ n+m) [(V—l)KT(LHW)L (x,0, ul)—i-ulK(Jrz%(x 0 ul)H
+uﬁ—m+nwa&;Maaun+mK&;Axamﬂﬂ
= n(n+m) [I/(V — D)KYD (2,0, u) + 2uiv K50 (2,0, uy)

Ky (,0,01)|

elde edilir. Bulunan bu ifade M, (f;z) operatériimiiziin ikinci tiirevinde yerine

yazilirsa
d2

= i [—)"

— i KW ( YU g
z_;d ' (@,0,) / (9,0,u1) =y
= 0

= (= mn(n+myur Y [y = DK (2,0,u1)

v=0

+ 2u11/K(+2W)L (x,0,u1) + ulKT(LJr)Qm(x 0 ul)}

v

—ul / FOEY (0.0.u) =y

esitligi saglanir. Burada toplamlar ayrilip birinci toplamda v yerine v + 2, ikinci

toplamda v yerine v + 1 yazilirsa

d2
M (fi2)
= 1 s n+2m s Uy W1 (l/ +—2)|
_ v+2
/ T (3,0, U1>'[<yu'+1]'z>rdy
+(n —m)n(n +m)u iQu (V—i—l)K(”) (z,0,u )w
11/:0 1 n—+2m s Uy U1 (V+1)'
(v [—U ]u+1
/f +1) Y, 7 1) _(l/ +1—1)' dy
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[—w]”

+(n —m)n(n +m) ule?szm (z,0,u)

s V!
5 —uq|v
X/f(y)Kn '(y,0,u1) V,ﬂ dy
/ !
esitligi bulunur. Bu son esitlik diizenlenilirse
d2
. [—w)” [—ua]”
= (n—m)n(n+ m)u Z n+2mx0u1) ” o
=0
i [~ [~
2 K(V+2) 0
X/{”* e ey wow
0

2+ ) ([y‘ﬂ) K (,0,) +uf K (5,0,)| £y

[—wa]” [ua)”
= (n—m)n(n+m U1Z +2m (x,0,uy) V!1 V'l
x]c[ u’ KW (y,0,uy) + 2“—:1))[((”“)( 0, 1)
DR OES) B A I A Rl
0
+ut K (y,0,u1)] f(y)dy (6.6)

elde edilir. Bize gerekli olacak

ifadesini bulalim. 6.3 esitligi kullanilirsa

d

K0 (2,0,u1) = —(n — 2m) [(u+2)K(”“>(x 0,u1) + w K" (2,0 ul)]

bulunur. Burada tekrardan tiirev alinilirsa
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= —(n—-2m)[(v+2)[-(n—m) [(v+ DKW (2,0,uy) + uy K (2,0, ur)]]]
—(n—2m) [u1 [~(n —m) [(v + 2) K™ (2,0,u1) + ur K (2,0, u1)]]]
= (n—m)(n—2m) [WIKY"™® (2,0,u) + 2us (v + 2) K&V (2,0, uy)

+(v+1)(v+ 2)K7(l”) (z,0, ul)]

2
u
lde edilir. B itlik 1 1 |
elde edilir. Bu son esitli (n—m)(n—Qm)(y+1)(y+2) ile carpilirsa
2
(n—m)(n —2m)(v+ 1) (v +2) da2” "™ (2,0, u1)
U14 .‘i)

= KU (2,0,up) + 2

K@D (20 K() 0
(V+1)<V+2) n (%, 7ul)+u1 (SC, 7“1)

(v+1) "

bulunur. Boylece

d2
22 M (fi2)
o] 3 ¥
= mnn my 3 K o0,y
v=0 .
X U% 7Ku+2 Ou)f( )d
(n—m)(n—2m)(v+1)(v+2) nom (Y, 0,u1) f(y)dy
0

elde edilir. Burada iki kez kismi integrasyon uygulanirsa

d2

22 Mn (f;)
B (n —m)n(n +m)u? [—up]” [—uq]”
 (n—m)(n—2m)(v+1)(v+2) Z +2m (2,0, ) ! V!

/ KW (4,0,u1) £ (y)dy

v

~ (n—m)n(n+m)u [—u4]
B (n— )(n —2m) Z +2mx0u1) V!

]l/+2

// V+2) [_ul
0 ——d
/f n 2m y7 7u1) (V+2)' Yy
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olur ve

d2

(n—m) (=1)° n(n +m)u,

= an+2ml/ (33 0 ul)

(n—m)(n —2m)

x / P (9)pazmasz (0, 1) dy (6.7)
0

esitligi bulunur. % W () ve dd s M, (f; x) esitliklerini gbzoniine alinip genellegtirme
yapilirsa

dr
dr

e (T ED (0 miu (2.0, 22
= b )1<H[n—m(]+1)](l/+ (j+1)) )Z i (2,0, ) vl

Jj=0

M, (f;x)

o

R 0.0 S5 Oy
()" (n—m)n(n+m)(n+2m)..(n+m(r—1))u

- (n—m)(n —2m)(n—3m)...(n —rm) Vzopn—i-?“m v (2,0,uq)

X/f(r) (y)pnfrm,wrr (y; 07 ul) dy
0

(=) " n(n+m)(n+2m)..(n+m(r—1))
(n—m)(n —2m)(n—3m)...(n —rm)

an+rmu (37 0 ul)

X/f(r) (y)pnfrm,wrr (ya 07 ul) dy

r—1

— ul H n + jm) an+rm,u (-Ta 07 ul)
Jj=

(n—m(j+1)) =

X/f(r) (y)pn—rm,u-i-r (ya 07 ul) dy
0

bulunur.
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Sonug 6.1 Lemma 6.1’den

r—1 . o)
d (=1)" (n + jm)
Mn]- - - . n-+rm,v ) 07
dx?“( @) (n = mju, o (n=m(j+1)) ;p b (20 1)
X/pn—rm,y+r (y7 07 ul) dy
0
esitligi goriiliir ve Lemma 3.2’den
dr (n —m)us B (n,r)
—(M,1 = 6.8
elde edilir.
Lemma 6.2 ;s € NU {0} ve n > mr olmak iizere
MT,n,s (l‘) = ul[n - m(r + 1)] an+7“m,u (xv 0, ul) /pn—rm,u—i-r (ya 0, ul) (y - x)sdy
v=0 0
olsun. Bu durumda
Monsir (z) = 2 () M (2) + 25 M, ps1 (2)]
r,n,s+1 UI[TL — m<r + s+ 2)] n,s rn,s—1
1+2
(s +r+ 1)(1+ 2uymz) Moo (o) (6.9)

ur[n —m(r + s + 2)]

dir. Burada ¢(z) = y/2(1 4+ uyma) ve n > m(r + s + 2) dir. Ayrica

Mr,n,O (.’ﬂ) = 17
r+1)(1+ 2uymx)
uyn —uym(r +2)

MT,”J (l’) = (

©*(x)2ur(n —m) + (1 + 2uymax)?(r + 1)(r + 2)
[uyn — uym(r + 2)] [ugn — uym(r + 3)]

Mr,n,2 (.Z’) -

s+1

dir. Tiim z € [0, 00) icin M, ,, 5 (z) = O <(u1n)7LTJ> mevcuttur. Ayrica |«

o/nin tam say1 kismidir.
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Ispat. Oncelikle rekiirans bagntisi gosterelim:

P@Mp () = [t = wm(r £ 1] S G @)Dy (2,0,m)

o0

X/pnrm,qur (y; 07 ul) (y - x)sdy
0

s @lurn — wm(r + DS pusoms (7,0,m)
v=0

X/pn—'rm,u—i-r (?J; 07 ul) (y - I)s_ldy
0

= [uln — ulm r+1 Z (,0 pn+rm v (LU 0 U1>

o0

X/pnrm,qur (y; 07 ul) (y - x)sdy - 8902<x>M1’,n,371(37)

0

yazilabilir. Sonug 3.1 kullanilirsa

P (@)M,,, (@)

= [wn —uym(r +1)]

NE

[V — TUq (n + mT)] Prtrm,v (SU, 07 ul)

Il
=)

v
o0

/ Prcrmpir (8,0, 10) (y — 2)° dy — 59%(2) My o (2)

0
oo

= [un —uym(r +1)] anwm,l, (x,0,u) / v+ 71 —yui(n —mr) —r(1+ 2mzuy)
v=0 0

+(n —mr)(yur — zuy)] Prn—rm,v+r (v,0,u1) (y — 2)°dy — 5902 (x)MT,ms—l(gj)

bulunur. Buradan
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(,02(%')./\/{;” s(x) = [uln - ulm(r + 1)] an—i-?“m,l/ (I7 07 ul)
v=0

/ [7/ + 17— yuy (n - mr)] Prn—rm,v+r (?J, 07 ul) (y - x)sdy
0

—/T’(l + 2m$u1>pnfrm,u+r <y7 0, ul) (y o x>sdy
0

o0

+/(n —mr)(yur — 2UL)Pp—rmuprr (Y, 0,u1) (y — 2)°dy
0

_5902 (I)Mnms—l (7)

olur. Burada bir kez daha Sonug 3.1 goz 6niine alinilirsa

P (@) M, (@)

[e.o]

> d
= [uln - ulm(r + 1)] an-i-rm,l/ (37, 07 ul) /902(y) d_ypn—rm,u-‘rr (y7 07 ul) (y - z)sdy
v=0 0

—r(1 + 2maur ) Moy o (2) + (0 — mr)us Mo o1 — 50%(2) Mg 1()

elde edilir. Burada kismi integrasyon uygulanirsa

P (@M, (@)

= [uln - ulm(r + 1)] anJrrm,V (.%’, 07 U1>
v=0

x / Prcrmr (8,0, 1) [~ (1 + 2umy) (y — 2)° — s6(y)(y — ) Jdy

—r(1 + 2mau )M, ,, s(x) + (n — mr)us M, 541 ()
—50* (1) M52 () (6.10)

olur. Son egitlikte
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—s¢(y) — (14 2umy)(y —2) = —s¢*(2) = (s + 1)(1+ 2uma)(y — )

—urm(s +2)(y — z)”

esitligini kullamirsak

()M,

(33) = —3902(37)Mr,n,571($) - (8 + 1)(1 + 2u1mx)./\/l7«7n,s(.7:)
—uym(s + 2)M, p s11(2) — (1 + 2uyma) M., s(x)

+(n - mr)uer,n,s+1(x) - 8902<x)MT,n,5—1<J7)7

olur. Momentler bu rekiirans bagintisiyla kolaylikla elde edilebilir.

Lemma 6.3 [21] z € (0,00) ve r € NU {0} olmak iizere

r d" % j
(z (1 +wmz)) TP (2,0,u) = ) (urn)" (v — zwn))’ i jr () po (,0,u1) ,
204§ <ri,j20

burada ¢; j,(x), n ve k’den bagimsiz olup p,, (x,0,u;) = K (x,0,uy) Ful” qyr,

v!

Ispat. r = 0 icin ispat aciktir. Kabul edelim ki r icin 6.1 dogru olsun. Simdi

r + 1 icin 6.1’in dogru oldugunu gosterelim.

d"
(%pn,z/ (l’, tu U,))

' — zuin))’ Gisjir (z) T, t,u
( Y (wn) (v —2un)) (wz(x))rpn,u( ot ))

2i4j<r,1,j20

dr+1
Jpriln (z,t,u) =

d
dx
d
dx

- wn)’ |5 (v — zugn))’ ™ _unqlﬁjm(@ .
N 2i+j<2r,:i,j>0( 1 ) |:'] (( 1 )) ( 1 )(@2(x>)rpn,u( 7t7 )
(S02<x))r n,v

— xUN ]Mi ——
+((V 1 )) (QOQ(I))T dxpn,y( ,t, )

+ (v — 2uin)) gogr (2) (=) (@2(@)) 7 (92(2)) Do (2, 0)

+((v — xuln))j (x,t,u)
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olup buradan

ddT:Llan (x,t,u)
B et )i ( (i v puyn))l Bihitlr () .
- et )<Z( N =T T

qg,j,r (I) 2 T
ey
i Qg () (v —2usn)
(p2(z))"  ¥*(2)

’U/ni UV —Iuin J qur<) T 233 ! X u
+ (un) (( P Do) () s ot >)

= Pny (:L‘,t,u) Z (Ul’n) ((V TUu n))] M

+1
2i+5<r,i,j>0 (2(x))

+ (uln)’ (v — xuln))j

+ (uln)z ((v — zuin)) Py (T, t, 1)

yazilabilir.

Gijrr () = (=0 + 1)) G141 () 0*(2) + ¢, (2) O (2)

+qi -1 (2) + (—=7)qijr (2) (902@))/

esitligi gozoniine almirsa 20+ 5 < r vei,j > 01i¢in ¢; ;,(z) = 0 dir. Boylece r+1
i¢in 6.1 saglanir. Bu durumda ispat tamamlanmig olur.

Buradaki g; ;,’leri 7 =1 ve r = 2 igin inceleyelim.

d d [—Ul]y
- - KW
gzl (@) = i (@ 0.m) =
_ " d g
= o) _xK (2,0, uy)
olur ve Sonug 3.1’den
d  (v=awn) ) [—uy]”
%pn,y(m) (14 uma) " (z,0,1) (v)!

(v — zuin)

= TATam)™ (x)
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olur ve 7 = 1 iken ¢;;, (x), ¢ = j = 0 ise go1(x) = 0vei =0, j =1 ise

¢o.11 () = 1 bulunur. Simdi r = 2 igin gosterelim.

d2
@Pn,y ()
_d (v — zuin)
= dz [P (@) z (14 uyme)
(v —zun) d d (v—xun)

= (0 Fuma) P ¥ P ()

(v —zuin) (v — zuin)
(1+uyma) x (1 + uymaz)
uinz (1 +uymz) + (v — zuin) (1 + 2uyme)

22 (1 4 uymaz)?

dr x (1 + uymaz)

= DPny (-T) -

—Pnw (T)

_ Py (2) {(V _ xuln)2 — (1 4+ 2uymz) (v — zuin) — ugnx (1 + ulmx)}

22 (1 4+ uyma)®

olur. Bu durumda

q0,0,2 (l’

C]0,1,2 (JZ) = —(1 + 2u1mx)
Gijr () =

Qoo (z) =1

G102 () =z (1 4+ uyme)

bulunur.
Teorem 6.1 f € H , RT min her alt araliginda siirh olup sabit bir = € (0, 00)

noktasinda (r 4 2). dereceden tiireve sahip olsun. y — oo ve baz1 a > 0 igin

f(y)=0(y*) ise

m s (n—m(r+1))u ™) AV () — £ (2 — (r ma) £ (o
i { DB 000 )0 £ @ = 4 D+ 2ama) 0 0
+hp? () ) ()

esitligi dogrudur.
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Ispat. f ’'nmn

r+2 (3) T ‘ )
F =3 -0 e (-2

Taylor agilimindan

f(r+2) (x)

T ) + [e (y.2) (y — )+

(6.11)

FOy) = fO (@) = Fr () (y —2) +

esitlik yazlabilir. Burada y — x igin € (y,z) — 0 dir. 6.8 esitligi kullamlirsa

n (n—m(r+1)u, o) — £ (g
o { P D ) ) - £ o)}

= ummn (7’L —m (T + 1)) Uy an—&—rrn,u (f, 07 ul)

v=0
X/pn—rm,l/—i—r (ya 0, ul) [f(r) (y) - f(r) (x)] dy
0

yazilabilir. 6.11 esitliginden

e mr D) ey
i P a0 )w) - 10 o)}

= un (n —m (T + 1)) U an+rm,l/ (l’, 0, ul)

v=0
00 ) f(r+2) T
X/pnrm,l/Jrr (ya O>u1) |:f( 1) (.CE) (y - Z’) + TU (y - $)2
) !
b (£ 2) =77
(r+2)
= fO+D) (x) uynM, 1 + fz—'(x)ulan,g +un(n—m(r+1))u
X anJrrm,u (l’, 07 U/l) /pnrm,u+7“ (ya 07 ul) dyT [8 (y7 :U) (y - l.)T+2j| dy
v=0 0
(r+2)
= f(rJrl) (32') umMnn’l + fz—'(x)ulnMr’n,g —+ [n
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yazilabilir. Burada

I, = uumn—m(r+1))u anwm?y (x,0,u7)

v=0
T ()
X / Prrmpir (4, 0,u1) [ (g, @) (y — 2)"?] dy
0

dir. u = pu_ymutr (¥,0,u1) and dv = [5 (y,x) (y — x)r”} dy secilerek r kez

kismi integrasyon uygulanirsa

oo

L umnn—mr+1)u w ) 2
[n* 5(77,,7’) Z ny(xoul !pnu yaoul) (ya )(Z/ .Z') dy

v=0

elde edilir. Teoremin ispatini bitermek i¢in n — oo i¢in ,, — 0 oldugunu goster-

mek yeterli olacaktir. Lemma 6.3’ten

wn(n—m(r+1))u
I, < . Z Z (urn)* |v — zusnf’

5(” ) v=0 2i+5<r,j>0
|Qijr ()| 70 2
X = rPn,v 33;07” n,v ,O,U, ey, xr -7 d
(x (1 +uymz)) P V[ oy VR | ’
0
_ 1 — '
< oo mEED M S ) Sy — gl puy (2,0, )
B(n,r) 2i+j<r,i,j>0 v=0

/p (5,0, u) |e (, 2)| |y — 2| "2 dy
0

yazilabilir. Cauchy Schwartz esitsizligi kullanilirsa

. Cmmn—BZ(:;l))ul > <uln>i(an,,,@,o,ul)|y—xu1n\2j)

245 <r,i,j>0 v=0

D=

2

an,u (CE, 07 ul) /pn,u (y> 07 ul) ’6 (y7 :U)’ ’y - x’T+2 dy
= 0

un(n—m(r+1))u
= e

(Uln)%

[N

0o 2

> o (@0,00) [ (00,00 = 900 g = ol dy
v=0

0
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bulunur. Burada C' = C (z) =  sup i () = dir.
2itj<rij=0(@ (1 + uima))

Belirli bir ¢ > 0 sayis1 igin 0 < |y — x| < J oldugunda |e (y,x)| < e olacak

sekiilde 0 > 0 sayist vardir. Bu durumda |y — x| > 0 oldugunda s > 0 olmak

tizere |e (y,x)] < K|y — x| esitsizligi yazilabilir. Cauchy Schwartz esitsizligi

kullanilirsa
o0 2
/pnal’ (y7 Oa ul) |5 (y, ZL‘)| |y — x|r+2 dy
0
<o .00)dy [ (5.0,00) e .20 (0 = )y
0 0

yazilabilir ve Lemma 3.2 den

2

/ v (9,0, 00) € (@) |y — ™2 dy
0

= ; / Pny (ya 07 ul) (5 (y7 x))Q (y - x)2T+4 dy

(n—m)u
ly—x|<d

+ / P (1,0, 1) (& (4, )2 (y — 2)* dy
ly—x|>d

— o | e 0w ) - 2y

(n—m)u
ly—z|<d

+ / Dn,v (?/a 0, U1) K? (y _ $)2s+2r+4 dy

ly—z[>6

elde edilir. Lemma 6.2’den
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oo
an,u (x707u1 /pnu Z/70 Uy |5 (y7 )| |y - ':C|T+2 dy
v=0

(n—m)u

o (0.00) (< ) (0 = 0y

2
(n—m)ut)

K%(n—m)u sor
A )zlzl /pn,y(y,O,ul)(y—fv)2+2+4dy

(n—m

ly—z|>d

= (e(y.2))°0O ([u1n]—(r+4)) K20 ([u n]” (7~+s+4))
= (e(y,2))°0 ([uln]—(r+4)) Lo ([um]_(r+s+4))

elde ederiz. Boylece Lemma 6.2’den

wn(n—m(r+1))u
B(n,r)
< e+0(1l), s>0

C

L. fn] (D < (1,27 0 ([usn] )+ 0 (1)

IN

dar. € keyfi oldugundan n — oo igin I,, — 0 olur.
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7. TARTISMA VE SONUQC

Bu caligmamizda 6ncelikle lineer pozitif operatorlerin yaklagim teorilerinde temel
olan Korovkin teoremleri verilmis, siireklilik modiilii ve agirhikl uzaylarda stireklilik

modiilii incelenmigtir.

Daha sonra Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatérleri diye adlandirilan operator-
lerin tanimi verilmis ve bu operatorlerin noktasal yakinsakligi, agirlikli fonksiyon-
lartyla direk yaklasim ve yakinsaklik hizi elde edilmistir. Son olarakda Ibragimov
Gadjiev Durrmeyer operatorlerinin tiirevlerinin yaklagim fonksiyonunun tiirev-
lerine olan yakinsaklig1 incelenmis ve bu operatorlerin noktasal yakinsakligi ver-

ilmigtir.

Sonug olarak, literatiire yeni kazandirilan operator yaklasim teorisinde calisilan
operatorlerin 6zel secimler altinda istenilen Durrmeyer tipli operatore indirgenebilir.
Bu iyi bilinen Durrmeyer tipli operatorler i¢in verilen benzer sonuclar elde edilebile-
cegi gibi ileri ki yillarda tanimlanabilecek yeni tipli Durrmeyer operatorleri icin

de tezde incelenen teoremler ve lemmalar verilmis olacaktir.
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