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ÖZET 

 

İBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATÖRÜNÜN YAKINSAKLIK 

ÖZELLİKLERİ 

 

DENİZ, Emre 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı, Doktora Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Ali ARAL 

Eylül 2015, 57 sayfa 

 

 

 

Bu çalışma yedi bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş ve kaynak özetlerine 

için ayrıldı. İkinci bölümde konu ile ilgili temel tanımlar ve teoremler verildi. 

Üçüncü bölümde İbragimov Gadjiev Durrmeyer operatörleri tanıtılmış ve bazı 

özellikleri verilmiştir. Dördüncü bölümde İbragimov Gadjiev Durrmeyer 

operatörlerinin noktasal yakınsaklığı incelenmiştir. Beşinci bölümde İbragimov 

Gadjiev Durrmeyer operatörlerinin ağırlıklı yakınsaklığı incelenmiş ve yaklaşım 

hatası için bir üst sınır verilmiştir. Altıncı bölümde İbragimov Gadjiev Durrmeyer 

operatörlerinin türevlerinin, yaklaşım fonksiyonunun türevlerine olan yakınsaklığı 

incelenmiş ve bu operatörlerin noktasal yakınsaklığı verilmiştir. Yedinci bölüm 

tartışma ve sonuç olarak hazırlandı ve genel düşünceler ifade edildi. 
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ABSTRACT 

 

CONVERGENCE PROPERTİES OF IBRAGIMOV GADJİEV DURRMEYER 

OPERATORS 

 

 

DENİZ, Emre 

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Depertment of Mathematics, PhD Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL 

September 2015, 57 pages 

 

 

 

This thesis consists of seven chapters. In the first chapter, the introduction of the 

thesis and the summary of the literature are given. In the second chapter, some 

fundamental concepts of subject and theorems are given. In the third chapter, 

Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operators are introduced and some properties are 

given. In the fourth chapter, pointwise convergence of Ibragimov Gadjiev Durrmeyer 

operators is studied. In the fifth chapter, the approximation properties of Ibragimov 

Gadjiev Durrmeyer operators in weighted speces are given and an upper bound for 

the error of approximation are presented. In the sixth chapter, the approximation of 

the derivatives of Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operators to the derivatives of the 

approximating functions is studied and pointwise convergence properties are 

presented. In the seventh chapter, the chapter of discussion and results are prepared 

and general ideas are given. 
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                      Continuity, K-Functional, Weighted Approximation, Korovkin's 

                      Theorem 



 iv 

 

 

TEŞEKKÜRLER 

 

 

Hayatımın başlangıcından itibaren olduğu gibi eğitim hayatım boyunca da maddi ve 

manevi desteklerini esirgemeyen aileme, doktora öğrenimimde ve tezimin 

hazırlanması esnasında bilgi ve birikimlerinden yararlanma fırsatı veren değerli 

danışman hocam, Sayın Prof. Dr. Ali ARAL'a , çalışmalarım esnasında tezime 

yardımcı olan değerli Tez İzleme Komitesi üyeleri Sayın Prof. Dr. Gülen 

BAŞCANBAZ TUNCA ve Sayın Doç. Dr. Ali OLGUN'a ve her türlü yardımlarını, 

bilgilerini benden esirgemeyip bana destek olan arkadaşım Araştırma Görevlisi 

Gülhan MINAK ve diğer sevgili arkadaşlarıma teşekkürü bir borç bilirim. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 v 

 

 

İÇİNDEKİLER DİZİNİ 

 

                                               Sayfa 

 

ÖZET ......................................................................................................................  ii 

ABSTRACT ...........................................................................................................  iii 

TEŞEKKÜR ..........................................................................................................  iv 

İÇİNDEKİLER DİZİNİ  ......................................................................................  v 

SİMGELER DİZİNİ  ............................................................................................  vi 

1. GİRİŞ  ................................................................................................................  1 

    1.1. Kaynak Özeti ................................................................................................  2 

2. TEMEL KAVRAMLAR  .................................................................................  4 

    2.1. Lineer Pozitif Operatörler ............................................................................  4 

    2.2. Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yakınsaklık Koşulları ........................  6 

    2.3. Ağırlıklı Uzaylarda Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yakınsaklık       

           Koşulları . .....................................................................................................  7 

    2.4. Hölder ve Minkowski Eşitsizlikleri .............................................................  8 

    2.5. Süreklilik Modülü ve Fonksiyonel ...............................................................  9 

    2.6. Ağırlıklı Uzaylarda Süreklilik Modülü ........................................................  11 

3. İBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATÖRLERİ  ...................  14 

4. İBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATÖRLERİNİN NOKTA-    

    SAL YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ   ...............................................................  23 

5. İBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATÖRLERİNİN AĞIRLIK-    

    LI YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ   ..................................................................  28 

6. İBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATÖRLERİN TÜREVİNİN    

    YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ   .......................................................................  35 

7. TARTIŞMA VE SONUÇ ..................................................................................  53 

KAYNAKLAR ......................................................................................................  54 

ÖZGEÇMİŞ ...........................................................................................................  57 

 

 



 vi 

 

 

SİMGELER DİZİNİ 

 

                                           Sürekli ve sınırlı fonksiyonlar uzayı                   aralığı üzerinde tanımlı        

   fonksiyonu ile sınırlı fonksiyonlar uzayı                                                     uzayına ait sürekli 

      fonksiyonlar uzayı                                                    uzayına ait ve                  

       özelliğindeki fonksiyon uzayı                    fonksiyonuna ait klasik süreklilik 

                                               modülü                 fonksiyonuna ait ikinci mertebeden  

                                               süreklilik modülü 

                                                                 Ağırlıklı uzaylarda süreklilik modülü 

                                        fonksiyonuna ait Peetre’nın K-fonk- 

      siyoneli 

                        ‖ ‖               Ağırlıklı uzaylardaki norm 

                        H                     olmak üzere ∫ |    |               şartını sağlayan fonksiyonlar sınıfı 



1. G·IR·IŞ

Bu doktora tezi matemati¼gin önemli bir dal¬ olan yaklaş¬mlar teorisini temel

alm¬̧st¬r. Yaklaş¬mlar teorisine temel olarak reel de¼gerli ve sürekli bir fonksiyonun

kendisinden daha basit ve kolay hesaplanabilen fonksiyon s¬n¬�ar¬na (örne¼gin ce-

birsel polinomlar) yaklaşmay¬ amaçlamaktad¬r. Bu konu son iki yüzy¬ld¬r matem-

atikçilerin ilgisi alt¬ndad¬r

Yaklaş¬m teorisindeki ilk sonuç 1885 y¬l¬nda K. Weierstrass taraf¬ndan "Birinci

Weierstrass Yaklaş¬m teoremi" olarak şu teoreme dayanmaktad¬r:

Teorem 1.1 Her � > 0 say¬s¬ ve her f 2 C [a; b] fonksiyonu için jf (x)� P (x)j < �

olacak şekilde [a; b] de tan¬mlanm¬̧s P (x) polinomu bulunabilir:

Weierstrass teoreminin ispat¬ çok uzun ve karmaş¬k oldu¼gundan bir çok matem-

atikçi daha etkili ve daha basit bir ispat vermek için çal¬̧sm¬̧slard¬r.

1912 y¬l¬nda S.N. Bernstein, Weierstrass�¬n bu teoremini basit ve etkili bir yolla

ifade etmi̧stir. Şimdi aşa¼g¬daki Bernstein operatörünü tan¬mlayal¬m:

Bn (f ;x) =

nX

k=0

�
n

k

�
xk (1� x)n�k f

�
k

n

�
; f 2 C [0; 1] ; x 2 [0; 1] ; n 2 N:

Weierstrass teoreminin bir di¼ger ifadeside Korovkin teoremi olarak bilinen ve op-

eratör dizisinin birim operatöre yaklaş¬m¬n¬ veren aşa¼g¬daki teoremdir:

Teorem 1.2 fLng lineer pozitif operatörlerin bir dizisi olsun. �n (x) ; �n (x) ;


n (x), [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde düzgün olarak s¬f¬ra yak¬nsayan fonksiyon dizileri

olmak üzere her x 2 [a; b] için

Ln (1; x) = 1 + �n (x) ;

Ln (t;x) = x+ �n (x) ;

Ln
�
t2;x

�
= x2 + 
n (x)
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koşullar¬ sa¼glan¬yorsa bu durumda Lnf , [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde f sürekli fonksiy-

onuna düzgün olarak yak¬nsar.

Burada f , [a; b] de sürekli, a da sa¼gdan, b de soldan sürekli ve R de s¬n¬rl¬ bir

fonksiyondur.

Bu iki teorem bir çok matematikçi taraf¬ndan farkl¬ yönlerden geli̧stirilmi̧stir.

Biz bu tezde genel bir Durrmeyer tipli lineer pozitif operatörlerle birim operatöre

yaklaş¬m¬n¬n şartlar¬n¬ verece¼giz. Gösterece¼giz ki bizim tan¬mlayaca¼g¬m¬z oper-

atör literatürde çok iyi bilinen Genelleştirilmi̧s Baskakov Durrmeyer, Baskakov

Durrmeyer, Szasz Durrmeyer gibi bir çok operatörü içeren bir operatör olacak

ve bu operatörlerin birim operatöre yaklaş¬m¬ hem do¼grudan hem de quantita-

tive teoremler ile verilecektir. Quantitativ teoremler verilirken a¼g¬rl¬kl¬ süreklilik

modülleri kullan¬lacak. Dolay¬s¬yla bizim teoremlerimiz, literatürde farkl¬ farkl¬

operatörler için bilinen sonuçlar¬ tek bir şart¬ içeren genel bir teorem olarak vere-

cektir. Bu sonuçlar¬ vermek içinde Gadjiev taraf¬ndan tan¬mlanan genel bir lineer

pozitif operatörler dizilerinin Durrmeyer tipli bir genelleşmesi verilecektir. Bu

operatörler için ayr¬ca Voronovskaya tipli teoremler ispatlanacakt¬r. Son olarak

operatörün türevlerinin, fonksiyonunun türevlerine olan yaklaş¬m¬n¬n hangi şart-

larda olaca¼g¬ verilecektir.

1.1. Kaynak Özetleri

Tez haz¬rlan¬rken H. Hilmi Hac¬saliho¼glu ve A. D. Gadjiev� in ,[9] "Lineer Pozi-

tif Operatörler Dizilerinin Yak¬nsakl¬¼g¬" kitab¬ndan, H. Bohman�¬n ,[10] "On ap-

proximation of continuous and of analytic functions" adl¬ makalesinden, P. P.

Korovkin�in ,[11] "On convergence of linear positive operators in the space of

continuous functions" adl¬ kitab¬ndan yararlan¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca Z. Ditzian ve V.

Totik�in ,[12] "Moduli of Smoothness" adl¬ kitab¬ndan, G. A. Anastassiou ve S.

Gal�¬n ,[13] "Approximation Theory: Moduli of Continuity and Global Smooth-

ness Preservation" adl¬ kitab¬ndan, V. Gupta, R. P. Agarwal�¬n ,[14] "Convergence

2



Estimates in Approximation Theory" adl¬ kitab¬ndan faydalan¬lm¬̧st¬r.

Tezin orjinal olan bölümlerinde s¬ras¬yla M. Heilmann�n¬n ,[15] "Direct and con-

verse results for operators of Baskakov-Durrmeyer type" adl¬ makalesinden, Z.

Ditzian ve K. Ivanov�un ,[16] "Bernstein-type operators and their derivatives"

adl¬ makalesinden, A. Aral ve T. Acar�¬n ,[17] "On Approximation Properties of

Generalized Durrmeyer Operators" adl¬ makalesinden, P. N. Agrawal ve A.R.

Gairola�n¬n ,[18] "On certain Durrmeyer type operators" adl¬ makalesinden, N.

·Ispir�in ,[22] "On modi�ed Baskakov operators on weighted spaces" adl¬ makalesin-

den, A. Aral�¬n ,[23] "Approximation by Ibragimov-Gadjiev operators in polyno-

mial weighted space" adl¬ makalesinden faydalan¬lm¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Lineer Pozitif Operatörler

Bu bölümde lineer pozitif operatörler ile ilgili baz¬ temel kavramlar ve özellikler

verilecektir.

Tan¬m 2.1 X, Y lineer normlu fonksiyon uzaylar ve L : X ! Y bir dönüşüm

olsun. Her f 2 X için

L (f ;x) = g (x)

olacak şekilde bir g 2 Y bulunuyorsa L0ye bir operatördür denir.

Tan¬m 2.2 X, Y lineer normlu fonksiyon uzaylar ve her f1; f2 2 X ve her �1;

�2 2 K (K;R veya C ) olsun. L : X ! Y operatörü için

L (�1f1 + �2f2) = �1L (f1) + �2L (f2)

eşitli¼gi sa¼glan¬rsa, L operatörüne lineer operatör denir.

Tan¬m 2.3

X+ = ff 2 X : f (t) � 0g ; Y + = fg 2 Y : g (t) � 0g

olmak üzere iki fonksiyon uzay¬ olsun. L : X ! Y lineer operatör için L (X+) �
Y + oluyorsa L operatörüne lineer pozitif operatör denir.

Tan¬m 2.4 X; Y iki normlu uzaylar olsun. L : X ! Y lineer bir operatör olsun.

Her f 2 X için

kL(f ;x)kY � C kfkX

eşitsizli¼gini sa¼glayan C 2 [0;1) varsa L� ye s¬n¬rl¬ operatör ve L operatörünün
normu

kLkX!Y = inf fC : kL(f ;x)kY � C kfkXg

4



şeklinde tan¬mlan¬r.

Lemma 2.1 L : X ! Y s¬n¬rl¬ lineer operatörü için,

kLkX!Y = sup
kfk

X
6=0

kL(f ;x)kY
kfkX

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

i. kLkX!Y = inf fC : kL(f ;x)kY � C kfkXg olmak üzere her f 2 X için

kL(f ;x)kY
kfkX

� C

oldu¼gundan

sup
kfk

X
6=0

kL(f ;x)kY
kfkX

� inf fC : kL(f ;x)kY � C kfkXg

olur. Bu durumda

sup
kfk

X
6=0

kL(f ;x)kY
kfkX

� kLkX!Y

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

ii. ·In�mumum tan¬m¬ndan her " > 0 için en az bir f" 2 X vard¬r öyle ki

kL(f";x)kY � (kLkX!Y � ") kf"kX

olur. O halde
kL(f";x)kY
kf"kX

� kLkX!Y � "

eşitsizli¼gi her " için sa¼glan¬r. "! 0 olarak al¬n¬rsa;

kL(f";x)kY
kf"kX

� kLkX!Y

d¬r. kfkX 6= 0 olan f 2 X fonksiyonlar¬ üzerinde supremum al¬n¬rsa

sup
kfk

X
6=0

kL(f";x)kY
kf"kX

� kLkX!Y

5



eşitsizli¼gi elde edilir.

i ve ii�den

sup
kfk

X
6=0

kL(f ;x)kY
kfkX

= kLkX!Y

eşitli¼gi gösterilmi̧s olur.

Lemma 2.2 L : X ! Y lineer pozitif operatörü için

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. L lineer pozitif operatör oldu¼gundan

� jf j � f � jf j

eşitsizli¼gine L operatörü uygulan¬rsa

L (� jf j ;x) � L (f ;x) � L (jf j ;x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Böylece

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)

eşitsizli¼gi do¼grudur.

2.2. Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yak¬nsakl¬k Koşullar¬

Tezimizin bu bölümünde lineer pozitif operatörler dizileri için önemli yaklaş¬m

teoremleri ifade edilmi̧stir.

Teorem 2.1 [19] Ln : C [a; b]! C [a; b] lineer pozitif operatörlerin bir dizisi olsun.

E¼ger i = 0; 1; 2 için ei = ti olmak üzere [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde limn!1 Lnei = ei

düzgün olarak mevcut ise, bu durumda [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde her f 2 C [a; b] için

6



limn!1 Lnf = f yak¬nsamas¬ düzgündür.

Teorem 2.2 [10, 11](Korovkin Teoremi) fLng lineer pozitif operatörlerin bir dizisi
olsun. �n (x) ; �n (x) ; 
n (x), [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde düzgün olarak s¬f¬ra yak¬n-

sayan fonksiyon dizileri olmak üzere her x 2 [a; b] için

Ln (1; x) = 1 + �n (x) ;

Ln (t;x) = x+ �n (x) ;

Ln
�
t2;x

�
= x2 + 
n (x)

koşullar¬ sa¼glan¬yorsa bu durumda Ln (f ;x), [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde f (x) sürekli

fonksiyonuna düzgün olarak yak¬nsar. Burada f , [a; b] de sürekli, a da sa¼gdan,

b de soldan sürekli ve R de s¬n¬rl¬ bir fonksiyondur.

2.3. A¼g¬rl¬kl¬ Uzaylarda Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yak¬n-

sakl¬k Koşullar¬

Bir önceki k¬s¬mda verdi¼gimiz tüm teoremler sonlu aral¬klarda sa¼glanmas¬na ra¼g-

men s¬n¬rs¬z aral¬kta sa¼glanmaz. S¬n¬rs¬z aral¬klar ve bölgelerde Korovkin teorem

sa¼glanmad¬¼g¬ için 1976 y¬l¬nda Gadjiev taraf¬ndan Korovkin teoreminin tüm R�

de geçerli olan şekli aşa¼g¬daki gibi vermi̧stir:

' (x) reel eksende sürekli, monoton artan bir fonksiyon olmak üzere � (x) = 1 +

'2 (x) olsun. Ayr¬ca Mf pozitif bir sabit olmak üzere

jf (x)j �Mf� (x)

eşitsizli¼gini sa¼glayan reel de¼gi̧skenli ve reel de¼gerli fonksiyonlar¬n kümesini B� (R)

ve B� (R) uzay¬ndaki sürekli fonksiyonlar¬n kümesini de C� (R) ile gösterelim. Bu

uzaylar

kfk� = sup
� jf (x)j
� (x)

; x 2 R
�

7



normu ile birer normlu uzayd¬r. Burada ��ya a¼g¬rl¬k fonksiyonu, B� (R) ve C� (R)

uzaylar¬na ise a¼g¬rl¬kl¬ uzaylar denir. Ayr¬ca

lim
jxj!1

f (x)

� (x)
= kf <1

koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar¬n kümesini Ck
� (R) ile gösterelim. Ck

� (R) uzay¬

C� (R) uzay¬n¬n bir alt uzay¬ olur.

Teorem 2.3 [8] ' (x) reel eksende sürekli, monoton artan bir fonksiyon olmak

üzere � (x) = 1 + '2 (x) a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Bu durumda

(i) C� (R) uzay¬ndan B� (R) uzay¬na öyle bir fAng lineer pozitif operatörler dizisi
tan¬mlanabilir ki, bu operatörler dizisi için

lim
n!1

kAn ('� ;x)� '� (x)k� = 0; � = 0; 1; 2 (2.1)

şartlar¬ sa¼glanmas¬na ra¼gmen öyle bir f � 2 C� (R) fonksiyonu bulunabilir ki

lim
n!1

kAn (f �;x)� f � (x)k� � 1

olur.

(ii) C� (R) uzay¬ndan B� (R) uzay¬na giden lineer pozitif operatörlerin bir fAng
dizisi 2.1 koşullar¬n¬ sa¼gl¬yor ise her f 2 Ck

� (R) için

lim
n!1

kAn (f ;x)� f (x)k� = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

2.4. Hölder ve Minkowski Eşitsizlikleri

Tan¬m 2.5 p ve q; 1 < p <1; 1
p
+ 1

q
= 1 koşullar¬n¬ sa¼glayan iki say¬ olmak üzere

her x = (xn) 2 `p =

�
x = (xn) 2 R1 :

1P
k=1

jxkjp yak¬nsak
�
ve her y = (yn) 2 `q

için
1X

k=1

jxkykj �
 1X

k=1

jxkjp
!1=p 1X

k=1

jxkjq
!1=q

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitsizli¼ge Hölder eşitsizli¼gi denir. Hölder eşitsizli¼ginde

8



p = q = 2 seçilerek elde edilen

1X

k=1

jxkykj �
 1X

k=1

jxkj2
!1=2 1X

k=1

jxkj2
!1=2

eşitsizli¼gine Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi denir.

Tan¬m 2.6 1 � p <1 olmak üzere her x = (xn) 2 `p ve her y = (yn) 2 `p için
 1X

k=1

jxk + ykjp
!1=p

�
 1X

k=1

jxkjp
!1=p

+

 1X

k=1

jxkjq
!1=q

eşitsizli¼gi saglan¬r. Bu eşitsizli¼ge Minkowski eşitsizli¼gi denir.

2.5. Süreklilik Modülü ve Fonksiyonel

Lineer pozitif operatörlerle yaklaş¬m teorisinde önemli çal¬̧smalardan biri de yak-

laş¬m¬n h¬z¬n¬ belirlemek ve bu yaklaş¬m¬n hatas¬ için bir üst s¬n¬r bulmakt¬r. Bunu

yaparken süreklilik modülü veK-fonksiyonelini kullanmak en yayg¬n metodlardan

birisidir. Aşa¼g¬daki tan¬m ve lemmalar [12] ve [13] numaral¬ kaynaklarda bulun-

abilir.

Tan¬m 2.7 f , [a; b]�de sürekli reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Her � > 0 say¬s¬

için

! (f; �) = sup
x;y2[a;b]
jx�yj<�

jf (x)� f (y)j

veya

! (f; �) = sup
x2[a;b]
jhj<�

jf (x+ h)� f (x)j

ile tan¬mlanan ! fonksiyonuna, f fonksiyonunun süreklilik modülü denir.

Lemma 2.3 f , [a; b] � R�de sürekli reel de¼gerli fonksiyonu için aşa¼g¬daki sonuçlar
do¼grudur:
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a-) ! (f; �) fonksiyonu � ya göre artand¬r.

b-) lim�!0 ! (f; �) = 0:

c-) m do¼gal say¬s¬ için

! (f;m�) � m! (f; �) :

d-) � > 0 reel say¬s¬ için

! (f; ��) � (1 + �)! (f; �)

dir.

·Ispat.

a-) 0 < �1 < �2 olsun. Bu durumda, aral¬k büyüdükçe supremum büyüyece¼gi

için süreklilik modülünün tan¬m¬ndan dolay¬

! (f; �1) � ! (f; �2)

olur. Bu ise süreklilik modülünün artan oldu¼gunu gösterir.

b-) f fonksiyonu [a; b] de sürekli oldu¼gundan düzgün süreklidir. Böylece her

" > 0 için bir � > 0 vard¬r öyle ki, jt� xj < � oldu¼gunda jf(t)� f(x)j < "

olur. Süreklilik modülünde � > � al¬nd¬¼g¬nda ! (f; �) < " d¬r. Yani her

" > 0 verildi¼ginde � > 0 bulunur öyle ki � > � oldu¼gunda ! (f; �) < " olur.

Bu da

lim
�!0

! (f; �) = 0

oldu¼gunu kan¬tlar.

c-) m do¼gal say¬s¬ için

! (f;m�) � sup
x2[a;b]
jhj<�

jf (x+mh)� f (x)j

= sup
x2[a;b]
jhj<�

�����

mX

k=1

f (x+ kh)� f (x+ (k � 1)h)
�����

�
mX

k=1

sup
x2[a;b]
jhj<�

jf (x+ kh)� f (x+ (k � 1)h)j

= m! (f; �)

sa¼glan¬r.
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d-) � > 0 için

! (f; ��) � ! (f; (1 + b�c) �)

� (1 + b�c)! (f; �)

� (1 + �)! (f; �)

Tan¬m 2.8 f; [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Her � > 0

say¬s¬ için

!2

�
f;
p
�
�
= sup

0�h�
p
�

sup
x2[0;1)

jf (x+ 2h)� 2f (x+ h) + f (x)j

ile tan¬ml¬ !2 fonksiyonuna f fonksiyonunun ikinci mertebeden süreklilik modülü

denir.

Tan¬m 2.9 CB [0;1) ; sürekli ve s¬n¬rl¬ fonksiyon uzay¬ndaki

kfk = sup fjf j : f 2 CB [0;1)g

normuyla � > 0 ve W 2
1 = fg 2 CB [0;1) : g0; g00 2 CB [0;1)g için

K2 (f ; �) = inf
�
kf � gk+ � kg00k : g 2 W 2

1
	
;

eşitli¼gi ile tan¬mlanan K2 (f ; �) ye Peetre K-fonksiyoneli denir.

Lemma 2.4 K2 (f ; �) ve !2
�
f;
p
�
�
aras¬nda

K2 (f ; �) � C!2

�
f;
p
�
�
; C > 0 (2.2)

şekilde bir ba¼g¬nt¬ vard¬r.

2.6. A¼g¬rl¬kl¬ Uzaylarda Süreklilik Modülü

Şimdi jf (x+ h)� f (x)j ifadesine bakal¬m. f (x) ; f (x+ h) 2 C� (R) oldu¼gundan
jf (x)j �Mf� (x) ve � (x) = 1 + x2 seçimi ile

jf (x)j
1 + x2

�Mf (2.3)
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dir. Benzer şekilde
jf (x+ h)j
1 + (x+ h)2

�Mf (2.4)

dir. Üçgen eşitsizli¼ginden

jf (x+ h)� f (x)j � jf (x+ h)j+ jf (x)j

=
jf (x+ h)j
1 + (x+ h)2

�
1 + (x+ h)2

�
+
jf (x)j
1 + x2

�
1 + x2

�

yaz¬labilir. Burada 2.3 ve 2.4 eşitsizliklerinin kullan¬lmas¬yla

jf (x+ h)� f (x)j �Mf

��
1 + (x+ h)2

�
+
�
1 + x2

�	
(2.5)

elde edilir. Her a; b 2 R için (a+ b)2 � 4 (a2 + b2) oldu¼gundan (x+ h)2 �
4 (x2 + h2) eşitsizli¼gi do¼grudur. O halde

�
1 + (x+ h)2

�
+
�
1 + x2

�
� 1 + 4

�
x2 + h2

�
+ 1 + x2

� 1 + 4
�
x2 + h2

�
+ 1 + x2 + 3 + h2

= 5
�
1 + x2 + h2

�

� 5
�
1 + x2 + h2 + x2h2

�

= 5
�
1 + h2

� �
1 + x2

�

d¬r. Yani
�
1 + (x+ h)2

�
+
�
1 + x2

�
� 5

�
1 + h2

� �
1 + x2

�

elde edilir. Bu eşitsizlik 2.5 te kullan¬l¬rsa

jf (x+ h)� f (x)j �Mf5
�
1 + h2

� �
1 + x2

�

bulunur. Dolay¬s¬yla

jf (x+ h)� f (x)j � Cf
�
1 + h2

� �
1 + x2

�

oldu¼gundan her f 2 Ck
� [0;1) için


 (f ; �)= sup
jhj<�; x2[0;1)

jf (x+ h)� f (x)j
(1 + h2) (1 + x2)

mevcuttur.
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Tan¬m 2.10 f 2 Ck
� [0;1) için


 (f ; �)= sup
jhj<�; x2[0;1)

jf (x+ h)� f (x)j
(1 + h2) (1 + x2)

şeklinde tan¬mlanan 
 (f ; �) fonksiyonuna Ck
� [0;1) uzay¬nda f (x)�in süreklilik

modülü denir.

Şimdi süreklilik modülünün baz¬ elemanter özelliklerini aşa¼g¬daki lemmada vere-

lim:

Lemma 2.5 f 2 Ck
x2 [0;1) olmak üzere

i) 
 (f ; �) ; � � 0 de¼gi̧skenine göre monoton artan bir fonksiyondur:

ii) Her bir f 2 Ck
x2 [0;1) için lim�!0
 (f ; �) = 0 d¬r.

iii) Her bir � > 0 için


 (f ;��) � 2 (1 + �)
�
1 + �2

�

 (f ; �) d¬r. (2.6)

iv) Her bir f 2 Ck
x2 [0;1) ve x; t 2 [0;1) için

jf (t)� f (x)j � 2
�
1 + x2

� �
1 + (t� x)2

��
1 +

jt� xj
�

��
1 + �2

�

 (f ; �)

(2.7)

d¬r.
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3. ·IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATÖRLER·I

Yaklaş¬m teorisinde, birçok araşt¬rmac¬ daha geni̧s uzaylarda geçerli olan sonuçlar¬

bulmak amac¬yla lineer pozitif operatörlerin çeşitli genelleştirilmeleri bulmaya

çal¬̧sm¬̧slard¬r. Bu genelleştirilmi̧s operatörlerin en önemlilerin de; 1970�de ·Ibrag-

imov ve Gadjiev [20] taraf¬ndan inşa edilen ve ·Ibragimov Gadjiev operatörleri ad¬

verilen bu operatörlerdir. ·Ibragimov Gadjiev operatörleri s¬n¬rs¬z aral¬kta özel

seçimler alt¬nda iyi bilinen Bernstein, Szasz-Mirakjan ve Baskakov operatörlerine

dönüşebilen lineer pozitif operatörlerdir. Şimdi bu operatörleri verelim:

x 2 [0;1) ve f : [0;1)! R fonksiyonu için

Gn (f ;x) =

1X

�=0

f

�
�

n2 n (0)

�
K(�)
n (x; 0; �n n (0))

(��n n (0))�
�!

:

Burada ('n (t))n2N, ( n (t))n2N , C [0;1) da fonksiyon dizileri olup 'n (0) = 0 ve
her t için 'n (t) > 0 olmak üzere

lim
n!1

1

n2
 n (0) = 0

d¬r. Ayr¬ca (�n)n2N

lim
n!1

�n
n
= 0 and lim

n!1
�n n (0) = l1; l1 � 0

koşullar¬n¬ sa¼glayan bir pozitif say¬lar dizisi olsun. ·Ibragimov Gadjiev operatörün-

deki Kn (x; t; u) fonksiyon dizisi

�
K(�)
n (x; t; u)

�
n2N :=

@�

@u�
Kn (x; t; u)

����
u=�n n(t);t=0

şeklinde olmak üzere ve aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan üç de¼gi̧skenli fonksiyon dizi-

sidir.
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1-) x; t 2 [0;1) olmak üzere Kn (x; t; u) fonksiyon dizisi u�ya göre analitik ve

n 2 N için Kn (x; 0; 0) = 1 ;

2-) � = 0; 1; :::; ve x 2 [0;1) için
h
(�1)� @�

@u�
Kn (x; t; u)

��
u=u1;t=0

i
� 0 ;

3-) Her x 2 [0;1) ve n; � 2 N, m sabit bir do¼gal say¬ olmak üzere

@�

@u�
Kn (x; t; u)

����
u=u1;t=0

= �nx
"
@��1

@u��1
Km+n (x; t; u)

����
u=u1;t=0

#

d¬r.

·Ibragimov Gadjiev operatörlerinin Durrmeyer tipli genelleştirilmesini tan¬mlamak

için yukar¬da verilen üç şart yetmemi̧stir. Bu şartlara ilave olarak aşa¼g¬daki üç

şart¬ ekleyerek Durrmeyer genelleştirilmesi yap¬lm¬̧st¬r.

4-) Herhangi bir u 2 R için Kn (0; 0; u) = 1 ve herhangi bir p 2 N ve sabit u =
u1 için

lim
x!1

xpK(�)
n (x; 0; u1) = 0;

5-) Herhangi bir sabit t, u için Kn (x; t; u) ; x 2 [0;1) de¼gi̧skenine göre sürekli
türevlenebilir olsun ve sabit bir u = u1 için aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glans¬n.

d

dx
Kn (x; 0; u1) = �nu1Km+n (x; 0; u1) ;

6-) x 2 R+, n 2 N, � = 0; 1; :::; için

n+ �m

1 + u1mx
K(�)
n (x; 0; u1) = nK

(�)
n+m (x; 0; u1) :

Kn (x; t; u) dizisi 1: şart¬ndan u�ya göre analitik olup herhangi bir u1 2 R
noktas¬nda Taylor serisine aç¬l¬rsa

Kn (x; t; u) =

1X

�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u)

����
u=u1

(u� u1)
�

�!
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olarak yaz¬labilir. Burada u = 'n (t) ; u1 = �n n (t) ve t = 0 al¬n¬rsa

Kn (x; 0; 0) =

1X

�=0

@�

@u�
Kn (x; 0; �n n (0))

(��n n (0))�
�!

elde edilir. 'n (0) = 0 ve Kn (x; 0; 0) = 1 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa, 1:

şart¬ndan

1X

�=0

@�

@u�
Kn (x; 0; �n n (0))

(��n n (0))�
�!

= 1 (3.1)

bulunur.

Şartlar¬yla beraber ·Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatörleri tan¬mlan-

m¬̧st¬r. Şimdi ise ·Ibragimov Gadjiev Durrmeyer Operatörlerini verelim:

Mn (f ;x) = (n�m)�n n (0)

1X

�=0

K(�)
n (x; 0; �n n (0))

[��n n (0)]�
(�)!

�
Z 1

0

f (y)K(�)
n (y; 0; �n n (0))

[��n n (0)]�
(�)!

dy (3.2)

d¬r. Ayr¬ca bu operatörler Kn (x; 0; u) çekirde¼ginin özel seçimleriyle aşa¼g¬da

verilen ve çok iyi bilinen Durrmeyer tipli operatörlere dönüşebilmektedir.

(i) Kn (x; t; u) = Kn (t+ ux) ; �n = n;  n (0) = 1=n; m = c seçilirse

Bn(f ;x) = (n� c)

1X

k=0

wn;k (x)

1Z

0

wn;k (t) f (t) dt;

genelleştirilmi̧s Baskakov Durrmeyer operatörüne

(ii) Kn (x; t; u) = [1 + t+ ux]�n ; �n = n;  n (0) = 1=n; m = 1 seçilirse

Bn(f ;x) = (n� 1)
1X

k=0

vn;k (x)

1Z

0

vn;k (t) f (t) dt;

Baskakov Durrmeyer operatörüne
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(iii) Kn (x; t; u) = e�n(t+ux); �n = n;  n (0) = 1=n; m = 0 seçilirse

Sn(f ;x) = n
1X

k=0

pn;k (x)

1Z

0

pn;k (t) f(t)dt

Szasz Durrmeyer operatörüne dönüşmektedir.

Lemma 3.1 [17] 5: şart¬ kullan¬l¬rsa

d

dx
K(�)
n (x; 0; u1) =

�

x
K(�)
n (x; 0; u1)� nu1K

(�)
n+m (x; 0; u1)

d¬r.

·Ispat. 3: şart¬ � kez uygulan¬rsa

K(�)
n (x; 0; u1) = (�1)�n(n+m):::(n+ (� � 1)mx�Kn+�m (x; 0; u1) (3.3)

elde edilir. 3.3 eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n x�e göre türevi al¬n¬rsa

d

dx
K(�)
n (x; 0; u1) = (�1)� n (n+m) ::: (n+ (� � 1)m) d

dx
fx�Kn+�m (x; 0; u1)g

= (�1)� n (n+m) ::: (n+ (� � 1)m)
�
�x��1Kn+�m (x; 0; u1)

+x�
d

dx
Kn+�m (x; 0; u1)

�

bulunur.

d

dx
Kn+�m (x; 0; u1) = � (n+ �m) u1Kn+(�+1)m (x; 0; u1)

eşitli¼gini kullan¬larak

d

dx
K(�)
n (x; 0; u1) = (�1)� n (n+m) ::: (n+ (� � 1)m)

�
�x��1Kn+�m (x; 0; u1)

�x� (n+ �m) u1Kn+(�+1)m (x; 0; u1)
	

eşitli¼gi elde edelir. Bu son eşitli¼ge 3.3 uygulan¬rsa

d

dx
K(�)
n (x; 0; u1) =

�

x
K(�)
n (x; 0; u1)� nu1K

(�)
n+m (x; 0; u1)
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sonucu elde edilir.

Sonuç 3.1 6: şart ve Lemma 3.1 kullan¬l¬rsa

x (1 + u1mx)
d

dx
K(�)
n (x; 0; u1) = (� � xu1n)K

(�)
n (x; 0; u1) (3.4)

bulunur.

Lemma 3.2 [17] n > m için Kn (x; t; u) çekirde¼gi

Z 1

0

K(�)
n (x; 0; u1) dx = (�1)�

�!

(n�m) u�+11

(3.5)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. K¬smi integrasyon ve 2: şart kullan¬l¬rsa

Z 1

0

K(�)
n (x; 0; u1) dx = �

Z 1

0

x
d

dx
K(�)
n (x; 0; u1) dx

elde edilir. Burada Lemma 3.1 kullan¬l¬rsa

Z 1

0

K(�)
n (x; 0; u1) dx = ��

Z 1

0

K(�)
n (x; 0; u1) dx+ nu1

Z 1

0

xK
(�)
n+m (x; 0; u1) dx

olup 3: şart göz önünde bulundurulursa

Z 1

0

K(�)
n (x; 0; u1) dx = ��

Z 1

0

K(�)
n (x; 0; u1) dx� u1

Z 1

0

K(�+1)
n (x; 0; u1) dx

elde edilir ve buradan

Z 1

0

K(�)
n (x; 0; u1) dx =

�u1
� + 1

Z 1

0

K(�+1)
n (x; 0; u1) dx
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bulunur. Yukar¬daki eşitlik � kez uygulay¬p 1: ve 5: şartlar kullan¬l¬rsa

Z 1

0

K(�)
n (x; 0; u1) dx = � �

u1

Z 1

0

K(��1)
n (x; 0; u1) dx

:

:

:

= (�1)� �!
u�1

Z 1

0

Kn (x; 0; u1) dx

=
�!(�1)�+1
(n�m)u�1

Z 1

0

d

dx
Kn�m (x; 0; u1) dx

= (�1)� �!

(n�m) u�+11

elde edilir.

Lemma 3.3 [17] �; n 2 N olsun ve herhangi bir r do¼gal say¬s¬ için

Z 1

0

xrK(�)
n (x; 0; u1) dx =

(�1)� (� + r)!

(n�m) (n� 2m) ::: (n� (r + 1)m) u�+r+11

(3.6)

sa¼glan¬r.

·Ispat. 3: şart¬ r kez uygularsak

Z 1

0

xrK(�)
n (x; 0; u1) dx = � 1

n�m

Z 1

0

xr�1K
(�+1)
n�m (x; 0; u1) dx

=
1

(n�m) (n� 2m)

Z 1

0

xr�2K
(�+2)
n�2m (x; 0; u1) dx

:

:

:

= (�1)r 1

(n�m) (n� 2m) ::: (n� rm)

�
Z 1

0

K
(�+r)
n�rm (x; 0; u1) dx
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bulunup 3.5 eşitli¼ginden

Z 1

0

xrK(�)
n (x; 0; u1) dx =

(�1)� (� + r)!

(n�m) (n� 2m) ::: (n� (r + 1)m) u�+r+11

elde edilir.

Lemma 3.4 [17] �; n 2 N olsun. Herhangi r bir do¼gal say¬s¬ ve n > (r + 1)m için

Mn (t
r;x) =

n2r

(n� 2m) ::: (n� pm) (n� (r + 1)m) (�n)r (n2 n (0))r

�
rX

j=0

n (n+m) ::: (n+ (j � 1)m)Cj;r [�n n (0)]j xj;

dir. Burada Cj;r = r!
j!

�
r
j

�
şeklindedir. Ayr¬ca

Mn (1; x) = 1; Mn (t;x) =
n2

(n� 2m)�n

�
�n
n
x+

1

n2 n (0)

�
(3.7)

Mn

�
t2;x

�
=

n4

(n� 2m) (n� 3m)�2n

���n
n
x
�2 (m+ n)

n
+
�n
n

4

n2 n (0)
x

+
2

(n2 n (0))
2

�

d¬r.

·Ispat. Operatörün tan¬m¬ndan

Mn (t
r;x) = (n�m)�n n (0)

1X

�=0

K(�)
n (x; 0; �n n (0))

[��n n (0)]�
(�)!

�
Z 1

0

trK(�)
n (y; 0; �n n (0))

[��n n (0)]�
(�)!

dy

yaz¬labilir. 3.6 eşitli¼gi kullan¬l¬rsa
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Mn (t
r;x) = (n�m)�n n (0)

1X

�=0

K(�)
n (x; 0; �n n (0))

[��n n (0)]�
(�)!

� (�1)� (� + r)!

(n�m) ::: (n� (r + 1)m) (�n n (0))�+r+1
[��n n (0)]�

(�)!

=
1X

�=0

K(�)
n (x; 0; �n n (0))

[��n n (0)]�
(�)!

� (� + 1) (� + 2) ::: (� + r)

(n� 2m) ::: (n� (r + 1)m) (�n n (0))r

=

1X

�=0

K(�)
n (x; 0; �n n (0))

[��n n (0)]�
(�)!

� 1

(n� 2m) ::: (n� (r + 1)m) (�n n (0))r
rX

j=0

Cj;r

j�1Y

l=0

(� � l)

olur. Bu son eşitli¼ge 3.5 uygulan¬rsa

Mn (t
r;x) =

1

(n� 2m) ::: (n� (r + 1)m) (�n n (0))r

�
rX

j=0

Cj;r

1X

�=j

K(�)
n (x; 0; �n n (0))

[��n n (0)]�
(� � j)!

=
1

(n� 2m) ::: (n� (r + 1)m) (�n n (0))r+1

�
rX

j=0

Cj;r

1X

�=0

K(�)
n (x; 0; �n n (0))

(�1)j [��n n (0)]�+j
(�)!

=
n2r

(n� 2m) ::: (n� pm) (n� (r + 1)m) (�n)r (n2 n (0))r

�
rX

j=0

n (n+m) ::: (n+ (j � 1)m)Cj;r [�n n (0)]j xj

elde edilir.

Lemma 3.5 Her x � 0 ve yeterince büyük n�ler için

Mn

�
(t� x)2 ;x

�
� C

(n� 2m)�n n (0)

�
'2 (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)

�
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d¬r. Burada ' (x) :=
p
x (1 + xm�n n (0)) ve C pozitif bir sabittir.

·Ispat. ·Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatörleri lineer oldu¼gundan

Mn

�
(t� x)2 ;x

�
=Mn

�
t2;x

�
� 2xMn (t;x) + x2Mn (1; x)

yaz¬labilir. Burada 3.7 eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

Mn

�
(t� x)2 ;x

�
= x2

�
m (2n+ 6m)�n n (0)

(n� 2m) (n� 3m)�n n (0)

�

+x

�
2n+ 6m

(n� 2m) (n� 3m)�n n (0)

�

+
2

(n� 2m) (n� 3m)�2n 2n (0)

=

�
(2n+ 6m)

(n� 2m) (n� 3m)�n n (0)

�

�
�
x (1 + xm�n n (0)) +

1

(n+ 3m)�n n (0)

�

yaz¬labilir. Burada
�
2n+6m
(n�3m)

�
dizisi yak¬nsak oldu¼gundan

Mn

�
(t� x)2 ;x

�
� C

(n� 2m)�n n (0)

�
'2 (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)

�

elde edilir.
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4. ·IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATÖRLER·IN·IN

NOKTASAL YAKLAŞIM ÖZELL·I¼G·I

Tezimizin bu bölümündeki teoremde ·Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatör-

lerinin noktasal yak¬nsakl¬¼g¬ verilmektedir. Ayr¬ca, verilecek bu teoremde sonlu

aral¬kta çal¬̧s¬l¬rsa süreklilik modüllerinin limit durumunda s¬f¬ra gitme özelli¼gin-

den düzgün yak¬nsakl¬¼g¬ verebilmekteyiz. Teoremimizi verelim;

Teorem 4.1 f 2 CB [0;1) olsun. Bu durumda her x 2 [0;1) ve yeterince
büyük n�ler için

jMn (f ;x)� f (x)j � C!2

 
f;

s
1

(n� 2m)�n n (0)

�
'2 (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)
+ 1

�!

+!

�
f;
1 + 2xm�n n (0)

(n� 2m)�n n (0)

�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada '2 (x) = x (1 + xm�n n (0)) ve C pozitif bir sabittir.

·Ispat. Teoremin ispatlamak için önce

fMn (f ;x) =Mn (f ;x)� f (bn (x)) + f (x)

şeklinde fMn yard¬mc¬ operatörünü tan¬mlayal¬m. Burada bn (x) = n2

(n�2m)�n

�
�n
n
x+ 1

n2 n(0)

�

şeklindedir. g 2 W 2
1 ve t 2 [0;1) için

g (t) = g (x) + (t� x) g0 (x) +

tZ

x

(t� u) g00 (u) du

Taylor aç¬l¬m¬na fMn yard¬mc¬ operatörünü uygularsak

fMn (g;x)� g (x) = g0 (x) fMn ((t� x) ; x) + fMn

0
@

tZ

x

(t� u) g00 (u) du;x

1
A
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eşitli¼gi elde edilir. Burada

fMn ((t� x) ; x) = fMn (t;x)� xfMn (1; x)

= Mn (t;x)� bn (x) + x� x:1

= bn (x)� bn (x)

= 0

ve

������
fMn

0
@

tZ

x

(t� u) g00 (u) du;x

1
A
������
� fMn

0
@
������

tZ

x

(t� u) g00 (u) du;x

������

1
A

= Mn

0
@
������

tZ

x

(t� u) g00 (u) du

������
;x

1
A

+

������

bn(x)Z

x

(bn (x)� u) g00 (u) du

������

+

xZ

x

(x� u) g00 (u) du

= Mn

0
@
������

tZ

x

(t� u) g00 (u) du

������
;x

1
A

+

������

bn(x)Z

x

(bn (x)� u) g00 (u) du

������

olup eşitli¼gin sa¼g taraf¬n¬n g00 nün supremumu al¬n¬rsa

������
fMn

0
@

tZ

x

(t� u) g00 (u) du;x

1
A
������
� kg00kMn

0
@
������

tZ

x

(t� u) du

������
;x

1
A

+ kg00k

������

bn(x)Z

x

(bn (x)� u) du

������
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elde edilir. Burada jt� uj � jt� xj ve
tR
x

du = t� x ifadeleri kullan¬l¬rsa buradan

������
fMn

0
@

tZ

x

(t� u) g00 (u) du;x

1
A
������
� kg00kMn

�
(t� x)2 ;x

�

+ kg00k

������

bn(x)Z

x

(bn (x)� u) du

������
(4.1)

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada

Mn

�
(t� x)2 ;x

�
=

D

(n� 2m)

�
'2n (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)

�
(4.2)

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

��� fMn (g;x)� g (x)
��� �

���g0 (x) fMn ((t� x) ; x)
���+

������
fMn

0
@

tZ

x

(t� u) g00 (u) du;x

1
A
������

� fMn

0
@
������

tZ

x

(t� u) g00 (u) du

������
;x

1
A

elde edilir. 4.1 ve 4.2 eşitsizliklerinden

��� fMn (g;x)� g (x)
��� � D

(n� 2m)

�
'2n (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)

�
kg00k

+

������

bn(x)Z

x

(bn (x)� x) du

������
kg00k

=
D

(n� 2m)

�
'2n (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)

�
kg00k

+

������

bn(x)Z

x

�
1 + 2xm�n n (0)

(n� 2m)�n n (0)

�
du

������
kg00k

=

�
D

(n� 2m)

�
'2n (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)

�

+

�
1 + 2xm�n n (0)

(n� 2m)�n n (0)

�2!
kg00k
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� T

(n� 2m)

�
'2 (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)
+ 1

�
kg00k

yaz¬labilir. Burada '2 (x) = x (1 + xm�n n (0)) ve T := max

�
D;
�
1+2xm�n n(0)
(n�2m)�n n(0)

�2�

d¬r.

Böylece

jMn (f ;x)j =

������
(n�m)�n n (0)

1X

�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u)

����
u=�n n(t)

t=0

[��n n (0)]�
(�)!

�
Z 1

0

f (y)
@�

@u�
Kn (y; t; u)

����
u=�n n(t)

t=0

[��n n (0)]�
(�)!

dy

������

� (n�m)�n n (0)
1X

�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u)

����
u=�n n(t)

t=0

[��n n (0)]�
(�)!

�
Z 1

0

jf (y)j @
�

@u�
Kn (y; t; u)

����
u=�n n(t)

t=0

[��n n (0)]�
(�)!

dy

� kfk (n�m)�n n (0)

1X

�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u)

����
u=�n n(t)

t=0

[��n n (0)]�
(�)!

�
Z 1

0

@�

@u�
Kn (y; t; u)

����
u=�n n(t)

t=0

[��n n (0)]�
(�)!

dy

= kfk

elde edilir. Yani

jMn (f ;x)j � kfk

olur. Yard¬mc¬ operatörümüzde gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa ve her iki taraf¬n

mutlak de¼gerine al¬n¬rsa

jMn (f ;x)� f (x)j =
��� fMn (f ;x)� f (x) + f (bn (x))� f (x)

���

elde edelir. Bu son eşitli¼gin sa¼g taraf¬na fMn (g;x) ve g (x) eklenip ç¬kart¬l¬rsa
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jMn (f ;x)� f (x)j =
��� fMn (f ;x)� f (x) + f (bn (x))� f (x)

+fMn (g;x)� fMn (g;x) + g (x)� g (x)
���

�
��� fMn (f � g;x)

���+ jf (x)� g (x)j+
��� fMn (g;x)� g (x)

���

+ jf (bn (x))� f (x)j

eşitsizli¼gi elde edilir. Son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬n¬n supremumu al¬n¬rsa

jMn (f ;x)� f (x)j � 2 kf � gk+ T

(n� 2m)

�
'2 (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)
+ 1

�
kg00k

+!

�
f;
1 + 2xm�n n (0)

(n� 2m)�n n (0)

�

� A kf � gk+ A

(n� 2m)

�
'2 (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)
+ 1

�
kg00k

+!

�
f;
1 + 2xm�n n (0)

(n� 2m)�n n (0)

�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada A = max f2; Tg d¬r:
Bütün g 2 W 2

1 üzerinden in�mum al¬n¬rsa

jMn (f ;x)� f (x)j � AK2

�
f;

1

(n� 2m)

�
'2 (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)
+ 1

��

+!

�
f;
1 + 2xm�n n (0)

(n� 2m)�n n (0)

�

sa¼glan¬r. Bu son eşitsizlikte 2.2 eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

jMn (f ;x)� f (x)j � C!2

 
f;

s
1

(n� 2m)

�
'2 (x) +

1

(n+ 3m)�n n (0)
+ 1

�!

+!

�
f;
1 + 2xm�n n (0)

(n� 2m)�n n (0)

�

elde edelir ve böylece teoremin ispat tamamlanm¬̧s olur.
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5. ·IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATÖRLER·IN·IN

A¼GIRLIKLI YAKLAŞIM ÖZELL·I¼G·I

Tezimizin bu bölümünde verece¼gimiz teoremlerde ·Ibragimov Gadjiev Durrmeyer

operatörlerinin a¼g¬rl¬kl¬ yaklaş¬mlar¬ verilmektedir. Teoremleri vermeden önce bir

kaç tane kavrami aç¬klayal¬m:

Mf ; sadece f fonksiyonuna ba¼gl¬ pozitif sabit olmak üzere

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�

şart¬n¬ sa¼glayan [0;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ tüm f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬n¬Bx2 [0;1)
ile gösterelim. Yani;

Bx2 [0;1) =
�
f : f; [0;1) üzerinde tan¬ml¬ ve jf (x)j �Mf

�
1 + x2

� 	

ve Cx2 [0;1) uzay¬

Cx2 [0;1) = C [0;1) \Bx2 [0;1)

olmak üzere f 2 Cx2 [0;1) ve
lim
x!1

f (x)

1 + x2

limitinin s¬n¬rl¬ olmas¬ durumundaki tüm f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬n¬ Ck
x2 [0;1) ile

gösterelim. Yani;

Ck
x2 [0;1) =

�
f 2 Cx2 [0;1) : lim

x!1

f (x)

1 + x2
= Kf <1

�

şeklinde tan¬mlanan fonksiyon uzaylar¬n¬ göz önüne alal¬m. Bu uzaylar üzerindeki

norm ise

kfkx2 = sup
x2[0;1)

jf (x)j
1 + x2
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olarak tan¬mlan¬r.

Aşa¼g¬da verece¼gimiz teorem, s¬n¬rs¬z aral¬klarda ikinci mertebeden ve klasik süreklilik

modulünün limit durumunda s¬f¬ra gitme özelli¼gi sa¼glamad¬¼g¬ için [0;1) s¬n¬rs¬z
aral¬¼g¬nda a¼g¬rl¬kl¬ süreklilik modulünü kullanaca¼g¬z. Ayr¬ca aşa¼g¬daki teoremde,

operatörlerimizin (1 + x2)
5

2 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre yaklaş¬m¬n¬ vermi̧s olaca¼g¬z:

Teorem 5.1 f 2 Ck
x2 [0;1) ve yeterince büyük n�ler için

sup
x�0

jMn (f ;x)� f (x)j
(1 + x2)

5

2

� K


�
f ;

1p
n� 2m

�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada K pozitif bir sabittir.

·Ispat.

jMn (f ;x)� f (x)j

=

�����(n�m)�n n (0)
1X

�=0

K(�)
n (x; t; u)

[��n n (0)]�
(�)!

�
Z 1

0

f (y)K(�)
n (y; t; u)

[��n n (0)]�
(�)!

dy � f (x)

����

� (n�m)�n n (0)

1X

�=0

K(�)
n (x; t; u)

[��n n (0)]�
(�)!

�
Z 1

0

jf (y)� f (x)jK(�)
n (y; t; u)

[��n n (0)]�
(�)!

dy

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte 2.7 eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

jMn (f ;x)� f (x)j � 2
�
1 + x2

� �
1 + �2

�

 (f ; �) (n�m)�n n (0)

�
1X

�=0

K(�)
n (x; t; u)

[��n n (0)]�
(�)!

Z 1

0

�
1 + (y � x)2

+
jy � xj
�

+ (y � x)2
jy � xj
�

�
K(�)
n (y; t; u)

[��n n (0)]�
(�)!

dy
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� 2
�
1 + x2

� �
1 + �2

�

 (f ; �)

�
1 +Mn

�
(t� x)2 ;x

�

+
1

�
Mn (jt� xj ;x) + 1

�
Mn

�
(t� x)2 jt� xj ;x

��

= 2
�
1 + x2

� �
1 + �2

�

 (f ; �)

�
1 +Mn

�
(t� x)2 ;x

�

+
1

�
I1 +

1

�
I2

�

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada

I1 =Mn (jt� xj ;x)

I2 =Mn

�
(t� x)2 jt� xj ;x

�

şeklindedir. I1 ve I2 ifadelerine Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

I1 =Mn (jt� xj ;x) �Mn

�
(t� x)2 ;x

� 1
2 ;

I2 =Mn

�
(t� x)2 jt� xj ;x

�
�Mn

�
(t� x)2 ;x

� 1
2 Mn

�
(t� x)4 ;x

� 1
2

eşitsizlikleri elde edilir. Yukar¬daki son eşitsizliklerle

jMn (f ;x)� f (x)j � 2
�
1 + x2

� �
1 + �2

�

 (f ; �)

�
1 +Mn

�
(t� x)2 ;x

�

+
1

�
Mn

�
(t� x)2 ;x

� 1
2

+
1

�
Mn

�
(t� x)2 ;x

� 1
2 Mn

�
(t� x)4 ;x

� 1
2

�

elde edilir. Di¼ger taraftan Lemma 3.4 kullan¬l¬rsa

Mn

�
(t� x)2 ;x

�
= x2

�
m (2n+ 6m)

(n� 2m) (n� 3m)

�
+

(2n+ 6m)�n n (0) x+ 2

(n� 2m) (n� 3m)�2n 2n (0)
(5.1)

30



ve

Mn

�
(t� x)4 ;x

�

=

�
120m4 + 252nm3 � 96n2m2

(n� 2m) ::: (n� 5m)

�
x4 +

�
240m3 � 174n2m+ 504nm2

(n� 2m) ::: (n� 5m)�n n (0)

�
x3

+

�
12n2 + 432nm� 108m+ 240m2

(n� 2m) ::: (n� 5m)�2n 2n (0)

�
x2 +

�
120n+ 120m

(n� 2m) ::: (n� 5m)�3n 3n (0)

�
x

+
24

(n� 2m) ::: (n� 5m)�4n 4n (0)
(5.2)

eşitlikleri elde edilir. Bu 5.1 ve 5.2 eşitliklerini kullanarak ve (1 + x2)
5

2 a¼g¬rl¬¼g¬ ile

her iki taraf¬n supremumu al¬narak

sup
x�0

jMn (f ;x)� f (x)j
(1 + x2)

5

2

� 2
�
1 + �2

�

 (f ; �)

(
1 +

m (2n+ 6m)

(n� 2m) (n� 3m) +
1

�

�
m (2n+ 6m)

(n� 2m) (n� 3m)

� 1
2

+
1

�

�
m (2n+ 6m)

(n� 2m) (n� 3m)

� 1

2
�
120m4 + 252nm3 � 96n2m2

(n� 2m) ::: (n� 5m)

� 1

2

)

� 2
�
1 + �2

�

 (f ; �)

(
1 +

C

n� 2m +
1

�

Cp
n� 2m

+
1

�

C

(n� 2m)
3

2

)

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada C her biri birbirinden farkl¬ sabitlerdir. � = 1p
n�2m

seçilirse ve yeterince büyük n ler için

sup
x�0

jMn (f ;x)� f (x)j
(1 + x2)

5

2

� K


�
f ;

1p
n� 2m

�

elde edilir ve istenilen sonuç elde edilip ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 5.2 Her f 2 Ck
x2 [0;1) fonksiyonu için

lim
n!1

kMn (f ;x)� fkx2 = 0 (5.3)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

31



·Ispat. Teoremin ispat¬ için Akif D. Gadzhiev ( [8]) makalesinden

lim
n!1

kMn (t
� ; x)� x�kx2 = 0; � = 0; 1; 2: (5.4)

koşullar¬n¬ sa¼glamas¬ yeterli olacakt¬r.

Lemma 3.4 den

kMn (1; x)� 1kx2 = sup
x2R+

jMn (1; x)� 1j
1 + x2

= 0

5.4 eşitli¼ginin � = 0 için do¼grulu¼gunu gösterir:

Lemma 3.4 ve n > 2m için

Mn (t; x)� x =
n2

(n� 2m)�n

�
�n
n
x+

1

n2'n (0)

�
� x

=
n

(n� 2m)x+
1

(n� 2m)�n n (0)
� x

= x

�
n

(n� 2m) � 1
�
+

1

(n� 2m)�n n (0)

eşitli¼gi elde edilir. Eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬ Ck
x2 [0;1) uzay¬na göre normu

al¬n¬rsa

kMn (t; x)� xkx2 = sup
x2[0;1)

jMn (t; x)� xj
1 + x2

= sup
x2[0;1)

x
�

n
(n�2m) � 1

�
+ 1

(n�2m)�n n(0)

1 + x2

�
�

n

(n� 2m) � 1
�
sup

x2[0;1)

x

1 + x2

+
1

(n� 2m)�n n (0)
sup

x2[0;1)

1

1 + x2

burada sup
x2[0;1)

x
1+x2

< 1 ve sup
x2[0;1)

1
1+x2

� 1 oldu¼gundan

kMn (t; x)� xkx2 �
�

n

(n� 2m) � 1
�
+

1

(n� 2m)�n n (0)
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eşitsizli¼gi elde edilir. Bu da n ! 1 için 5.4 eşitli¼ginin � = 1 için do¼grulu¼gunu

gösterir:

Benzer şekilde n > 3m için

Mn

�
t2; x

�
� x2 =

n4

(n� 2m) (n� 3m)�2n

���n
n
x
�2 (m+ n)

n
+
�n
n

4

n2 n (0)
x

+
2

(n2 n (0))
2

�
� x2

= x2
�

n (m+ n)

(n� 2m) (n� 3m) � 1
�
+ x

4n

(n� 2m) (n� 3m)�n n (0)

+
2

(n� 2m) (n� 3m)�2n 2n (0)

eşitli¼gi elde edilir. Benzer şekilde eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n Ck
x2 [0;1) uzay¬na

göre normu al¬n¬rsa



Mn

�
t2; x

�
� x2




x2

= sup
x2[0;1)

jMn (t
2; x)� x2j
1 + x2

�
�

n (m+ n)

(n� 2m) (n� 3m) � 1
�
sup

x2[0;1)

x2

1 + x2

+
4n

(n� 2m) (n� 3m)�n n (0)
sup

x2[0;1)

x

1 + x2

+
2

(n� 2m) (n� 3m)�2n 2n (0)
sup

x2[0;1)

1

1 + x2

bulunur. Burada sup
x2[0;1)

x2

1+x2
< 1; sup

x2[0;1)

x
1+x2

< 1 ve sup
x2[0;1)

1
1+x2

� 1 oldu¼gundan



Mn

�
t2; x

�
� x2




x2

�
�

n (m+ n)

(n� 2m) (n� 3m) � 1
�
+

4n

(n� 2m) (n� 3m)�n n (0)

+
2

(n� 2m) (n� 3m)�2n 2n (0)

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu da n ! 1 için 5.4 eşitli¼ginin � = 2 için do¼grulu¼gunu

gösterir: Böylelikle 5.4 eşitli¼ginin tüm koşullar¬ sa¼gland¬¼g¬ için 5.3 eşitli¼gimiz

do¼grudur.
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Teorem 5.3 � > 0 olmak üzere f 2 Cx2 [0;1) fonksiyonu için

lim
n!1

sup
x2R+

jMn (f; x)� f (x)j
(1 + x2)1+�

= 0

eşitli¼gi do¼grudur.

·Ispat. Her x0 > 0 için

sup
x2[0;1)

jMn (f; x)� f (x)j
(1 + x2)1+�

� sup
x�x0

jMn (f; x)� f (x)j
(1 + x2)1+�

+ sup
x�x0

jMn (f; x)� f (x)j
(1 + x2)1+�

� sup
x�x0

jMn (f; x)� f (x)j
(1 + x2)1+�

+ sup
x�x0

jMn (f; x)j
(1 + x2)1+�

+sup
x�x0

jf (x)j
(1 + x2)1+�

� kMn (f)� fkC[0;x0] + sup
x�x0

����Mn

�
f(t)(1+t2)
1+t2

; x

�����
(1 + x2)1+�

+sup
x�x0

jf (x)j
(1 + x2)1+�

� kMn (f)� fkC[0;x0] + kfkx2 sup
x�x0

jMn (1 + t
2; x)j

(1 + x2)1+�

+sup
x�x0

jf (x)j
(1 + x2)1+�

:

yaz¬labilir. Yukar¬daki son eşitsizli¼gin ilk terimi aral¬k s¬n¬rl¬ oldu¼gundan Teorem

4.1 den s¬f¬ra gider. Lemma 3.4�ten her bir x0 > 0 için; kolayl¬kla görülür ki

n!1 için

sup
x�x0

jMn (1 + t
2; x)j

(1 + x2)1+�
! 0

d¬r. Son olarak eşitsizli¼ginin son k¬sm¬ x0 > 0 say¬s¬n¬ yeterince büyük seçersek

ifade s¬f¬ra gider.
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6. ·IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATÖRLER·IN

TÜREV·IN·IN YAKLAŞIM ÖZELL·I¼G·I

Bu bölümde
�
M

(r)
n f

�
(x)�in f (r)(x)�e noktasal yak¬nsakl¬¼g¬n¬ verece¼giz.

Aşa¼g¬da tan¬mlanan H s¬n¬f¬, [0;1) aral¬¼g¬ üzerinde Lebesgue ölçülebilir fonksiy-
onlar s¬n¬f¬n¬ da içerir. Şimdi

H �
(
f :

Z 1

0

jf (t)j
(1 + ct)n=c

dt <1; c > 0 , n 2 N
)

fonksiyon s¬n¬f¬ tan¬mlayal¬m.

Lemma 6.1 f , [0;1) aral¬¼g¬ üzerinde r kez türevlenebilir ve � > 0 , t ! 1
için f (r�1) (t) = O (t�) şartlar¬n¬ sa¼glayan bir fonksiyon olsun. r = 0; 1; 2; ::: ve
n > �+ rm için

dr

dxr
Mn (f ;x) = (n�m)u1� (n; r)

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

1Z

0

f (r)(y)pn�rm;�+r (y; 0; u1) dy

(6.1)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada

pn+rm;� (x; 0; u1) = K
(�)
n+mr(x; 0; u1)

[�u1]�
�!

ve

� (n; r) =

r�1Y

j=0

(�1)r (n+ jm)

(n�m (j + 1))
; � (n; 0) = 1

d¬r.

·Ispat. Öncelikle Mn (f ;x) operatörünün birinci türevi

d

dx
Mn (f ;x) = (n�m)u1

1X

�=0

d

dx
K(�)
n (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

1Z

0

f(y)K(�)
n (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

dy

(6.2)

şeklindedir. Bu eşitlikte Lemma 3.1 ve 3. şart kullan¬l¬rsa
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d

dx
K(�)
n (x; 0; u1) =

�

x
K(�)
n (x; 0; u1)� nu1K

(�)
n+m (x; 0; u1)

=
�

x

n
�nxK(��1)

n+m (x; 0; u1)
o
� nu1K

(�)
n+m (x; 0; u1)

= �n
h
�K

(��1)
n+m (x; 0; u1) + u1K

(�)
n+m (x; 0; u1)

i
(6.3)

eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu son eşitli¼gi 6.2�de yerine yazarsak

d

dx
Mn (f ;x) = (n�m)u1

1X

�=0

n
(�n)

h
�K

(��1)
n+m (x; 0; u1) + u1K

(�)
n+m (x; 0; u1)

io

� [�u1]
�

�!

1Z

0

f(y)K(�)
n (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

dy

elde edilir. Burada toplamlar ayr¬ ayr¬ yaz¬l¬rsa

d

dx
Mn (f ;x)

= (n�m)u1

1X

�=1

(�n)�K(��1)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

1Z

0

f(y)K(�)
n (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

dy

+(n�m)u1

1X

�=0

(�n)u1K(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

1Z

0

f(y)K(�)
n (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

dy

olur. ·Ilk toplamda � yerine �+ 1 yaz¬l¬rsa

d

dx
Mn (f ;x)

= (n�m)u1

1X

�=0

(�n)(� + 1)K(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�+1
(� + 1)!

�
1Z

0

f(y)K(�+1)
n (y; 0; u1)

[�u1]�+1
(� + 1)!

dy

+(n�m)u1

1X

�=0

(�n)u1K(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

�
1Z

0

f(y)K(�)
n (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

dy
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elde edilir. Burada ifadeler düzenlenip ve 6.3 kullan¬l¬rsa

d

dx
Mn (f ;x)

= (n�m)u1(�n)
1X

�=0

K
(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
(�)!

�
1Z

0

�
�u1K(�+1)

n (y; 0; u1)
(�u1)
� + 1

+ u1K
(�)
n (y; 0; u1)

�
f(y)

[�u1]�
�!

dy

= (n�m)u1(�n)
1X

�=0

K
(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
(�)!

[�u1]�
(�)!

�
1Z

0

�
u21

� + 1
K(�+1)
n (y; 0; u1) + u1K

(�)
n (y; 0; u1)

�
f(y)dy

= u1n
1X

�=0

K
(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
(�)!

[�u1]�
(�)!

u1
� + 1

�
1Z

0

� (n�m)
�
u1K

(�+1)
n (y; 0; u1) + (� + 1)K

(�)
n (y; 0; u1)

�
f(y)dy

= u1n

1X

�=0

K
(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
(�)!

[�u1]�
(�)!

u1
� + 1

1Z

0

d

dx
Kn�m;�+1 (y; 0; u1) f(y)dy

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada k¬smi integrasyon kullan¬l¬rsa

d

dx
(Mnf)(x)

= u1n

1X

�=0

K
(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
(�)!

[�u1]�
(�)!

u1
� + 1

�

2
4f(y)Kn+m;�+1 (y; 0; u1) j10 �

1Z

0

Kn�m;�+1 (y; 0; u1) f
0(y)dy

3
5

elde edilir. 1: ve 4: şartlar göz önüne al¬n¬l¬rsa
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d

dx
Mn (f ;x)

=
(n�m)u21n

(n�m)

1X

�=0

K
(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
(�)!

1Z

0

Kn�m;�+1 (y; 0; u1)
[�u1]�
(� + 1)!

f 0(y)dy

bulunur. Burada

pn;� (y; 0; u1) := K(�)
n (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

ifadesi göz önüne al¬n¬rsa

d

dx
Mn (f ;x)

=
�(n�m)u1n

(n�m)

1X

�=0

K
(�)
n+m (x; 0; u1)

[�u1]�
(�)!

�
1Z

0

Kn�m;�+1 (y; 0; u1)
[�u1]�+1
(� + 1)!

f 0(y)dy

=
�(n�m)u1n

(n�m)

1X

�=0

pn+m;� (x; 0; u1)

1Z

0

pn�m;�+1 (y; 0; u1) f
0(y)dy (6.4)

elde edilir. Şimdi Mn (f ;x) operatörümüzün ikinci türevini bulal¬m. Burada 6.3

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

d2

dx2
K(�)
n (x; 0; u1) = (�n)

�
�
d

dx
K
(��1)
n+m (x; 0; u1) + u1

d

dx
K
(�)
n+m(x; 0; u1)

�
(6.5)

eşitli¼gi elde edilir. Burada

d

dx
K
(��1)
n+m (x; 0; u1) = �(n+m)

h
(� � 1)K(��2)

n+2m(x; 0; u1) + u1K
(��1)
n+2m(x; 0; u1)

i

ve

d

dx
K
(�)
n+m (x; 0; u1) = �(n+m)

h
�K

(��1)
n+2m(x; 0; u1) + u1K

(�)
n+2m(x; 0; u1)

i
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olup 6.5�de yerine yaz¬l¬rsa

d2

dx2
K(�)
n (x; 0; u1)

= (�n)
h
�
h
�(n+m)

h
(� � 1)K(��2)

n+2m (x; 0; u1) + u1K
(��1)
n+2m (x; 0; u1)

ii

+ u1

h
�(n+m)

h
�K

(��1)
n+2m (x; 0; u1) + u1K

(�)
n+2m (x; 0; u1)

iii

= n(n+m)
h
�(� � 1)K(��2)

n+2m (x; 0; u1) + 2u1�K
(��1)
n+2m (x; 0; u1)

+u21K
(�)
n+2m (x; 0; u1)

i

elde edilir. Bulunan bu ifade Mn (f ;x) operatörümüzün ikinci türevinde yerine

yaz¬l¬rsa

d2

dx2
Mn (f ;x)

= (n�m)u1

1X

�=0

d2

dx2
K(�)
n (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

1Z

0

f(y)K(�)
n (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

dy

= (n�m)n(n+m)u1

1X

�=0

h
�(� � 1)K(��2)

n+2m (x; 0; u1)

+ 2u1�K
(��1)
n+2m (x; 0; u1) + u21K

(�)
n+2m(x; 0; u1)

i

� [�u1]
�

�!

1Z

0

f(y)K(�)
n (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

dy

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada toplamlar ayr¬l¬p birinci toplamda � yerine � + 2; ikinci

toplamda � yerine � + 1 yaz¬l¬rsa

d2

dx2
Mn (f ;x)

= (n�m)n(n+m)u1

1X

�=0

(� + 2)(� + 1)K
(�)
n+2m (x; 0; u1)

[�u1]�+2
(� + 2)!

�
1Z

0

f(y)K(�+2)
n (y; 0; u1)

[�u1]�+2
(� + 2)!

dy

+(n�m)n(n+m)u1

1X

�=0

2u1(� + 1)K
(�)
n+2m (x; 0; u1)

[�u1]�+1
(� + 1)!

�
1Z

0

f(y)K(�+1)
n (y; 0; u1)

[�u1]�+1
(� + 1)!

dy
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+(n�m)n(n+m)u1

1X

�=0

u21K
(�)
n+2m (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

�
1Z

0

f(y)K(�)
n (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

dy

eşitli¼gi bulunur. Bu son eşitlik düzenlenilirse

d2

dx2
Mn (f ;x)

= (n�m)n(n+m)u1

1X

�=0

K
(�)
n+2m (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

[�u1]�
�!

�
1Z

0

�
(� + 2)(� + 1)

[�u1]2
(� + 1)(� + 2)

[�u1]2
(� + 1)(� + 2)

K(�+2)
n (y; 0; u1)

+ 2u1(� + 1)
[�u1]
(� + 1)

[�u1]
(� + 1)

K(�+1)
n (y; 0; u1) + u21K

(�)
n (y; 0; u1)

�
f(y)dy

= (n�m)n(n+m)u1

1X

�=0

K
(�)
n+2m (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

[�u1]�
�!

�
1Z

0

�
u1
4

(� + 1)(� + 2)
K(�+2)
n (y; 0; u1) + 2

u31
(� + 1)

K(�+1)
n (y; 0; u1)

+ u21K
(�)
n (y; 0; u1)

�
f(y)dy (6.6)

elde edilir. Bize gerekli olacak

d2

dx2
K
(v+2)
n�2m (y; 0; u1)

ifadesini bulal¬m. 6.3 eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

d

dx
K
(�+2)
n�2m (x; 0; u1) = �(n� 2m)

h
(� + 2)K

(�+1)
n�m (x; 0; u1) + u1K

(�+2)
n�m (x; 0; u1)

i

bulunur. Burada tekrardan türev al¬n¬l¬rsa
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d2

dx2
K
(�+2)
n�2m (x; 0; u1)

= �(n� 2m)
�
(� + 2)

d

dx
K
(�+1)
n�m (x; 0; u1) + u1

d

dx
K
(�+2)
n�m (x; 0; u1)

�

= �(n� 2m)
�
(� + 2)

�
�(n�m)

�
(� + 1)K(�)

n (x; 0; u1) + u1K
(�+1)
n (x; 0; u1)

���

�(n� 2m)
�
u1
�
�(n�m)

�
(� + 2)K(�+1)

n (x; 0; u1) + u1K
(�+2)
n (x; 0; u1)

���

= (n�m)(n� 2m)
�
u21K

(�+2)
n (x; 0; u1) + 2u1(� + 2)K

(�+1)
n (x; 0; u1)

+ (� + 1)(� + 2)K(�)
n (x; 0; u1)

�

elde edilir. Bu son eşitlik
u21

(n�m)(n� 2m)(� + 1)(� + 2) ile çarp¬l¬rsa

u21
(n�m)(n� 2m)(� + 1)(� + 2)

d2

dx2
K
(�+2)
n�2m (x; 0; u1)

=
u1
4

(� + 1)(� + 2)
K(�+2)
n (x; 0; u1) + 2

u31
(� + 1)

K(�+1)
n (x; 0; u1) + u21K

(�)
n (x; 0; u1)

bulunur. Böylece

d2

dx2
Mn (f ;x)

= (n�m)n(n+m)u1

1X

�=0

K
(�)
n+2m (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

[�u1]�
�!

� u21
(n�m)(n� 2m)(� + 1)(� + 2)

1Z

0

K
(�+2)
n�2m (y; 0; u1) f(y)dy

elde edilir. Burada iki kez k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

d2

dx2
Mn (f ;x)

=
(n�m)n(n+m)u31

(n�m)(n� 2m)(� + 1)(� + 2)

1X

�=0

K
(�)
n+2m (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

[�u1]�
�!

�
1Z

0

K
(�+2)
n�2m (y; 0; u1) f

00(y)dy

=
(n�m)n(n+m)u1
(n�m)(n� 2m)

1X

�=0

K
(�)
n+2m (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

�
1Z

0

f 00(y)K
(�+2)
n�2m (y; 0; u1)

[�u1]�+2
(� + 2)!

dy
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olur ve

d2

dx2
Mn (f ;x)

=
(n�m) (�1)2 n(n+m)u1

(n�m)(n� 2m)

1X

�=0

pn+2m;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

f 00(y)pn�2m;�+2 (y; 0; u1) dy (6.7)

eşitli¼gi bulunur. d
dx
Mn (f ;x) ve d2

dx2
Mn (f ;x) eşitliklerini gözönüne al¬n¬p genelleştirme

yap¬l¬rsa

dr

dxr
Mn (f ;x)

= (n�m)u1

 
r�1Y

j=0

(�1)r (n+mj)ur1
[n�m (j + 1)] (� + (j + 1))

! 1X

�=0

K
(�)
n+mr (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

�
1Z

0

K
(�+r)
n�mr (y; 0; u1)

[�u1]�
�!

f (r)(y)dy

=
(�1)r (n�m)n(n+m) (n+ 2m) ::: (n+m (r � 1)) u1

(n�m)(n� 2m) (n� 3m) ::: (n� rm)

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

f (r)(y)pn�rm;�+r (y; 0; u1) dy

= (n�m)u1
(�1)r n(n+m) (n+ 2m) ::: (n+m (r � 1))
(n�m)(n� 2m) (n� 3m) ::: (n� rm)

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

f (r)(y)pn�rm;�+r (y; 0; u1) dy

= (n�m)u1

r�1Y

j=0

(�1)r (n+ jm)

(n�m (j + 1))

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

f (r)(y)pn�rm;�+r (y; 0; u1) dy

bulunur.
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Sonuç 6.1 Lemma 6.1�den

dr

dxr
(Mn1)(x) = (n�m)u1

r�1Y

j=0

(�1)r (n+ jm)
(n�m (j + 1))

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1) dy

eşitli¼gi görülür ve Lemma 3.2�den

dr

dxr
(Mn1)(x) =

(n�m)u1� (n; r)

(n�m (r + 1)) u1
(6.8)

elde edilir.

Lemma 6.2 r; s 2 N [ f0g ve n > mr olmak üzere

Mr;n;s (x) = u1[n�m(r+1)]
1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y�x)sdy

olsun. Bu durumda

Mr;n;s+1 (x) =
'2(x)

u1[n�m(r + s+ 2)]
[M0

r;n;s(x) + 2sMr;n;s�1 (x)]

+
(s+ r + 1)(1 + 2u1mx)

u1[n�m(r + s+ 2)]
Mr;n;s(x) (6.9)

d¬r. Burada '(x) =
p
x(1 + u1mx) ve n > m(r + s+ 2) dir. Ayr¬ca

Mr;n;0 (x) = 1;

Mr;n;1 (x) =
(r + 1)(1 + 2u1mx)

u1n� u1m(r + 2)
;

Mr;n;2 (x) =
'2(x)2u1(n�m) + (1 + 2u1mx)

2(r + 1)(r + 2)

[u1n� u1m(r + 2)] [u1n� u1m(r + 3)]

d¬r. Tüm x 2 [0;1) içinMr;n;s (x) = O
�
(u1n)

�b s+12 c
�
mevcuttur. Ayr¬ca b�c,

�0n¬n tam say¬ k¬sm¬d¬r.
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·Ispat. Öncelikle rekürans ba¼g¬nt¬s¬ gösterelim:

'2(x)M0
r;n;s(x) = [u1n� u1m(r + 1)]

1X

�=0

'2(x)
d

dx
pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y � x)sdy

�s'2(x)[u1n� u1m(r + 1)]

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y � x)s�1dy

= [u1n� u1m(r + 1)]

1X

�=0

'2(x)
d

dx
pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y � x)sdy � s'2(x)Mr;n;s�1(x)

yaz¬labilir. Sonuç 3.1 kullan¬l¬rsa

'2(x)M0
r;n;s(x)

= [u1n� u1m(r + 1)]

1X

�=0

[� � xu1(n+mr)] pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y � x)s dy � s'2(x)Mr;n;s�1(x)

= [u1n� u1m(r + 1)]
1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

1Z

0

[� + r � yu1(n�mr)� r(1 + 2mxu1)

+(n�mr)(yu1 � xu1)] pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y � x)sdy � s'2(x)Mr;n;s�1(x)

bulunur. Buradan
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'2(x)M0
r;n;s(x) = [u1n� u1m(r + 1)]

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�

8
<
:

1Z

0

[� + r � yu1(n�mr)] pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y � x)sdy

�
1Z

0

r(1 + 2mxu1)pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y � x)sdy

+

1Z

0

(n�mr)(yu1 � xu1)pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y � x)sdy

9
=
;

�s'2(x)Mr;n;s�1(x)

olur. Burada bir kez daha Sonuç 3.1 göz önüne al¬n¬l¬rsa

'2(x)M0
r;n;s(x)

= [u1n� u1m(r + 1)]

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

1Z

0

'2(y)
d

dy
pn�rm;�+r (y; 0; u1) (y � x)sdy

�r(1 + 2mxu1)Mr;n;s(x) + (n�mr)u1Mr;n;s+1 � s'2(x)Mr;n;s�1(x)

elde edilir. Burada k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

'2(x)M0
r;n;s(x)

= [u1n� u1m(r + 1)]
1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1) [�(1 + 2u1my)(y � x)s � s'2(y)(y � x)s�1]dy

�r(1 + 2mxu1)Mr;n;s(x) + (n�mr)u1Mr;n;s+1 (x)

�s'2(x)Mr;n;s�1(x) (6.10)

olur. Son eşitlikte
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�s'2(y)� (1 + 2u1my)(y � x) = �s'2(x)� (s+ 1)(1 + 2u1mx)(y � x)

�u1m(s+ 2)(y � x)2

eşitli¼gini kullan¬rsak

'2(x)M0
r;n;s(x) = �s'2(x)Mr;n;s�1(x)� (s+ 1)(1 + 2u1mx)Mr;n;s(x)

�u1m(s+ 2)Mr;n;s+1(x)� r(1 + 2u1mx)Mr;n;s(x)

+(n�mr)u1Mr;n;s+1(x)� s'2(x)Mr;n;s�1(x);

olur. Momentler bu rekürans ba¼g¬nt¬s¬yla kolayl¬kla elde edilebilir.

Lemma 6.3 [21] x 2 (0;1) ve r 2 N [ f0g olmak üzere

(x (1 + u1mx))
r dr

dxr
pn;� (x; 0; u1) =

X

2i+j�r;i;j�0
(u1n)

i ((� � xu1n))
j qi;j;r (x) pn;� (x; 0; u1) ;

burada qi;j;r(x), n ve k�den ba¼g¬ms¬z olup pn;� (x; 0; u1) = K
(�)
n (x; 0; u1)

[�u1]�
�!

d¬r.

·Ispat. r = 0 için ispat aç¬kt¬r. Kabul edelim ki r için 6.1 do¼gru olsun. Şimdi

r + 1 için 6.1�in do¼gru oldu¼gunu gösterelim.

dr+1

dxr+1
pn;� (x; t; u) =

d

dx

�
dr

dxr
pn;� (x; t; u)

�

=
d

dx

 
X

2i+j�r;i;j�0
(u1n)

i ((� � xu1n))
j qi;j;r (x)

('2(x))r
pn;� (x; t; u)

!

=
X

2i+j�r;i;j�0
(u1n)

i

�
j ((� � xu1n))

j�1 (�u1n)
qi;j;r (x)

('2(x))r
pn;� (x; t; u)

+ ((� � xu1n))
j q

0
i;j;r (x)

('2(x))r
pn;� (x; t; u)

+ ((� � xu1n))
j qi;j;r (x)

('2(x))r
d

dx
pn;� (x; t; u)

+ ((� � xu1n))
j qi;j;r (x) (�r)

�
'2(x)

��r�1 �
'2(x)

�0
pn;� (x; t; u)

i
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olup buradan

dr+1

dxr+1
pn;� (x; t; u)

= pn;� (x; t; u)

 
X

2i+j�r;i;j�0
(u1n)

i (�(j + 1)) ((� � xu1n))
j qi�1;j+1;r (x)

('2(x))r+1
'2(x)

+ (u1n)
i ((� � xu1n))

j q0i;j;r (x)

('2(x))r+1
'2(x)

+ (u1n)
i ((� � xu1n))

j qi;j;r (x)

('2(x))r
(� � xu1n)

'2(x)
pn;� (x; t; u)

+ (u1n)
i ((� � xu1n))

j qi;j;r (x)

('2(x))r+1
(�r)

�
'2(x)

�0
pn;� (x; t; u)

�

= pn;� (x; t; u)
X

2i+j�r;i;j�0
(u1n)

i ((� � xu1n))
j qi;j;r+1 (x)

('2(x))r+1

yaz¬labilir.

qi;j;r+1 (x) = (�(j + 1))qi�1;j+1;r (x)'2(x) + q0i;j;r (x)'
2(x)

+qi;j�1;r (x) + (�r)qi;j;r (x)
�
'2(x)

�0

eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa 2i+ j � r ve i; j � 0 için qi;j;r(x) = 0 d¬r. Böylece r+1
için 6.1 sa¼glan¬r. Bu durumda ispat tamamlanm¬̧s olur.

Buradaki qi;j;r�leri r = 1 ve r = 2 için inceleyelim.

d

dx
pn;� (x) =

d

dx
K(�)
n (x; 0; u1)

[�u1]�
(�)!

=
[�u1]�
(�)!

d

dx
K(�)
n (x; 0; u1)

olur ve Sonuç 3.1�den

d

dx
pn;� (x) =

(� � xu1n)

x (1 + u1mx)
K(�)
n (x; 0; u1)

[�u1]�
(�)!

=
(� � xu1n)

x (1 + u1mx)
pn;� (x)
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olur ve r = 1 iken qi;j;r (x) ; i = j = 0 ise q0;0;1 (x) = 0 ve i = 0; j = 1 ise

q0;1;1 (x) = 1 bulunur. Şimdi r = 2 için gösterelim.

d2

dx2
pn;� (x)

=
d

dx

�
pn;� (x)

(� � xu1n)

x (1 + u1mx)

�

=
(� � xu1n)

x (1 + u1mx)

d

dx
pn;� (x) + pn;� (x)

d

dx

(� � xu1n)

x (1 + u1mx)

= pn;� (x)
(� � xu1n)

x (1 + u1mx)

(� � xu1n)

x (1 + u1mx)

�pn;� (x)
u1nx (1 + u1mx) + (� � xu1n) (1 + 2u1mx)

x2 (1 + u1mx)
2

=
pn;� (x)

x2 (1 + u1mx)
2

�
(� � xu1n)

2 � (1 + 2u1mx) (� � xu1n)� u1nx (1 + u1mx)
	

olur. Bu durumda

qi;j;r (x) =

8
>>>>>><
>>>>>>:

q0;0;2 (x) = 0

q0;1;2 (x) = � (1 + 2u1mx)
q0;2;2 (x) = 1

q1;0;2 (x) = x (1 + u1mx)

bulunur.

Teorem 6.1 f 2 H , R+ n¬n her alt aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬ olup sabit bir x 2 (0;1)
noktas¬nda (r + 2) : dereceden türeve sahip olsun. y ! 1 ve baz¬ � > 0 için

f (y) = O (y�) ise

lim
n!1

u1n

�
(n�m (r + 1)) u1
(n�m)u1� (n; r)

(M (r)
n f)(x)� f (r) (x)

�
= (r + 1)(1 + 2l1mx)f

(r+1) (x)

+l1'
2(x)f (r+2) (x)

eşitli¼gi do¼grudur.
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·Ispat. f �n¬n

f (y) =

r+2X

i=0

f (i) (x)

i!
(y � x)i + " (y; x) (y � x)r+2

Taylor aç¬l¬m¬ndan

f (r)(y)� f (r)(x) = f (r+1)(x)(y � x) +
f (r+2)(x)

2!
(y � x)2 +

�
" (y; x) (y � x)r+2

�(r)

(6.11)

eşitlik yaz¬labilir. Burada y ! x için " (y; x)! 0 d¬r. 6.8 eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

u1n

�
(n�m (r + 1)) u1
(n�m)u1� (n; r)

(M (r)
n f)(x)� f (r) (x)

�

= u1n (n�m (r + 1)) u1

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1)
�
f (r)(y)� f (r) (x)

�
dy

yaz¬labilir. 6.11 eşitli¼ginden

u1n

�
(n�m (r + 1)) u1
(n�m)u1� (n; r)

(M (r)
n f)(x)� f (r) (x)

�

= u1n (n�m (r + 1)) u1

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1)

�
f (r+1) (x) (y � x) +

f (r+2) (x)

2!
(y � x)2

+
dr

dyr
�
" (y; x) (y � x)r+2

��
dy

= f (r+1) (x) u1nMr;n;1 +
f (r+2) (x)

2!
u1nMr;n;2 + u1n (n�m (r + 1)) u1

�
1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1)
dr

dyr
�
" (y; x) (y � x)r+2

�
dy

= f (r+1) (x) u1nMr;n;1 +
f (r+2) (x)

2!
u1nMr;n;2 + In
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yaz¬labilir. Burada

In = u1n (n�m (r + 1)) u1

1X

�=0

pn+rm;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn�rm;�+r (y; 0; u1)
�
" (y; x) (y � x)r+2

�(r)
dy

d¬r. u = pn�rm;�+r (y; 0; u1) and dv =
�
" (y; x) (y � x)r+2

�(r)
dy seçilerek r kez

k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

In =
u1n (n�m (r + 1)) u1

� (n; r)

1X

�=0

p(r)n;� (x; 0; u1)

1Z

0

pn;� (y; 0; u1) " (y; x) (y � x)r+2 dy

elde edilir. Teoremin ispat¬n¬ bitermek için n!1 için In ! 0 oldu¼gunu göster-

mek yeterli olacakt¬r. Lemma 6.3�ten

jInj �
u1n (n�m (r + 1)) u1

� (n; r)

1X

�=0

X

2i+j�r;i;j�0
(u1n)

i j� � xu1njj

� jqi;j;r (x)j
(x (1 + u1mx))

r pn;� (x; 0; u1)

1Z

0

pn;� (y; 0; u1) j" (y; x)j jy � xjr+2 dy

� C
u1n (n�m (r + 1)) u1

� (n; r)

X

2i+j�r;i;j�0
(u1n)

i
1X

�=0

j� � xu1njj pn;� (x; 0; u1)

�
1Z

0

pn;� (y; 0; u1) j" (y; x)j jy � xjr+2 dy

yaz¬labilir. Cauchy Schwartz eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

jInj � C
u1n (n�m (r + 1)) u1

� (n; r)

X

2i+j�r;i;j�0
(u1n)

i

 1X

�=0

pn;� (x; 0; u1) j� � xu1nj2j
! 1

2

�

2
4

1X

�=0

pn;� (x; 0; u1)

0
@

1Z

0

pn;� (y; 0; u1) j" (y; x)j jy � xjr+2 dy

1
A
23
5

1

2

� C
u1n (n�m (r + 1)) u1

� (n; r)
(u1n)

r

2

�

2
4

1X

�=0

pn;� (x; 0; u1)

0
@

1Z

0

pn;� (y; 0; u1) j" (y; x)j jy � xjr+2 dy

1
A
23
5

1

2
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bulunur. Burada C = C (x) = sup
2i+j�r;i;j�0

jqi;j;r (x)j
(x (1 + u1mx))

r d¬r.

Belirli bir " > 0 say¬s¬ için 0 < jy � xj < � oldu¼gunda j" (y; x)j < " olacak

şekiilde � > 0 say¬s¬ vard¬r. Bu durumda jy � xj � � oldu¼gunda s � 0 olmak

üzere j" (y; x)j � K jy � xjs eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Cauchy Schwartz eşitsizli¼gi

kullan¬l¬rsa

0
@

1Z

0

pn;� (y; 0; u1) j" (y; x)j jy � xjr+2 dy

1
A
2

�
1Z

0

pn;� (y; 0; u1) dy

1Z

0

pn;� (y; 0; u1) (" (y; x))
2 (y � x)2r+4 dy

yaz¬labilir ve Lemma 3.2� den

0
@

1Z

0

pn;� (y; 0; u1) j" (y; x)j jy � xjr+2 dy

1
A
2

=
1

(n�m) u1

0
B@

Z

jy�xj<�

pn;� (y; 0; u1) (" (y; x))
2 (y � x)2r+4 dy

+

Z

jy�xj��

pn;� (y; 0; u1) (" (y; x))
2 (y � x)2r+4 dy

1
CA

=
1

(n�m) u1

0
B@

Z

jy�xj<�

pn;� (y; 0; u1) (" (y; x))
2 (y � x)2r+4 dy

+

Z

jy�xj��

pn;� (y; 0; u1)K
2 (y � x)2s+2r+4 dy

1
CA

elde edilir. Lemma 6.2�den
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1X

�=0

pn;� (x; 0; u1)

0
@

1Z

0

pn;� (y; 0; u1) j" (y; x)j jy � xjr+2 dy

1
A
2

� (n�m) u1

(n�m)2 u21

Z

I

pn;� (y; 0; u1) (" (y; x))
2 (y � x)2r+4 dy

+
K2 (n�m) u1

(n�m)2 u21

Z

jy�xj��

pn;� (y; 0; u1) (y � x)2s+2r+4 dy

= (" (y; x))2O
�
[u1n]

�(r+4)
�
+K2O

�
[u1n]

�(r+s+4)
�

= (" (y; x))2O
�
[u1n]

�(r+4)
�
+O

�
[u1n]

�(r+s+4)
�

elde ederiz. Böylece Lemma 6.2�den

jInj � C
u1n (n�m (r + 1)) u1

� (n; r)
[u1n]

�( r2) (" (y; x))2O
�
[u1n]

�(r+4)
� 1

2

+ o (1)

� "+ o (1) ; s > 0

d{r: " key� oldu¼gundan n!1 için In ! 0 olur.
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7. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çal¬̧smam¬zda öncelikle lineer pozitif operatörlerin yaklaş¬m teorilerinde temel

olan Korovkin teoremleri verilmi̧s, süreklilik modülü ve a¼g¬rl¬kl¬ uzaylarda süreklilik

modülü incelenmi̧stir.

Daha sonra ·Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatörleri diye adland¬r¬lan operatör-

lerin tan¬m¬ verilmi̧s ve bu operatörlerin noktasal yak¬nsakl¬¼g¬, a¼g¬rl¬kl¬ fonksiyon-

lar¬yla direk yaklaş¬m ve yak¬nsakl¬k h¬z¬ elde edilmi̧stir. Son olarakda ·Ibragimov

Gadjiev Durrmeyer operatörlerinin türevlerinin yaklaş¬m fonksiyonunun türev-

lerine olan yak¬nsakl¬¼g¬ incelenmi̧s ve bu operatörlerin noktasal yak¬nsakl¬¼g¬ ver-

ilmi̧stir.

Sonuç olarak, literatüre yeni kazand¬r¬lan operatör yaklaş¬m teorisinde çal¬̧s¬lan

operatörlerin özel seçimler alt¬nda istenilen Durrmeyer tipli operatöre indirgenebilir.

Bu iyi bilinen Durrmeyer tipli operatörler için verilen benzer sonuçlar elde edilebile-

ce¼gi gibi ileri ki y¬llarda tan¬mlanabilecek yeni tipli Durrmeyer operatörleri için

de tezde incelenen teoremler ve lemmalar verilmi̧s olacakt¬r.
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