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OZET

L,[0,0) UZAYINDA IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATORLER
ILE YAKLASIM

ULUSOQY, Giilsiim
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora tezi
Danmigsman: Prof. Dr. Ali ARAL
NISAN 2015, 72 sayfa

Bu calisma alt1 bdliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris i¢in ayrilmstir. Ikinci
boliimde bazi temel tanimlar ve kavramlar verilmistir. Ugilincii boliimde Ibragimov
Gadjiev Durrmeyer operatorleri tanitilmis ve bazi 6zellikleri verilmistir. Dordiincii
boliimde Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorlerinin Ly [0, o) uzaylarinda diizgiin
yakinsakligi ve bu yakinsamanin hizi incelenmistir. Besinci boliimde Ibragimov
Gadjiev Durrmeyer operatorlerinin tiirevlerinin, yaklasim fonksiyonunun tiirevlerine
olan yakinsaklig1 incelenmis, yakinsaklik hizi ve yaklagim hatasi igin bir {ist sinir

verilmistir.

Anahtar kelimeler: Durrmeyer Operatdr, Ibragimov Gadjiev Operatér, L, [0, o)
Yaklasim, Siireklilik Modiilii, K-Fonksiyonel, Agirlikli

Yaklagim.



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER
OPERATORS ON L, [0, %)
ULUSOQOY, Gilsiim
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL
April 2015, 72 pages

This thesis consists of six chapters. The first chapter is reserved for introduction. In
the second chapter, some fundamental definitions and consepts are given. In the third
chapter, Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operators are introduced and some properties
are given. In the fourth chapter, uniform convergence of lbragimov Gadjiev
Durrmeyer operators in the space of L,[0,0) is presented and the rate of this
uniform convergence is obtained. In the fifth chapter, the approximation properties of
Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operators in weighted speces are given. In the sixth
chapter, the approximation of the derivatives of Ibragimov Gadjiev Durrmeyer
operators to the derivatives of the approximating functions is studied and rate of the
convergence and an upper bound for the error of approximation are presented.

Key words: Durrmeyer Operators, Ibragimov Gadjiev Operators
L,[0,0) Approximation, Modulus of Continuity,

K-Functional, Weighted Approximation, Korovkin's Theorem.
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SIMGELER DiZiNi

Cla, 0] Her x € [a, b] igin siirekli fonksiyon uzay1
B, [0, 00) 0, 00) tizerinde tammli 1 + 22

fonksiyonu ile sinirh fonksiyonlar uzay:

C,0,00) B, [0, 00) uzayma ait siirekli fonksiyonlar uzay:

Ko (f, 1)y L,[0,00) uzaymmda f fonksiyonuna ait K -fonksiyoneli
111, L,(a,b) uzaymmda norm

-l a0 Cla, b] uzaymda norm

w(f;9) f fonksiyonuna ait klasik siireklilik modiilii

w,(f, 1), f fonksiyonuna ait L, uzayinda siireklilik modiilii
Lp(a,b) p. kuvvetten Lebesgue anlaminda integrallenebilir

fonksiyon uzay1
Wi (p,[0,00)) g fonksiyonunun kendisi ve " g € L,[0,00),
r — 1. basamaktan tiirevi g, [0, 00) da lokal mutlak

siirekli olan fonksiyonlar sinifi

L, (RY) f:RT — R olmak iizere,
N
Hpr,gr = /lﬁ;t);dt < 00 sartin saglayan

0
agirlikh fonksiyon uzay1

w(t) L, 2-(RT) uzayinda agirlik fonksiyonu
H c>0,n €N olmak iizere
J. o _OL_gp « o9 sartini saglayan fonksiyonlar sinifi

0 (1+ct)™¢

1flle, ‘H sinifina ait norm



1. GIRiS

Yaklagimlar teorisindeki asil amag keyfi bir fonksiyonun daha basit daha
kullanigh diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir. Weierstrass
[1] 1885 yilinda kapali ve siirh araliklar tizerinde tanimli siirekli bir fonksiyonun

polinomlar dizisinin limiti bi¢iminde gosterilebilecegini yani
f € Cla,b] = lim P,(z) = f(x)

olacak bigimde (P,) polinom dizisinin var oldugu gostermistir.

Daha sonra Bernstein [2] tarafindan 1912’de [0, 1] aralig: iizerinde tanimh
reel degerli siirekli bir f fonksiyonuna yaklagsan polinomlarin tipi hakkinda bir
teorem ispatlanmigtir.

B.(f;x) = Y f <§) (1 —o)" " 0<2<1
k=0

rildiginde her x € [0, 1] ve her n > ng igin

| Bn(f3) = fz)] < e

esitsizliginin saglandigini gostermisgtir. Weierstrass yaklagim teoremi herhangi
la, b] aralig) i¢in verilmesine ragmen, Bernstein polinomlari [0, 1] araligy iizerinde
tamimhdir.  Ancak keyfi [a,b] arahgmm ve [0,1] aralgmn, y € [a,b] olmak
tizere . = (a—y)/(a—b) ve y = (b—a)x + a doniisiimleri altinda birbirine
doniistiiriilebildikleri gozoniine alindiginda Bernstein polinomlari, Weierstrass'in
yaklagim teoremi i¢in keyfi [a, b] aralig: tizerinde de bir ispat yontemi olusturmak-
tadir.

Daha sonra P. P. Korovkin [3] siurh araliklarda lineer pozitif operator-
ler dizisinin yaklagim problemini ele alarak Korovkin teoremi olarak bilinen ve
yaklagim teorisinde biiyiik 6neme sahip olan teoremi ispatlamigtir. Korovkin teo-
remine gore eger L, f operatorler dizisi f fonksiyonuna e;(z) = 2, i = 0,1,2
fonksiyonlar i¢in yakinsaksa [a, b] arahginda tanimh tiim siirekli f fonksiyonlar:

icin de L, f, f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.
1



Bernstein ve Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisine lineer pozitif o-
peratorler dizisi goziiyle bakildiginda, Bernstein polinomlari ¢ok arastirilmis ve
iizerinde cok fazla caligilmig, pek ¢ok genellesmesi ve modifikasyonu yapilmigtir.
Bunlar1 yapmaktaki amag ise, kapali ve sinirli araliklar iizerinde siirekli fonksiyon-
lara yaklagim yapmaya imkan taniyan Bernstein polinomlarinin sinirsiz araliklar
iizerine taginmasi ve yaklagilmak istenilen fonksiyonun ait oldugu sinifi genislet-
mektir. Bunun igin siirekli fonksiyonlar uzayindan daha genel olan uzaylarin en
onemlilerinden birisi olan Lebesgue uzaylarda caligilmigtir.

Bu galigmalar neticesinde Dzjadyk [4], Korovkin’in ¢dzdiigii problemi L, [a, b]

uzayina tagimmistir. Bu teoreme gore f € L,[a,b] olmak iizere

Tim (Lo f = fll 0 =0

esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart yukaridaki esitligin yalnizca

e;(z) = 2%, i = 0,1, 2 fonksiyonlar1 i¢in saglanmasidir. Daha sonra bu dogrultuda
bir gok galigma Bernau [5], Donner [6], Swetits ve Wood [7] tarafindan da ele
alinmigtar.

1960 yilma gelindiginde ise J. L Durrmeyer [8] [0, 1] araliginda siirekli
fonksiyonlar kiimesini genigletmek igin [0, 1] aralhiginda siirekli fonksiyonlar yer-
ine [0, 1] arahginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar1 alarak Bernstein ope-
ratoriiniin integral modifikasyonu olan ve Bernstein Durrmeyer operatorleri olarak
adlandirilan operator dizisini tanmimlamig ve yakinsaklik 6zelliklerini incelemigtir.

1974 yilinda A. D. Gadjiev [9] tarafindan Korovkin teoreminin tiim R’ de
tanimh siirekli ve sinirsiz fonksiyonlar icin gecerli olacak sekilde genellegtirilmesi
yapilmigtir. Bu ¢alismalarda I C R olmak iizere I iizerinde siirekli ve Vo € [ icin
|f(z)] < Mg(x) sartin saglayan fonksiyonlarmn uzayr C,(I) ile tanimlanmig ve

agirlikli uzay olarak adlandirilmigtir. Bu uzay iizerindeki norm

@)

esitligi ile verilmektedir. Daha sonra A. D. Gadjiev ve A. Aral [11] tarafindan
smirsiz araliklarda w agirhk fonksiyonuna gore L, ,, [0, 00) uzayinda agirhkh Ko-
rovkin Teoremi verilmistir.

Yaklasim teorisinin esas problemlerinden ikincisi ise yaklagim hizinin bu-

lunmas1 problemidir:



If(@) —en(@)ll, =0n ve  lim o, =0

n—oo

ise bu ¢, (z)’'in f(z)’e yaklagim hizimi belirtir. Bu hizi bulmak i¢in «,’in sifira
giden bir bagka dizi ile karsilagtirilmasi yeterlidir. Yani 0 < ay,, < f3,, ise ve 3, ’de
sifira gidiyorsa (lim,, ., 3,, = 0) yukaridaki egitsizlik a,,’in 3, ’"den daha hizh sifira
gittigini gosterir. Fonksiyon uzayinda (3,,’i siireklilik modiilii ile de ifade edebiliriz.
Ciinkii f’nin siireklilik modiilii olan w(f;d) sifira yakinsayan bir fonksiyondur.
Bu 6nemli problemin ¢oziimii igin 1935 yilinda T. Popoviciu [12] [0,1] a-
raliginda siirekli bir f fonksiyonu igin siireklilik modiilii yardimi ile Bernstein

polinomlarinin yaklagim hizini

| Bn(f32) = f(z)] < Zw <f5 ﬁ)

olarak belirtmigtir.

Bu tez birinci boliimii giris boliimii olmak tizere dort boliimden olugmak-
tadir. Ikinci boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavram ve teo-
remler verilmis, tez boyunca gézoniine alinacak fonksiyon uzaylar: tanimlanmigtir.
Tezin {iciincii boliimiinde Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorleri tanitilip bu
operatoriin saglamig oldugu ozellikler incelenmistir. Tezin dordiincii, besinci ve

altinc1 boliimleri tamamen orjinal olup asagidaki sonuclar elde edilmigtir:

Dordiincti boliimde bu genellestirilmis operatorler igin L, normunda L,
yakinsaklik elde edilmistir. Ayrica yaklagim hizimi bulmak igin L, siireklilik mo-
dulii kullamlmigtir. Daha sonra da L, siireklilik modiiliiniin K fonksiyoneline
denkligi kullanilarak yaklagim hizi1 bulunmustur.

Besinci boliimde L, ,, agirhkli uzaylarinda tanimlanan Korovkin tipli teo-
rem ile bu operator icin yaklasim sonuclari elde edilmigtir.

Son boliimde ise operatoriin tiirevlerinin yaklagim fonksiyonunun tiirevine

yakinsaklig1 incelenmistir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Tez hazirlanirken H. Hilmi Hacisalihoglu ve A. D. Gadjiev’ in [13], "Lineer
Pozitif Operatorler Dizilerinin Yakisakligi" kitabindan, H. Bohman’in [14], "On
approximation of continuous and of analytic functions" adli makalesinden, P. P.
Korovkin’in [15], "On convergence of linear positive operators in the space of
continuous functions" adli kitabindan yararlanilmigtir. Ayrica Z. Ditzian ve V.
Totik’in [16], "Moduli of Smoothness" adli kitabindan, G. A. Anastassiou ve S.
Gal'm [17], "Approximation Theory: Moduli of Continuity and Global Smooth-
ness Preservation" adli kitabindan, V. Gupta, R. P. Agarwal’in [18], "Convergence
Estimates in Approximation Theory" adli kitabindan faydalanmilmistir.

Tezin orjinal olan boliimlerinde sirasiyla M. Heilmann’nin [19], "Direct and
converse results for operators of Baskakov-Durrmeyer type" adli makalesinden,
Z. Ditzian ve K. Ivanov’un [20], "Bernstein-type operators and their derivatives"
adli makalesinden, A. Aral ve T. Acar’in [21], "On Approximation Properties
of Generalized Durrmeyer Operators" adli makalesinden, P. N. Agrawal ve A.R.
Gairola’nin [22], "On certain Durrmeyer type operators" adli makalesinden, A.
D. Gadjiev ve A. Aral'm [11], "Weighted L, approximation with positive linear

operators on unbounded sets" adli makalesinden faydalanilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Bu boliimde lineer pozitif operatorler ile ilgili baz1 temel kavramlar ve ozellikler
verilecektir. Verilen tanmimlar ve ¢zellikler [13] ve [23] numarali kaynaklarda bu-

lunabilir.

Tanim 2.1. X ve Y lineer normlu fonksiyon uzaylari olsun. L : X — YV

operatorii, her f,g € X ve her a, 5 € K (K,R veya C ) igin

L{af+Bg) = aL(f)+BL(9)

esitligini saglarsa, L operatoriine X’den Y'ye bir lineer operator denir.
L(X,Y)={L:X — Y : L lineer operator} kiimesi bir reel veya komplex vektor

uzayidir.

Tanim 2.2. L : X — Y lineer operator ve
Xt={feX:f()=0},Y'={geY g(t) >0}

olmak tizere, L lineer operatoérii X+ kiimesindeki her bir f fonksiyonunu Y *
kiimesinde bir fonksiyona doniistiiriiyorsa, L operatoriine lineer pozitif operator

denir.

Tanim 2.3. L : X — Y bir operator olsun. X, L’nin tanim kiimesi olmak
tizere Vf € X igin
ILCf2)lly < M|l

esitsizligini saglayan M € R* varsa L’ye X’de simirhi operatér denir.

Ll x—y = inf {M [L(f )]y < M| fllx}

sayisina L operatoriiniin normu denir.



Lemma 2.1. X — Y simirh lineer operatorii icin,

IL(f5 ) lly

L]l x_y =
Y o Il

esitligi saglanir.

2.2. Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsaklik Kosullar:

[a, b] kompakt araliginda siirekli fonksiyonlara lineer pozitif operatorler dizisi

ile yaklagim i¢in gerek ve yeter kosullar agagidaki teorem ile ifade edilmigtir.

Teorem 2.1.[24|L,, : C'[a, b] — C [a, b] lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun.
Eger i = 0,1,2 igin ¢; = t' olmak {izere [a,b] aralig: iizerinde lim,, .o, L,e; = ¢;
diizgiin olarak mevcut ise, bu durumda [a, b] aralig: tizerinde her f € C'[a, b] igin
lim,, . L, f = f yakinsamas1 diizgiindiir.

Ayrica Teorem 2.1 Bohmann [3] ve Korovkin [5] tarafindan da incelenmis ve agagi-

daki genel formu elde edilmigtir.

Teorem 2.2.(Bohman Korovkin Teoremi)L, : C'[a,b] — C'[a,b] lineer pozitif
operatorlerin bir dizisi olsun. «, (x), 3, (x), 7, (x), [a, b] arahig iizerinde diizgiin

olarak sifira yakinsayan fonksiyon dizileri olmak iizere, Va € [a, b] i¢in

Ly (Liz) = 14, (2),
Ly () = w45, (2),

Ly (t52) = 2*+7,(2)

kogullar1 saglaniyorsa bu durumda L, (f;z), [a,b] aralig: iizerinde f (x) siirekli

fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

Teorem 2.1'de e; = t', i = 0,1,2 fonksiyonlar1 yaklasim teorisinde ¢nemli bir

role sahip olup, Korovkin test-fonksiyonlar: olarak adlandirilir.



2.3. Agirlhikli Uzaylarda Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakin-
saklik Kosullar:

Bir 6nceki kesimde verdigimiz tiim teoremler sonlu araliklar ve sonlu bolgeler
tizerinde verilmigtir. Sinirsiz araliklar ve bolgeler iizerinde operatorler tanim-
landikca Korovkin teoreminin sinirsiz araliklar iizerinde verilme gereksinimi olus-
mustur. 1976 yilinda A. D. Gadjiev tarafindan Korovkin teoreminin tiim R’ de
gegerli olan sekli asagidaki gibi verilmistir.
¢ () reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak iizere

p(z) =14 ¢*(x) olsun. Bu durumda M; pozitif bir sabit olmak iizere

B, (R) = {f:|f ()| < Myp ()} (2.1)

ve

C,(R)={feB,(R): f, R de stirekli}
fonksiyon siiflarin1 gézoniine alalim. Bu uzaylar

111, =sup{%, : eR}

normu ile birer normlu uzaydir. Burada p’ya agirlik fonksiyonu, B, (R) ve C, (R)

uzaylarina ise agirlikll uzaylar denir. Ayrica £y € R olmak {izere

_ im L)
Cg(R)—{feCp(R).xlllinoop(x)—kf} (2.2)

olarak tanimlanan fonksiyon uzay1 C, (R) uzaymin bir alt uzay1 olur.

Teorem 2.3. ¢ (z) reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak
tizere p (z) = 1 + ¢? (z) agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda
(i) C, (R) uzaymdan B, (R) uzayma oyle bir {A,} lineer pozitif operatorler dizisi

tanimlanabilir ki bu operatorler dizisi i¢in
lim [|4, (¢";2) —¢" (z)]|, =0, »=10,1,2 (2.3)
sartlar1 saglanmasina ragmen oyle bir f* € C, (R) fonksiyonu bulunabilir ki

lim |[A, (f%52) = [ (@)], =1

n—oo
7



olur.
(ii) €, (R) uzaymmdan B, (R) uzayma dyle bir {4, } lineer pozitif operatorler dizisi
(2.3) kogullarini saghyor ise her f € C 5 (R) i¢in

Tim (|4, (fi2) ~ f ()], =0

esitligi saglanir.

2.4. Lebesgue Anlaminda Integrallenebilir Fonksiyon Uzaylar1

p > 1 olmak iizere (a,b) iizerinde p. kuvvetten Lebesgue anlaminda integral-

lenebilir fonksiyonlar uzay1 L,(a,b)

b
Liat) =+ [1a)rde <oe, p=1

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.4. Her f € L,(a,b) f’nin normu
b 1/p

wm=(ﬂﬂMWx

a

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.5. f, ve f fonksiyonlar1 L, uzaymn elemanlar1 olsun. (f,) dizisi
f fonksiyonuna p. mertebeden ortalama yakinsaktir< Ve > 0 icin dng € N vardir
oyleki Vn > ng icin

1o = fll, <&

Bu yakimsaklik cesidine L, yakinsaklik da denir. Burada p > 1 olup

1/p

1o — £l = /mfﬂwu

dir.
Buna gére (f,,) dizisi f fonksiyonuna L, de yakinsaktir< lim, . [|f, — f||, = 0.
8



2.5. Holder ve Minkowski Esitsizlikleri
Tanim 2.6. f € L,(a,b),g € L,(a,b) olsun. i + % = 1 esitligini saglayan p ve ¢
icin
b
[1s@ll@ldz <1171, g,

esitsizligi saglanir. Bu egitsizlige Holder esitsizligi denir. Holder esitsizliginde

p = q = 2 segilerek elde edilen

/ F@)g(@)] dz < ||, gl

esitsizligine Cauchy-Schwartz esitsizligi denir.

Tanim 2.7. f,g € L,(a,b) olsun. Bu durumda

1+ gll, < [171, + llgll,

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Minkowski esitsizligi denir.

2.6. Siireklilik Modiilii ve Fonksiyonel

Lineer pozitif operatorlerle yaklagim teorisinde énemli caligmalardan biri de
yaklagimin hizim1 belirlemek ve bu yaklagimin hatasi i¢in bir iist sinir bulmak-
tir. Bunu yaparken siireklilik modiilii ve K-fonksiyonelini kullanmak en yaygin
metodlardan birisidir. Agagidaki tanim ve Lemmalar [16] ve [17] numaral kay-

naklarda bulunabilir.

Tanim 2.8. f, [a,b]’de siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her § > 0
say1sl i¢in

w(f,6) = Su[pb]\f(w)—f(y)\
557216 a,
le—y[<é

ile tamimlanan w fonksiyonuna, f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Lemma 2.2. f, [a,b] C R’de siirekli reel degerli fonksiyonu i¢in asagidaki
9



sonuclar dogrudur:

(a) w(f,d) fonksiyonu 6 ya gore artandir.
(b) lims_ow (f, ) = 0.

(¢) A > 0 reel sayis1 i¢in

w(f,A0) < (L4 A w(f,0)
dir.
Tanim 2.9. F = R veya F' = C olmak tizere X , F' cismi {izerinde bir li-

neer uzay olsun. K : X — F operatoriine fonksiyonel denir. Eger K lineer ise

K’ya lineer fonksiyonel ad1 verilir.
Tanim 2.10. Her pozitif ¢ i¢in
1/p

ifadesine f'nin L, uzayndaki stireklilik modiilii denir.

2.7. Swnirsiz Araliklarda Tanimlanan Bazi1 Yaklasim Operatorleri

n € N ve w,,(x) = (—1)’”—’?& (x) olmak tizere f € C|0, c0) i¢in

o0

o) = (n—0)S o (2) / W (1) £ (£) dt (2.4)
k=0 0

ifadesine genellestirilmis Baskakov Durrmeyer [19] operatorii denir.
[0,1] arahiginda ¢ = 1 igin ¢, (z) = (1 — )"
[0,00) araliginda ¢ = 0 igin ¢, (z) = e ™

[0, 00) arahigmda ¢ > 0 icin ¢, (z) = (1 + cz) ™™/ seklindedir.

10



n € Nve v, (z) = ———— olmak tizere f € C[0, o0) i¢in
k (1+2z)

Bu(fia) = (0= 1) Y v (@) [ vnae) £ (0
k=0 9
ifadesine Baskakov Durrmeyer operatorii [25] denir.

—nzx (mf)k

neNvep,,(z)=e o~ olmak tizere f € C[0,00) igin

S,(:2) =13 pus &) [ s (0 500
k=0 )

ifadesine Szasz Durrmeyer operatorii [26] denir.

11
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3. IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATORLERI

Yaklasim teorisinde, bir¢ok arastirmaci daha genis uzaylarda gecerli olan
sonuclar bulmak amaciyla lineer pozitif operatorlerin bir genellestirilmesini bul-
maya galigmaktadir. Ibragimov ve Gadjiev [27] tarafindan 1970’de tammlanan
operatorler de en 6nemli genellestirilmis operatorlerden biridir. Ibragimov Gad-
jiev operatorleri ad1 verilen bu operatorler, 6zel se¢imler altinda bir ¢ok iyi bilinen
Bernstein, Szasz-Mirakjan ve Baskakov operatorlerine doniigebilen lineer pozitif
operatorlerin bir dizisidir. Simdi bu operatorleri hatirlayalim.

C(R™), [0, 00)’da siirekli fonksiyonlar uzayi olsun. (¢, (£)),cn> (¥ (t))ens C (RY)

uzayina ait ¢, (0) = 0 ve her ¢ i¢in ¢, (¢) > 0 olmak iizere

lim 1/n%p, (0) =0

n—oQ

sartini saglasim. Aym zamanda (o), - asagidaki kogullar: saglayan pozitif sayilarin

neN
bir dizisi olsun.

lim &% =0 and lim ant, (0) =1y, I3 > 0.

n—oo M, n—00

K, (x,t,u) fonksiyon dizisi i¢in

14

” 0
(KT(L ) (z, t,u))neN = wKn (x,t,u)

u=an 1, (t),t=0
gosterimi olmak {izere,

Ibragimov Gadjiev operatorleri

(—ant, (0)"

vl

o 1:2)= 3 1 gy ) K87 0000, 0)

seklinde tamimlanir. Burada K, (z,t,u) (z,t € RT ve — 00 < u < o0) agagidaki
ii¢ sart1 saglayan, ii¢ degigkenli fonksiyon dizisidir.

(1) z,t € R olmak iizere K,, (x,t,u) fonksiyon dizisi u’ya gore analitik ve z € R,
n € Nigin K,, (2,0,0) =1,

(2) z €RY ver =0,1,..., icin [(—1)” " K, (z,t,u)|

ouv

:ul,t:0:| Z O )

(3) Her z € R* | n,v, € N ve m sabit bir dogal say1 olmak iizere

u=1u1 ,t=0]

14

dur

81171

K, (z,t,u) =-—nzr | ——Kyp (z,t,u)
u=u1,t=0 [814” !

12



dir. Ibragimov Gadjiev operatorlerinin Durrmeyer tipli genellestirilmesi i¢in yukarida
verilen ii¢ sart yetmemistir. Durrmeyer genellestirilmesi i¢in asagidaki iki ilave
sarta da ihtiyac duyulmaktadir:

(4) Herhangi bir u € R i¢in K, (0,0,u) = 1 ve herhangi bir p € N ve sabit

u = uy igin

lim 2? K" (z,0,u,) = 0,

(5) Herhangi bir sabit ¢, u i¢gin K, (z,t,u), x € R"ya gore siirekli tiirevlenebilir
olsun ve sabit bir u = u; i¢in agagidaki esitlik saglansin.

d
%KH (,0,u1) = —nuy K (2,0,u7) .

Bu operatorler de Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorleri olarak isimlendirilmis
olup 6zel se¢imler altinda bir ¢ok iyi bilinen Durrmeyer tipli operatorlere doniise-
bilmektedir. Simdi bu operatorleri hatirlayalim.

Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorleri [21]

M, (f;z) = (n—m)ay, ( ZK(V) 2,0, ant),, (0 ))[ O‘ngﬁ;!(o)]y
< [T rwre G, o) Ee O, @)

olarak tanimlanmigtir. Bu operatorler K, (z,t,u) ¢ekirdeginin 6zel segimleriyle

asagidaki Durrmeyer tipli operatorlere doniigebilmektedir.

(1) Ky (z,t,u) = K, (t+uz), a, = n, ¥, (0) = 1/n segilirse genellegtirilmis
Baskakov Durrmeyer operatoriine (2.4)

—n

(i7) K, (x,t,u) = [1+t+ux]™", a, = m, 1, (0) = 1/n segilirse Baskakov Dur-
rmeyer operatoriine (2.5),
(iii) K, (v, t,u) = e ™+u2) o =n 1 (0) = 1/n secilirse Szasz Durrmeyer op-

eratoriine (2.6) dontigmektedir.

Ayrica M, (f;x) operatorlerinin L, uzaymda yaklagim 6zelliklerini galisabilmek
icin K,(x,t,u) dizisinin saglamig oldugu (1) — (5) kosullarina ek olarak (6) kosu-

lunu gozoniine aliyoruz.
13



(6) ze RT, neN v=0,1,..., i¢in

nxvm KW (2,0,uy) = nK,(;;)m (x,0,uq)

1+uma "

dir. K, (z,t,u) dizisi (1) sartindan «’ya gore analitik olup herhangi bir u; € R
noktasinda Taylor serisine agilirsa
(z,t,u) Z (z,t,u) M
du” u=u1
olarak yazilabilir. Burada u = ¢, (), u1 = a,,, (t) ve t = 0 alimirsa

(—ant, (0))”

n (2,0,0)
V!

g (5.0, (0)

elde edilir. ¢,, (0) =0 ve K, (x, 0,0) = 1 oldugu g6z oniine alimirsa, (1) sartindan

3 Lk (@0, (0 S OF (32

bulunur.

Lemma 3.1. [21] (5) sart: kullamlirsa

d
d K (‘7:7 0, ul) = ZKSJ) (SE, 0, ul) - "U1K7(1+)m (‘rv 0, ul)
X T

elde edilir.

Ispat. (4) sart1 v kez uygulanirsa
KY (2,0,u1) = (—-1)"n(n+m)...(n+ (v — Vma" K" (2,0,u1)  (3.3)

bulunur. Burada (5) sart: uygulanirsa

d
(—1)”de( ) (2,0,u)

= n(n+m)..(n+¥—1)m {Vx” 1anm (x,0,u1) — 2" (n + vm)u K (vt 1ym (T5 0, ul)}

olur. Son olarak (3.3) uygulanirsa sonug elde edilir.

Sonug 3.1. (6) sart1 ve Lemma 3.1 kullanihirsa

d
z (14 uyma) d—K( Y (z,0,u1) = (v — zuyn) K& (2,0, uy) (3.4)
14



bulunur.

Lemma 3.2. [21] v, n € Nve r € N i¢in

n?r

(n—=2m)...(n—pm) (n — (r +1)m) (on)" (n*y,, (0))"

X Zn (n+m)...(n+ (G —1)m) Cj, [antb,, (0) a7,

M, (t";z) =

dir. Burada Cj, = 7’—'(;) seklindedir.

7!

2, _ n' a, \2(m+n) «, 4 2
My (#50) = (n—2m) (n —3m) a2 ((71)) 0 n 2y, (O)x i (n2i),, (0))2) '

Lemma 3.3. [21]K,, (z,t,u) ¢ekirdegi i¢in

V!

v+1

/ KW (2,0,u)dz = (1)) ——————
0 (n —m)uy

saglanir.

Ispat: Kismi integrasyon ve (2) sart1 kullanilirsa

bulunur. Burada Lemma 3.1 kullanilirsa

/ KS/) (xyoyul) dr = _l// Kr’(;/) (x,(),ul)dx—i—nul/ KT(LIjr)m ($707u1)dx
0 0 0

olup (4) sart1 gozoniine alinirsa

/ KW (2,0,u;) dv = —y/ K (2,0, u1) do — Ul/ K¢ (2,0, uy) doe
0 0 0

elde edilir. Buradan

v+1
15
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bulunup yukaridaki esitlik v kez uygulamp (2) ve (5) sart1 gozoniine alinirsa

/ KfL”) (2,0,u1)der = _r (”_1)(:v,0,u1)dx
0

n
u1 0

' oo
= (—1)”%/ K, (z,0,uy)dx
Uy Jo
d

vI(=1)v+1
(n —m)uy

/0 %Kn_m (x,0,uy) dz

vl
= =D (n —m)ujt!

elde edilir.
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4. Lp[0,00) UZAYINDA IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER
OPERATORLER ILE YAKLASIM

Tezimizin bu boliimiinde 6ncelikle Ibragimov Gadjiev Durrmeyer oper-
atorlerinin L,[0, co)’den L, [0, 00)’ye doniisiim yapan sinirh operatorler oldugunu
gosterip sonra ana sonuglarin ispatinda gerekli olan lemmalar1 verecegiz. Daha
sonra L, [0, 00) uzayma ait fonksiyonlar i¢in diizgiin yakinsaklik 6zelliklerinin mev-
cut oldugunu gorecegiz. Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorleri i¢in diizgiin
yakinsakligin sinirsiz aralikta L,[0, co) uzaylarinda saglandigini, bu yakinsamanin
da L, normuna gore gerceklestigini gosterecegiz. Diizgiin yakinsaklikla ilgili olan
teoremi quantitative tipli olarak verip hem diizgiin yakinsakligi hem de bu yakin-
samanin hizin1 aym anda elde edecegiz. Bunun igin L,[0, co) uzaylarinda tanimh

fonksiyonlar icin gegerli olan siireklilik modiiliinden faydalanacagiz.
4.1. Ibragimov Gadjiev Durrmeyer Operatorlerinin Sinirlilig:
Teorem 4.1. n€ N, n>m, f € L,(RT), 1 <p < oo igin

M 1, < (11, (4.1)

dir.

Ispat. Riesz Thorin Teoreminden ispati p = 1 ve p = oo i¢in yapmak yeter-

lidir. p=1 icin

0 o X ov Ca 0 v
/|Mn (f;2)|dz < (n —m)ayi,(0) Z/%Kn(m,O,u) s %d
0 v=0 0 = .

o) av _anwn 0 v
X /\f(y)| o Ky, 0,) yu:%n(t) %dy
0 = .
(e} oo av [_anwn(o)]v
- / 7wl ouv Kaly, 0,) |“:°‘£€n<t> W

[e=]

0 v
=/|f(y dy = |I£1,
0

)
17
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elde edilir. p = oo icin

[e%s) U b 0 v
’Mn (f7$)| = (n - anw Z l‘ 0 ’LL) ’u anu;n(t) M

|
:0 (M

—an 1, 0 v
/ FO) I (30,1 e %dy

y=0

§supf(y){( ) D G K 0,0) g 2O

dy o <[l Mn(1;2) < [ flls

100 g 280

bulunur.

4.2. Ibragimov Gadjiev Durrmeyer Operatoérlerinin L, Normuna Goére

Diizgiin Yakinsakhgi

Lemma 4.1. n € N, n > (2r +1)m, v € R" ve T,, () = [M,(x — -)"](z) olsun.

Bu durumda

(14 2zuym)

Tmo(ﬂf) =1 s Tml(.fE) = _ul(n——QTn)

(4.2)

olur. Ayrica r € Ny olmak {izere

[uin — wym(r + 2)] 15 41 ()

= z(1+ ulmx)[—TT;’r(m) +2rT 1 ()] — (1 + 2zuym) (r + 1) T, . (2),(4.3)

1 —21

Tl qu{ }_ (n—2m)..(n — (2r + Dm) * (44)

saglanir. Burada g; 2, , n’e gore diizgiin smirhdir ve o () := /z (1 + xmayp, (0))

seklindedir.

Ispat. Oncelikle (4.2)’yi gosterelim. 7 = 0 icin sonug direkt olarak goriiliir.
18



r=11ig¢in (3.1) ve (3.5)’den

n? Qo 1
T, N AN e
1) . (n—2m) ay, ( . + n?y,, (0)
nT 1
= x — —
n—2m (n—2m)u
B 1+ 2mauq
 (n—2my

oldugu goriiliir. 9imdi (6.8)’1 gosterelim.

T ()

— U)
= m)a,( ;K x,0,u1) )

olmak iizere burada tiirev alinirsa,

[ an, (0)]

)

Tle) = (=m0 Y KL (w0, = O
XO/(x Z/)TK,SU)(y,O,ul)[ an(f;!((])]vdy
+r(n —m)ayt, (0) Y K (z,0, ul)[ ozn(f;!(O)]v
Xo/(a: —y)" 1K,sv)(y,0,u1)[ a?ﬁ;fo)]vdy
= (n—m)a,,(0) Z %Knv) (2,0, u1) [ Oén(zﬁ;!(())]v
X/(x — y)TK(“)(y,O Ul)[ arzf;[(())]vdy

bulunur. Burada



yazilirsa Sonug 3.1’den

0* (@) [T, (@) = rTr(2)]

o0

= (n—m)a,1,(0) Z(v — zuyn) KW (x,0,uy)

v=0

[_anwn(o)]v
(v)!

o0

< J@ =y £ 0.0 =20,

0
bulunur. Buradan

(@)L, (@) = 1T ()]

= (n—m)an,(0) Y K (w,0,u)—

= (n—m)an,(0) Y KM (a0, uy) 20 n O]

v=0 (U)'

e, O

x/(v — Tun — yuin + yum)K,(LU) (y,0,u)(z — y) (v)! Y
0

= (= mant,(0) S KW, 0,u) 22O

v=0 (U>'

Mdy —nui Ty ()

(v)!

—~
S

X [ (v—yun)K )(y, 0,u)(z —y)"

3

Knv) (CE, 0, ul) [_anwn(o)]v

WE

= (n—m)an,(0)

v=0 (U>'
X/@Q(y)d%ffé“) (y,0,u1) (2 — y)T%c@ — nuy Ty ()

0

d (v .
— K )(y, 0,u1)dy = dv almarak kismi

yazilabilir. Son satirda ©*(y)(z —y)" = u, a

integrasyon uygulanirsa,

0* (@)1 (z) = 1T ()]

[e.e]

= (n—m)aut, (0) Y KV (.0, u)w
X/Kfzv) (y,0, Ul)% [—(1 + 2uymy)(z — )" + r?(y)(z —y)" '] dy
—nur Ty 11 () (4.5)
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elde edilir.
r*(y) = (L+2umy) (z—y) = r¢*(2) = (r+1)(1+2uma) (z—y) +wm(r+2)(z—y)*
esitligi gozoniine alimp (4.5)’de yerine yazilirsa,

P* (@)1 (z) = 1T (@)

= rgog(x)Tn,,n_l(x) — (r+ 1)1+ 2uyma)T, ,(z) + uym(r + 2)1,, 11 (x) — nua Ty, 1 ()
olur. Buradan

[urn — urm(r + 2)] Ty r41(2)

= P (2)[2rTh, 1 (z) — Tér(x)} — (r+1)(1 4 2uymz)T,, ()

elde edilir. Simdi (4.4)" gosterelim. Ispati T),2(z) ve T, 4() igin gosterip daha

sonra genel bir bagint1 elde edelim. (4.2) ve (6.8) kullanilirsa,

To(x)[uin — 3uym]

= z(1+ ulmx)[—T,;l(x) + 2T, 0(z)] — (1 4 2zuym)2T,, 1 (x)

2m
= z(1 +uymx) ( ] + 2) +2(1 + 2zuym)T,, 1 ()

(n—2m
2

2n —2m
uy(n —2m)

= (14 uymz) { } + (1 + 2zuym)? (4.6)

n—2m

ng(l')
1 2n —2m 2
= 1 1+2 ?
ui(n — 3m) (14 wma) ( n—2m (L4 2zum) ui(n — 2m)]
1 2n —2m 2
- 1 144 Ml m?) —— =
o —3m) z(1 + uyma) ( n—Zm) + (1 + 4zuym + dujz®m )ul(n— 2m)]
1 2n —2m 2
- 1 144 B2
0 —3m) z(1 + uyma) ( o ) + (1 + 4uym(z + wymz )ul(n — 2m)]
1 2n —2m 2
- 1 MTEMY (144 L
(= 3m) z(1 + uyma) ( o) T (1 + 4uym(z + uymz )ul(n — 2m)]
B ©? 2n —2m 8m N 2
 w(n—3m) [n—2m  (n—2m)] ui(n—2m)(n— 3m)
5 (6m + 2n) 2




elde edilir. Buradan

(2n + 6m)

_ (,02(:6) 1 1 ) .
Tal®) = o gmy { U1 ] =o)X amym =

_ ©*(x) 1 ] .

= Qo2 [ Uy } (n —2m) +q12 (n—2m)(n —3m)"

B 1 | S02<$) 1—i 1 u_%

= ; 42 { Uq } (n —2m)(n — 3m) 1 (4.7)

seklinde yazilabilir. Simdi 7, 35(x)’1 hesaplayalim. (4.2) ve (4.6) kullanilirsa

T, 3(x)[u1n — 4duym]
= (=T 5(x) + 4T, 1 (2)] — (1 + 2zuym)3T, ()

(1 + 2uymaz)(2n + 6m) ()
-7 l uy(n —2m)(n — 3m) 4(n—2m)u1}
) (6m + 2n) 2
=3 [ ul(n —2m)(n—3m) ui(n—2m)(n— 3m)]
- '(2n + 6m) (©?)
= ¢ g ( n—2m n—3m)_4(n—2m)u1}
3(4'02)/ 2 (Gm + QTL) o (90 )

u(n—2m)(n—3m) ui(n—2m)(n —3m)
(2n + 6m)uy — 4(n — 3m)u; — 3uy(2n + 6m)
e [ u2(n —2m)(n — 3m) 1

ey
u?(n —2m)(n — 3m)

9, oy | —2nuy — 6muy — 4nuy + 12muy — 6nuy — 18mauy
= ¢ (¢°) 5 —
ui(n — 2m)(n — 3m)

olur ve

, —uy(12n + 12m)

n—2m)(n —3m)(n — 4m)
6(¢?)’

ud(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)

elde edilir. Simdi (4.6) ve (4.8)1 kullanarak 7}, 4(z)’i bulalm.

T a(x)[urn — Suym|

= z(1+ ulma:)[—T;l’?)(m) + 6T, 2(x)] — (1 + 2zuym)4T, 5(z)
22



T a(x)[ugn — Suym]
u1(12n + 12m)
ud(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)

_ 2 [((1 + 20um)? + (2um) (@ + wyma?))

N 12uim
u3(n — 2m)(n — 3m)(n — 4m)
»  (6m+2n) %
o {90 ur(n —2m)(n — 3m) i ui(n —2m)(n — 3m)”

Y —uy (12n + 12m)
—(1 4 2zuym)4 {90 (¢7) [u‘;’(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)}
6(%)

W (n—2m)(n— 3m)(n — 4m)]

olup

Ta(x)[uin — Suym]
u1(12n + 12m)

)u:{’(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)

= | (1 + douym + duim?®z® + 2uyma + 2uim

12uim
ud(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)

e e R e el |

20, 2\ ui(12n + 12m)
+(1 + 2zuym)4 {@ (¢7) {u‘;’(n —2m)(n — 3m)(n — 477%)}
6(¢%)’
= 2m)(n — 3m)(n - 47”)}

_I_

bulunur. Buradan

Toa(x)[uyn — Suym]

12ui(n 4+ m)
_ 2l1+6 6um2e? 1
v [( Gwma + B e N G — am) (n = )
N 12uim
ud(n — 2m)(n — 3m)(n — 4m)
6 (6m + 2n) 12

ur(n—2m)(n—3m) * (n—2m)(n —3m)
2/ 2\ wi(12n + 12m)
4 l(l + 2zu3m)4p" () ud(n — 2m)(n — 3m)(n — 4m)
L 24N A+ 2zum)
ui(n = 2m)(n = 3m)(n — 4m)
23




Toa(x)[ugn — Suym]

12ui(n 4+ m)
= |(1+6 6uZm?a’ -
¥ {( + buama o+ buym )uz{’(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)
n 12uim
ud(n —2m)(n —3m)(n — 4m)
6t u1(2n + 6m) i 12
ui(n —2m)(n —3m)  ui(n —2m)(n — 3m)

+4 (%) [902 (¥*) (ui"(n - 2;3)181( 7ig:ftn))(” - 4m)>
6 (¢*) ]

+ 3(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)

uy

olur. Ifadeler diizenlenirse

T a(x)[uin — Suym|

_ 2 T 12uy(n 4+ m) 12u;m
-7 {“  buameg )u?(n —2m)(n — 3m)(n — 4m) + ud(n —2m)(n —3m)(n —4m)
9 u1(2n + 6m) 12
+ 0p u?(n—2m)(n—3m) ui(n—2m)(n —3m)
2 12u (n + m) 24 ()"

4 (W) > “”2ui;>(n ~2m)(n— 3m)(n— 4m) | w(n — 2m)(n — 3m)(n — 4m)

T a(x)[uin — Suym|

12us (n + m) 12uym
= 2|(1+6 ? : :
@~ | (1 + 6urmep )u:{’(n —2m)(n — 3m)(n — 4m) * ui(n — 2m)(n — 3m)(n — 4m)
+ 6¢° u1(2n + 6m) 12
wi(n—2m)(n =3m) "~ uf(n—2m)(n —3m)

12uy(n +m)
(n—2m)(n —3m)(n —4m)
24(1 + 4uymp?)
ud(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)
24

+4(1 + duymep?)p? %




olur. Buradan da

Ta(z)[urn — Suym)|
— A Mewm 12(n +m) 6(2n + 6m)
-7 [6 Y2 (n—2m)(n —3m)(n —4m) ' ui(n — 2m)(n — 3m)
16u;m(12n + 12m) ]
u2(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)

Lo [ 12(n +m) N 12u1m
7 uf(n—2m)(n—3m)(n—4m)  ui(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)
n 12 ]
u?(n —2m)(n — 3m)
N 4.12(n +m) N 96um }
u?(n—2m)(n—3m)(n—4m)  u3(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)
24
+u:{'(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)
olup
A 252u2mn + 120u?m? + 12u?n?
Tnalz) 7 L/fl‘(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)(n — 5m)]
Lo { T2uin + 120uym }
7 ut(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)(n — 5m)
. 24

ui(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)(n — 5m)

elde edilir.

1202 4 152mn + 120m2 [@3(x)]° 1
Talz) = (n —4m)(n —5m) [ Uy } (n —2m)(n — 3m)
72n + 120m [(pz(a:)} 1 o 1
(n —5m) u; | (n—2m) * (n—3m)(n—4m)
24 (n —2m)(n — 3m)(n — 4m)(n — 5m)
_ (@)’ 1
- s [ Uy } (n —2m)(n — 3m)
*(2) 1 U2 1
T [ Uy } (n—2m) ' (n—3m)(n—4m)
T (n—2m)(n —3m)(n —4m)(n — 5m)
: ()] 1 ~2i
- ; % l Uy } (n—2m)...(n — (2r + 1)m) n (4.9)

seklinde de ifade edilebilir. (4.7) ve (4.9) gozoniine almip genellestirilirse (4.4)

bulunur.
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Lemma 4.2. r € Ny ve z € RT igin

[ Topr(2)] < Cl(n = (2r + Dm)w] ™" (0*(@) + ((n = (2r + Dm)us)™")" (4.10)
dir. Burada C', n’den bagimsiz sabittir.
ispat.
2 2 1 1
T, o) = 2nE6m) [¢7(@) +2 w(41)
’ (n—3m) | u | (n—2m) (n—2m)(n — 3m)
seklinde oldugu (4.7)’de gosterilmisti. Burada
1
T € [0, —] icin
uy(n —rm)
O*(x) = x+uyma’
< 1w,
= w(n—rm) " w3(n —rm)?
~ur(n—rm) +um
B u2(n —rm)?
on—rm+m
 (n—rm)uy,
olup (4.11)’de yerine yazilirsa,
(2n+6m) [n—rm+m 1 1 5
T, 2
Tna(@)] = (n—3m) [(n—rm)2u?| (n—2m) N (n—2m)(n — 3m)u

A

bulunur. Diger taraftan
1
T € [ oo> i¢in

uy(n —rm)’
[(n = rm)usp(a)] ™!

C(ui(n —rm)) =2

+ C(ur(n —rm)) 2

C(ui(n —rm)) =2

[(n — rm)uy (z + uyma®)] ™

N uUrm -1
(n —rm)2u?



esitsizligi dogrudur. Bu ifadeyi (4.11)’de yerine yazarsak,

Tnalz)l = (f: - 36$> gpjff )} n —12m) eI B
< o | G A et
= o [a g 20
=

elde edilir. Boylece (4.10) esitsizligi » = 1 i¢in saglanmig olur. Benzer gekilde

Toae) 1202 + 252mn + 120m? [*(z)]° 1
i B (n —4m)(n — 5m) Uy (n —2m)(n — 3m)
72n + 120m [¢*(x) 1 2 1
(n — 5m) up | (n—2m) ' (n—3m)(n—4m)
—4
u
24 !
i (n —2m)(n — 3m)(n — 4m)(n — 5m)
oldugu goriilmiigtii.
1 m—rm-+n
0, ——— | ici <——ol
x € [ (= rm)] icin p(z) < (0 =) olup
2
m—rm-+n 1
T, <
Tua(@)] < a0 {(n - rm)zu%] (n —2m)(n — 3m)
n m—rm-+n 1 2 1
7.4 (n—rm)2u3| (n—2m) ' (n—3m)(n— 4m)
+ u1_4
124 (n —2m)(n — 3m)(n — 4m)(n — 5m)
< Cluy(n —rm))™*
dir. z € b 0o | icin [(n — rm)uip(z)?] " < 1 olu
. Ul(ﬂ _ Tm) ) ¢ 1¥P = p
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| Tna(2)|

= o {gi(f )} | (- 2m>1<2 —3m) |0 {wjff )} n —12m> ey 3m>1<n —dm)
Tha 27;1)(n - 35)1(71 — 4m)(n — 5m)
< o |50 e
Faua mf | | ()
o |5 | ()
(*(2))u;

= (n — 2m)(n — 3m) [%,4 + qra((n —rm)u*(2)) ™ + gaa((n — rm)ulgoz(a:))_ﬂ

(¢ (@))*u;?
= C(n —2m)(n — 3m)

elde edilir. Boylece (4.10) esitsizligi » = 2 igin saglanmig olur. Boyle devam

edilerek genellestirme yapilirsa (4.10) esitsizligi gosterilmig olur.

Simdi agsagidaki ana sonuclarda kullanacagimiz bir yardimeci operatoér tanimla-

yalim.

Lemma 4.3. n,r € N, n >m ve s € R i¢in

H,,(s)

= omd [[- [ [ oy

X ZKS’) y,O,ul)%K V(z, 0 ul)%dydx (4.12)

seklinde tanimlansin.

Lemma 4.4. n,r € N, n > 2rm igin

ui [~ (0)]" [—omih, ()]
v+1 (v)! (v)!

H,,(s) = s"K,_n(s,0,u;) —n

x> K (s,0,u / D, 0,u) (s — y)"dy,  (4.13)

k=0



Hoo(s) =1, Hyy(s) =0, Hyals)= _20°) (4.14)

[uyn — uym(r + 1) H,, 1(s)

= @2(3)[—H;’T(s) +2rH,,—1(s)] — (1 + 2susm)H,, .(s), r > 2, (4.15)

ve

r—i 1 s
n r 1,27 Z, > O, 4.16
2 Zq 2 [ } (n—2m)...(n—2rm)u1 " ( )

dir. Burada g; 2., n’ e gore diizgiin sirhdir.

Ispat. Ilk olarak (4.13) esitligini gosterelim. (1) ve Lemma 3.3 kullanihirsa

H,,(s)
e [ [ [T [ [}omor
X ;K,gv) y,o,ul)%m@(x,o,m)%@dm

H, ,(s)

r 1 = v [_an¢n(0)]v
= wr(n—m O/ ;K (y,O,ul)T

/K(”) z,0 uﬂ%dm@

[e.e]

—uyr(n —m // s—y)~ 1;K (3.0, uy) O a’}f;fo)]v

x KW)(z,0, ul)%dydx

H, ,(s)

o0 s . O,U
= s —wr(n—m Z/K (x,0,uy) ozw;()]
(v)!
v=07

Mdydx (4.17)

7“ 1 (v) [
x/ K" (y,0,uy) (0]
0
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bulunur. n > 2mr olmak iizere (4.17)’de kismi integrasyon uygulanirsa

o0

%) d i o4
T/ )T K (y, 0, w0 )dy = /(5— y)" d—(Kff)(y,O,ul))dyﬂL & =
0 0

(4.18)

elde edilir. Burada (3) sart1 ve Lemma 3.1 gozoniine almirsa

au—l

WK"“" (z,t,u)

d v
%KSJ)([E,O,Ul) = §<_nx)[

] - nulKr(Llﬁm (Z', 07 ul)

u=u1,t=0

8y—1
= V(—n) WKn+m([E,t,U)

] — nuleLi)m (,0,up)

u=u1,t=0

— () [ KLY )

} +u1K,(1+)m (x,0,u1)  (4.19)

u=u1,t=0

oldugu goriiliir. (4.19) ve K,,_,,(0,0,u) = 1 oldugu gozoniine alinirsa

s

[d
—(n — m)ul/KT(LO)(x, 0,up)s"dx = sr/d—KT(lo)m(x, 0,uy)dx (4.20)
T
0

0

bulunur. Yukarida elde edilen (4.18) ve (4.20), (4.17)’de yerine yazilirsa

Hio(s)
= S Kpom(s,0,u1) + ur(n —m g/sf(v (2,0, u1) O‘”(:fﬂ( I
xZ@) WKLJWﬂuﬂ+uﬁ%%@ﬂmmL—%%lL@m
= §"K, m(s,0,u1) +un(n —m)
> 00/ v+ KD ( y707ul)(s_y>r[—oz<7:j¢+(1))‘]v+1
ijWm@OUO[?%éﬂHwMy
+§jl %mm<yﬂaﬁfW}¢W&w“ﬁﬂw%@

= §"Kn_m(s,0,u; +u1nZ/K7(f+m y,0,u1)(s — y)" [—a,h, (0)]? [—an1),, (0)]Y

g (v)! (v)!

s

vl—t 1/(n —m) [w K (2,0,w) + (v + 1)K (2,0,u)] dedy
0
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elde edilir. Burada (4.19) esitligi kullanilirsa

Hyo(s) = $"Kp_m(s,0,u1) — uan/Knﬁr)m Y, 0,u1)(s — )" [—067215;!(0)]“ [—oz,zlﬁ;!(())]v

vl
v—i—l/dx e (2,0, uy)dzdy

ui [z, (0)]" [=anth, (0)]
v+1 (v)! (v)!

ZK(U+1 S 0 Uy / n+m y70 Uy ( y)T‘dy

= Ky m(s,0,u) —

(4.13) elde edilmis olur. $imdi (4.15)’y1 elde edelim. H,, ;1 (s) ve H,2(s), (4.13)’den

kolayca elde edilir. (4.13)’de operatoriin tiirevi alursa

L) = K+ 8] O O

o)

o] d ,
X Z _K( +1)(8,0,U1) K7S,+m(y70 ul)( y)Tdy

H,(s) = s"K, .(s,0,u1)+7H,, 1(s) —n

= d [
xS 4K (5.0.) [ K (0.0,w1) (s~ )y
0
bulunur. Sonug 3.1 gozoniine alinirsa

902(3)%%”“)@, tu) = (v+1—su(n—m)K" Dy, t,u) (4.21)

oldugu goriiliir. (4.21) esitligi kullanihip ifadeler diizenlenirse
0 (8)[Hy o (8) = 7 Hpra(s)]

_ (,02(8)STK;L_m(S, 0, Ul) —-n Uy [—&n%(o)]” [_an¢n(0>]v

v+1 (v)! (v)!
x> K (s,0,u) / (v+ 1= sus(n —m)) KD, (y, 0,u1)(s — y)"dy
k=0 0
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elde edilir.

(V+1—=(n—m)suy) = (v—(n+myur) — (n+m)ui(s —y) + (1 + 2msu;)

esitligi kullamlarak egitligin her iki tarafina (n+m)uy Hy, »11(8)—(14+2msuy ) Hy, ()

eklenirse

902(5)[Hn7r(s) —rHyo1(8)] + (n+ m)urHp i1 (8) — (1 + 2msuy) Hy, - (5)

— P)TE o (5.0,0) — L 0O Fanbn O 5 e

v+1 (v)! (v)! —
x]o (V+1—suy(n— m))Kf:jr)m(y, 0,u1)(s —y)'dy
—i—E)n +m)ur Hy, py1(8) — (14 2msuy ) Hy, ()
PO o) n O Lot Z KD 5.0,

></ v—(n+m)yuy) — (n+mus(s —y) + (1 + 2m3u1)]K( V) m(Y,0,u1)(s —y)'dy

+(n 4+ m)uHy, 1(s) — (1 + 2msuy) Hy, ()

bulunur. Buradan

902(5)[Hnjr(s) —rHy,—1(s)] + (n+m)ui Hy p1(s) — (1 + 2msuy ) Hy, ()

90 N gt u? [—ant, (0)]Y [—an,, (0)]Y
 PE o) - OO 0]

o

Z K2 (5,0.00) [ 10 (0 myu) LKL (0. 0n) s = ) dy

+ur(n +m)s™™ — (1 4+ 2msug)s"| Kp_m(s,0,u;)
olur. Sonug 3.1 kullanilirsa

(102(8)[Hn,7‘(8) — 1 Hp ()] + (n+m)uiHy i (s) — (1 + 2msuy ) Hy o (5)

90 N gt u? [—an, (0)]Y [—an,, (0)]Y
P E 0] - O 0]

o

v d v r
ZK( 205,0.0) [ ¢20) 2 KD 01.0.0) (s = )y
0
+ur(n +m)s™™ — (1 4+ 2msuy)s"| Kp_m(s,0,u;)
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bulunur. Burada kismi integrasyon uygulanirsa

!

g02(s)[Hn7r(s) —rHp,1(8)] + (n+m)us Hy i1 (s) — (1 + 2msuy ) Hy, ()
_ @2(S)STK;_m(S, 0, ul) —n Uy [_an¢n(0)] [_O‘nwn(o)]

v+1 (v)! (v)!
xR (5,0,u) [ () (s — 1) K (0, 0,u0) [
— [ K0 s = 97 ) + (14 2umy)(s o))

+ur(n +m)s" — (1 + 2msu)s" K _m(s,0,u;)

N w2 [—a,, (0)]Y [—an,, (0)]Y
 PITE (o0 - n L O o0

KD (5,8, u) / ro?(y) — (1+ 2msw) (s — )] K (y, 0,u0) (s — y)" Ly

e

o

=0

0
+ug(n +m)s"™ — (1 + 2msu)s"| K _m(s,0,u;)

olur.

ro*(y)— (1+2uymy) (s—y) = r¢*(s)— (r+1)(1+2uyms) (s—y) +uym(r+2)(s—y)*

esitligi yardimiyla

!

902(3)[Hnm(3) —rHy—1(8)] + (n+m)usHyp1(8) — (1 + 2msuy ) Hy, - (5)
_ SOZ(S)STK;,m(S, 0, ul) —n Uy [—Oén%(o)] [_anwna))]

v+1 (v)! (v)!
x YK (5,0,u) / [re*(s) = (r + 1)(1 + 2uams)(s — y) + wm(r +2)(s — y)’]

XK (y,0,u1) (s —y)" dy

+ur(n +m)s™™ — (1 + 2msuy)s"| Kp_m(s,0,u;)
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yazilabilir. Buradan ifadeler diizenlendiginde

P (8)[H,, 1 (s) = 1Hppo1(5)] + (n+ m)us Hy pia(s) = (14 2misug) Hy o (s)
uym(r + 2)Hy, pi1(s) — uym(r +2)s" K, (s, 0,u;)

—(r+1)(1 + 2uyms)H, . (s) + (r + 1)(1 4+ 2uyms)s" K, (s, 0, uy)
+10*(8)Hyp1(8) — 192(8)8" Ky (5,0, 11) + ©*(s)s" K, _ (5,0, uq)
+uy(n 4+ m)s™ — (1 + 2msuy)s"| Kp_m(s,0,u;)

uym(r + 2)Hy, pi1(s) — (r + 1)(1 + 2uyms) H,, . (s) + r¢*(8)Hy 1 ()
+g02(s)s’”K,’l_m(s, 0,u;) +ur(n —m)s T Ky _m(s,0,u;)

uym(r + 2)Hy pi1(s) — (1 + 1)(1 + 2uyms) H, . (5) + 70*(8) Hyp v 1(8)
+5"(0 — ur(n — m)s) Kp_m(s,0,u1) +ui(n —m)s" Ky (s, 0,up)

wym(r + 2)Hy, p41(8) — (r + 1)(1 + 2uyms) H, . (s) + 7“902(3)Hn77~_1(5)

elde edilir. Boylece

[uin — wym(r + 1)]Hy pq1(5)

= goz(s)[—H;w(s) +2rH, ,—1(s)] — (1 + 2uyms)rH, ,(s)

olup (4.15) gosterilmis olur. Simdi (4.16)’yi gosterelim. Ispat1 éncelikle H,, o(s)
ve H, 4(s) icin gosterelim. H,, 5(s) (4.14) ve (4.15)’dan

olup

yazilir.

H, 2(s)[uin — 2uym]

= s(1+ ulms)[—H;hl(s) +2H,0(s)] — (1 + 2suym)H,, 1 (s)

= 2¢%(s)
Hpa(s) = ulff_(z)m) (4.22)
Buradan
v*(s) 1
Ha(s) = 2[ Uy ](n—2m)
_ . 902<5) e 1 —21
;CIZQ[ uy } (n—2m) *



elde edilir. Simdi H,, 3(s)’i hesaplayalim. (4.14) ve (4.15)’den

H,, 3(s)[uin — 2uym)|

= s(1+ ulms)[—H;Q(s) +4H,1(5)] — 2(1 4 2su3m)H, 2(s)

_ ou(e) |- (L+2ums)]  ¢*(s)( + 2uims)
B 2S0()[ ul(n—Qm)] 4 uy(n — 2m)
_ ©%(s)(1 + 2uyms)

u2(n —2m)(n — 3m)

bulunur. Bnezer sekilde H,, 4(s)

H, 4(s)[uin — 4uym]

= s(1+ ulms)[—H;l’g(s) +6H,2(5)] — (1 4 2su1m)3H, 5(s)
_Ws 12¢%(s) (14 2uyms)? + ©*(s)2uym
Rl I

ui(n —2m u2(n —2m)(n — 3m)
p*(s)((¥*(s))')?
+18u%(n —2m)(n — 3m)
_ L2PE)P o PEUPE)) 12u1m(£%(s))?
ur(n—2m) ui(n—2m)(n—3m) ui(n—2m)(n—3m)
p?(s)((*(s))')?

u?(n —2m)(n — 3m)

H,, 4(s)[uin — 4uym]

= 11112((7;02—( 82)7312) 0 = ;p;(;()n “amy T ugmuinﬁff; ((;)f 5m)
ug(fgl;:éﬂs—));m) e ;0;()?)71 ~3m)
e u%(nuinggrf: ((Z)f 3m)
Y (ngﬂfﬁuﬁm) (D))" + wBn— 2772":)1(71 ~3m) #°(5)
olup
Hya(s)
" (- 2771)2(7:;—73)27:)(71 —dm) ()" + wi(n — Qm)(nQil 3m)(n — 4m) #(0)

yazilabilir. Burada ifadeler diizenlenirse
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Hipa(s)
_ 12n472m [¢*(s) ? 1
B [ uy ] (n —2m)(n — 3m)
902(3)} 1 u—? 1
wp | (n—2m) ' (n—3m)(n—4m)
P(s)]" 1
- doae [ Uy } (n —2m)(n — 3m)(n — 4m)

n —4m

v

+%Af{fq<nfgmf57n—3min—4m>
= ;Qi"‘ VZS)} - (n— 2m)}.(n )" (4.23)

bulunur. Bu gekilde devam edilerek genellegtirme yapilirsa (4.16) elde edilmis

olur.

Lemma 4.5. n,r € Nyn > 2(r + 1)m ve s € R igin
[Hoor(s)] < Cl(n — 2r + Dm)un] ™" (9%(s) + (0 — 2r + Dm)w) )", (4.24)

dir. Burada C, n ve s’den bagimsiz sabittir.

ispat .

2¢%(s)
ui(n —2m)

H, »(s) = (4.25)

seklinde oldugu (4.22)’de gosterilmisti. Burada

1 _
SEP______wmm p(s) < LM
uy ( (

olup (4.25)’de yerine yazilirsa
n—rm)

n —rm)?uy

[ Hn2(s)|

) e
< Clu(n — rm))~2

n—2m)

bulunur. Diger taraftan
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1
s € {—oo) icin
uy(n —rm)

[(n— rm)uip(s)?] R [(n — rm)uy(s + uyms?®)] ™!

1 . urm -1
(n —rm)u
(n—rm)uy  (n—rm)2u?

B <n—rm+m> -t n—rm
1

n—rm n—rm-+m

IN

esitsizligi dogrudur. Bu ifadeyi (4.25)’de yerine yazarsak

902(8)} : 1

uy n—2m)

Haalo)] = 2|
up ' 9*(s)
(n —2m)
up ' ¢*(s)
= C(n —2m)

2

elde edilir. Boylece (4.24) esitsizligi » = 1 i¢in saglanmig olur. Benzer gekilde

12n2 + 152mn + 120m2 [¢2(s)]° 1
Haa(s) (n —4m)(n — 5m) [ Uy ] (n—2m)(n —3m)
72n + 120m [@2(3)} 1 - 1
(n —bm) up | (n—2m) " (n—3m)(n—4m)
+24 . (4.26)

(n —2m)(n — 3m)(n — 4m)(n — 5m)

oldugu (4.23) esitliginde goriilmiistii.

1 —
1 mormEn olup (4.26)’de yerine yazlirsa

.« . 2 <
0 < {O’ uy(n —rm) icin ¢(s) < (n — rm)?uy

2
m—rm-+n 1
H, <
Hna(s)] < dos {(n — Tm)Qu%] (n —2m)(n — 3m)
n m—rm-+n 1 _a 1
N (n —rm)?u? | (n —2m) E (n—3m)(n —4m)
< Clur(n —rm))™*
olur.
1 _
5 € {—, oo) icin [(n — rm)uyp(s)%] " < 1 olup (4.26)’de yerine yazilirsa
uy(n —rm)
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| Hin,a(s)]

= [QDZL(IS)E (n — 2m)1(n “3m) [901(18)] (n —12m) uw (n— 3m)1(n —4m)
= o {Sou(f)} (- 2m)1(n — 3m)

( ) 1 n —rm)ulp(s)) !
(9%(s))?u 2 -1
— R (= o)

(¢(5))%us”
= C(n—Zm)(n—Sm)

elde edilir. Boylece (4.24) esitsizligi » = 2 igin saglanmig olur. Boyle devam

edilerek genellestirme yapilirsa (4.24) elde edilir.

Yukarida K, (z, t, u) dizisinin saglamig oldugu (1) — (6) sartlarina asagidaki
kogulu ekleyelim.

(7) n € N ve (ay,), n’e gore yakinsak diziler olsun. Bu durumda

(1 +wma) " K (2,0,u1) = K (2,0, u1) 0, (4.27)
dir.
Lemma 4.6. n,r € N, n > m(r+ 1), t € R olmak iizere f(t) = (1 + uymt)™"
icin K, (z,t,u) fonksiyon dizisinin (1) — (7) sartlarim saglasi. Bu durumda

M, (1 +wmt) " z) <C(1+uyma)™", zeRF

yazilabilir. Burada C, n’den bagimsiz sabittir.

Ispat. m = 0 icin ispat aciktir. m > 0 icin operatoriin tanim ve (4.27) kul-

lanilirsa
(e} o0 _u v
M,(f;z) = (n—m)ulzK,S”)@,o,ul / VK (y,0,ur) U,l] dy
v=0 0 ’
. [ ]’
= (n_ ul;K( ) X, 07 1 /K'r(L+)rm y707ul)Tdy
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bulunur. Burada Lemma 3.3 kullanilirsa

- —uq |’ v!
M,(f;x) ulzK” (x,0,uy) anr%(—l)”
v=0 )

(n —m +rm)uf

elde edilir. (4.27)’de n yerine n — rm yazilirsa

M, (f;z)
— (n- 1 F® gy 2
(TL m) Uz;( + ulmx) n— rm(xv ,U1> vl
Qpy [—ug]” ; v!
X (_1) v+1

Op—rm,r U! (n —m + rm)ul

= i": 1+wmz) " K" (2,0,u) O [Zt]”
(n —m+rm) — Kozrm Qppmy U
oo —uY
< 1+ uymz) TZK (x,0 ul)[ v!l]
v=0
bulunur. Burada (3.2) esitligi gozoniine alinirsa
M,(f;z) < (14 uymx) TiK xOu)M
n ) = 1 — 1 U!

= (1 +umzx)™"
elde edilir.

Yaklagim hiz1 verilirken L,[0, 00) uzaymnda tanimh siireklilik modiilii,

wy(ft), = sup [[Aypfll,, f € Ly0,00), 1<p<oo, ¢(r)=azV1+umz

0<h<r

olup [z — LH,z + LH]| C [0, 00) igin

AT f(z) = % (2) (~1)f (o + (— —k) H)

tamimlanir. Diger durumlarda ise A} f(z) = 0 dir. Ayrica W) (¢, [0,00)) ve

=57

W, (¢,[0,00)) uzaylar:

W, (¢, [0,00)) = {g € L,[0,00) : gV e AC,:(0, oo);gorg(r) € L,[0, oo)} ,
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W (,[0,00)) = {g € L,[0,00) : "V € ACie(0,00); g™, " g™ € L,[0,00)}

olmak tizere w(f,t), siireklilik modiilii

K(f, = nt =gl 41 ]|}

gew (1,[0,00))

A A (e P i R T W 3

seklinde tanimli K fonksiyoneline denktir.

Teorem 4.2. n € N, n > 3m olmak iizere f € L,(RT), 1 < p < oo
icin
160 f = fll, < € w2 (F,((n = 3m)ur)2), + (0 = Bm)un)) " 1], }

dir.

Ispat. Burada w?(f, ((n—3m)u1)~*/?) siireklilik modiilii ve ?Z(f, ((n—3m)uy)™),
fonksiyonelinin denkligini kullanacagiz. Bunun icin asagidaki esitligi gbstermemiz

yeterlidir.

|Mof = £ll, < CRL(f, ((n = 3m)us) ™)y + ((n = 3m)ur) | £]], -

g€ W;(gp, R*) igin Teorem 4.1 kullanilirsa

[IMn(f —g+9)—(f—g9+9l, < [IM(f—9g)+(f—g)+Mg—yl,

< |NMu(f = 9, + [I(f = DI, + Mg = gl|,
< Nf=gll, +1If = gll, + |1Mng — gl
< 2[f—gl, + IMng — gl (4.28)

bulunur. Simdi yukaridaki son esitsizlikteki ikinci terimi hesaplayalim. ¢ fonksi-

yonunun Taylor agilimi

g(t) = g(x) + ¢'(x)(t — x) + Ra(g,t, ),

seklinde olup kalan terim
t
R2(97tax) - /(t - ’LL)g

xT
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dir. Yukaridaki esitligin operator altindaki goriintiisii
M, (g;%) — g(x) = My [(t — 2)g ()] + [Mn(Ra(g, 1, 7))] (x) (4.29)

dir. Simdi asagidaki esitsizligi gosterelim.

1"

(4.30)

1Mo (Ra(g, -, ), < C((n = 3m) (ur) " || (¢* + ((n = 3m)ur)) g

p

Bunun icin Riesz Thorin Teoremini kullanacagiz. Ispat icin p = 1 ve p = oo
durumlarimi gostermek yeterlidir. p = oo igin

"

[Ra(g, )| < [|(6® + ((n = 3m) (1)) g

t

, /|t [P (= 3m)(w)) ] | (4.31)

xT

[e.o]

olur. z <t igin
|t —u| |t — x|
[o(u)? + ((n = 3m)(u1)) =] — le(x)? + ((n = 3m)us)) ]
dir. (4.32) esitsizligi (4.31)’da yerine yazilirsa

< (4.32)

It = 2)*((n = 3m)uy) (4.33)

o0

[Ra(g,t,2)| < (¢ + ((n = 3m)ur) g

bulunur. z > ¢ i¢in
|t —ulz <|t—2x|u
ve
u |t — ul x|t —z
p(u)? + ((n=3mur)) =t = @(x)? + ((n = 3m)u))~!
yazilabilir. Buradan

|t — ul
[o(u)? + ((n = 3m)us)) =]

[t — x| { x t }
+ 4.34
P Ve () R O LR (TR T e A
elde edilir. (4.34) esitsizligi (4.31)’da yerine yazilirsa

‘R2<g7t7$)|
< @+ (= 3m)()) Mg

X(t—x)z{ T

o Le(@)? +((n = 3mju))~

+ ! } (4.35)

p(t)? + ((n = 3m)u))~*
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bulunur. Diger taraftan

|t — |
[o(u)? + ((n = 3m)u)) 1]

[t = ul
((n = 3m)uy)~!

<

1

dir. 0
ir. @ € | “up(n — 3m)

] igin

((n = 3m)uy)le(r)* + ((n = 3m)ur)) ] < Gy

dir. Burada C7, n’den bagimsiz sabittir. (4.33) esitsizligi ve Lemma 4.2 gozoniine

aliirsa

| My (Ra(g,t,2); )|

IN

(©* + ((n — 3m)( H
X (M (t — ) )(:c)((n—3m)u1)

< e+ - amtu ']
xCilip()? + ((n = 3m)(un)) 7 Tra()
< Ot =3m)a) ||+ (0= 3m)())g"| - (436)

1
uy(n —3m)’

elde edilir. = € [ oo> i¢in (4.35), Lemma 4.2 ve

t - 1
e(t)2+ ((n—3m)ug))~t = 14+ uymt

oldugu gozoniine alinirsa

|M,(Ra(g,t,2);2)| < ‘

(#* + ((n = 3m)u) )y |

o0

1
‘ { [p()? + ((n — 3m)u1))71]Tn,2(I)

*é{Mﬁh‘xVﬂwhumiammn>J}“%
2+ (= 3m)un)))g||{Caln = Bm)ur)

+ é {Mn {(t “O ilth (a:)}
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yazilabilir. Burada Cauchy Schwarz esitsizligi ve Lemma 4.6 ’dan

|MN(R2(97 tv l’); [E)|

< ||+ (0 =3m)u)))g"||_{Ci((n = 3m)u) ™! (4.37)
% ([t = )] (@)] 72 [Ma1 4 wmt) 2] ()]}
< ||+ (0 =3m)u)) )| {Ci((n = 3m)u) ™!
2 o)) Cal1 4 wama) (439
. 1 - 1 T
elde edilir. = € [m, oo) icin (1+uyma)~"' < 2([)(1))2 (= 3m) ()

olup (4.38) esitsizligi ve Lemma 4.2’den

|MH(R2(97 t7 QZ)), ;C|

< (62 + (= 3m)u)) g | {Cs((n — 3m)ur)
205 Y2
T @ T (31 el }

< O((n—3m)uy)™*

"

(¢* + ((n = 3m)u1)) g (4.39)

o0

bulunur. Boylece (4.36) ve (4.39)’den (4.30) ifadesi p = oo igin ispatlanmig olur.

p = 1 igin (4.30) esitsizligi, Fubini teoremi ve Lemma 4.5 gozoniine alimirsa

(= m) a2, 0) [ 3 KL 0. ) 2 O

IN

t

Etal [ - g (wda

T

dydx

K7(IU) (z,0, u1>_[_05n7,f'n(0)]v

(VAN
£
|
2
Q
3
=
3
E
0\8
(e

T x

X/Kﬁbv)(y,ﬁ,ul)[_wﬁﬂ/(u —t) ’g”(u)‘ dudydz

0 t

= m)an,0) [ S0 K w0, 2O

dudydx




olur. Buradan

g(n—mmwmm71ﬂm\uzf—]j (u=1)
" iK,S“)(aﬁ,O,ul)[ O‘Wf(o)]vf(( (4,0 ul)[ nw7<0>] dyddu

lg" ()] ((n = 3m)us) " [0* + ((n = 3m)ua))~"]du

INA
Q
o\g

"

= C((n—3m)uy)!

(¢* + ((n = 3m)u1)) g

g
elde edilir. 1 < p < oo igin (4.30) ifadesi Riesz Thorin teoreminden agiktir.
Boylece (4.28) ifadesi gosterilmis olur.

g€ Wi(gp, R™) olmak iizere [16]’da verilen Teorem 9.5.3’in (a) ve (c) kogullarindan

IMag = gll, < C((n = 3m)ur) ™"
{15 + 1+ 2uame) g1

@+ (= 3m)u) Mg, }

C((n — 3m)uy) ™"

IN

< {lgll, + 1%, + 1 (° + ((n = 8m)ar) ),
dir. Bu ifade (4.28) ile birlegtirilirse
IMuf = £ll, < 201f = gll, + C(n = 3m)u) ™
< {UF = gll, + 11, + [|9%6"1], + (|22 + (= 3myur) 9", }

c{Ilf = gll, + (= 3m)u) " I,
+ (= 3m)u) ™ [, + ((n = 3m)un) 2 g"1l, }

IN

elde edilir. Burada g € Wi(go, R™) igin infimum almirsa

1M f = £l < € {TE (G = Bmun), + (0 = 3m)un) 1], }

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

44



Teorem 4.3. n € N, n > 5m olmak iizere f € L, (R"), 1 < p < oo i¢in
tim M, f /1, = 0

dir.

ispat. Ispat icin Teorem 4.2’deki

1Mo f = fll, < CLEG(f, (0 = rm)us) )y + ((n = rm)u) " || £]],]

esitsizligini goz oniine almirsa her f € W2(g,[0,00)) i¢in K fonksiyonelinin

tammdan

[t = 11,

< Cl(n —rm)ur) ™ [ f"]], + (0 = rm)ud) VI £]],)

elde edilir. Bu durumda,
Tim [|M,f — f]], = 0

oldugu goriilebilir.
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5. IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER OPERATORLERI
iCIiN AGIRLIKLI YAKLASIM

Bu boliimde Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorleri igin Ly, o, (R™) agir-
liklh uzayinda yaklagim o6zelliklerini inceleyecegiz.

e,

p,2r = 1_|_t2r
0

Lyor(RT) = 4 f:RT = Ry | f]] <00, (1 <p<o0)

agirlikl uzay olmak iizere oncelikle agagida M, (f; x) operatorlerinin L, 5, (R™)’den

L, 5 (R*)’ye déniistim yapan smirli operatorler oldugunu gosterelim.

Lemma 5.1. r € N olmak iizere f € L,5,(RT), 1 < p < oo i¢in

HM”f”p,Qr S ||f||p,2r (51)
dir.
Ispat. Oncelikle ispat1 p = 1 yapahm. (3.1) ve (2) 6zelliginden
|M,, (f; )]
1 _|_l.2r
0
= o [—anth, (0]
< =m0 [FrK 0w EtnO
o u=an i, (1)
[ 1f)l o =, (0))"
X/ Kn(y707u) —ndy
1492 Ouv _ vl
0 Y u—at,;@é)n(t)
= o [—anth, (0]
+(n — m)ay,,(0) Z% /%Kn(:ﬂ, 0,u) Tdm
v 0 u:a’ﬂwn(t)
t=0
|f( )| o 0° [—an), (0)]”
" K, (y,0, ——d
1—|—y2”y ouv (yOu)u o, (1 vl 4
0 0 n
olur. Lemma 3.3 kullamhrsa
(1M, (f;2)] [~ ot (0]
d 0 d
[4aor 0= | + y?’” Z T
0 t:On
2r [_anwna])]v
/ QT Z o K (,0,) ey
0 u=entn(l)
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bulunur. (3.2) ve (4) dzelliginden

(s, [,

1 +$2T — 1 +y2r
0 0
[t (0)]" [ 1F ()
+ su ,0,u z d
; y>13 y <y ) u=an,, (t) vl L4y

t=0 0

< o T+,

bulunur ki (5.1), p = 1 igin dogru olur. Simdi ispati p = oo i¢in gosterelim.

[_O‘nqvb (0)]U
My, (f;2)] = (n—m)ant,( (2,0,u) —
Z 8u wmant (0 ol
% oY —a, 0)]v
/ 1+y2’") K (y,0,u) [Font, (O w,”< ) dy
; + oy du? u=an, (1) v!
o0 v —a, 0)v
< Wl { (0 = M)ttt Z Ko(,0,) anty OF
o
0 uzantn(t) v
o v O‘nwn 0)]v
=m0 K 0, s
v=0 u—‘)‘tn:%’n(t) ’
></y2’" ~ K (y,0,u) | a"wﬁ(o)] dy
0 0 u=antn(l) v

olur. Burada (3.1) gozoniine alinirsa

| My, (f;2)] < oo ar {Mn (1) ;) + M, (£27) 2}
bulunur. Lemma 3.2’den

| My (f; )]
||Manoo 2r SL;EW S ¢ ||f”oo,27“

elde edilir ki p = oo igin (5.1) gosterilmis olur. Burada Riesz Thorin Teoremi

kullanilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 5.1.[11] Sabit bir p € [1, 00) igin w fonksiyonu

/ t*w(t)dt < oo
R
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sartini saglayan pozitif siirekli bir fonksiyon olsun.

(Ln)nen 5 Lpw(R)'den Ly, ,,(R)’ye doniisim yapan ve

hmHQﬁMm—ﬂmwzq i=0,1,2

n—0o0

sartlarin saglayan diizgiin sinirli lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Bu

durumda her f € L, ,(R) icin
tim [[Zof ~ fll,, =0

olur.

w(z) = (1 + 227" secilirse agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.2. r € N olmak iizere f € L,,(RT) ve 1 <p < 0o, r—p > 1/2 olsun.

Bu durumda
T (M, f = f, =0
dir.

Ispat. Teorem 5.1e gore agsagidaki iic durumu gostermek yeterlidir.

lim ||M,(t";z) — ||

n—0o0 pw

=0, v=0,1,2. (5.2)

M, (1;z) = 1 oldugundan (6.6), » = 0 i¢in saglanmig olur. Lemma 3.2’den

n > 2m i¢in

3=

1+ 22

S

0\8 0\8
=

3
AL




bulunur ve (6.6), n — oo oldugunda v = 1 i¢in saglanir. Benzer sekilde n > 3m

icin

r 2. _21P
/|Mn(t 5 =& dx
1+x2r
0
n(m +n) . 7 22 .
(n —2m)(n — 3m) 1+ 22
0

" <<n —2m)(n in3m>an¢n<o>) 7 e

0

SIS

RSAE

o0 P

2 1
i (n —2m)(n — 3m)(a,1,(0))? /1 + g2r dz

0

olur ve (6.6), n — oo oldugunda v = 2 i¢in saglanmig olur.
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6. IBRAGIMOV GADJIEV DURRMEYER
OPERATORLERININ TUREVININ YAKLASIMI

Bu boliimde (M,ST) f ) (z)’in f)(x)’e norm yakinsakhigini, yakmsaklik hizi
ve hata miktar ile verecegiz.

Asagida tammlanan H simifi, R™ iizerinde Lebesgue olgiilebilir fonksiyonlar siifini

da icerir.
o t
H= f:/ L)L/Cdt<oo, c>0,neN
o (I+et)
Bu uzaydaki norm ise |- seklinde gosterilip || f|,. = s%p |fta olarak tanim-
te
lanir.

Lemma 6.1. f fonksiyonu R {izerinde r kez tiirevlenebilir ve a > 0 , t — o0
icin =Y (t) = O (t*) sartlarmi saglayan bir fonksiyon olsun. r = 0,1,2,... ve

n > o+ rm igin

dr o !
dx" (Mnf) (l’) = (n_m)ulﬁ (n7 T) an-i-rm,l/ (l’, 07 U1> /f(r)(y)pn—rm,u-‘r?“ (y7 07 ul) dy
v=0 0
(6.1)
seklindedir. Burada
(x,0,uy) = KY) (x,0,u )[—ul]”
pn+rm,l/ s Uy U] n+mr\+, Y, 1 U
ve
r—1
(n + Jm)
(n,r) ,0(n,0)=1
JHO A 0
olarak ifade edilir.
Ispat. Oncelikle operatoriin birinci tiirevini alalim.
d = d [~ [ [—)"
- — (n— 2 gW ! (v) !
(Vo)) = (s S AL (. 0m) [ 10K .0.0) =0y
V= 0



olup (4.19)’den

d
(M f)(x)
0 , —ul?
= (n - m)ul Z( )[VKr(Ler) (QT, 0, ul) + ulKr(LJr)m(xa 07 ul)] [ y!l]
v=0
(u) [—w1]”
f (4,0, u1) ——dy
vl
yazilabilir. Buradan
d
> . —us ¥ x , —ual¥
S 0 ) T [ RG)RD 50,00) Tty
v=1 0
m)ur » (=n)ur Ky, (2,0,1) [_u,l] /f(y)Kr(f’) (y,0,u1) [_u,l] dy
e~ vl vl
0
olur. Ik toplamda v yerine v+ 1 yazilirsa
d
(M, f)(x)
e . —u v+1
= SO DR (0
- v+1
l/+1 O [ Ul] d
/f ya 7u1) (V—l—l)' Yy
o0 —u v
ulz ulK (,0,up) [ y!l]
v=0
_u v
/ FOEY (y,0,u1) ——dy



elde edilir. Burada ifadeler diizenlenip (4.19) gozoniine alinirsa

d
@(Mnf)(w)
B ©) (2.0 [—“1]”
= (n-— ZKn+m 0, u1) )
x/ [—ulK,ﬁ”“) (y,0,u1) (y_fll) +u K (y,O,ul)] f(y) [—5!1]”@
= (n—m)u N ) (2,0,u ] ]
= (=) ) Kol (@0)
x/ [V+1 n”“ (y,0,uq) +U1KT(LV) (y70;U1)} f(y)dy
d
d—(Mnf)(fC)
B v) [Fu]” [Fwm]” w
= “WZKHW (2, 0m) = o v
></ — (n—m) [ Y (y,0,u1) + (v + 1KY (y,0,u1)] f(y)dy
= u nZKSﬁm (2,0, u [_<3>1,]V [_(5)1}” ylj_ll/dd K mupi1 (y,0,u1) f(y)dy

bulunur. Burada u = f(y) ve dv = LK, 41 (y,0,u1) denirse

_ () [—ul]” [—w]” w
- UI”ZKn+m 2,0,) ) ) v+1

X f(y)Kn+m,V+1 (ya 07 ul) ‘80 - /Knm,u+1 (y> 07 ul) fl<y)dy]

olur. (1) ve (4) sartlarindan

d
_ _<"(n S K 0.0 S Ko (.00 L
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bulunur.

AN

—U
Pow () = K (y,0,u,) [zl

gosterimi kullanilirsa

d

_ —ln=m)un &S ) 2. 0.0
~ (n—m) ;KW"( 0 u1) (v)!

[_ul]u+1

(v+1)!

X / Kompy1 (y,0,u1) f'(y)dy (6.2)

(n —m)uin

— Wan+my(x 0, u) /pn—my—i-l (y,0,u1) f'(y)dy (6.3)

bulunur. Simdi operatoriin ikinci tiirevini bulalim. Burada (4.19) esitligi gbzoniine

alinirsa

d?
— KW (2,0,uy) = (—n) {ViK(V Y(2,0,u) + u—

d v
dr2 dg= "t KT(LJr)m(:E’O’ul)]

dx

olur. Burada

d ,
KV (2,0,m) = —(nm) (v = DE0 (@,0,w) + n Ko (. 0,ur)|
ve
d o
K (,0,0) = = (0 m) (VR0 (0,0,1) + ua Ky (2, 0,1)]

olup asagida yerine yazilirsa

d2
e W) (2,0,u1)

= (—n) [ [ (n+m) [(y— 1)K,(L+2n1 (x,0,u1) +u1K(+2n)1 (2,0 ul)”
+ uy [—(n—l—m) [VK,(;;;,)L (x,0,u) +u1K$r)2m (x, O,ul)}”

= n(n+m) [u(u — 1)K,(L+2W)L (2,0,uy) + 2u1VK(+2W)L (x,0,u1) + ulK,(LJr)Qm (2,0, uq)
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elde edilir. Bulunan bu ifade operatoriin ikinci tiirevinde yerine yazilirsa

d2
@(Mnf)(x)
> —u]” [ —uy]”
_ o (l/) 1 (v) 1
— ZO d J] 0 ul V! /f(y)Kn (y707u1) V! dy
- 0
= (= mn(n+mpu Y vy = DELG (,0,m)
v=0

+ 2u1vK,21;2 (2,0, 1) + WK, (2,0, 01)]

v

/ FOEY (.0.u) =4 gy

olur. Burada toplamlar ayrilip birinci toplamda v yerine v + 2, ikinci toplamda

v yerine v + 1 yazilirsa

d2
oL@
00 —u v+2
= (n—m n+mu1;1/+2 (v +1) Kélzm(xoul)[(u%l—]Q)!
1/+2 M
/f %0:“1) (V+2)|dy
= (v) [_ul]wrl
+(n —m)n(n +m)uy Z 2ur (v + 1) Ky, (2,0,m) (v +1)!

v=0

/f V+1 you)wdy
Y )!

_uy
= o+ S 0.0)

14

/f ) (y,0,uy) [_:!1] dy



bulunur. Ifadeler diizenlenirse

02
@(Mnf)(l’)
= (n — n +m ul ZKn+2m .0, ul) [_:j'l] [_:;L'l]
[ [—w)” [—w]® V42
xo/ [ (v +2)( V+1)(y+1)(y+2) <V+1)(y+2)K’(l +2) (y,0,uq)

+ 2uy (v + 1) ([y_ﬁll]) (1[/_—311])[((”“) (y,0,uy) + ulK( v) (y,0,u1) | f(y)dy

= (n—mn(n+mur Y Ky, (2,0,u)

v=0

vl vl

o0

4 3
Uy U
% K’(l/+2) ’ 0’ + 2 1 F((l/+1 7 O

/ {(u +H(v+2) " (v,0,u1) (v+1) (v, 0, 1)

+ UK (y,0,u1)] f(y)dy (6.4)

bulunur. Simdi

& (wi2)
@an2m (,0,u1)

ifadesini bulalim. (4.19) esitligi gozoniine alinirsa

d Fw2)

Ko (2,0,u1) = —(n—2m) | (v + Q)Kgl_ﬁ)(a:,O,ul) + ulKny +2) (x 0 ul)]

olur. Burada tekrar tiirev alinirsa

&P (42
@anﬁn (z,0,u1)

d
= —(n—2m) {<V+2)d KY™ (2.0 u1)+u1d

= —(n-2m) [(v+2)[-(n—m) [(v+ DK (2,0,u1) + u K™ (2,0,u1)]]]

—(n —2m) [ur [=(n —m) [(v +2) K™ (2,0,u1) + u K (2,0, u1)]]]

d
K(V+2) (2,0, uy }

= (n—m)(n—2m) [u] 2K (2,0, up) + 2uy (v 4+ 2) KUY (2,0, uy)

+ (v + 1)(V—|-2)K( )(m 0, ul)]

(n—m)(n—2m)(v+1)(v+2)

bulunur. Bu son ifadeyi ile carparsak

U% d_2K(l/+2) (l’ 0. u )
(n—m)(n—2m)(v+1)(v+2) da2” "2 77 1

ut o3
— (V - 1)1(V - 2) Kr(ll/+2) (m, 0, u1) + Qﬁ[{ff“)(% 0, Ul) + ulK(V) (m, 0, u1>
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elde edilir. Bu ifade 6.4’de koseli parantez i¢indeki ifadeye esittir. Boylece

d2
72 (Muf)(@)
[—ua]” [-w]”
= (n— n+mulszL+)2m (x,0,uy) o ”
x i JEE w0 f0)dy
(n—m)n—=2m)v+1)(r+2)) "7
0
bulunur. Burada iki kez kismi integrasyon uygulanirsa
d2
O (@)
(n —m)n(n +m)u? =~ W [—ud]” [~w]”
= K 0
(n—m)(n—2m)(v+1)(v+2) ; wtom (2,0, 101) V! V!

/M%%wwwm

(n —m)n(n+m)uy > y [—uq]”
- (n—m)(n —2m) ZO Kﬁﬁgm (,0,w) V!
/f/l l/+2 ) [—Ul]y+2d
n2m ya , U <V+2)' Yy
olup
d2
@(Mnf)(x)

(n —m) (=1)* n(n +m)uy

= an+2mu (37 O ul)

(n—m)(n —2m)

X/f,/(y)pn—Zm,V+2 (?/, 07 ul) dy
0

o6



elde edilir. (6.3) ve (6.5) gozoniine alimp genellegtirme yapilirsa

d?‘
(M, f)()

_ Til (—=1)" (n +mj)u ) [Fud]”
= (n=mu (JUO n—m(j+1)] (V+ j—l—l )ZK’”W 7,0, ) v!

n

v+r —uy)” r
K( s y,O,ul)%f( '(y)dy

(—)(n—m)n(n+m)(n+2m) (n4+m(r—1)u

— an—l-rmu(x 0 ul)

(n—m)(n—2m)(n—3m)...(n—rm) —~

o0

X/f(T) (y)pnfrm,u+r (y7 07 ul) dy
(=) n(n+m)(n+2m)..(n+m(r—1))
(n—m)(n—2m)(n—3m)...(n—rm)

= (n—m)uy

an+rm1/(x 0 ul)

X/.f(r) (y)pn—rm,V-H“ (y> 07 ul) dy
0

Tl —|— m
= TL — ul H n — j >; an—i-rm,u (l‘, 07 ul)
v=0

[e.e]

X / O P (4,0, 1) dy
0

bulunur.

Sonug 6.1. Lemma 6.1’den

d?”

(1))

o0

n—l—jm
= TL— ulH n_ an+rmy xZ, 0 Uy /pn rm,v+r Z/,O ul)dy
0

oldugu goriiliir. Lemma 3.3 ve (3.2) gozoniine alinirsa

d’  (n=m)uf(n,7)

dx” (Mn1)(w) = (n—m(r+1))w (6:6)
bulunur.
Lemma 6.2. r,s € NU{0}, n > m(r + s + 2) ve p(z) = /z(l +uymx)

o7



olmak iizere

Mr,n,s (:E) - ul[n m T+1 an-l—rmu x, 0 Uy /pn rm,v+r y70 ul) (y—$)sdy
v=0 0

olsun. Buradan asagidaki rekiirans bagintisi elde edilir.

B v*(x) ,
Mo (2) = u[n —m(r + s+ 2)] (Mo s (7) + 28 Moo (@)

(s+7+1)(1+2uymx)
urn —m(r + s+ 2)]

M, s(2). (6.7)

Ayrica

Mr,n,O (fL‘) = 1,

(r + 1)(1 + 2uymx)
un —uym(r +2)

Mr,n,l (:L‘) -

©*(x)2ur(n —m) 4+ (1 4 2uyma)*(r + 1)(r + 2)
[uyn — uym(r + 2)| [un — uym(r + 3)]

Mr,n,Q (:17) -

s+1

olup tiim = € R" i¢in M, ,,;(z) = O ((uln)fL 2 ) mevcuttur. Burada |a,

a’nin tamsay1 kismidir.
Ispat: Oncelikle (6.7) esitligini gosterelim.

( )M;ns< ) - [uln_ulm T+ ZQO pn-&-rmu(l' 0 ul)

X/pn—rm,v—l—r (y, 07 ul) (y - I)sdy
0
_S(p2< )[uln - ulm r+1 an+rmz/ z, O ul)

o0

X/pnrm,qur (y: 07 ul) (y - x)871dy
0
= [uln—ulm 7’+ Z(P pn+rmu($ 0 ul)

o0

X/pn—rm,l/—i-r (?/7 Oa ul) (y - x)sdy - 5¢2($)Mr,n,s—l($)
0
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olup Sonug 3.1 kullanilirsa

P (@) M, ()

= [ugn —uym(r + 1)] Z v — zuy(n +mr)| pptrmy (,0,u1)

v=0
o

X/pn—rm,u—i-r (ya 07 ul) (y - x)s dy - Sgpz(x)Mr,n,s—l(z)

0
= [wn —um(r+1) anwmy x,0,uq) /V+7“—yu1 n—mr) —r(1+ 2mzu,)
0

+(n —mr)(yur — 2u)] prymrr (Y, 0,wm) (y — 2)°dy — 5¢° () My 51 (2)

elde edilir. Buradan

P@)M,,, (2) = [wn—um(r+ 1] pojrmy (2,0, 1)
v=0

/ [V +r— ym(n - m?“)] Pn—rmv+r (y7 07 ul) (y B $>de

—/7”(1 -+ 2mxu1)pnfrm,1/+r (ya 07 U1> (y - x)sdy

0
00

+/(n — mr)(yu1 - xul)pn—rm,l/—‘r?“ (ya 07 ul) (y - x)sdy
0

_SQOZ(x)Mnn,s—l (7)

yazilabilir. Burada tekrar Sonug 3.1 kullanilirsa

P (@)M;, ()
[e.9] o0 d
= Jurn —wm(r + 1] prirms (2,0, 1) /@2(y)@pn_7«m,y+r (y,0,w) (y — z)°dy
v=0 0

—r(1 4 2mau)) M, o(x) + (n — mr)uy M, 541 — S(,OQ(ZL‘)Mnn,S_l(I')
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olur. Esitligin ilk kisminda kismi integrasyon uygulanirsa

PH(@)M;,, ()

M,

= [wn —uym(r+1)] an+rm,zl (z,0,u;)

v=0
oo

X/ Prrmr (4; 0, u1) [= (L + 2uimy) (y — 2)° — 5% (y)(y — 2)"]dy
0
—7(1+ 2mzus) M, s(x) + (n — mr)us M, 511 (2)

_8Q02<x)MT,n,s—1($) (68)

bulunur. (6.8)'da

—s59*(y) — (L4 2uymy)(y —x) = —s¢°(x) — (s + 1)(1 + 2uyma)(y — x)

—uym(s +2)(y — z)?
esitligi gozoniine alinirsa

QDQ(:L‘)M;%S(I) = _3902<x)MT,n75—1(J7) —(s+1)(1+ zulmx)Mnn,S(x)
—urm(s + 2)M, ps11(x) — r(1 + 2uyma) M, 5(x)

+(n —mr)uy M, s+1(z) — 3902(35)/\/17%5,1(:5),

elde edilir.

Lemma 6.3. [28] 2 € (0,00) ve r € NU {0} olmak iizere

T

(x (1 4+ uymz))” (2,0,uy)

wpn,u

= Z (uln)Z (v — xuln))j Gijor (%) Pry (2,0, u1)

2i4-j<r,1,5 20

saglanir. Burada ¢; ;. (), n ve k’dan bagimsiz olup p,, ., (x,0,u;) = K (x,0,uq) [_Z—,I]V

ile gosterilsin.

Ispat. r = 0 icin ispat aciktir. Kabul edelimki r icin (6.1) dogru olsun. Simdi
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r+ 1 igin (6.1)’in dogru oldugunu gosterelim.

dr+1 d dr
1pn,u (xatﬂl) = % <d Tpm, (ZE t U))
d Gijr (2)

drr+1
= - ( Z (un)' (v — zuin))’ (S0727(l')>rpn’l/ (m,t,u))

2i+75<r,i,j>0

=Y ) | (- wun)y T (cun) et )
(@)

2itj<ri,j>0 (¢

(o= ) B (ot
+ (v — zun))’ (‘fwg(g)) %pw (21, u)

+ (v — 2uan))’ gijir () (1) (%(@) " (9*(@) Do (21, 0)

olup buradan

ddT:lp”V (,t,u)
- . umi s V— run jQi—15+1,r (iB) 2,
= Pay (2,1, )<2i+j;7j>o( ) (=G +1D)(( ) ) - (x)
— run)) G e (T) .
+ (uan) (( 1)) —W(x))mw( )

i Qg () (v —2uin)
(©2(x)" ()

un)' (v — zugn Uiy (7) ! ——
+ () (v = wuam))! 2R (=) (£°@) o )
= Dny (fL‘,t,u) Z (U1TL> ((V—l‘u n)yw

1
2i+§<r,i,j>0 (©2(x))"

+ (uln)Z (v — zuin))

P (2,1, 1)

yazilabilir.

Gigrs1 (¥) = (=0 +1)a-14510 (@) 9*(@) + i, (2) ¢°(2)
+ijo1r (2) + (=7)gijr (2) (% ()
esitligi gozoniine alinirsa 2i+j < r vei,j > 0icin ¢; ;. () = 0 dir. Boylece r+1
icin (6.1) saglanir. Bu durumda ispat tamamlanmig olur.

Buradaki g¢; j,’leri 7 =1 ve r = 2 durumlari i¢in gorelim.

d d [—ul]”

— D - KW

dl’pn’ (I) dr " ($,07U1) (V)‘
[—w)” d

= (V)‘ %K’I(ly) ($,O,u1)
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olup, Sonug 3.1’den

d _ w=—zun) ) [—uq]
dmpn’y () = z (14 uymz) K7 (,0,) (v)!
d (v —a2un)

daspn’y () = x(l+ ulma;)pn’y (z)

olupr =1likeng; ;, (z),i=j=0iseqyo1 () =0vei=0,j=1ise go11(z) =1

olur. Simdi r = 2 igin gosterelim.

d2
@pn,u (z)
_d (v — zuin)
= 4z P (@) z (1 + uyma)
(v —zuin) d d (v—zun)

= S wma)dgPr ) TP (2)

(v —zuin) (v — zuin)
(1 +uymz) z (1 4+ uyma)
unz (1 +uyma) + (v — zugn) (1 + 2uyme)

22 (1 4 uymaz)?

dr x (1 + uyma)

= Pnyv ({E) -

P (7)

_ Pny (z) {(V _ xum)Q — (14 2uymz) (v — zuin) — ugnx (1 + Ulmx)}

22 (1 4 uymaz)?

Bu durumda
doo2(x) =0
Q12 () = — (14 2uyma)

Gijr (T) =
Qoo () =1

G102 () =2 (1 +uyme)

\

bulunur..

Teorem 6.1. [ € H fonksiyonu , RT nin sonlu her alt araliginda siirh ve
baz1 0 < a < s ve y — 0o i¢in f (y) = O (y®) ozelliginde olsun. Eger f+Y var

ve § > 0i¢in (a — 9,b+ ) C RT arahiginda siirekli ise, yeterince biiyiik n’ler i¢in

N———

d’ B ) )
|t - 1) <t 01+ )

+C% (U1n)_% X W (f(r+1)7 (uln)_%> +0 ((uln)%

esitsizligini verebiliriz. Ayrica s > 1 ve Cy , Cy siirekli degigen sabitlerdir. ||.|| ise

[a, b] arahigindaki supremum normudur.
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Ispat: f’in Taylor acihmimmdan

{70 — U (@)}
(r+1)!

gif(i) (z) i

fly) = T -+ (y—2)""x(y)

1=0

+h(y,2) (1 - x(y))

yazilabilir. Burada (, y ve = arasinda ve x (y), (a — 6,b+ 9) araliginin karakter-
istik fonksiyonudur. Burada

ye(a—09,b+9) vex € [a,b] i¢in

L 4() |

olur. Buradan

r+1 () o )
MOP)@) — fD @) = (- munfnr) ST S (,0,0)

i=0 ’ v=0

[e.o]

X Pn—rm,v+r ZJ?OaU y— Zdy
0/ o 0.m) S (g =)

[e.e]

‘f’(TL_ )Ulﬁ n,T an—i—rmu fL‘ 0, ul Pn—rm,v+r y,O ul)

o\

f(TH) () - f(TH) (z) r+1
+h(y, ) (L= x W) dy — £ ()
= L+L+1;
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yazilabilir. Burada

r+1 ( ) r [e%)
L= emumB ) S S (0,w)
=0 v=0

o0
r

d i )
[ pacrmae 00.0) S (0= 0 dy = £ (2),

0

o0

I2 - (TL— )ulﬁ n,r anJrrmV x, 0 Uy /pn rm,v+r y,o ul)
0

v=0

e © - s @)
(r+1)!

()
(y—2)""x (y)] dy,

I3 - (’I’L - m)ulﬁ (na T) an—l—v"m,l/ (1'7 07 ul)

v=0
oo

x/mﬂmwm%aunw@wﬂl—x@m“dy

L (y - z)" = 0 oldugu gozoniine almirsa

o0

L = (n—=m)uf(n,r) an+7“mﬂ/ (z) /pnrmﬂ”r?” () f(r) (z) dy
v=0

0

_f(r) (‘T> + (TL B m)ulﬁ (n7 T’) an+rm v /pn rm zx+r (TJFI) (I) (y - JI) dy
v=0 0

(n —m)ui B (n,r)

2) £ (o
ui[n —m(r +1)] My (2) [T (2)

_ f(r) (l‘) { (n — m)ulﬁ (TL, T)

g e @) <1+

1Gi.j.r ()]

bulunur. 6 >0 ve C' =  sup ~ i¢in Lemma 6.3’den
2i+j<riy=0 (2 (1 4+ uimz))
) dqr 00 r+1 (C) o f(rJrl) (l‘) .
| = (n—m)ulz pnv /pnl/ I }(y_x) +1X(y)d?/
— (r+1)!
V= 0
19 ()]
< (n—mu Z (uin) me, — zuyn|’ “a —ii )
it j<ryi,j>0 v=0 1
i ‘f(rﬂ) (€) - fo (x)‘ r+1
n,v - d
[t = =)y
< C(n—m)uy Z (uin) an v (z) v — xulnlj

2i+75<r,2,7>0
0o

X/pn,u (y) <1+ ’y > |) w (f(H_l),(S) |y—m|7"+1 dy

0
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olur. Buradan

|15 C(n —m)uw (f(’"+1),5) Z (uin) any ) v — zugn)’
2i-+j<r,i,j>0
r+1 |y |T+2
0

z) v — zuynf’

< O(n—m)uw (fI0,65) Z (uin)' an,u (

245 <r,i,j>0
o0
< / P () ly — 2| dy
0

+C(n —m)uyw (f(”“), 5) Z (u1n) anu

) lv — zusnf’
2i4j<r,i,j>0

o0

|y |7”+2
<[ ) 5y (69
0

bulunur. Burada integral i¢in Cauchy Schwarz esitsizligi kullanilirsa

2) v — zugnf’

Ll < Cln—myww (f77,6) > (wn)' > puu

2147 <ryi,j 20
oo

N[

[e.o]

x /pn,u<y> /pw(y) ly— a2 dy

0 0

2

+%C(n — m)uw (f(r+1), 5) Z (uyn)’

hE

P,y (IL') |1/ — Tumn J

2itj<ri,j>0 V=0
1 1
o0 2 (e 0] 2
<\ [rn) | | a1y a0y
0 0
= Cy(n—m)uyw (f(”l),d) Z (uin) an,, ) v — zugn)
204§ <ri,j>0
0 3
X /pn,l/ (y) |y - x|2r+2 dy
0
+-— C\/ (n—m uw( fr+D) ,0) Z (uin) anu ) | — zuyn)’
it j<ri,j>0
o0 2
<\ oo @l
0
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bulunur. Simdi sonsuz toplamlar i¢in Cauchy Schwarz esitsizligini uygulayalim.

1/2
|I2| < C\/ (n — m) Uw (f(T+1); 5) E uln ( § Pn,v V - muln)2j>
2i4+5<r,1,7>0

o0 2

me /pnu( ) ly — x| dy

0

1/2
1 ‘
—1—50\/ (n—m)uw (f(”l), 5) 2i+j;j>0 un) <an v (z) (v — xuln)23>

00 o0 2
S b (1) / Do () |y — 27+ dy
v=0 0
1/2
< Cw (frt,6) Z (u1n) (Z P () (v — xuln)2j>
2i4+75<r;1,7>0
00 [e'e) 2
—m)un S s (2) / Paw () Iy — 272 dy
v=0 0

1/2

1 .

+SCW (f(H_l)v 6) ‘ Z A Uln (Z Pny V — xuln)2j>
2i45<r,1,7>0

0o o 2
—m)ur Y pay (7) / P (y) [y — 2" dy
v=0 0

L] < Cuw(f (r+1) ,0) Z (urn)’ (uln)j/2 (uim) N

2i4j<r,i,j>0

+%C“’ (FU08) ST () (@)’ (un)

2i+j<r,i,j>0

—1

Cw (f(TH)? 5) {('Mln)r/2 (Uln)% + % (uln)T/2 (uim) = }

Cw (U, 6) {(uln)_l/2 + % (uln)_l}
= C (uln)_1/2 w (f(rﬂ), 5)

IN

IN

elde edilir. § = (uln)fé secilirse

1

|| < C (uln)_% w <f(r+1)’ (uln)_é)

bulunur. Herhangi bir s € N ve s > «v i¢in h (y,z) = O (t*) oldugundan
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h(y,z) = O (t — x)° seklinde yazilabilir. Burada I igin yapilanlar tekrarlamrsa

|I3] < K(n—m)u Z Z (uln)ipn,,, (x,0,uq) |V — xuln\j

v=0 2i+j<r,i,j>0

X / pn,y <y707u1) ‘y_m‘sdy7

ly—z|>d

olur. Burada K sabit bir sayidir. s > r + 1 igin
|]3| S K (uln)fl/z

bulunur. n — oo igin I3 — 0 olup ispat tamamlanir.
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7. TARTISMA VE SONUC

L,[0,00) uzaymnda integrallenebilen fonksiyonlar i¢in Ibragimov Gadjiev
Durrmeyer tipli operatorlerin diizgiin yaklagim problemi ve bu operatorlerin K
fonksiyoneli kullanilarak yaklagim hizlari bulunmustur. Ayrica Ibragimov Gad-
jiev Durrmeyer operatorleri igin agirlikli uzaylarda yaklasim sonuclar: elde edilmigtir.
Son olarak ise Ibragimov Gadjiev Durrmeyer operatorlerinin tiirevlerinin, yak-
lagim fonksiyonunun tiirevlerine olan yakinsakligi incelenmis, yakinsaklik hiz ve
yaklagim hatasi i¢in bir {ist simir verilmistir.

Sonug olarak, literatiire yeni kazandirilan ve yaklagim teoride Durrmeyer
tipli operatorlerin bir kombinasyonu olan operatorlerin, integrallenebilen uzaylar-
daki yaklagim ozellikleri basta olmak {izere, bircok yaklagim 6zelligi sunulmustur.
Calisilan operatorlerin 6zel secimler altinda istenilen Durrmeyer tipli operatore
indirgenebilecegi gozoniine alinirsa, literatiirde Durrmeyer tipli operatorler igin
verilen benzer sonuclar elde edilecegi gibi, tanimlanmasi muhtemel yeni tip Dur-

rmeyer operatorleri icinde tezde irdelenen yaklagim sonuglar: verilmis olacaktir.
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