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Bu tez dort temel bolumden olusmaktadir. Birinci bolumde tezde gegen temel
kavramlar verilmistir.ikinci bolimde kompleks diferensiyel denklemin
cozimleri icin polinom operatérleri incelenmistir. Uglincli  bélimde ise
polinom operatorleri yardimiyla belli tipten denklemlerin
¢bzumleri ortaya konmustur. Son bdlimde kompleks potansiyeller ile

Schrédinger denkleminin ¢éztUmleri arasindaki bagintilar arastiniimistir.
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This thesis consists of four chapters.Information about the purpose of the
thesis is given in the first chapter. Polynomial operators for the solution of
complex differential equations are analysed in the second chapter. The
solutions of certain types of equations with the help of polynomial operators
are examined in the third chapter. In the last chapter, the relationship
between the solutions of the Schroédinger equation with complex potential
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SIMGELER DiZziNi

C Kompleks duzlem
D Kompleks duzlemin bir alt bolgesi
D D bolgesinin kapanisi
N Dogal sayilar kimesi
Ny N U {0}
r z ye gore turev operatoru
s Z e gore turev operatoru
Py (E) Pseudo analitik fonksiyonlarin sinifi
Pn(r) n inci dereceden holomorf operator
P, (s) m inci dereceden antiholomorf operator
A Laplace operatoru
\Y Gradient operator



1.GiRIS

Kompleks kismi turevli denklemler, fiziksel problemlerden dogal olarak ortaya
gikan denklemlerdir.Ornegin w; = Aw + Bo Vekua denkleminin bir 6zel hali
olan w; = Bw kompleks denkleminin ¢dzimleri kompleks potansiyeller olarak
isimlendirilir ve bu denklemin w(z) ¢bzumlerinin reel ve sanal kisimlari belli
tipten Schrédinger denkleminin de g¢dziimleridir.ikinci basamaktan eliptik
tipten w,; + A(z,Z)w; + B(z,Z)w = 0 denklemi de &nemli uygulamalara
sahip bir kompleks kismi turevli denklemdir. Bu tur kompleks diferensiyel
denklemlerin ¢ézumleri igin g¢esitli cozim yontemleri gelistirilmistir.Bunun igin
[1,2] kaynaklarina bakilabilir. Gerek w,; + A(z,Z)w; + B(z,Z)w = 0 denklemi
gerekse w; = Bw potansiyel denklemi bu tezde K.W. Bauer’in tanimladigi

kompleks polinom operatorleri yardimiyla incelenmistir.

1.1.Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci, uygulamali denklemler olan w,; + A(z,Z)w; +
B(z,Z)w =0 ve w; =Bw formundaki kompleks kismi tlrevli denklemlerin
¢ozumlerini elde etmek ve bu denklemlerin ¢ozUmleri ile —Au+ ku =10
formundaki Schrddinger denkleminin ¢oézumleri arasindaki iligkiyi ortaya
koymaktir.Diger bir ama¢ ise bu alanda yapimis son makaleleri

inceleyebilmek icin temel bilgileri ortaya koymaktir.



1.2.Kaynak Ozetleri

[1] numarali kaynaktan oncelikle kompleks polinom operatorleri ve 6zellikleri
ogrenilmistir.Daha sonra ayni kaynaktan birinci ve ikinci basamaktan eliptik
kompleks kismi tarevli denklemlerin bu operatorler yardimiyla nasil
¢OzUldUgh incelenmistir. [3] ve [7] numarali kaynaklardan ise W, = BW
kompleks potansiyel denkleminin ¢oztumlerinin farkli iki metodla nasil elde
edildigi arastirnimistir. [5] ve [6] numarali kaynaklardan ise w; = Aw + B&w
formundaki kompleks denklemlerin ¢ozUmleri igin Bers’in verdigi metot

ogrenilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde tez iginde kullanacagimiz bazi kavramlar agiklanacaktir.

Tanim 2.1.

D c C alt kimesi ve z, € D sabit noktasi verilsin. z, In en az bir komsulugu

tamamen D bdlgesi tarafindan kapsaniyorsa z, a D nin bir i¢ noktasi denir.

Tanim 2.2.

Batln elemanlari i¢ noktalardan olusan kimeye acgik kime denir.

Tanim 2.3.

D c C alt kimesi ve z, € C sabit noktasi verilsin. z, noktasinin her komsulugu
hem D ye ait olan hem de D ye ait olmayan elemanlar iceriyorsa z, a D nin

bir sinir noktasi denir.

Tanim 2.4.

Batln sinir noktalarini kapsayan kiimeye kapali kime denir.

Tanim 2.5.

D c C kumesi verilsin.Her z € D igin | z |[< R olacak sekilde R reel sayisi

varsa D ye sinirlh kime denir.



Tanim 2.6.

D c C alt bélgesinde w = f(z) fonksiyonu verilsin. z, € D olmak Uzere

@+ h) = )
1m

h—0 h

limit degeri varsa, bu limite f(z) nin z, € D noktasindaki tirevi denir ve

f'(z,) ile gosterilir.

Tanim 2.7.

D c C bolgesinde f:D - C, z—- w = f(z) fonksiyonu verilsin. z, € D sabit

olmak Uzere, z, In en az bir
D(zy,1r) ={z€Clz—2zyI< 1}

komsulugundaki her z noktasinda f'(z) tirevi varsa f(z) ye z, €D
noktasinda analitiktir (holomorftur) denir. D nin her noktasinda analitik

fonksiyona D de analitiktir denir.

Tanim 2.8.

D c C alt kiumesi verilsin.Her z,,z, ¢ D olmak Uzere 2z; ve z, noktalari
tamamen D bdlgesi tarafindan kapsanan surekli egrilerle birlegtirilebiliyorsa D

ye irtibathdir denir.

Tanim 2.9.

Kompleks diuzlemde acik ve irtibatli her kimeye bdlge denir.



Tanim 2.10.

Dc C alt kimesi verilsin.Her z, € D icin baslangi¢ ve bitis noktas! z, olan ve
D nin iginde bulunan her kapali egrinin sinirladigi alan tamamen D tarafindan

kapsaniyorsa D ye basit irtibathdir denir.

Tanim 2.11.

f(x,y) iki degiskenli reel degerli bir fonksiyon olsun.Uygun bir D bdlgesinde f
nin birinci ve ikinci mertebeden kismi turevleri mevcut ve surekli olup ayni
zamanda f,,+f,,=0 Laplace denklemi saglaniyorsa f ye harmonik fonksiyon

denir.

Temel kompleks turev operatorleri

__6_1(6+_6> __6_1(6 ,6)
STz 20x " tay) T azT2\ax oy

seklinde tanimlidir.
D c C duzgun sinirli, basit irtibatli bir bélge olsun. Bu bolgede reel degerli

®(z) fonksiyonuna dz operatoru uygulanirsa

AN L
0z 2 T ox Ty

kompleks degderli fonksiyonu elde edilir.
f(z) = u+iv olmak Uzere ®;=f igin

ob 0P _
ax lay—u A%

yazilabileceginden

P (x,y) =ulx,y) , Py(x,y) =v(xy)



olur. @(x,y) fonksiyonu surekli kismi turevlere sahipse, @,

olacagindan u, — v, = 0 bulunur.

&, (x,y) = u(x,y) esitliginde x e gore integral alinirsa

b (x,y) = j u(t,y)dt + a(y)

@, (x,y) = f w, (6 y)de + @' () = v(x,y)

ve u, —v, =0 ifadesinden u,(t,y) =v.(t,y) olup,
X

vy = [ veede+am)
Xo

v(x,y) = v(x,y) —v(x,y) + a'(y)
a'(y) = v(x)

dir. Burada y ye gore integral alinirsa

y
a(y) = j 0 (g, E)dE +

Yo

elde edilir. Buradan
X x y
P(x,y) = f u(t,y)dt + a(y) = f u(t,y)dt +f v(xy, E)dé + ¢

X0 X0 Yo

bulunur.

y:

Py

Bu formul D bdlgesi tarafindan kapsanan ve (x,, y,) noktasini (x,y) noktasina

birlestiren ' egrisine genigletilebilir.

P(x,y) = ju(x,y)dx +v(x,y)dy + ¢
r

Simdi bir A operatorinii



Alf1(x,y) = f (6 y)dx + v(x,y)dy + ¢
r

seklinde tanimlayalim.

f(z) =u+iv fonksiyonu igin u,—v, =0 esitligi saglanirsa @; =f

denklemi saglanacak sekilde

®(x,y) = Alf1(x,y)

ile verilen reel de@erli @(x,y) fonksiyon sinifi bulunabilir.



2.1.w,; + A(z,Z)w; + B(z,Z)w = 0 Diferensiyel Denklemi igin Polinom

Operatorleri

2.1.1. Holomorf Uretegler

Diferensiyellenebilir bir w fonksiyonu i¢in @, = w, , @; = @, oldugu
biliniyor.w reel degerli, yani w = @ oldugunda w; = @, seklinde yazilabilir.
D c C alt bolgesinde w = g(z) fonksiyonu verilsin.Her z € D igin z nin en az

bir komgulugundaki her noktada

g(z+h)—g(z)
h

turevi varsa g(z) D bodlgesinde analitiktir.

g(Z)=}llgr(1)

g@=u+iv, gl@=u-iv
ise

Reg(2) = 319(2) + 92

g(z) fonksiyonu analitik oldugundan
(Reg(2)), = 3¢

ve

1 — i
Img(z) = Z—i(g(Z) -9(@), (Umg@),= —59

dir.O halde bir holomorf g(z) fonksiyonu ve onun reel ve sanal kisimlari igin

9:=9, 9:=0, gz=(0")
{ (Reg(2)); =59', (Img(2)),=-3g'

gOsterilimi vardir.



92 92 e ..
A= Iz + 52 Laplace operatoru olmak Uzere 4w,; = Aw dir.

D kompleks duzlemde basit irtibatli bir bolge olsun.
wy; +A(z,Z)w; + B(z,Z)w = 0 (2.1)

denklemini goz onune alalim. A ve B katsayilarinin D bolgesinde analitik

oldugunu kabul edelim.Dolayisiyla A(z,z) = A(z) , B(z,Z) = B(z) dir.
Simdi
H(D) = {g(2):g(z) D de holomorf}

olmak lizere

n

P,(r) = Z a (z,2)r*
k=0
H (D) Uzerinde n. basamaktan lineer diferensiyel operatorini goéz 6nine

alalim.Coézumlerin incelenmesinde

n

P(r) = ) au(z,7)R
k=0
formu kullanilacaktir.Burada a; katsayilari ikinci basamaktan

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

R, = a(z)r olup, a(z) D de sifir olmayan holomorf bir fonksiyondur.
Simdi

w=Pg, ge€eHD) (2.2)
formunda ¢6zime sahip olan (2.1) denklemini g6z dndne alahm. (2.2) nin bu

denklemin ¢6zumu olabilmesi igin katsayilarin ne olmasi gerektigini

inceleyelim.

a, =1 olmak tzere (2.2) ifadesinde gerekli tirevler alinip (2.1) denkleminde
yerine yazilirsa,

n Rg+1g
[(ar).z + Aay); + Bay]REg + Z(ak)z =0

a
0 k=0

NgE

&
Il



olur.ikinci toplamda k yerine k — 1 yazilir ve a_, = 0 alinirsa

n+1

(kl)z g

=0

i |@0)2z + @)z + Bay + 2 REg + @)

k=0

olur. a, =1 oldugundan buradan

(kl)z

y |(@0)2z + 4@ + Bay + 22| R = 0
k=0

elde edilir. Bu toplamin sifir olmasi igin katsayilarinin sifir olmasi gerekir.

Yani

(Ak-1)z
a

(ak)ZZ +A(ak)2 + Bak + = O ) k = 011121 ---;n - 1 ) a_l == 0

dir. k =n igin,

(an-1)z
a

=-B = (ap-1)z = —aB

olur.

O halde w = P,g formunda ¢6zime sahip olan (2.1) diferensiyel denkleminin

katsayilari arasindaki iligki a,, = 1 igin,

rsay + Asa,, + Ba;, + —=% S(ak W =0, k=012,..,n—1, a_;=0

(2.3)
s(a,—1) = —aB , k=n
seklinde olur.
n = 1igin (2.3) sistemi
rsag +Asag +Bay =0
(2.4)

say = —aB

10



sistemine indirgenir. B # 0 ise (2.4) sistemindeki (ay); = —aB ifadesinde z

ye gore turev alinirsa
(ag)zz = —a,B —aB,

olup, bu deger

(a0)zz +A(ag); + Bay =0
denkleminde yerine yazilirsa
—a,B —aB, —aAB + Bay, =0
olur. Buradan
a,B+aB,+aAB —Ba, =0

veya
B,
az+a§+aA—a0=O

elde edilir. a = 1 olmak Uzere son ifadenin zZ e gore tlrevi alinirsa

BB,; — B3;B
%4_‘42_(%)2:0

olup, (ay); dederi burada yerine yazilirsa

(logB),; + A+ B =0 (2.5)
bulunur.

LemmaZ2.1.

n=1 igin

w=Pg=g9+ayg (2.6)

ifadesi (2.1) diferensiyel denkleminin bir ¢cozUmudur ve

11



a, =A+ (logB),
dir.
ispat:

(2.4) sisteminden (ay); = —aB ise
ap = —adeZ
olup, boylece a =1 igin

a0=—deZ

yazilabilir. Burada B yerine (2.5) den B = — (logB),; — A; Yyazilirsa

ay = A+ (logB), bulunur.

Simdi (2.6) ifadesinde z e gore tlrev alinip a, degeri yerine yazilirsa
wz = [A; + (logB),;]g elde edilir.(2.5) den

A; + (logB), = —B = w; =—Bg

olup, bdylece

wz

9=—E

olur.

Bu ise verilen herw ¢6zUmu igin bir tek g(z) Uretecinin bulundugunu
gosterir.(2.1) denklemindeki A katsayisi belirli sartlari saglarsa daha fazla

iddialar ileri surtlebilir.

D bolgesinde a(z) # 0, B(z) # 0 olmak lUzere A; = Bla(z)B(z) — 1] olsun.

Bu deger (2.5) denkleminde yerine yazilirsa

(log B),z + a(2)B(z)B = 0

12



elde edilir.
G=afB igin (logG),; +G =0
bulunur. Burada log G = 2w olup, buradan
20, = —e?? (2.7)

Liouville denklemi elde edilir.

Teorem 2.1.
a) D* kompleks duzlemde basit irtibath bir bolge ve G, D* da
(logG),; +G =0

denkleminin bir ¢ézimu olsun. D, D*’da basit irtibatli kompakt bir bélge

olmak Uzere , D de

_ —29'(2)¥'(2)

[(2) + ¥ (2)]?

dir.

Burada @(z) ve ¥(z) meromorf fonksiyonlari asagidaki sartlari saglayan

fonksiyonlardir.

)®(z) , Y(z) D de en fazla birinci basamaktan sonlu sayida kutup

noktalarina sahiptir.
ii) D de &(z) ve ¥(z) ortak kutup noktalarina sahip dedgillerdir.
iiiyD de (@ + ¥P)®'¥' =0 dir.
b) Diger taraftan D de
_ —29'(2)¥'(2)

[@(2) + P (2)]?

13



ifadesi (logG),;+G=0 icin bir ¢cozim ise ®(z) ve ¥Y(z) fonksiyonlar

i),ii), iii) sartlarini saglarlar.

c)Dde (logG),;+G=0 denkleminin butliin reel degerli ¢ozUmleri

2fOF @ _ .,
L+ef@F@F T

seklindedir.Burada f(z) meromorf fonksiyonu D de en fazla birinci

basamaktan sonlu sayida kutup noktasina sahiptir ve D de
[1+ef(@f(@D]f"#0
dir.

d) D de

2/ D@ _ o,
[+ efF@F

(logG),; + G =0 igin reel degerli bir ¢6zim ise her bir meromorf f(z)

fonksiyonu, c¢) sikkindaki sartlari saglar.

Teorem 2.2.
a) D de B # 0 olmak Uzere

W,z +A(z,Z)w; + B(z,Z)w =0
diferensiyel denkleminin
w=g"+ayg, g(z)€HD)

formunda bir ¢ozime sahip olmasi igin gerek ve yeter sart A ve B
katsayilarinin (log B),; + A; + B = 0 bagintisini saglamasidir. Bu durumda

a, katsayisi ay, = A+ (logB), seklindedir.

14



b) (2.1) denkleminin D bodlgesinde verilen ve (2.2) ile gosterilen her bir w
¢Ozumu i¢in g(z) ureteci tektir ve

w3z

9(z) = 5

seklinde tanimlidir.

c) A, = Bla(2)B(z) — 1] ise, a(z) ve B(z) D bodlgesinde sifir olmayan

holomorf fonksiyonlar ve G = afB olmak tzere (logG),; + G = 0 dir.
Egder D bolgesi Teorem 2.1. in sartlarini saglarsa B katsayisi

B 29" (2)¥'(2)
a(2)B(@2)[®(2) + ¥ (2)]?

seklinde yazilabilir.

Simdi
P() = ) a(z, 2R

k=0

ifadesindeki a,(z,z) katsayilarina belirli sartlar yUkleyerek n € N, keyfi

sabitleri igin ¢ozulebilen (2.3) sistemini yeniden olusturalim.

Once D bélgesinde B # 0 oldugunu kabul edelim.
c, €C,co#0, c,=1, Dden(z,z)# 0 olmak Uzere

ar = cen™ %, n>2 alahim. Bdylece

n
w=Pg= Z " *REg
k=0

olur. Bu son ifadede gerekli tirevler alinip (2.1) denkleminde yerine yazilirsa
ce[(n =) —k = DN 2nmz + (0= kN ',z + Al — IOn™ "z + By
+C"a—'1(n +1-kn"*p, =0, k=012...n—1, c_,=0 (2.8)

Choilz=—aB, k=n (2.9)

15



sistemi elde edilir. Burada cy, ¢y, ...,c,_q # 0 dir. (2.8) den k = 0 igin

an an(n—1) aAn

77722 + Tnznz + TUZ —Cn-1Mz =0 (2.10)
k=1icgin

(n-1) (n-1)(n-2) A(n-1)
€1 (a 1z + %Uﬂ?z + g, — Cn—1772) + connz =0 (2.11)

elde edilir. (2.10) ifadesi c;(n — 1) ile (2.11) ifadesi n ile ¢arpilip farklari

alinirsa

T]Z 2 _
[acin(n —1)] e +cicphg—con© =0
olur. Buradan

1 (cn_l nco>
c= -—
n—1\n C1

olmak lizere

_h_ ¢
n? a

elde edilir.

Simdin =y(z), y(z) € H(D) olsun. Budurumdan, =0 dir. (2.9)

-

ifadesinde n; =y’ yazilirsa

(2.12)

olur. (2.8) denklemi n, = 0 igin

Che—
ce[A(m — k)N *"1n, + Bn* %] + %(n +1—-kn**n,=0, k=01,..,n—1, c_,=0

ifadesine donusur. Bu ifadede (2.12) dederi yerine yazilirsa,

(ackA(n—k)

 ~ CkCno1 F Chi(n+1-— k)) o *=0,k=01.n-1, c.;,=0

elde edilir. Burada

16



ac,A(n — k)

" — CCp1 +Co1(n+1—-k)=0

olmalidir.

k =0icgin

A — Cn_ly ) B — _Cn—1 7
na a
bulunur.

Cn

-1 _1
—y ve a(z) == alinirsa,

D de a(z) # 0 olmak tzere B(z) =

A=a(2)f(z), B=—-na(2)'(z) olup, (2.1) diferensiyel denklemi
W,z + a(2)B(2)w; —na(2)B (2w =0

denklemine donusur. (2.13) denkleminin

(2.13)

(2.14)

formunda bir géziime sahip olmasi igin ¢, = (;;) olmalidir. (2.14) in tirevleri

(2.13) de yazilip gerekli islemler yapilirsa ¢, = (}) oldugu kolayca

gOralebilir.

Lemma 2.1.

(2.13) diferensiyel denkleminin (2.14) formunda bir ¢6zUmu i¢in

17



T =

R =
S e

olmak lizere

n
THw = 2 (Z)(n(i;—f)!u)!ﬁ_n_k_ul?gg
k=0
dir.
ispat: Timevarim yénteminden kolayca yapilabilir.
Lemma 2.1. den u = nigin
T"'w = (7(;) nlg(z)

olup
Tn

n!

g

g(z) =
bulunur.

Ayrica,

=_1I

c
7" 2 (2.15)

ifadesi a =

2 vec#0 olmak iizere (3> = ¢,'c yazilabilir.
@1(2) n’/,

Buradan

1

Z
olup
1 —
; —Pc=Y¥(2)

dir. &,c =& denirse

1
d+Y

n= (2.16)

elde edilir.
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c__ M _nke

a 7 Nz
olup bu deger (2.9) ifadesinde yazilirsa

2
n-c
Cn—1Mz = 1 B

zZ

bulunur. (2.16) dan n nin tlrevleri hesaplanip bu ifadede yerine yazilirsa,

B Cp1 @'V
(@ + )2

bulunur. Bulunan B degeri

an an(n—1) aAn
o e + T el + e +aB =0

ifadesinde yazilirsa

A= il
(@ +P)

(C”C‘l +n(n+ 1)) (2.17)

elde edilir. Burada ®(z) ve ¥(z) € H(D) , D de(® + P)@'¥' # 0 dur.

1/c,_
A=—< = 1+n(n+1)>
n C
olmak Uzere

B ylod

o+

yazilabilir. Bu durumda (2.1) denklemi

Lo 7
a)zz+¢+¢a)z—n(n+1—/1)((p+—¢)2w=0, AE(C,TlEN (218)
formuna doénusur.

n
a)=Zc KREg e =1, R=—l (2.19)
k ’ n ’ P'0z '

k=0
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ifadesinin (2.18) denkleminin ¢ézimu olabilmesi icin

DM (4 1= D)y
k= Kl (n—k)!

olmalidir.(2.19) un tarevleri (2.18) de yazilip gerekli turevler alinirsa bu

durum gorulebilir. Burada
Dp=clc+1D(c+2)..(c+n—1) , neN
(€)o=1

gosterimi vardir. Ayrica ¢, # 0 oldugundan A #n+ 1,n+ 2,...,2n olmaldir.

Lemma2.2.
(2.18) in (2.19) formunda gosterilen her w ¢coézimu igin

_(@+P)? 0
Y 9z
olmak uzere

n-pu

0w =) (-1

k=0

(n - k)! Rkg
(n—k—w! (@ + P)nk-u

elde edilir.
ispat: Timevarim yénteminden kolayca yapilabilir.
Yukaridaki lemmadan u =n igin

Q"w
ntn+1-21),

g9(z) =

elde edilir.
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Teorem 2.3.
a) D de B # 0 olsun.
W,z +A(z,Z)w; + B(z,Z)w =0

diferensiyel denkleminin

n
w = z cen™ *REg , g€ H(D) , n=2 (2.20)
k=0

formunda bir ¢6ztlime sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul
d
Ry = a(z)g , a(z) e H(D) , a(z) #0

¢, €C,co#0, ¢c,=1, Dde n(z,z)# 0 olmak tUzere
Da(2),(2) € H(D)

ii)D’de aB’ # 0

kosullarina uyan a, g icin

DA=a(2)B(z) , B=-na(2)p (z)

veya

DP(z), Y(z) € H(D)

ii)D de (@ + PHo'P' + 0

liA¢ [n+1,n+2,..,2n]

kosullarina uyan @ ve ¥ igin

2) A= AP B = 1-2 il
) A=y Bl =Dy
olmasidir.
b) w,; + a(2)B(2)w; —na(z)B’ (2)w =0, n €N (2.21)
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diferensiyel denkleminin (2.20) ¢ézimleri

oy 1 9
w=k2(Z)B"-kR§g, Ro= 55+ 9(2) €HWD) (2:22)
=0

formunda gosterilebilir.

c) (2.21) denkleminin (2.22) formundaki her w ¢6zim icin g(z) Ureteci tektir

ve
n 10
g9(z) = TR T = FIFE:
dir.
d)
+ AP n+1-2) ik =0 2.23
Wz T gz T M @+9)2? " (2.23)
diferensiyel denkleminin (2.20) ¢ézumleri
- n Rkg 10
— _1\n—k _ _——
w= kZO( D"k (1) ot 1= D e R (2.24)

seklinde gosterilebilir.

e) (2.23) diferensiyel denkleminin (2.24) formundaki her w ¢ézimu igin g(z)

Ureteci tektir ve

Q"w _(@+¥)? 0
nln+1-2), ’ g )z

g9(z) =

dir.
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2.1.2. Antiholomorf Uretegler

3

diferensiyel operatériniu goéz 6énune alalim.Bu kisimda
wy; + Az, Z)w; + B(z,Z)w = 0 (2.25)

denkleminin
w=P,f, f€HD)

formunda ¢6zime sahip olmasi icin gerekli kosullar ortaya konacaktir.
Burada by(z,z) katsayillari D de ikinci basamaktan surekli tlrevienebilir

fonksiyonlardir.
m = 1igin,
w = P, f = bof + b,f’

ifadesinin  gerekli  turevleri alinip  (2.25) denkleminde yazilirsa,
[(b1)z + Aby]f" + [(b1) 2z + (bo) + A(by)z + Abo + Bb,]f’

+[(bo)zz + A(bg)z + Bby]f = 0

elde edilir. Bu ifadenin sifir olmasi katsayilarinin sifir olmasi ile

mUmkindir.Bu durumda

(b1); + Aby =0 (2.26)
(b1)zz + (bg), + A(by)z + Aby + Bby = 0 (2.27)
(bo)zz + A(bg)z + Bby = 0 (2.28)

olmalidir. (2.26) denkleminin Z e gore turevi alinirsa

(b1)zz + Azby + A(b1)z =0 = —Azby = (by)z + A(by);
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olur. Bu deger (2.27) de yerine yazilirsa
bl(B - Az) + (bO)Z + Abo - 0
elde edilir.

B—A; =0 ise (by),+Aby =0 olup, buradan

bo)z —A ve (2.26) dan (l;ﬂ =—A

bo 1

elde edilir. Buradan
G

by/,
bulunur.Bdylece

by — _
—=a(z) = b, = ab,
bo

elde edilir. Bu deger
w=Db,f +b,f ifadesinde yerine yazilirsa, w = by(a@f’ +f) olur.
Yani,
1=af' +f
olmak uzere
w = byf;
olur.
Eger D de B —sA # 0 ise, (2.26),(2.27),(2.28) ifadeleri kullanilarak
[log(B — Az)].z + B = 24; ,
by = (b1)z + b1[log(B — 4;)]; ,
(b1), +b;A=0

elde edilir. Bulunan b, degeri
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® = byf" + bof
esitliginde yerine yazilirsa
@ = (bif)z + [log(B — A2)1z(b:f)

oldugu goruliir.O halde verilen bir w ¢6ziimi igin b, f fonksiyonu tek olarak

tanimlidir ve

- Aw+ w,
=
A; — B

seklindedir.

Ozel olarak a(z),B(z) e H(D) ve D de af(2af —1)# 0 olmak Uzere

_e@p@) -1
* 2a(2)B(2) -1

secilir ve A; degeri
[log(B — Az)].z + B = 24;

ifadesinde yazilirsa

B _ B
llog( 2af = 1>LZ +[log(aB)]_ + a1 0

olup,

B
G =—=
20 -1

alinirsa

(logG),z +G =0
elde edilir.Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:
Teorem 2.4

a) wy; +A(z,Z)w; + B(z,Z)w =0,D de B— A; # 0 diferensiyel denkleminin
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w=Dbf +bf , fe€HD) (2.29)

formunda bir ¢6zUme sahip olmasi igin gerek ve yeter sart A ve B
katsayilarinin
[log(B — Az)];z + B = 24;

denklemini saglamalaridir. Bu durumda b, ve b, katsayilari ,
(by), +b;A=0

by = (b1)z + b1[log(B — A;)];

bagintilarini saglamak Uzere

w = byf' + bof

gOsterimi

w = (byf)z + [l0g(B — A7)]z (b f)

formunu alir.

b) (2.1) diferensiyel denkleminin

® = byf" + bof

formunda verilen her bir w ¢ozimi igin b, f fonksiyonu tektir ve

- Aw+ w,
f =0
A; — B

dir.

c) Eger a(z),B(z) € H(D), D de af(2aff —1) # 0 ve

_e@F@-1
‘T 2a(2)B(2) - 1

ise G =BQRaf —1)"* olmak tzere (logG),; + G = 0 diferensiyel

denklemi elde edilir.
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Egder D bolgesi basit irtibatli, kompakt ise B katsayisi

_ —2(2af - Do'Y’
(@4 P)?

formunda gosterilebilir. Burada @ (z) ve ¥ (z) fonksiyonlari Teorem 2.1 in ¢)

secenegindeki sartlari saglarlar.

d) B— A; = 0 olmasi durumunda (2.1) denklemi
by + byA =0
b, =a(z)b, , a(z)€ H(D)

olmak Uzere

w=>bf +bf , fe€HD) seklinde bir¢dziime sahiptir.
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3.w; = b(p,q,® DIFERENSIYEL DENKLEMININ GOZUMLERI

Bu bdlimde kompleks potansiyel denklemi olarak bilinen w; = b )@

formundaki kompleks diferensiyel denklemi inceleyecegiz.

Tanim 3.1.

w € Pp(E) olmak Uzere, w;=a(z,2)w+ b(z,Z)w formundaki denkleme
Vekua denklemi, bu denklemin ¢b6zumlerine de genellestiriimis analitik

fonksiyon denir.

D c C alt bolgesinde E:= (F,G) belirleyici gift olmak Uzere pseudo analitik

fonksiyonlarin sinifi P, (E) ile gosterilir.

Tanim 3.2.

C kompleks duzleminde basit irtibatli bir D bdlgesini géz 6nune alalim. Bu

bolgede tanimh F, G fonksiyonlari

)V z € D igin Im[F(2)G(2)] > 0

ii)VzE€DIiGInF,G € H}

kosullarini sagliyorsa E:= (F,G) fonksiyon ciftine Uretici ¢ift denir.

HY , D de tamimli, Holder siirekli, birinci basamaktan diferensiyellenebilir

fonksiyon uzayidr.

Tanim 3.3.
A= FG — FG olmak Uizere

aE:=—(FGZ—FzG_)/A y bE: =(FG2—F26)/A
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Ap:=—(FG,—F,G)/A , Bgp:=(FG,—FG)/A

fonksiyonlarina karakteristik katsayilar denir.

G=fF, f €Pp(A) olmak lzere w; = agw + byw denklemine w = We4
doénlisimi uygulanirsa az = A4 icin W; = byWe4~4 bulunur.

4 alinirsa

a= bEeA‘
W; = aW (3.1)

olur. Burada a(z, z) diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. (3.1) de z ye goére

turev alinip gerekli dizenlemeler yapilirsa
W,z — (loga), W; —aaW =0
elde edilir.
wz = brao, w € Pp(E) (3.2)
denklemini géz énlune alalim.
F reel degerli ve a( gy = 0 ise

Fz

GzzFG_, GEPD(E)

olup , bu deger
bE: = (FGZ — FzG)/A
ifadesinde yazilirsa

z

b =%
bulunur.

G fonksiyonunun

G(z) = h(z2)F*(z), heCc*(D), neZ

seklinde bir gosterime sahip oldugunu varsayalim. Bdylece
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h, =0, nh=h ve h, D de holomorf olmak lizere
nh=h isen(h—h)=h—h
olup, buradan n = —1 bulunur. h, reel degerlive hy =c € R

G(z) = h(z2)F*(z) = icF~! oldugundan E = (F,icF ') € Ep , c €R?

olur.Bu durumda karakteristik katsayilar

Aepicrty = 0 rb(F,icF‘l) = (Log | F 1)z, A icr1y = 0, Bpicp1y = (Log | F ),
seklindedir.

(3.2) denklemi

w=Fp+icF'¥

formunda bir ¢6zime sahiptir.Burada ¢, ¥ reel degerli kompleks degiskenli

fonksiyonlardir.Bu durumda
Fo; +icF7 ¥, =0
denklemi saglanmak zorundadir.Bu denklem ise
F?p,—c¥, =0
F?o, +c¥ =0
sistemine denktir.
Simdi Teorem?2.3. deki

AP’ 'Y’ _
wzz+m_—q_]wz—n(n+1—/1)(¢_l_—q_l)2w =0

diferensiyel denklemini g6z 6nune alalim.

A =n—m igin bu denklem

wzz+(n—m)¢—_wz—n(m+1)m

T w = n,me€ N, (3.3)
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denklemine donugur.Bu denklemlerin gbzumleri, f(z) ve g(z) D de holomorf

fonksiyonlar olmak Gzere
w=D,g+ Dy f
formundadir. Burada D,, ve D;,, operatorleri

3 - (—D)™*(n +m — k)! .

n _1\n—k _
Dn:z( D" *(n+m k)!Rk

Dy, =
| — 1ywn—k ’ m | — 1ywn—k

e k'(n—k)!'w e kl(m—-k)!'w
seklinde tanimlidir.
(3.3)den=malinirsa G = ¥ oimak lizere

(®+P)2

wy;; —n(n+1)Gw =0, neN (3.4)
elde edilir. Bu denklemin ¢6zimu de
w = H,g + H.h (3.5)
formunda olup,

(D) *(2n —k)! 10 10 _
An= , :——,SZZ—_, =¢ v

K K (n—h)! b o7 gaz. WTPT

olmak Uzere

n n

Ay e
— k * k k

H"_an—kR , Hn= an—ks

k=0 k=0
dir.
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4. KOMPLEKS POTANSIYEL DENKLEMIi iLE SCHRODINGER

DENKLEMININ GOZUMLERIi ARASINDAKI iLiSKi

Bu bolumde, genel Vekua denkleminin bir ozel hali olan ve onceki
bélimlerde kompleks potansiyel denklemi olarak isimlendirilen w; = bw

formundaki denklemin ¢ézumlerini ve 6zelliklerini inceleyecegiz.

Teorem 4.1.

Basit irtibath, dizgin sinirl bir D € C alt bolgesinde a(z) analitik bir
fonksiyon ve (a + @)a, # 0, m € N olmak lGzere
ma,

W, = Zw 4.1
2 a+a (4.1)

denkleminin ¢dzUmu

o (D)™ k2m —1—k)! __ 1
w =Z(:)k!(m—k)!(a+c?)m‘k [mR¥¢ — (m — kK)R*¢], R =a—zc')z

seklinde olup, burada ¢, D de analitik bir fonksiyondur.
ispat: (3.4) ve (3.5) den W nin reel ve sanal kisimlari sirasiyla

u=Hy, ,9g+H,_1g Ve v=Hy,h+ H,h formunda olup g(z) ve h(z), D

de keyfi holomorf fonksiyonlardir.Bu durumda

W=u+iv=Hy,_19+Hpn_19 + i(H,h + H,h)

m—1

Aml Aml
=) —————Rg+ g Rkg
(4 A ym—k—1 (&L A \m—k—1
£ (a+a) (a+a)

m
Am A
B Y S 'Z—kRkh
i kZO @rame T L an
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m—1 (_]_)m—k—l(Zm — k- 2)! K =5
B k!(m—k—l)!(a+cy)m—k—1[R g+ R*g]
k=0

~ (D)™ kE2m—k)! __
i Z k'(m—k)! (a +a)mk [REh + REh]
k=0

yazilabilir.Bu ifadenin reel kisminda k yerine k — 1 alinirsa

m —1\ym-k -1 —
Z (D)™ *2m—-1-k)! (Re1g + m]
k=1

k—D!'m—-Kk)!'(a+a)ym*k

N D™ Em - k! P
3 Km0 (a + @k R TR
k=0

olur.Burada ilk toplam sembolu k ile ¢carpilip bolunurse

(=)™ k2m =1 — k)!
T kl(m—=k)!(a+ a)mk

[k(R¥=1g + R¥"1g) + i(2m — k)(R*h + R¥h)]

elde edilir.

29 = Rpigin kR*1g = ng(p , kRk-1g = ngQD
2ih = ¢ igin  2imR*h — (kR*h = mR*p — <Rk
ve  2imRFh — ikR¥h = —mR¥¢ + gﬁ(p
yazilirsa,

o (=)™ (2m — 1 — k)!
i k'(m—k)! (a+a)m*k

¢6zUmu bulunur.
(4.1) dem = 1 igin

T,

W, =
Z a+a

denkleminin ¢ézimu
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1 k k

1 1— _
W= g (o) o= Gor) o

olup, k = 0,1 degerleri igin bu denklemin ¢d6zUmu

W =22_2"9
a, at+a

(4.2)

olarak bulunur.

Teorem 4.2.

a(z), D bolgesinde a+ a+ 0 kosulunu saglayan analitik bir fonksiyon

olmak lUzere
* & (4.3)
Wz = — W .
d a+a

Vekua denkleminin genel ¢ozumu
aZ

=¥, -W+¥
@ 2= ( )a+a

(4.4)

dir. Burada ¥ keyfi analitik bir fonksiyondur.
ispat: Bu teoremin ispati icin [7] kaynagina bakilabilir.

Simdi (4.2) ve (4.4) ¢6zUmleri arasindaki bagintiyi inceleyelim. (4.4) ifadesi

ai ile carpilirsa

Z

iw ¥, i¥+P)

a, a, a+a
olur. i¥ = ¢ alinirsa ¥ = —¢@ olup,

ia)zﬁ_(p—(ﬁ

a, a, at+a

elde edilir. O halde w ile W arasindaki baginti
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dir.Bu fonksiyon ayni zamanda

%

W. =
7 a+a

denkleminin ¢ozUmuddr.
D c C alt bolgesinde genel Vekua denklemi olarak bilinen
w; =A(z,Z2)w+B(z,2)w , A,BEL,(D,C), p>1

denkleminin 6zel hali w; = B(z,Z)w denklemidir. Bu denklemin potansiyel

teori ve Schrdodinger denklemi ile iligkisi vardir. Bunlardan birisi

f, kompleks degiskenli, reel degerli, ikinci basamaktan surekli kismi

tirevlere sahip ve D Uzerinde sifir degerini almayan bir fonksiyon olmak

uzere
_Jfir
WZ—FW , ZED (4.5)
formundaki denklemdir.Bu denklemin ¢6zimu kompleks potansiyellerdir.
A -2
v(z,2) = Tf , n(z,z) =2 (%) —-v(z,2)

potansiyellerini gz 6nune alalim.Burada v ve n kompleks degiskenli reel

degerli fonksiyonlardir.

Asagidaki teorem iki sabit Schrodinger denkleminin ¢ézimleri ve (4.5) deki

Vekua denkleminin ¢ozumleri arasindaki basit iligkiyi gosterir.

Teorem 4.3.

W =W; +iW, , (4.5) denkleminin bir gozimu ise ,

W, = ReW fonksiyonu —AW; +vW; =0 denkleminin bir ¢ézumuddar.
W, = ImW fonksiyonu da Schroédinger denklemi olan —AW, + nW, =0

denkleminin ¢ézumuddr.
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ispat: W,; = AW olmak lzere (4.5) denkleminin her iki tarafinin z ye gére

tUrevi alinirsa

(f) IS GEHED S S
W, =(FW) =——= +7 )
I -EHED i f
W,; = 2 W+f fW
o B+ _g)
SFmT ( )"

elde edilir. Buradan

A ‘24 fE A
TfW1+i<2f_ fzfy _Tf>W2 = AW, + iAW,

yazilabilir. Reel ve sanal kisimlarin birbirine egitlenmesiyle

A
_fW1 = _AW1 + U(Z,Z_)Wl = 0

AW, =
f

A

AW, = ( ki ny ——f> W, = —AW,+n(z,z)W,=0
f f

olup, bdylece ispat tamamlanmis olur.

Bu teoreme gore W, reel degerli ¢cozumu verildiginde W, reel degerli ¢ozUmu
ve W, cozumu verildiginde W, reel deg@erli ¢ozimu bulunabilir.Fakat bu durum

denklemlerin kompleks ¢ézumleri igin gegerli degildir.

A operat6riiniin

Alf1(x,y) = f w(,y)dx + v(x,y)dy + ¢
r

seklinde tanimli oldugunu ve f(z) = u + iv fonksiyonu igin u, — v, = 0 esitligi

saglanirsa @; = f denklemi saglanacak sekilde reel degerli @ fonksiyonunun

®(x,y) = Alf]1(x,¥)
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seklinde bir gosterime sahip oldugunu gostermistik.

Teorem 4.4.
W, —AW; + v(z,2)W; = 0 denkleminin ¢6ziimu olsun. Bu durumda
—AW, + n(z,z )W, = 0 denkleminin ¢6zimd,

W, = f—lj(ifZaz(f—lwl))
olarak belirlenebilir.

Bu ¢oziim ¢ keyfi reel sabit olmak lizere cf ~! ilave terimiyle tek bir
bicimdedir.

—AW, + n(z,z )W, = 0 denkleminin W, reel ¢6zim verildiginde
—AW; + v(z,2)W,; = 0 denkleminin ¢bzimu

i
f?

seklinde olup, bu ¢c6zim cf ilave terimiyle tek tarlGdar.

W, = _fI‘T< aZ_(fWZ)>

ispat:

WZ == W

=S

denkleminin ¢ozUmunun

W = fo+if ¥ olmasi igin gerek ve yeter sart fd, +if ¥, =0
olmasidir.

W = W; + iW, oldugundan

¢ 7 ,

"1U=W2f

yazilabilir. Ayrica
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f¢z+if_1l1UZ=O = IIUZ_ifz(pZZO

dir.Buradan
IIUZ = ifzd)z
dir.

b;=f = &y =Afl(xy)
oldugu kullanilirsa
VY, =if?®; = Y(xy) =Alif?®;1(x)

yazilabilir.Diger taraftan

W, = it = W, = fA[if?0z®] = fA[if?0z(Wyf ~1)]

7
ve
A r,
P; = iz > Pxy)=A4 [lf_z x)

olup, boylece
W, =of = W= fA[-if?0z%] = —fA[if20Z(fW>)]
elde edilir.

Eger u(z,2) =0 ve f(z) =1 ise W, = %W denklemi W, = 0 homojen

Cauchy-Riemann denklemine donusur ve W, reel harmonik fonksiyon
verildiginde W = W, + iW, fonksiyonu analitik olacak sekilde W; in W,
harmonik konjugesi bir sabit farkiyla olusturulabilir. Tersine W, harmonik
fonksiyonu verildiginde W = W, + ilW, analitik olacak sekilde W, nin W;

harmonik konjugesi yine bir sabit farkiyla sonsuz farkl sekilde belirlenebilir.

Not 4.1. W = W, + iW, olmak lizere W, = %VT/ denklemi
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f(f_lwl)i + if_l(fwz)z =0
olarak da yazilabilir. Gergekten;

zZ

Wz = Wy)z+i(Wy); = 7(W1 —iW,)
fz . Sz
= (Wy); 7 Wi+ i(W,); +1i 7 W, =

:>f(f(W1)jc2_ sz1> +]£c

= ffTW)z +if T (fW)z =0

(f(Wo)z + fzW,) =0

olarak bulunur.

Teorem 4.5.

W =W, +iW, , (4.5) denkleminin bir ¢dziimii ve f = 6%/2 olsun.
Bu takdirde

u=6"Y2w, , D de div(6Vu) = 0 denkleminin ¢ézimidir.Ayrica
v = 6Y2W, de div(6-'Vv) = 0 denkleminin ¢ézimiidir.

ispat: f(f W), +if L(fW,); = 0 ifadesinde f = 6'/2? yazilirsa

61/2 (%)Z + i61—1/2(61/2W2)Z =0
olup, bu ifade 6%/ ile garpilir ve z ye gore tiirev alinirsa
:—2[6 (%)] +iA(6Y2W,) = 0
olur.Buradan
Re i[6<£) ] =0,
az 1 \e61/2/,
6A(W,6~1/2) + V6V(W,67/2) = 0
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yazilabilir.Boylece
div (6V(W;67Y/2)) = div(6Vu) = 0
bulunur. Diger taraftan
Ww.
6%/2 (61/12) + zm(@/zwz)z =0

ifadesi PV ile carpilir ve dz operatoru uygulanirsa

A a1
A (57) + 15[ (82wa), | = 0
olur.Buradan
Re[ (61/2W2)Z]—0

A(61/2W )+ v( )v(61/2W) =0,

div [% v(61/2W2)] =0,

di 1V =0
Lv(g v)—

elde edilir.Burada V= (:—x,;—y) gradient operatorudur.

Teorem 4.6.

u,div(6Vu) = 0 denkleminin bir ¢dziimii olsun. E§er f = 6'/2 olmak lizere

W = 62u + i6=/?v fonksiyonu W; = fZW denkleminin bir ¢éziimii ise

bu takdirde v = A(i6u;) fonksiyonu
div(6™1Vv) =0

icin bir gozUmdaur.
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Tersine (4.6) nin v ¢6zumu verilsin. Bu takdirde div(6Vu) = 0 denkleminin

¢ozimi u = —A(i6"1v,) dir.
Ispat: Teorem 4.5.den
u=6"2w, = W,=6%u
v=62W, = W,=6Y%
olup,
W, = fHA(if0z(f W)
oldugu géz éniine alinir ve f = 6'/2 yerine yazilira
W, = 6-1/27 (i6az‘(6‘1/2W1))
olur. W, = 6~/2v oldugundan
6-/24 (i60z(67/2W;)) = 67/%v
yazilabilir.Buradan
v = A[i6uy]
elde edilir.
Benzer sekilde div(6Vu) = 0 denkleminin ¢ézimi
Wy = —fA[if 720zZ(fW5)]
ifadesinde f = 6'/2 yazilirsa
W, = —624[i6710Z(6Y/2W,)]
olur. W; = 6/?u oldugundan
—61/24[i6710z(6Y/2W,)] = 6'/%u

yazilabilir.Burada
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u=—A[i6" ;]

elde edilir.Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 4.1.
a , D de analitik bir fonksiyon, ay, # 0, a, = Rea ve a; = Ima olsun.

f = af* olmak uzere

ma,  0zf
a+a f
esitligi vardir.
ispat:

ma, moz(a,— ia;)

a+a a+a

_ moz(2ay — (o +iay)
B 2a

_ moz(2ay) moz(a)
T 2a, 2a

_ m(ap);
-

_ 0z(a)™
=
0zf

- f

olup, bdylece ispat tamamlanir.

Bu sonugtan Teorem 4.1. asagidaki gibi ifade edilebilir :
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Teorem 4.7.

ay, D de sifirdan farkh reel degerli harmonik bir fonksiyon , f = af* , m €N

olmak lizere
WZ = EW
f

denkleminin ¢6zimu

k k

W= i ()" @m =1 — k) [m (aiaz) o —(m-—k) (aiaz) 1,
P z z

(4.7)

k!(m—k)! (a +a)m*

seklindedir.

Ispat: Teorem4.1. den

denkleminin ¢ézimuanin (4.7) formunda oldugu biliniyor.

Lemma 4.1. den

ma,  0zf
a+a f
oldugundan f = af* igin W, =ZL§W denklemi W, =%VT/ denklemine esit

olup, W; = %VT/ denkleminin ¢6zimu de (4.7) formundadir.

Teorem 4.8.
a, , D de sifir degerini almayan reel degerli harmonik bir fonksiyon ve m € N

N2
olmak iizere p =m(m —1) ((O;ﬂ) icin
0

—AW1 + le = 0

Schrodinger denkleminin genel ¢ozumu
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Wi = Re Z (;!1()7:__’(;2)7!71(2_“2);1{,3! [m <a_ az) o —(m—k) (al az) ®

N2
ve g=m(m+1) (M) igin

%o
_AWZ + qWZ =0

Schrodinger denkleminin genel ¢ozumu

W2=Im

C (D™ REem—1—k) 1 y\F 1N\
£k Gm— IO 2ag™ [m (_Z az) = (m—k) (a_ az) ¥

zZ

formundadir.

Burada a,D de analitik bir fonksiyon Rea = a, ve ¢ ,D de keyfi analitik bir

fonksiyondur.

ispat: f=al ve a, harmonik bir fonksiyon olmak (zere W, (4.5)

denkleminin bir ¢ézimu ise W; = ReW, W, = ImW sirasiyla

AW, +pW, =0 , —AW, + qW, = 0denklemlerinin ¢dzimleridir.Tersine
Teorem 4.4. den —AW; + pW,; = 0 denkleminin herhangi bir ¢6zimu (4.5) in
¢6zUmunun reel kismi, —AW, + qW, = 0 denkleminin herhangi bir ¢6zim
de (4.5) in ¢dzUmUnun sanal kismidir.Sonug olarak (4.7) denkleminin reel ve

sanal kisimlari ayrilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.9.

a, ,D de sifir degerini almayan reel degerli harmonik bir fonksiyon ve m € N

olmak lizere 6 = a2™ ise div(6Vu) =0 denkleminin ¢bzimi
1 k k

e O (ED™R2m -1 - k) 1
u=6"1 Rez kL(m = 1)1 2ag)™F [m(a—zaz) (p—(m—k)<a—zaz> Q
k=0

ve div(6-'Vv) = 0 denkleminin ¢ozimi
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k k

Ly O ED™Rem—1-k 1 1
v =26 Imz RT(m = )1 (2Zag) ™~ [m(a—zaz) o —(m—k) (a—zaz> 1,
k=0

formundadir.

ispat: Teorem 4.5. den u=6"Y2W, ve v=6Y2W, oldujundan

Teorem 4.8. in kullaniimasiyla teoremin dogrulugu dogrudan goralur.
f, reel degerli sifirdan farkli bir fonksiyon olmak lizere (-A+v)f =0

denkleminin bir ¢6zUmu olsun. Burada v reel degerli bir fonksiyondur.

_fzg
V=5

denkleminin keyfi bir cozimU ¥ olmak Uzere

w=Y%+p¥ +q¥ (4.8)
fonksiyonunu goz 6nune alalim.Teorem 4.3. den

—AY, +v¥, =0 ve —AY, +n¥, =0

oldugu kullanilirsa

—AY, + 0¥, —iAY, +in¥, =0

AY, + iAW, = V¥, + in¥,

Y+y '
Y,=Re¥W =— ,i¥, =Im¥V = ——
2 2
Y+ Y-y
AY = 0¥, = v +1——
2 2
yazilabilir.

(4.8) fonksiyonuna dz operatorl uygulanirsa

v _ _ 7 _
a)z=E(‘P+‘P)+g(‘}’—‘}’)+pz‘{’+p%‘l’+qzq’+q‘{’z
—  _[uv— 7 v+
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olur.

Diger taraftan (4.8) fonksiyonunun eslenigi alinip g ile carpilirsa

qw = q¥, + pq¥ + qq¥ (4.10)
elde edilir.
w; =qw

denkleminin bir w ¢6zimu bulunabilir.
(4.9) ve (4.10) ifadelerindeki esitlenirse

U;n+p%+q2=ﬁq (4.11)
g =a7 (412)
olur. Ayrica
v+n _ (I fz |>2
2 f
dir.

p = q + u formunda bir p fonksiyonunu g6z 6énune alalim.Burada u kompleks
degerli bir fonksiyondur. (4.11) ve (4.12) de p = q + u yazilirsa
E _ _fz v—n

qz—qq+qf qu+u7+T=0

CIZ_CIC?'FUZ_"'(

olur.
g, reel degerli sifirdan farkl bir fonksiyon olmak tzere
9z

. (4.13)

q:

Ozel formu igin
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g2 g 4949

olup, buradan

_ Ag
qz—qq=—?
elde edilir.
fz _fz _
qz — qq+qf qu+uf+ > —O

ifadesinde (4.13) ve (4.14) kullanilirsa

Ag _9:fz 9z . _fz V=T _
g gf+g i fJr 2
bulunur
fz
f
icin
A AW
z T‘( f )
ve
. Af N A
v(z,z)—T , n(z,z)—2<f) v(z,2)

oldugu kullanilirsa

1 ()

elde edilir.Buradan

v—n
2

=u—Z

oldugu gorultr.Bu durumda (4.15) denklemi

_ 79229 1 9297 _ _@_l_&@

(4.14)

(4.15)



—A?g+<|};fl)2+u_z=0 (4.16)

denklemine donusdur.

fz fx y fx fy
u=— = Reu==, Imu=-=, dy=—0x—==0
f f R Y

dir. u = @; olacak sekilde reel degerli bir @ fonksiyonu vardir.
® =Inf segilirse u= % = ¢@; dir.

[z

Boylece (4.16) denklemi u = n icin
Ag (I I\> v-n

_29 . ( ) + =0 4.17
7 7 5 (4.17)

formunda da yazilabilir. (4.17) den

) +v (4.18)

dir.

(4.18) den n ¢Ozulup (4.17) de yerine yazilir

I\ 2 -2
2 (A 32 -

ve buradan

Ag
—?+v=0 > —-Ag+vg=0

bulunur.Bu denklem Schrédinger denklemidir.

Teorem 4.10.

g fonksiyonu (—A+v)g =0 denkleminin reel degerli sifirdan farkli bir

¢6zumdu, v reel degerli bir fonksiyon olmak Uzere
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Cl)z+ 6 0

SEN

denkleminin ¢ozUmu

92(f/9)

=BT

_zg
9
formundadir.Burada f, (—A + v)g = 0 icgin reel degerli bir g6zim ve ¥,

¥, 'z

\ﬂlm

denkleminin ¢ozumudar.

ispat:

w; =——
g

denkleminin ¢ézumu (4.8) formundadir.

p = q + u ifadesinde q ve u degerleri yerine yazilirsa

olup gerekli dizenlemeler yaplilirsa
p%gg
9/,f
elde edilir. Bu deger (4.8) ¢ozUmunde yerine yazilirsa

92(f/9) ,,

AT

_zg
9

¢6zUmu bulunur.

Not 4.3.

g, harmonik bir fonksiyon olsun. Teorem 4.10. da v=0 ,f =1 alnirsa

Teorem 4.2. bu teoremin bir sonucu olur.
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Wz = ——w , WZ= W

«Q
N
|
@ |$

denklemlerinin ¢bzumleri arasinda iliski vardir. Eger W, sz%VT/

denkleminin bir ¢6zimu ise

w=WZ—&W
9

saglanir.

Wz = AEW + BEW , Wz =0agw + b55

Vekua denklemlerini gz onune alalim. W; = %VT/ denkleminin ¢ozumunun

W =F¢+G¥ olmasi igin gerek ve yeter sart F®; + G¥; =0 olmasidir.
W =F® + G¥Y olmak Uzere F®; + G¥; = 0 olmasi sartiyla

_d(F,6OW _
W= —————=W, — AW — B;W

esitligi vardir. [5]

F=g,G=ig'igin Ay =0, B = % olur. Buradan

w=W=W,- 9z iy
bulunur.Burada Ag, Bg, ag, by karakteristik katsayilardir.

Tersine w , w; = —%5 denkleminin bir ¢ozUmu ise

[ w(@) ;

1
W@ =5|9@Re |~

l' z
Fgim | s@ewd

ifadesi W; = %W denkleminin bir ¢ézimudur. z,, D bdlgesinde keyfi bir

noktadir.Buradan W (z) nin w(z) nin antitlrevi oldugu goéraldr.
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Teorem 4.11.

g, (A +v)g = 0 denkleminin reel degerli sifirdan farkl bir ¢6zim, v reel

degerli bir fonksiyon olsun.

w, = 2w
g

denkleminin genel ¢ozUmu

9@, (1 UM C)
wie) = 20me o (00 + Xt v - Ty 7O

P 00 FO/9©), 29 )
+‘zg(s>’mfzog(f) (afw(m @@ T8 g F@)4E

dir.

Ispat:
9z _
W, W;=——=0
g
denkleminin ¢ozumu ise
_1 o) oy L
W) = lg(z)Re et | g(f)w(f)df‘ (4.19)

ifadesinin de WZ=%W denkleminin ¢6zUmU oldugunu biliyoruz.

Teorem 4.10. dan (4.19) da

(f/g) Je —
w(5)=w§+ff/ ?fsv

ifadesi yerine yazilirsa

W ONE 0:(F(6)/9(®)) 269(©) )
W@ == R"’Lg(&)(asl’"@“ 000 T8 TO))E

9:(f(&)/g(&))
f(&)/g(&)

9:9($)
9(&)

() -

g [ 9@ (o2 + 7)) at

¢6zUmu bulunur.
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Ornek 4.1.

c, keyfi kompleks sabit olmak lizere ¥; = ¢¥ denklemini inceleyelim. ¥,
—A¥Y +|cl*P¥ =0 (4.20)
Helmholtz denkleminin ¢ozUmudur.
¥, (4.20) nin reel degerli ¢ozimi ise ¥ = ¥, + i¥, olmak lUzere ¥, =c¥
denkleminin ¢ézUmu olacak sekilde ¥, reel degerli fonksiyonu vardir.
Burada

f=e*™*Y g=Rec, b=Imc
dir. Teorem 4.4.den
Y, = e—(ax+by)A[l-e2(ax+by)az—(lple—(ax+by))]
p, = _eax+byA[ie—2(ax+by)az(eax+bylluz]
bulunur.

Boylece ¥, = c¥ denklemi Helmholtz denklemi ile iligkilendirilebilir.
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5.SONUG

Bu tezde, once kompleks kismi turevli denklemlerin ¢ozumlerini ortaya
koymada guglu bir metot olan polinom operatorleri verilmis ve daha sonra
polinom operatori metodu ile belli tipten denklemlerin ¢ozUmleri keyfi bir
analitik fonksiyona baglh olarak elde edilmistir.Son boélimde kompleks
potansiyellerle Schrédinger denkleminin ¢ézimu arasinda belli bir bagintinin
olmasi igin gerekli kosullar ortaya konmustur.Bu tez orijinal sonug
icermemektedir.Ancak ileri bir arastirma konusu olarak tezde ele alinan

yontemler kullanilarak daha genel sonuglar ortaya konulabilir.
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