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Bu çalışma üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş için ayrılmıştır. İkinci 

bölümde konuyla ilgili bazı temel tanımlar ve teoremler verilmiştir. Baskakov- 

Kantorovich operatörüne giriş yapılmıştır. Çok boyutlu Baskakov ve Baskakov- 

Kantorovich operatörlerinin yakınsaklığı Korovkin Teoremi yardımıyla gösterilmiştir 

ve yakınsama hızları hesaplanmıştır. Üçüncü bölümde ise K-fonksiyoneli ve ileri 

fark operatörü kullanılarak çok boyutlu Baskakov-Kantorovich operatörü için 

yakınsama hızı gösterilmiştir. 

 

 

Anahtar kelimeler: Baskakov operatörü,  Baskakov-Kantorovich operatörü,            

Korovkin teoremi, Süreklilik modülü, K-fonksiyoneli, İleri fark 

operatörü 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ii 
 

 

 

ABSTRACT 

 

 

𝐿𝑝 APPROXİMATİON BY MULTİVARİATE BASKAKOV-KANTOROVİCH 

OPERATORS 

 

 

KOKSAL, Meryem 

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied science 

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali OLGUN 

June 2015, 82 pages 

 

 

  

This thesis consists of three chapters. The first chapter is reserved for introduction. In 

the second chapter, some fundamental definitions and teorems are given on the 

subject and entry is made to Baskakov-Kantorovich operators. Continuity of 

multivariate Baskakov and Baskakov-Kantorovich operators is showed by Korovkin 

theorem and their speed of convergence are calculated. In the third chapter, speed of 

convergence of multivariate Baskakov-Kantorovich operators is calculated using K- 

functional and forward difference operator. 

 

 

Key Words: Baskakov operators, Baskakov-Kantorovich operators, Korovkin                    
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1.GİRİŞ 

 

 

1.1. Kaynak Özeti 

 

Yaklaşımlar teorisi Matematiksel Analizin temel konularından birisidir. Bugüne 

kadar bu konuda çalışmış birçok araştırmacının değişik çalışmaları mevcuttur. Bu 

teorinin temeli verilen herhangi bir fonksiyona, bu fonksiyondan daha basit olan 

fakat daha elemanter özelliklere sahip fonksiyonlar cinsinden yaklaşabilmektir. Bu 

tür yaklaşımlar [𝑎, 𝑏] şeklinde sonlu aralıkta olduğu taktirde kullanılan temel teorem 

Weierstrass teoremidir. Bu teoreme göre, sonlu [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde tanımlı her 

sürekli fonksiyona düzgün yakınsayan bir polinom karşılık getirilebilmektedir. Daha 

sonra bu teoremin daha basit ispatlanabilen ve daha kullanışlı olan halleri Bernstein 

tarafından verilmiştir. 

 

İlerleyen zamanlarda Korovkin bir 𝐿𝑛 lineer pozitif operatörler dizisinin sonlu [𝑎, 𝑏] 

aralığında tanımlı sürekli bir 𝑓(𝑥) fonksiyonuna düzgün yakınsaması için 

𝑒𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 ∶  𝑖 = 0,1,2, .. test fonksiyonlarına yakınsamasının yeterli olacağını 

göstermiştir.   

 

İlerleyen zamanlarda bu tür yakınsamalarda yakınsama hızı da önem kazanmıştır. 

Yakınsama hızı için en önemli test fonksiyonu süreklilik modülü fonksiyonu olarak 

verilmiş bununla beraber K-fonksiyoneli yardımıyla da yakınsama hızı belirlenmiştir. 

 

Eğer aralık sınırsız ise bu durumda Korovkin teoremi yakınsaklık için yetersiz 

kalmaktadır. Buna karşılık Baskakov teoremi verilmiştir. 

 

Bernstein 1912 yılında kendi adı ile bilinen Bernstein polinomlarını ve bu polinomlar 

yardımıyla Bernstein operatörlerini tanımlamıştır. Bu operatörler temel alınarak daha 

sonra çeşitli yazarlar ve araştırmacılar farklı operatörleri tanımlamıştır. Bu 

operatörlerin bir çoğu halen geliştirilerek çalışılmaya devam edilmektedir. Bu 

operatörlerden birisi 1957 yılında Baskakov tarafından aşağıdaki gibi tanımlanmış  
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𝐵𝑛𝑓 = 𝐵𝑛(𝑓; 𝑥): = ∑(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

∞

𝑘=0

𝑥𝑘(1 + 𝑥)−𝑛−𝑘𝑓 (
𝑘

𝑛
) ;   𝑥 ∈ [0,∞), 𝑛 ∈ ℕ 

 

ve yakınsaklık özellikleri incelenmiştir. 

 

Daha sonra Ditzian ve Totik bu operatörü  

 

𝐾𝑛(𝑓; 𝑥):= ∑(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

∞

𝑘=0

𝑥𝑘(1 + 𝑥)−𝑛−𝑘𝑛𝑑∫ 𝑓(𝑡)

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

𝑑𝑡 ∶ 𝑥 ∈ [0,∞), 𝑛 ∈ ℕ 

 

şeklinde modifiye etmiş ve Baskakov-Kantorovich operatörü olarak isimlendirmiştir. 

 

Biz bu tezde (2008) yılında Feilong Cao ve Chunmei Ding tarafından yapılan 

integrallenebilir fonksiyonlar için verilen “𝐿𝑝 approximation by multivariate 

Baskakov-Kantorovich operators” isimli makaleyi baz alacağız ve makaledeki 

özellikleri inceleyeceğiz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

3 
 

1.2. Çalışmanın Amacı 

 

Bu çalışmada öncellikle Baskakov ve Kantorovich operatörleri hatırlatılacak, daha 

sonra 𝑑-boyutlu uzayda Baskakov-Kantorovich operatörünün tanımlanması ve 

yakınsaklık özellikleri incelenecektir. Amaç tezden faydalanılarak diğer operatörlerin 

çok değişkenli halleri için bir kaynak oluşturmaktır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

 

 

Bu kısımda tezde kullanacağımız bazı tanım, teorem ve eşitsizlikleri vereceğiz. 

 

 

2.1. Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.1. 𝐷, 𝑋 topolojik uzayının altuzayı olsun. Eğer �̅� = 𝑋 eşitliği mevcut ise 

𝐷, 𝑋 te yoğundur. 

 

Tanım 2.2. (Norm): 𝑁 bir lineer uzay olsun. ‖. ‖ ∶ 𝑁 → ℝ fonksiyonunun 𝑥 teki 

değeri ‖𝑥‖ ile gösterilsin. Bu fonksiyon için; 

 

𝑁1)‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0  

 

𝑁2)‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖  ;  𝛼 ∈ ℝ 

 

𝑁3)‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖  (üçgen eşitsizliği) 

 

şartları sağlanıyorsa ‖. ‖ fonksiyonuna 𝑁 de bir Norm adı verilir. (𝑁, ‖. ‖) ikilisine 

bir Normlu Uzay denir.  

 

Tanım 2.3. (Yarı Norm): Yukarıdaki tanımda 𝑁1) koşulu yerine  

𝑥 = 0 ⇒ ‖𝑥‖ = 0 koşulu alınırsa, ‖. ‖ ye Yarı Norm ve (𝑁, ‖. ‖) ikilisine de Yarı 

Normlu Uzay denir. 

 

Tanım 2.4. Eğer bir (𝑋, ‖. ‖) normlu lineer uzayı tam ise buna bir Banach Uzayı 

denir. 

 

Tanım 2.5. (Metrik Uzay): Bir 𝑋 kümesi ile bir 𝜌: 𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonu verilmiş 

olsun. ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için  
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𝑀1) 𝜌(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

 

𝑀2) 𝜌(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝜌(𝑧, 𝑦)      (üçgen eşitsizliği) 

 

𝑀3) 𝜌(𝑥, 𝑦) =  𝜌(𝑦, 𝑥)                     (simetrik)  

 

𝑀4) 𝑥 = 𝑦 ⇒ 𝜌(𝑥, 𝑦) = 0                 (yani 𝜌(𝑥, 𝑥) = 0) 

 

𝑀5) 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ 𝜌(𝑥, 𝑦) ≠ 0 

 

özellikleri sağlanıyorsa 𝜌 fonksiyonuna 𝑋 kümesi üzerinde bir Metrik denir. (𝑋, 𝜌) 

ikilisine de Metrik Uzay denir. 

 

Tanım 2.6. {𝑥𝑛}, (𝑋, 𝑑) metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer ∀𝜀 > 0 ve  ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 

için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 olacak biçimde 𝑁 = 𝑁(𝜀) tam sayısı varsa {𝑥𝑛} dizisine bir 

Cauchy Dizisi denir. 

 

Ayrıca her yakınsak dizi Cauchy dizisidir. 

 

Tanım 2.7. 𝑋 teki her bir Cauchy dizisi yine 𝑋 teki bir noktaya yakınsıyor ise (𝑋, 𝑑) 

metrik uzayı Tamdır denir. 

 

Tanım 2.8. (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği): 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛ve 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 reel sayıları 

için  

 

|𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛| ≤ √𝑥12 + 𝑥22 +⋯+ 𝑥𝑛2. √𝑦12 + 𝑦22 +⋯+ 𝑦𝑛2 

 

yada 

 

|∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

| ≤ √∑𝑥𝑖2
𝑛

𝑖=1

√∑𝑦𝑖2
𝑛

𝑖=1
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eşitsizliği geçerlidir. 

 

Teorem 2.1. 𝑓, [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında sürekli bir fonksiyon olmak üzere derecesi 𝑛 

den büyük olmayan öyle bir 𝑃𝑛(𝑥) polinomlar dizisi vardır, öyle ki bu aralığın her 

noktasında 

 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) ≡ lim
𝑛→∞

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑃𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0 

 

oluyorsa, 𝑃𝑛(𝑥) 𝑓(𝑥) e düzgün yakınsaktır denir. 

 

Teorem 2.2. (Lusin Teoremi): 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 𝑝 ≥ 1 için [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında 

öyle bir sürekli 𝜑 fonksiyonu bulabiliriz ki, 𝜀 yeterince küçük bir sayı olmak üzere  

 

‖𝑓 − 𝜑‖𝑝 < 𝜀  

 

olur. 

 

Lusin Teoreminden denilebilir ki 𝐿𝑝 de olan bir fonksiyon 𝐿𝑝 normunda bir 𝑃𝑛 

polinomunun limiti şeklinde gösterilebilir. 

 

Yani 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 ise Lusin Teoremi gereğince sürekli bir 𝜑 fonksiyonu bulunabilir öyle 

ki  ‖𝑓 − 𝜑‖𝑝 < 𝜀  olur. 

 

Yine 𝜑, [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında sürekli olduğundan bir 𝑃𝑛(𝑥) polinomlar dizisi vardır 

öyle ki [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında 𝜑(𝑥) e düzgün yakınsar. Yani 

 

lim
𝑛→∞

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑃𝑛(𝑥) − 𝜑(𝑥)| = 0 

 

dır [1]. Şimdi 𝑃𝑛(𝑥) polinomlarının 𝐿𝑝 normunda 𝑓 ye yakınsadığını gösterelim. 

Yukarıdaki iki teorem birleştirilirse 
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‖𝑓(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)‖𝑝 = ‖𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)‖𝑝 

 ≤ ‖𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)‖𝑝 + ‖𝜑(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)‖𝑝 

 < 𝜀 + (∫ |𝜑(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝑝

 

 ≤ 𝜀 + max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑃𝑛(𝑥) − 𝜑(𝑥)|(𝑏 − 𝑎)
1

𝑝                   

 ≤ 𝜀  

 

olur ki bu da 𝑃𝑛(𝑥) polinomlarının 𝑓(𝑥) e 𝐿𝑝 normunda yakınsadığını gösterir. 

 

Tanım 2.9. (Hölder Eşitsizliği): 𝑝 > 1,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, 𝑔 ∈ 𝐿𝑞 için 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝐷

 ≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐷

)

1

𝑝

(∫|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝐷

)

1

𝑞

= ‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞                   ( 2.1) 

 

dir. 

 

Tanım 2.10. (Minkowsky Eşitsizliği): 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 için 

 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝       (2.2) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Tanım 2.11. (Genelleştirilmiş Minkowsky Eşitsizliği): 

(∫ |∫ 𝑓(𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝐷2

|

𝑝

𝐷1

𝑑𝑥)

1

𝑝

≤ ∫ (∫|𝑓(𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦)|𝑝𝑑𝑥

𝐷1

)

1

𝑝

𝐷2

𝑑𝑦                                

                                                           ≤ ∫|𝑓(𝑦)|

𝐷2

(∫|𝐾(𝑥, 𝑦)|𝑝

𝐷1

𝑑𝑥)

1

𝑝

𝑑𝑦                  (2.3) 

dir. 
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Tanım 2.12. (Lipsichtz Sınıfından Fonksiyonlar Uzayı): 𝑓(𝑥) bir 𝐼 aralığında 

tanımlanmış fonksiyon olsun. 0 ≤ 𝛼 < 1 olmak üzere her 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼 için 

 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝑀|𝑥1 − 𝑥2|
𝛼                                                                                      (2.4) 

 

olacak şekilde bir 𝑀 > 0 varsa 𝑓 ye 𝛼-yıncı basamaktan Lipschitz sınıfındandır denir 

ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼) ile gösterilir. Bir 𝐼 aralığında 

 

1) 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼)  ise 𝑓 fonksiyonu bu aralıkta süreklidir. 

 

2) 𝛼 > 1 için 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼)  ise 𝑓 sabit fonksiyondur. 

 

Tanım 2.13. (Sobolev Uzayı): 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝑘 ∈ ℕ0 olmak üzere  

 

𝑊𝑝
𝑘(Ω) ≔ {𝑓: Ω → ℝ | 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(Ω), ∀|𝛼| ≤ 𝑘 𝑖ç𝑖𝑛 𝐷𝑤
𝛼𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω)} 

 

ile tanımlanan küme 𝐿𝑝(Ω) uzayının bir alt uzayıdır. Bu uzaya 𝑊𝑝
𝑘(Ω) Sobolev 

Uzayı denir. 

 

 

2.2. 𝑳𝟏 Uzayında Olan Fonksiyonların Süreklilik Modülü Ve Özellikleri 

 

Tanım 2.14. 𝑓 ∈ 𝐿1 olmak üzere 𝜔 ile gösterilen  

 

𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎) = sup
|𝑡|≤𝜎

∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑅

                                                                     (2.5) 

 

integraline𝒇 nin  𝑳𝟏-süreklilik modülü denir. 

 

Tanım 2.15. Kompakt bir Ι aralığı üzerinde reel değerli sürekli bir 𝑓 fonksiyonunun 

𝑟 ∈ ℕ ve 𝑡 > 0 olmak üzere 𝑟-yinci basamaktan süreklilik modülü 
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𝜔𝑟(𝑓; 𝑡) = sup
|ℎ|≤𝑟

‖∆ℎ
𝑟𝑓‖ 

 

ile verilir. Burada norm maksimum norm ve ∆ℎ
𝑟  𝑟-yinci ileri fark operatörüdür ve 

 

∆ℎ𝑓(𝑥) ≔ 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) 

 

∆ℎ
𝑟𝑓(𝑥) ≔ ∆ℎ(∆ℎ

𝑟−1𝑓(𝑥)) ; 𝑟 > 1 

 

şeklindedir. Ayrıca 𝜎 < 𝜎1 olduğunda  

 

𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎) < 𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎1) 

 

dır. 𝐿1 süreklilik modülü negatif olmayan ve monoton artan bir fonksiyondur. Şimdi 

süreklilik modülünün bazı özelliklerini inceleyelim. 

 

Lemma 2.1. 𝑚 doğal sayı olmak üzere  

 

𝜔𝐿1(𝑓;𝑚𝜎) ≤ 𝑚𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎) dir. 

 

İspat 2.1. 

𝜔𝐿1(𝑓;𝑚𝜎) = sup
|𝑡|≤𝑚𝜎

∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

∞

−∞

 

 

ifadesinde 𝑡 = 𝑚𝑦 alıp aşağıdaki işlemleri yaparsak, 

 

𝜔𝐿1(𝑓;𝑚𝜎) = sup
|𝑦|≤𝜎

∫|𝑓(𝑥 + 𝑚𝑦) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

∞

−∞

 

         = sup
|𝑦|≤𝜎

∫|𝑓(𝑥 + 𝑚𝑦) − 𝑓(𝑥 + (𝑚 − 1)𝑦) + 𝑓(𝑥 + (𝑚 − 1)𝑦)

∞

−∞

 

−𝑓(𝑥 + (𝑚 − 2)𝑦) + 𝑓(𝑥 + (𝑚 − 2)𝑦) − ⋯− 𝑓(𝑥 + 𝑦)    
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+𝑓(𝑥 + 𝑦) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥                                                                   

                      = sup
|𝑦|≤𝜎

∫ |∑𝑓(𝑥 + 𝑘𝑦) − 𝑓(𝑥 + (𝑘 − 1)𝑦)

𝑚

𝑘=1

|

∞

−∞

𝑑𝑥                                      

≤ sup
|𝑦|≤𝜎

∫∑|𝑓(𝑥 + 𝑘𝑦) − 𝑓(𝑥 + (𝑘 − 1)𝑦)|𝑑𝑥

𝑚

𝑘=1

∞

−∞

                 

 

yazılabilir. Burada 𝑥 + (𝑘 − 1)𝑦 = 𝑧  denilirse ve sonra yeniden 𝑧 yerine 𝑥, 𝑦 yerine 

𝑡 alınırsa 

 

𝜔𝐿1(𝑓;𝑚𝜎) ≤ sup
|𝑧|≤𝜎

∫∑|𝑓(𝑧 + 𝑦) − 𝑓(𝑧)|𝑑𝑧

𝑚

𝑘=1

∞

−∞

 

                       ≤ 𝑚sup
|𝑧|≤𝜎

∫|𝑓(𝑧 + 𝑦) − 𝑓(𝑧)|𝑑𝑧

∞

−∞

 

                       = 𝑚𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎) 

 

elde edilir ki bu da istenendir. 

 

Sonuç 2.1. 0 < 𝜆 < 1  bir reel sayı olmak üzere  

 

𝜔𝐿1(𝑓; 𝜆𝜎) ≤ (1 + 𝜆)𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎) 

 

dır. 

 

İspat 2.2. ⟦𝜆⟧ ile 𝜆 sayısının tam kısmı gösterilsin. Bu durumda 𝜆 < ⟦𝜆⟧+1 dir ve 

𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎) fonksiyonu monoton artan olduğundan  

 

𝜔𝐿1(𝑓; 𝜆𝜎) ≤ 𝜔𝐿1(𝑓; (⟦𝜆⟧ + 1)𝜎) 

 

dir. ⟦𝜆⟧+1 tamsayı olduğundan Lemma 2.1 ve son olarak ⟦𝜆⟧ < 𝜆 olduğu kullanılırsa  
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𝜔𝐿1(𝑓; 𝜆𝜎) ≤ 𝜔𝐿1(𝑓; (⟦𝜆⟧ + 1)𝜎) 

                     ≤ (⟦𝜆⟧ + 1)𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎) 

                     ≤ (𝜆 + 1)𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎) 

 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Lemma 2.2. 𝑓 ∈ 𝐿1 olmak üzere lim
𝜎→0

𝜔𝐿1(𝑓; 𝜎) = 0 dır. 

 

İspat 2.3. 𝑓 ∈ 𝐿1 olduğundan her 𝜀 > 0 sayısına karşılık ∃ 𝑎 ∈ ℝ reel sayısı 

bulunabilir öyle ki; 

 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 <
𝜀

4

−𝑎

−∞

 ,        ∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 <
𝜀

4

∞

𝑎

 

 

sağlanır. Ayrıca her pozitif 𝜎 sayısı için 

 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 <
𝜀

4

−𝑎−𝜎

−∞

    ,   ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 <
𝜀

4

∞

𝑎+𝜎

                                                                     (2.6) 

 

yazılabilir. Dolayısıyla 

 

|𝑡| ≤ 𝜎  yani  − 𝜎 ≤ 𝑡 ≤ 𝜎  için,                                                                                           

 

∫|𝑓(𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑥 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 < ∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 <
𝜀

4

∞

𝑎

∞

𝑎+𝜎+𝑡

∞

𝑎+𝜎

                                             (2.7) 

 

dır. Çünkü 𝜎 + 𝑡 ≥ 0  ve  𝑎 + 𝜎 + 𝑡 ≥ 𝑎  dır.   

 

Benzer şekilde 𝑡 − 𝜎 ≤ 0  ve – 𝑎 − 𝜎 + 𝑡 ≤ −𝑎  olduğundan 
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∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑥 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 < ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 <
𝜀

4

−𝑎

−∞

−𝑎−𝜎+𝑡

−∞

−𝑎−𝜎

−∞

                                      (2.8) 

 

olduğu görülür. (2.6), (2.7), (2.8) formüllerinden  

 

sup
|𝑡|≤𝜎

{ ∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 + ∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

∞

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

−∞

} <
𝜀

4
+
𝜀

4
+
𝜀

4
+
𝜀

4
= 𝜀    

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

sup
|𝑡|≤𝜎

∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ sup
|𝑡|≤𝜎

∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

∞

−∞

+  𝜀                              

 

eşitsizliği yazılabilir. İspat için  

 

sup
|𝑡|≤𝜎

∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

 

 

ifadesinin de 𝜀 dan küçük kaldığını göstermek yeterlidir. Bunun için Lusin 

Teoremini kullanalım. Lusin Teoremi gereğince 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑎, 𝑏)  için ‖𝑓 − 𝜑‖𝐿1 < 𝜀  

olacak şekilde sürekli bir 𝜑 fonksiyonu vardır. Dolayısıyla [−𝑎 − 2𝜎, 𝑎 + 2𝜎] 

aralığında sürekli bir  𝜑 fonksiyonu bulunabilir öyle ki 

 

∫ |𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)|𝑑𝑥

𝑎+2𝜎

−𝑎−2𝜎

< 𝜀                                                                                              (2.9) 

 

yazılabilir. 

 

Bu durumda 
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∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

≤ ∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝜑(𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑥

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

 

+ ∫ |𝜑(𝑥 + 𝑡) − 𝜑(𝑥)|𝑑𝑥 

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

    

                                                + ∫ |𝜑(𝑥) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

                                             (2.10) 

 

eşitsizliği yazılabilir. (2.8) den 

 

sup
|𝑡|≤𝜎

∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝜑(𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑥

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

= ∫ |𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)|𝑑𝑥 

𝑎+𝜎+𝑡

−𝑎−𝜎+𝑡

 

                                       < ∫ |𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)|𝑑𝑥 

𝑎+2𝜎

−𝑎−2𝜎

< 𝜀       

 

elde ederiz. (2.9) dan ise 

 

sup
|𝑡|≤𝜎

∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ 2𝜀 + sup
|𝑡|≤𝜎

∫ |𝜑(𝑥 + 𝑡) − 𝜑(𝑥)|𝑑𝑥

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

            (2.11) 

 

şeklinde yazılır. 𝜑 sürekli bir fonksiyon olduğundan |𝑡| < 𝜎 şartını sağlayan 𝑡 ler 

için süreklilikten dolayı 

 

|𝜑(𝑥 + 𝑡) − 𝜑(𝑥)| <
𝜀

2(𝑎 + 𝜎)
 

 

yazılabilir. Buradan, 

 

sup
|𝑡|≤𝜎

∫ |𝜑(𝑥 + 𝑡) − 𝜑(𝑥)|𝑑𝑥

𝑎+𝜎

−𝑎−𝜎

< 𝜀                                                                                        
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elde edilir. Bu eşitsizliği (2.10) da yerine yazarsak ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 2.3. (Korovkin Teoremi): {𝐿𝑛} lineer pozitif operatörler dizisi olsun. 

𝛼𝑛(𝑥), 𝛽𝑛(𝑥),  𝛾𝑛(𝑥), [𝑎, 𝑏] aralığında düzgün olarak sıfıra yakınsayan diziler olmak 

üzere ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  için, 

 

𝐿𝑛(1; 𝑥) = 1 + 𝛼𝑛(𝑥)                                                                                                      (2.12) 

𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) = 𝑥 + 𝛽𝑛(𝑥)                                                                                                       (2.13) 

𝐿𝑛(𝑡
2; 𝑥) = 𝑥2 + 𝛾𝑛(𝑥)                                                                                                   (2.14) 

 

koşulları sağlanıyorsa bu durumda 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥), [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde 𝑓(𝑥) e düzgün 

olarak yakınsar. Burada 𝑓, [𝑎, 𝑏] de sürekli, 𝑎 da sağdan, 𝑏 de soldan sürekli ve ℝ de 

sınırlı bir fonksiyondur. 

 

Tanım 2.16. (Konveks Fonksiyon): Bir aralıkta sürekli olan 𝑓 fonksiyonu bu 

aralıktan alınmış her 𝑥 ve 𝑦 için 

 

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) ≥ 𝑓 (

𝑥

2
) + 𝑓 (

𝑦

2
)                                                                                           (2.15) 

 

eşitsizliğini sağlarsa, söz konusu fonksiyona bu aralıkta (dışbükey) konveks 

fonksiyon denir. Eğer 

 

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) ≤ 𝑓 (

𝑥

2
) + 𝑓 (

𝑦

2
)                                                                                           (2.16) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 ye (içbükey) konkav fonksiyon adı verilir. 

 

Tanım 2.17. (Jensen Eşitsizliği): 𝑓 fonksiyonu konveks olsun ve  

𝑃𝑖 ≥ 0; (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) sayıları 𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛 = 1 eşitliğini sağlasın. Bu 

durumda konvekslik aralığından alınmış 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ler için 

 

𝑓(𝑃1𝑥1 + 𝑃2𝑥2 +⋯+ 𝑃𝑛𝑥𝑛) ≥ 𝑃1𝑓(𝑥1) + 𝑃2𝑓(𝑥2) + ⋯+ 𝑃𝑛𝑓(𝑥𝑛)                   (2.17) 
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eşitsizliği sağlanır. 

 

Not 2.1. Bu eşitsizlik -1 ile çarpıldığında tersine döneceğinden konkav fonksiyonlar 

için bu eşitsizlik tersine döner. 

 

Not 2.2. Negatif olmayan 𝑃𝑖 ler için 𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛 = 1 koşulu verilmeden 

yukarıdaki eşitsizlik  

 

𝑓 (
𝑃1𝑥1 + 𝑃2𝑥2 +⋯+ 𝑃𝑛𝑥𝑛

𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛
) ≥

𝑃1𝑓(𝑥1) + 𝑃2𝑓(𝑥2) + ⋯+ 𝑃𝑛𝑓(𝑥𝑛)

𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛
                 (2.18) 

 

şeklinde yazılabilir. Burada  

 

𝑃1
𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛

+
𝑃2

𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛
+⋯+

𝑃𝑛
𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛

= 1   𝑑𝑖𝑟.    

 

 

2.3. K- Fonksiyoneli 

 

Kabuledelim ki  𝑋𝑖, 𝑖 = 0,1 iki Banach uzayı olsun. Öyleki 𝑋1, 𝑋0 içine gömülür ve 

sürekli yani 𝑋1 ⊂ 𝑋0  olsun. Bu durumda 𝑓 ∈ 𝑋0 için K-fonksiyoneli 

 

𝐾(𝑓; 𝑡) ≔ 𝐾(𝑓, 𝑡; 𝑋0, 𝑋1) ≔ inf
𝑔∈𝑋1

{‖𝑓 − 𝑔‖𝑋0 + 𝑡‖𝑔‖𝑋1} , 𝑡 > 0                  (2.19) 

 

şeklinde tanımlanır. Yarı normlu uzaylarda üçgen eşitsizliği gereğince  

 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑋 ≤ 𝑐(‖𝑓‖𝑋 + ‖𝑔‖𝑋)                                                                                       (2.20) 

 

ve  𝜇 > 0  için 

 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑋
𝜇
≤ 𝑐(‖𝑓‖𝑋

𝜇
+ ‖𝑔‖𝑋

𝜇
)                                                                                       (2.21) 
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yazılabilir. 

 

𝐷𝑖
𝑟 =

𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖
𝑟  , 𝑟 ∈ ℕ , 1 ≤ 𝑝 < ∞   𝐿𝑝(𝑇) 

 

ölçülebilir fonksiyon uzayı olmak üzere 

 

𝑊𝜑
𝑟,𝑝(𝑇) = {𝑓 ∈𝐿𝑝(𝑇) ∶  𝐷

𝑘𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(�̇�) ve 𝜑𝑖
𝑟𝐷𝑖

𝑟𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇)} 

 

ağırlıklı Sobolev uzayı olarak tanımlanır. Burada |𝑘| ≤ 𝑟, 𝑘 ∈ ℕ0
𝑑  ve �̇�, 𝑇 nin içini 

göstermektedir. 

 

𝑋0 = 𝐿𝑝 ve 𝑋1 = 𝑊𝑝
𝑟 alınır ve yarı norm |𝑔|𝑊𝑝𝑟 ≔ ‖𝑔(𝑟)‖

𝑝
 alınırsa, 

 

𝐾(𝑓, 𝑡; 𝐿𝑝,𝑊𝑝
𝑟) ≔ inf

𝑔∈𝑊𝑝
𝑟
{‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 + 𝑡‖𝑔

(𝑟)‖
𝑝
}                                                     (2.22) 

 

olur. K- fonksiyoneli aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

 

1) t ≥ 0 için 𝐾(𝑓, 𝑡) fonksiyonu artan, sürekli, konkav ve alt toplamsaldır. Yani  

 

𝐾(𝑓; 𝑡1 + 𝑡2) ≤ 𝐾(𝑓; 𝑡1) + 𝐾(𝑓; 𝑡2)                                                                           (2.23) 

 

dır. 

 

2) 𝑋0, 𝑋1 birer Banach uzayı ise 𝐾(𝑓, 𝑡), 𝑋0 + 𝑋1 üzerinde bir yarı normdur. 

 

3) 𝑋0, 𝑋1 yarı normlu uzaylar ise 𝑡 > 0 sabiti için 𝐾(𝑓, 𝑡) de yarı normdur ve 

herhangi  𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋0 + 𝑋1 için  

 

𝐾(𝑓 + 𝑔; 𝑡) ≤ 𝑐(𝐾(𝑓, 𝑡) + 𝐾(𝑔, 𝑡)) dir. 
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2.4. K-Fonksiyoneli Ve Süreklilik Modülü 

 

K-fonksiyoneli ve 𝜔 süreklilik modülü arasında kapalı bir bağlantı vardır. �̅�, 𝜔 nın 

konkav majorantı olmak üzere  

 

𝜔(𝑓; 𝑡) ≤ �̅�(𝑓; 𝑡) ≤ 2𝜔(𝑓; 𝑡)                                                                                       (2.24) 

 

eşitsizliğinin varlığı gösterilmiştir  [2-6]. 

 

Elemanter  𝐿𝑝  normu için, 0 < 𝑝 ≤ ∞  ve 𝜇 = min (𝑝, 2)  olmak üzere  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  ve 

𝑀 = 𝑀(𝑝) yeteri kadar büyük sayılar için  

 

|𝑎 + 𝑏|𝑝 + |𝑎 − 𝑏|𝑝 ≤ 2(|𝑎|𝜇 +𝑀|𝑏|𝜇)
𝑝

𝜇                                                                   (2.25) 

 

eşitsizliği gerçeklenir. Bu eşitsizlik ve 𝐿𝑝 deki norm tanımı göz önüne alınırsa 

aşağıdaki lemma verilebilir. 

 

Lemma 2.3. 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝜇 = min (𝑝, 2) olsun. 𝑀:= 𝑀(𝑝) sabiti için 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 

olmak üzere  

 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 + ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 ≤ 2(‖𝑓‖𝑝
𝜇
+𝑀‖𝑔‖𝑝

𝜇
)
1

𝜇                                                          (2.26) 

 

olur. 

 

Benzer şekilde 𝑎 ≔ 𝑓(𝑥), 𝑏 ≔ 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑝 olarak alıp, her iki tarafı integrallenirse 

 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑝
𝑝 + ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝

𝑝 ≤ 2∫(|𝑓|𝜇 +𝑀|𝑔|𝜇)
𝑝

𝜇𝑑𝑥

𝐴

 

 

olur.  
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Teorem 2.4. (Korneichuk 1961): 

 

𝑇 ⊂ ℝ𝑑  (𝑑 ∈ ℕ), 𝑇 ≔ 𝑇𝑑 ≔ {𝑥 ≔ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑑): 0 ≤ 𝑥𝑖 < ∞, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑} olsun. 

𝐴 = [𝑎, 𝑏] yada 𝐴 = 𝑇 olmak üzere 𝑓 ∈ C(A)  için  

 

𝐾(𝑓, 𝑡; 𝐶, 𝐿𝑖𝑝1) =
1

2
�̅�(𝑓; 2𝑡)                                                                                         (2.27) 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada C(A) ≔ {𝑓: 𝑓, 𝐴 da sürekli}  dir. 

 

İspat 2.4. Keyfi 𝑓 ∈ 𝐶(𝐴), 𝑔 ∈ 𝐿𝑖𝑝1 ve 𝑡 ≥ 0  için  

 

𝜔(𝑓; 2𝑡) = 𝜔(𝑓 − 𝑔 + 𝑔; 2𝑡) ≤ 𝜔(𝑓 − 𝑔; 2𝑡) + 𝜔(𝑔; 2𝑡) 

     ≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖𝐶 + 2𝑡|𝑔|𝐿𝑖𝑝1  

      ≤ 2{‖𝑓 − 𝑔‖𝐶 + 𝑡|𝑔|𝐿𝑖𝑝1} 

 

olur. Her iki taraftan infimum alınırsa 

 

𝜔(𝑓; 2𝑡) ≤ 2𝐾(𝑓; 𝑡) olduğu görülür. 

 

Ayrıca 𝐾 konkav olduğundan (2.24) eşitsizliği göz önüne alındığında 

 

1

2
�̅�(𝑓; 2𝑡) ≤ 𝐾(𝑓; 𝑡) 

 

yazılabilir. 

 

Tersine eşitsizliği ispatlamak için 𝑓 ∈ 𝐶(𝐴) ve 𝑡 > 0  bir sabit olsun. 2𝑡 sabit noktası 

ve �̅�  fonksiyonu için ℓ(𝑆) fonksiyonunu 

 

ℓ(𝑆) ≔ �̅�(𝑓, 2𝑡) + 𝑀(𝑆 − 2𝑡)                                                                                      (2.28) 

 

şeklinde tanımlayalım. Burada 𝑀 bir sabittir. 



 

19 
 

𝑆 = 2𝑡 de �̅� lineer fonksiyonunun destek fonksiyonu �̅�(𝑓, 𝑆) ≤ ℓ(𝑆);  𝑆 ≥ 0 

eşitsizliğini sağlayacağından 

 

𝑆 ≔
1

2
sup
𝑆>0

[�̅�(𝑓, 𝑆) − 𝑀𝑆] =
1

2
[�̅�(𝑓, 2𝑡) − 2𝑀𝑡]                                                    (2.29) 

 

şeklinde tanımlayalım. 

 

𝑓 ye karşılık gelen 𝑔 ∈ 𝐿𝑖𝑝1 fonksiyonunu bulmak için her bir 𝑦 ∈ 𝐴 için 

 

𝑓𝑦(𝑥) ≔ 𝑓(𝑦) − 𝑀|𝑥 − 𝑦| − 𝛿 ,   𝑥 ∈ 𝐴                                                                      (2.30) 

 

şeklinde yazalım. Açıkça 𝑓𝑦 ∈ 𝐿𝑖𝑝1 ve |𝑓𝑦|𝐿𝑖𝑝1
≤ 𝑀 dir. 

 

𝑔(𝑥) ≔ sup
𝑦∈𝐴

𝑓𝑦 (𝑥)                                                                                                            (2.31) 

 

olarak tanımlayalım. Bu durumda (2.31) göz önüne alındığında  

 

𝑓𝑦(𝑥1) ≤ 𝑓𝑦(𝑥2) + 𝑀|𝑥1 − 𝑥2| 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik 𝑔 için düzenlenebilir. Böylece |𝑔|𝐿𝑖𝑝1 ≤ 𝑀 elde 

ederiz. Dolayısıyla K-fonksiyonelinin tanımı ve yukarıdaki eşitsizlikleri göz önüne 

alırsak (2.31) de tanımlanan g fonksiyonu için 

 

𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) = sup
𝑦
[𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥) − 𝑀|𝑥 − 𝑦| − 𝛿] ≥ −𝛿                                   

 

ifadeleri sağlanır. Diğer taraftan 𝛿 nın tanımından 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 

 

𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥) − 𝑀|𝑥 − 𝑦| ≤ 𝑤(𝑓; |𝑥 − 𝑦|) − 𝑀|𝑥 − 𝑦| ≤ 2𝛿                              

 

olup, buradan 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) ≤ 𝛿 olur.Böylece ‖𝑓 − 𝑔‖𝐶 ≤ 𝛿 yazılabilir. Buradan, 
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𝐾(𝑓, 𝑡) ≤ ‖𝑓 − 𝑔‖𝐶 + 𝑡|𝑔|𝐿𝑖𝑝1 ≤ 𝛿 +𝑀𝑡 =
1

2
�̅�(𝑓, 2𝑡) 

 

olur. Bu da istenilendir. 

 

Teorem 2.5. (Johnen 1972): 𝐴 = ℝ,ℝ+, 𝑇 yada [𝑎, 𝑏] kümelerinden biri olsun. 

 1 ≤ 𝑝 < ∞;  𝑟 = 1,2, …  için sadece 𝑟 ye bağlı 𝑐1  𝑣𝑒 𝑐2 > 0  sabitleri vardır. Öyleki 

tüm 𝑓 ∈ 𝐿𝑝  için  

 

𝑐1𝜔𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 ≤ 𝐾(𝑓, 𝑡𝑟 , 𝐿𝑝,𝑊𝑝
𝑟) ≤ 𝑐2𝜔𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝  , 𝑡 > 0                                   (2.32) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat 2.5. Keyfi 𝑓 ve 𝑔 ∈ 𝑊𝑝
𝑟  için süreklilik modülünün temel özelliklerinden dolayı 

 

𝜔𝑟(𝑓 + 𝑔; 𝑡)𝑝 ≤ 𝜔𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 + 𝜔𝑟(𝑔; 𝑡)𝑝 

𝜔𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 ≤ 2
𝑟−𝑘𝜔𝑘(𝑓; 𝑡)𝑝 ,         1 ≤ 𝑝 < ∞  

𝜔𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 ≤ 2
𝑟−𝑘𝜔𝑘(𝑓; 𝑡)𝑝

𝑝 , 0 < 𝑝 < 1   

 𝜔𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 ≤ 𝑡
𝑟|𝑓|𝑊𝑝

𝑟 

 

eşitsizlikleri sağlandığından K- fonksiyonelinin tanımı ve (2.24) eşitsizliği gereğince 

 

𝜔𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 = 𝜔𝑟(𝑓 − 𝑔 + 𝑔; 𝑡)𝑝 

𝜔𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 ≤  𝜔𝑟(𝑓 − 𝑔; 𝑡)𝑝 +  𝜔𝑟(𝑔; 𝑡)𝑝                                                                    (2.33) 

𝜔𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 ≤ 2
𝑟‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 + 𝑡

𝑟‖𝑔(𝑟)‖
𝑝
                                                                         (2.34) 

 

eşitsizlikleri sağlanır ki bu da yukarıdaki eşitsizliğin 𝑐1 = 2
−𝑟 için sağlandığını 

gösterir. Eşitsizliğin sağ tarafını elde etmek için 𝑡 > 0 üzerinde 𝑓  fonksiyonuna 

bağlı bir 𝑔 fonksiyonunu 
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∆ℎ𝑒
𝑟 𝑓(𝑥) =∑(

𝑟
𝑖
) (−1)𝑖𝑓(𝑥 + 𝑖ℎ𝑒),     𝑥, 𝑥 + 𝑟ℎ𝑒 ∈ 𝑇

𝑟

𝑖=0

olmak üzere 

 

𝑔(𝑥) ≔ 𝑓(𝑥) + (−1)𝑟+1 ∫ ∆𝑡𝑢
𝑟

∞

−∞

(𝑓, 𝑥)𝑀(𝑢)𝑑𝑢                                                        (2.35) 

 

şeklinde tanımlayalım. Burada 𝑀(𝑢) = 𝑀(0,… , 𝑟, 𝑢) şeklindedir. 

 

𝑔 fonksiyonu 𝐴 üzerinde tanımlıdır. (𝐴 = ℝ,ℝ+yada 𝑇)  

 

Eğer 𝐴 = [𝑎, 𝑏] ise 𝑔 tanımlıdır. Eğer 𝑥 ∈ 𝛪1 ≔ [𝑎, 𝑏 −
𝑏−𝑎

4
] ve 𝑡 ≤ 𝑡0 ≔

𝑏−𝑎

4𝑟2
  ise 

yine tanımlıdır. 𝐴 = [𝑎, 𝑏] için, 

 

‖𝑓 − 𝑔‖𝑝(𝐴) ≤ ∫‖∆𝑡𝑢
𝑟 (𝑓; . )‖𝑝(𝐴)

∞

−∞

𝑀(𝑢)𝑑𝑢 

                         ≤  𝑤𝑟(𝑓; 𝑟𝑡)𝑝 ≤ 𝑟
𝑟 𝑤𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝                                                               (2.36) 

 

yazılabilir.  

 

𝑔(𝑟) yi belirlemek için 𝑓 nin 𝐴 üzerinde 𝑟-yinci integrali 𝐹 olsun. 𝑔(𝑥) ifadesinin sağ 

tarafındaki integralin lineer kombinasyonu  

 

∫ 𝑓(𝑥 + 𝑗 + 𝑢)𝑀(𝑢)𝑑𝑢 =

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥 + 𝑢)

∞

−∞

𝑀((𝑗𝑡)−1𝑢)(𝑗𝑡)−1𝑑𝑢 

                                               = (𝑗𝑡)−1∆𝑗𝑡
𝑟 (𝐹, 𝑥)   ;    𝑗 = 1,2, … , 𝑟                                            

 

olur. Çünkü                  

 

𝑀((𝑗𝑡)−1𝑢)(𝑗𝑡)−1=𝑀(𝑢; 𝑗𝑡, … 𝑟𝑗𝑡) 

𝑀(𝑥):= 𝑀(𝑥; 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑟) ≔ 𝑟[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑟](. −𝑥)
𝑟−1 
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[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑟]𝑓 =
1

𝑟!
∫ 𝑓(𝑟)(𝑡)𝑀(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

 olup, 

𝑓(𝑡) = 𝑡𝑟  olursa ∫ 𝑀(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

= 1    

 

olarak elde edilir. 

 

𝑀(𝑢; 𝑗𝑡, … 𝑟𝑗𝑡) ifadesinin 𝑟-yinci türevi (𝑗𝑡)−𝑟∆𝑗𝑡
𝑟 (𝑓; 𝑡) dir. Bu durumda 

 

𝑔(𝑟)(𝑥) = 𝑡−𝑟∑(−1)𝑗+𝑟
𝑟

𝑗=1

(
𝑟
𝑗) 𝑗

−𝑟∆𝑗𝑡
𝑟 (𝑓; 𝑥)                                                               (2.37) 

 

şeklinde yazılabilir. Ayrıca 

 

‖∆𝑗𝑡
𝑟 (𝑓) ‖ ≤  𝑤𝑟(𝑓; 𝑗𝑡) ≤ 𝑗

𝑟 𝑤𝑟(𝑓; 𝑡)                                                                           (2.38) 

 

olduğundan (2.34) de göz önüne aldığımızda  

 

𝑡𝑟‖𝑔(𝑟)‖
𝑝
(𝐴) ≤ 2𝑟𝑤𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 

‖𝑓 − 𝑔‖𝑝(𝐴) + 𝑡
𝑟‖𝑔(𝑟)‖

𝑝
(𝐴) ≤ 𝑐𝑤𝑟(𝑓; 𝑡)𝑝 

 

eşitsizliği sağlanır. K-fonksiyonelinin tanımı göz önüne alındığında teoremin sağ 

tarafının gerçeklendiği görülür. 

 

𝑇 = 𝑇(𝑥1, 𝑥2, . . , 𝑥𝑑) olmak üzere, T üzerindeki sürekli fonksiyonlar için 𝑓 ∈ 𝐶(𝑇) 

süreklilik modülü 

 

Ω(𝑓, 𝑢) = 𝑠𝑢𝑝|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|; |𝑥𝑖 − 𝑦𝑖| ≤ 𝑢𝑖 ,   𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇, 𝑢 ∈ 𝑇𝑑 

 

şeklinde tanımlanır.  
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𝜔(𝑡), [0, 𝑏 − 𝑎] aralığında sürekli, azalmayan ve 𝜔(0) = 0 olan bir fonksiyon ise, o 

taktirde 

 

𝜔∗(𝑡) = 𝑡 inf
0≤𝑥≤𝑡

𝜔(𝑥)

𝑥
 

 

olarak tanımlanan fonksiyon bir süreklilik modülüdür. 

𝜔∗(𝑡)

𝑡
  artmayan bir fonksiyon olduğunda 𝜔∗(𝑡) azalmayan bir fonksiyondur. 

 

Süreklilik modülünün tanımı göz önüne alınırsa,  

 

1) 𝜔(0) = 0    

 

2) 𝜔(𝑡) azalmayandır. 𝑡1 < 𝑡2 , 𝜔(𝑡1) ≤ 𝜔(𝑡2) 

 

3) 𝜔(𝑡1 + 𝑡2) ≤ 𝜔(𝑡1) + 𝜔(𝑡1) 

 

4) 𝜔 (t), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 − 𝑎 aralığında süreklidir. 

 

Burada 1) ve 2) açıktır. 

 

Eğer |𝑥1 − 𝑥2| ≤ 𝑡1 + 𝑡2 ve 𝑥 − 𝑥1 = 𝑡1, 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2  ise o taktirde, 

 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥1)| + |𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥)| 

   ≤ 𝜔(𝑥 − 𝑥1) + 𝜔(𝑥2 − 𝑥)                                                

 

eşitsizliği sağlanır. 𝑥2 − 𝑥 ≤ 𝑡2  için de benzer eşitsizlik görülebilir. 

 

4) özelliği 1) ve 3) ten 𝑡 → 0  için 𝜔(𝑡) → 0 olduğunu gösterir. 

 

Eğer 𝜔 (t) [0, 𝑏 − 𝑎] aralığında azalmayan ve sürekli ise o taktirde, 𝜔(0) = 0 ve 
𝜔(𝑡)

𝑡
 

artmayandır. Bu ifade de bir süreklilik modülüdür ve  
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𝜔(𝑡1 + 𝑡2) = 𝑡1
𝜔(𝑡1 + 𝑡2)

𝑡1 + 𝑡2
+ 𝑡2

𝜔(𝑡1 + 𝑡2)

𝑡1 + 𝑡2
≤ 𝑡1

𝜔(𝑡1)

𝑡1
+ 𝑡2

𝜔(𝑡2)

𝑡2
 

                    ≤ 𝜔(𝑡1) + 𝜔(𝑡2)                                                                                           (2.39) 

 

eşitsizliğini sağlar. Ayrıca 

 

|𝜔𝑘(𝑡2) − 𝜔𝑘(𝑡1)| ≤ 2
𝑘𝜔1(𝑘|𝑡2 − 𝑡1|)                                                                      (2.40) 

 

eşitsizliği de sağlanır. Eğer   

 

𝑡1 < 𝑡2 ve inf
𝑜<𝑥≤𝑡1

𝜔(𝑥)

𝑥
< inf
𝑜<𝑥≤𝑡2

𝜔(𝑥)

𝑥
 

 

ise, o taktirde  

 

inf
𝑜<𝑥≤𝑡1

𝜔(𝑥)

𝑥
= inf

𝑡1≤𝑥≤𝑡2

𝜔(𝑥)

𝑥
 

 

dir. Böylece 

 

𝜔∗(𝑡1) = 𝑡1 inf
0≤𝑥≤𝑡1

𝜔(𝑥)

𝑥
< 𝜔(𝑡1) < 𝜔(𝑥) inf

𝑡1<𝑥≤𝑡2

𝑡2
𝑥
=  𝜔∗(𝑡2) 

 

olur. Buna göre; eğer 𝜔 (t) bir süreklilik modülü ise, o taktirde  

 

1

2
𝜔(𝑡) ≤ 𝜔∗(𝑡) ≤ 𝜔(𝑡)                                                                                                   (2.41) 

 

eşitsizliği sağlanır. 𝜔(𝑡) ve 𝜔∗(𝑡) süreklilik modülü 𝑡 → 0 için aynı dereceden 

yakınsaktır. Benzer eşitsizlik 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝 için de vardır. Yani 

 

𝜔(𝑓; 𝑡2)

𝑡2
≤ 2

𝜔(𝑓; 𝑡1)

𝑡1
  ;   (𝑡1 < 𝑡2) 
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1

2
𝜔(𝑓; 𝑡)𝐿𝑝 ≤ 𝜔∗(𝑡)𝐿𝑝 ≤ 𝜔(𝑓; 𝑡)𝐿𝑝                                                                               (2.42) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

𝑓: 𝛪 → ℝ  sınırlı ve reel değerli bir fonksiyon ve 𝛿 > 0  için 𝛿  argümanlı 𝑓 nin 

süreklilik modülü 

 

𝜔(𝑓; 𝛿) ≔ sup
𝑥,𝑦∈𝛪

|𝑥−𝑦|≤𝛿

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = sup
𝑥,𝑦∈𝛪
|𝑥−𝑦|≤𝛿

|∆ℎ𝑓(𝑥)| 

 

şeklinde tanımlanır. Bu şekilde tanımlanan süreklilik modülüne 𝑓 nin süreklilik 

modülü adı verilir. Genellikle eğer 𝑓: 𝛪 → ℝ sınırlı reel değerli bir fonksiyon ve 

𝛿 > 0 ve 𝑘 ∈ ℕ olmak üzere 

 

𝜔𝑘(𝑓; 𝛿) ≔ sup
|ℎ|≤𝛿

𝑥,𝑥+𝑘ℎ∈𝛪

|∆ℎ
𝑘𝑓(𝑥)| 

 

𝑓 nin 𝑘- yıncı süreklilik modülü olarak tanımlanır. 

 

Lemma 2.4. 𝛪 reel bir aralık 𝑓 ∈ 𝐶(𝛪) olsun. O taktirde her bir 𝑘 ∈ ℕ için aşağıdaki 

ifadeler doğrudur. 

 

1) Eğer  0 < 𝛿1 ≤ 𝛿2   ⟹   𝜔𝑘(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔𝑘(𝑓; 𝛿2)  dir. 

 

2) lim
𝛿→0+

𝜔𝑘(𝑓; 𝛿) = 0  her 𝑓 ∈ 𝐶(𝛪)  için sağlanır. 

 

3) Her bir 𝛿 > 0 için 𝜔𝑘+1(𝑓; 𝛿) ≤ 2𝜔𝑘(𝑓; 𝛿) 

 

4) Eğer 𝑓 türevlenebilen bir fonksiyon ve 𝑓′ ∈ 𝐶(𝛪)  ise, o taktirde  

 

𝜔𝑘+1(𝑓; 𝛿) ≤ 𝛿𝜔𝑘(𝑓
′; 𝛿)    ∀𝛿 > 0 
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için sağlanır. 

 

5) Her bir 𝛿 > 0 ve 𝑛 ∈ ℕ için 𝜔𝑘(𝑓; 𝑛𝛿) ≤ 𝑛𝑘𝜔𝑘(𝑓; 𝛿) 

 

6) Her bir 𝛿 > 0 ve 𝜆 > 0 için 𝜔𝑘(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ (1 + ⟦𝜆⟧)𝑘𝜔𝑘(𝑓; 𝛿) sağlanır. Burada 

⟦𝜆⟧ 𝜆 nın tam kısmını göstermektedir. 

 

İspat 2.6. 1) ve 2) aşağıdaki tanım gereğince doğrudan görülür. 3) özelliği doğrudan  

 

∆ℎ
𝑘+1𝑓(𝑥) = ∆ℎ

𝑘𝑓(𝑥 + ℎ) − ∆ℎ
𝑘𝑓(𝑥) ve 𝜔(𝑓; 𝛿) ≔ sup

𝑥,𝑦∈𝛪
|𝑥−𝑦|≤𝛿

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 

 

ifadesinin bir sonucudur. 

 

4) Her bir ℎ ∈ ℝ, |ℎ| ≤ 𝛿 ve 𝑥 ∈ 𝛪, öyleki  𝑥 + 𝑘ℎ ∈ 𝛪 olduğunda, 

 

|∆ℎ
𝑘+1𝑓(𝑥)| = |∆ℎ

𝑘𝑓(𝑥 + ℎ) − ∆ℎ
𝑘𝑓(𝑥)| 

                      = |∑(−1)𝑚+𝑘 (
𝑘
𝑚
) [𝑓(𝑥 + (𝑚 + 1)ℎ) − 𝑓(𝑥 + 𝑚ℎ)]

𝑘

𝑚=0

| 

                      = |∑(−1)𝑚+𝑘 (
𝑘
𝑚
) ∫ 𝑓′(

(𝑚+1)ℎ

𝑚ℎ

𝑘

𝑚=0

𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡| 

                      = |∑(−1)𝑚+𝑘 (
𝑘
𝑚
)∫𝑓′(

ℎ

0

𝑘

𝑚=0

𝑥 + 𝑚ℎ + 𝑡)𝑑𝑡| 

                      = |∫ ∑(−1)𝑚+𝑘 (
𝑘
𝑚
)𝑓′(𝑥 + 𝑚ℎ + 𝑡)𝑑𝑡

𝑘

𝑚=0

ℎ

0

| 

                      = |∫∆ℎ
𝑘𝑓′(𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡

ℎ

0

| ≤ ∫|∆ℎ
𝑘𝑓′(𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡|

ℎ

0
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|∆ℎ
𝑘+1𝑓(𝑥)| ≤ |∫𝜔𝑘(𝑓

′; 𝛿)𝑑𝑡

ℎ

0

| ≤ 𝛿𝜔𝑘(𝑓
′; 𝛿) 

 

Buradan görülmektedir ki 

 

𝜔𝑘+1(𝑓; 𝛿) ≤ 𝛿𝜔𝑘(𝑓
′; 𝛿) 

 

olur. Eğer 𝑘 = 0 yada 𝑘 = 1 alırsak 5) doğrudan sağlanır. 

 

Şimdi kabul edelim ki  𝑘 ≥ 2 olsun. Verilen 𝜀 > 0 için 

 

𝜔𝑘(𝑓; 𝛿) ≔ sup
|ℎ|≤𝛿

𝑥,𝑥+𝑘ℎ∈𝛪

|∆ℎ
𝑘𝑓(𝑥)| 

 

sağlanacak şekilde ℎ ∈ ℝ ve |ℎ| ≤ 𝛿  vardır. Öyleki  𝑥 ∈ 𝛪  ve  𝑥 + 𝑛(𝑘 + 1)ℎ ∈ 𝛪  

için 

 

𝜔𝑘(𝑓; 𝑛𝛿) ≤ |∆𝑛ℎ
𝑘 𝑓(𝑥)| + 𝜀  olur. 

 

∆ℎ
𝑘+1𝑓(𝑥) = ∆ℎ

𝑘𝑓(𝑥 + ℎ) − ∆ℎ
𝑘𝑓(𝑥) 

 

ifadesi gereğince 

 

∆𝑛ℎ
𝑘 𝑓(𝑥) = ∆𝑛ℎ

𝑘−1𝑓(𝑥 + 𝑛ℎ) − ∆𝑛ℎ
𝑘−1𝑓(𝑥) 

= ∑ ∑… ∑ ∆ℎ
𝑘−1 (∑ ∆ℎ

𝑘𝑓(𝑥 + 𝑖1ℎ + 𝑖2ℎ +⋯+ 𝑖𝑘ℎ)

𝑛−1

𝑖𝑘=0

)

𝑛−1

𝑖𝑘−1=0

𝑛−1

𝑖2=0

𝑛−1

𝑖1=0

 

= ∑ ∑…∑ ∆ℎ
𝑘

𝑛−1

𝑖𝑘=0

𝑛−1

𝑖2=0

𝑛−1

𝑖1=0

𝑓(𝑥 + 𝑖1ℎ + 𝑖2ℎ +⋯+ 𝑖𝑘ℎ)                           

 

ve böylece 
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𝜔𝑘(𝑓; 𝑛𝛿) ≤ |∆𝑛ℎ
𝑘 𝑓(𝑥)| + 𝜀 ≤ ∑ ∑…∑|∆ℎ

𝑘𝑓(𝑥 + 𝑖1ℎ + 𝑖2ℎ +⋯+ 𝑖𝑘ℎ)|

𝑛−1

𝑖𝑘=0

𝑛−1

𝑖2=0

𝑛−1

𝑖1=0

+ 𝜀 

                      ≤ 𝑛𝑘𝜔𝑘(𝑓; 𝛿) + 𝜀            

 

olarak elde edilir. 6), 1) ve 5) özelliğinin bir sonucudur. 

 

 

2.5. K-Fonksiyoneli İçin Farklı Bir Karakterizasyon  

 

𝜑(𝑥) = √𝑥(1 − 𝑥) olsun. 

 

𝐷 = {𝑔;  𝑔 ∈ 𝐿𝑝(0,1), 𝑔
′mutlak sürekli, 𝑥(1 − 𝑥)𝑔′′(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(0,1)} 

 

ve 

 

𝑆𝑔(𝑥) = (𝑥(1 − 𝑥)𝑔′′(𝑥), 𝑔(𝑥))                                                                                  (2.43) 

 

‖𝑆𝑔‖𝑝 = ‖𝜑
2𝑔′′‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑔‖𝐿𝑝(0,1)                                                                          (2.44) 

 

eşitsizlikleri sağlanacak şekilde tanımlansın. O taktirde 𝐷 ⊆ 𝐿𝑝(0,1) lineer ve yoğun 

kümedir. 

 

Ayrıca 𝑆: 𝐷 → 𝐿𝑝(0,1)⨉𝐿𝑝(0,1)  lineer operatördür. 

 

𝐾(𝑡2, 𝑓) = inf
𝑔
(‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 + 𝑡

2(‖𝑔‖𝑝 + ‖𝜑
2𝑔′′‖𝑝))                                              (2.45) 

 

ifadesini göz önüne alalım. Bu ifade ile (2.19) olarak tanımlanan K-fonksiyoneli 

arasında bazı farklılıklar vardır. Yukarıdaki ifade gereğince  ‖𝑔‖𝑝 ≤ 2‖𝑓‖𝑝  kabul 

edebiliriz. Biliyoruz ki;   

 

𝐾(𝑡2, 𝑓) = О(𝑡2𝛼)  dir. 
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0 < 𝛼 < 1  için (2.19) daki ve (2.45) teki K-fonksiyonelleri birbirine denktir. Bunu 

görmek için sadece 𝑝 ye bağlı 𝐾 sabiti üzerinden  

 

‖𝐾𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤ 𝐾𝑛−1‖𝑆𝑓‖𝑝              ;  (𝑓 ∈ 𝐷) 

‖𝑆𝐾𝑛(𝑓)‖𝑝 ≤ 𝐾𝑛‖𝑓‖𝑝                      ;  (𝑓 ∈ 𝐿
𝑝) 

‖𝑆𝐾𝑛(𝑓)‖𝑝 ≤ 𝐾‖𝑆𝑓‖𝑝                      ;  𝑓 ∈ 𝐷 

 

eşitsizliklerini gösterebilirsek, o taktirde 

 

0 < 𝛼 < 1 için ‖𝐾𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤ О(𝑛−∝) ve 𝐾(𝑡2, 𝑓) = О(𝑡2𝛼)  diyebiliriz. 

 

Burada,  

𝐾𝑛𝑓(𝑥) = (𝑛 + 1)∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛+1

𝑘

𝑛+1

;  0 ≤ 𝑥 ≤ 1                     (2.46) 

 

Kantorovich operatörüdür. Bu ifadeleri görebilmek için önce bir teorem verelim. 

 

Teorem 2.6. 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 < 𝛼 < 1 ve 𝜑(𝑥) = √𝑥(1 − 𝑥) olsun. O taktirde 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(0,1)  olmak üzere  

 

‖𝐾𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤ 𝐾𝑛−∝  ; 𝑛 = 1,2, …                                                                               (2.47) 

 

olması için gerek ve yeter şart 

 

‖∆ℎ𝜑
2 𝑓‖

𝐿𝑝(ℎ2,1−ℎ2)
≤ 𝐾𝑛2∝ ;   ℎ > 0 

 

olmasıdır. Burada 𝐾 > 0 bir sabittir. 

 

İspat 2.7. ‖𝑆𝐾𝑛𝑓‖ ≤ 𝐾𝑛‖𝑓‖𝑝, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝ve ‖𝑆𝐾𝑛𝑓‖𝑝 ≤ 𝐾‖𝑆𝑓‖𝑝 
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olduğu doğrudan hesaplamalarda görülebilir. Bu yüzden 

 

‖𝐾𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤ 𝐾𝑛−1‖𝑆𝑓‖𝑝;   𝑓 ∈ 𝐷                                                                            (2.48) 

 

olduğunu göstermek önemlidir. İlk olarak gösterelim ki 

 

‖𝑓′‖𝑝 ≤ 𝐾‖𝑆𝑓‖𝑝 ;   𝑓 ∈ 𝐷                                                                                               (2.49) 

 

dir. Bunun için aşağıdaki fonksiyonları tanımlayalım. 

 

𝑓1(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝜓(3𝑥)  olsun. Burada   

 

𝜓(𝑥) = {
1              ; 𝑥 ≤ 2
0             ; 𝑥 ≥ 2

0 ≤ 𝜓(𝑥) ≤ 1      ; 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑦𝑒𝑟𝑙𝑒𝑟𝑑𝑒
 

 

dir. Kabul edebiliriz ki |𝜓′| ≤ 𝑐 ve |𝜓′′| ≤ 𝑐  olacak şekilde 𝑐 vardır. Şimdi 

 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 𝜓(3𝑥) + 𝑓(𝑥)[1 − 𝜓(3𝑥)]  şeklinde yazabiliriz. 

 

Ayrıca Ditzian 0 < 𝑘 < 𝑛 ve 𝑓, 𝑓𝑟 ∈ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]; 1 ≤ 𝑝 < ∞ için 

 

‖𝑓(𝑘)‖
𝑝
≤ 𝑀(𝑛, 𝑘) {(𝑏 − 𝑎)−𝑘‖𝑓‖𝑝 + (𝑏 − 𝑎)

𝑛−𝑘‖𝑓(𝑛)‖
𝑝
}                                (2.50) 

 

ya da 

 

‖𝑓(𝑘)‖
𝑝
≤ 𝑀(𝑘) {(𝑏 − 𝑎)−𝑘‖𝑓‖𝑝 + (𝑏 − 𝑎)

𝑛−𝑘‖𝑓(𝑘+1)‖
𝑝
}                                (2.51) 

 

eşitsizliklerinin tümevarım yoluyla varlığını gösterdiğinden [2-6] 

‖𝑓′‖
𝐿𝑝(

1

3
,
2

3
)
≤ 𝐾‖𝑆𝑓‖𝑝  yazılabilir. 
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Simetrik olarak ‖𝑓1′‖𝐿𝑝(0,
1

3
)
≤ 𝐾‖𝑆𝑓‖𝑝 olduğunu göstermeliyiz. 

 

Eğer ℎ ∈ 𝐿𝑞(0,1), (
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1) ((0,

3

4
) kompakt desteği) ise o taktirde kısmi 

integrasyon yardımıyla 

 

|∫𝑓′(𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝑥

1

0

| = |𝑓′(𝑥)∫ℎ(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

0

|

0

1

−∫𝑓′′(𝑥)

1

0

(∫ℎ(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

0

)𝑑𝑥| 

                                 = |∫𝑓1
′′(𝑥)(∫ℎ(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

0

)𝑑𝑥

1

0

| 

  = |∫𝜑2𝑓1
′′

1

0

(𝑥)(
1

𝜑2(𝑥)
∫ℎ(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

0

)𝑑𝑥|                    

                                 ≤ ‖𝜑2𝑓1
′′‖𝑝 ‖

1

𝜑2(𝑥)
∫ℎ(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

0

‖

𝑞

 

                                 ≤ 𝐾‖𝜑2𝑓1
′′‖𝑝‖ℎ‖𝑞 

 

ifadesini elde ederiz. Buradaki son eşitsizlikte 

 

‖
1

𝑥
∫ℎ(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

0

‖

𝐿𝑝(0,∞)

≤
𝑝

𝑝 − 1
‖ℎ‖𝐿𝑝(0,∞) 

 

olarak verilen Hardy eşitsizliği kullanılmıştır. 

 

ℎ ∈ 𝐿𝑞(0,1)ve (supporth) ⊆ (0,
3

4
) var olduğundan 

 

‖𝑓1
′‖𝑝 ≤ 𝐾‖𝜑

2𝑓1
′′‖𝑝 ≤ 𝐾‖𝜑2𝑓′′‖

𝐿𝑝(0,
1

3
)
+ (𝑚𝑎𝑥|𝜓′′|)‖𝑓‖

𝐿𝑝(
1

3
,
2

3
)
 

                                      +(2𝑚𝑎𝑥|𝜓′|)‖𝑓′‖
𝐿𝑝(

1

3
,
2

3
)
+ ‖𝜑2𝑓′′‖

𝐿𝑝(
1

3
,
2

3
)
 

                                       ≤ 𝐾‖𝑆𝑓‖𝑝 
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olduğu görülür. 

 

Şimdi  

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝐵𝑛𝑓(𝑥) = ∑𝑓 (
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

𝑃𝑛,𝑘(𝑥) 

 

Bernstein polinomlarını göz önüne alalım. Burada 𝑃𝑛,𝑘(𝑥) = (
𝑛
𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 dır. 

 

‖𝑓′‖𝑝 ≤ 𝐾‖𝑆𝑓‖𝑝;  𝑓 ∈ 𝐷 eşitsizliği ve Jensen eşitsizliğinden ([0,1] dışında 𝑓’ = 0 

konularak) 

 

‖𝐾𝑛𝑓 − 𝐵𝑛𝑓‖𝑝 = ‖
‖∑

(

 
 
(𝑛 + 1) ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛+1

𝑘

𝑛+1 )

 
 
𝑃𝑛,𝑘(𝑥) −∑𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

𝑃𝑛,𝑘(𝑥)‖
‖

𝑝

 

       = ‖
‖∑

{
 
 

 
 

(𝑛 + 1) ∫ ∫𝑓′ (
𝑘

𝑛
+ 𝜗)𝑑𝜗𝑑𝑢

𝑢

0

𝑘+1

𝑛+1
−
𝑘

𝑛

𝑘

𝑛+1
−
𝑘

𝑛 }
 
 

 
 

𝑃𝑛,𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

‖
‖

𝑝

 

                             ≤ ‖‖∑(𝑛 + 1) ∫О(
1

𝑛
)

1

𝑛

−
1

𝑛

|𝑓′(
𝑘

𝑛
+𝜗)| 𝑑𝜗𝑃𝑛,𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

‖‖

𝑝

 

 

elde edilir. Norm tanımını göz önüne alırsak 

 

‖𝐾𝑛𝑓 − 𝐵𝑛𝑓‖𝑝 ≤
𝐾

𝑛

{
 
 

 
 

∫∑

(

 
 
(𝑛 + 1) ∫ |𝑓′(

𝑘

𝑛
+𝜗)|

𝑝

1

𝑛

−
1

𝑛
)

 
 
𝑃𝑛,𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

1

0

}
 
 

 
 

1

𝑝
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olup, (2.50) ifadesi gereğince de 

 

‖𝐾𝑛𝑓 − 𝐵𝑛𝑓‖𝑝 ≤
𝐾

𝑛
‖𝑓′‖𝑝 ≤

𝐾

𝑛
‖𝑆𝑓‖𝑝                                                                        (2.52) 

 

yazabiliriz. Burada 

 

∫𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑛 + 1

1

0

 ,     (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛) 

 

eşitliği kullanılmıştır. 

 

(2.52) eşitsizliği 𝑓 ∈ 𝐷 için ‖𝐵𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤
𝐾

𝑛
‖𝑆𝑓‖𝑝 

 

eşitsizliğini ispatlamak için yeterlidir. Bunun için Taylor formülünü göz önüne 

alalım. 

 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) 

          +
1

2
∫

𝑡 − 𝑥 − 𝜏

(𝑥 + 𝜏)(1 − 𝑥 − 𝜏)

𝑡−𝑥

0

(𝑥 + 𝜏)(1 − 𝑥 − 𝜏)𝑔′′(𝑥 + 𝜏)𝑑𝜏                      (2.53) 

 

Taylor formülünde 𝜏 ∈ (0, 𝑡 − 𝑥), 𝑡, 𝑥 ∈ (0,1)  için 

 

|
𝑡 − 𝑥 − 𝜏

(𝑥 + 𝜏)(1 − 𝑥 − 𝜏)
| ≤

|𝑡 − 𝑥|

𝑥(1 − 𝑥)
 

 

yazılabilir. Ayrıca 𝐵𝑛(𝑡 − 𝑥; 𝑥) ≡ 0 olduğunu göz önüne alarak (2.53) ifadesine 𝐵𝑛 

operatörünü uygularsak 

 

|𝐵𝑛𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 𝐵𝑛(𝑡 − 𝑥; 𝑥)𝑓
′(𝑥) 
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                                +
1

2
𝐵𝑛 (∫

𝑡 − 𝑥 − 𝜏

(𝑥 + 𝜏)(1 − 𝑥 − 𝜏)
(𝑥 + 𝜏)

𝑡−𝑥

0

(1 − 𝑥 − 𝜏)𝑓′′(𝑥 + 𝜏)𝑑𝜏) 

|𝐵𝑛𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
1

2
𝐵𝑛 (

|𝑡 − 𝑥|

𝑥(1 − 𝑥)
|∫ (𝑥 + 𝜏)(1 − 𝑥 − 𝜏)𝑓′′(𝑥 + 𝜏)

𝑡−𝑥

0

| 𝑑𝜏; 𝑥) 

 

olur. 

 

𝑝 > 1  için 𝑀(. ) maksimal fonksiyonunu kullanırsak 

 

‖𝐵𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤
1

2
‖𝐵𝑛 (

(𝑡−. )2

𝜑2
𝑀(𝜑2𝑓′′; . ); . )‖

𝑝

 

                       ≤
𝐾

𝑛
‖𝑀(𝜑𝑓′′; . )‖𝑝 

≤
𝐾

𝑛
‖𝜑𝑓′′)‖𝑝                                                                                    

≤
𝐾

𝑛
‖𝑆𝑓‖𝑝                                                                                        

 

olarak elde ederiz. Burada 𝐵𝑛((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) =

𝑥(1−𝑥)

𝑛
  değeri kullanılmıştır. 

𝑝 = 1  için Fubini Teoremi yeterlidir.  (𝑝𝑛,−1 ≡ 0 yazılır) 

 

Teorem 2.7. (Fubini Teoremi): Eğer 𝑓(𝑥, 𝑦) R bölgesi üzerinde sürekli ve 

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 şeklinde tanımlı ise, 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴

𝑅

= ∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

𝑑𝑦𝑑𝑥 = ∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

𝑑𝑥𝑑𝑦 

 

dir. 
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‖𝐵𝑛𝑓 − 𝑓‖𝐿1(0,
1

2
)
≤
1

2
∫

{
 
 

 
 

∑
|
𝑘

𝑛
− 𝑥|

𝑥(1 − 𝑥)

𝑛

𝑘=0

||∫𝑢(1 − 𝑢)|𝑓
′′(𝑢)|𝑑𝑢

𝑘

𝑛

𝑥

|| 𝑃𝑛,𝑘(𝑥)

}
 
 

 
 

1

2

0

𝑑𝑥 

≤ ∫

{
 
 

 
 

∑
|
𝑘

𝑛
− 𝑥|

𝑥(1 − 𝑥)

𝑛

𝑘=0

||∫𝑢(1 − 𝑢)|𝑓
′′(𝑢)|𝑑𝑢

𝑘

𝑛

𝑥

|| 𝑃𝑛,𝑘(𝑥)

}
 
 

 
 

𝑑𝑥

1

0

 

           ≤ ∫

{
 
 

 
 

∑

𝑘

𝑛
− 𝑥

𝑥

𝑛

𝑘=0

(

 
 
∫𝑢(1 − 𝑢)|𝑓′′(𝑢)|𝑑𝑢

𝑘

𝑛

𝑥

)

 
 
𝑃𝑛,𝑘(𝑥)

}
 
 

 
 

𝑑𝑥

1

0

 

                                 = ∫∑

𝑘

𝑛
− 𝑥

𝑥

𝑛

𝑘=0

(

 
 
∫𝑢(1 − 𝑢)|𝑓′′(𝑢)|𝑑𝑢

𝑘

𝑛

0

)

 
 
𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

                      = ∑

(

 
 
∫𝑢(1 − 𝑢)|𝑓′′(𝑢)|𝑑𝑢

𝑘

𝑛

0

)

 
 
∫(𝑃𝑛−1,𝑘−1(𝑥), 𝑃𝑛,𝑘(𝑥))𝑑𝑥

1

0

𝑛

𝑘=0

 

≤∑(∫𝑢(1 − 𝑢)|𝑓′′(𝑢)|𝑑𝑢

1

0

)(
1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
)

𝑛

𝑘=0

       

                                 ≤
𝐾

𝑛
‖𝑆𝑓‖𝐿  

 

olarak bulunur. Benzer eşitsizlik (
1

2
, 1) aralığında gösterilebilir. Bu da istenilendir. 

 

 

2.6. Baskakov Operatörü 

 

𝑥 ∈ [0,∞), 𝑛 ∈ ℕ, 𝑃𝑛,𝑘(𝑥) ≔ (
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
) 𝑥𝑘(1 + 𝑥)−𝑛−𝑘 olmak üzere V.A. 

Baskakov tarafından tanımlanan Baskakov operatörü aşağıdaki şekildedir.  
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𝐵𝑛,1(𝑓; 𝑥):= ∑𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑓 (
𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

 

                    =  
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑𝑓(

𝑘

𝑛
) (
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘

∞

𝑘=0

                                        (2.54) 

Burada, 

 

(1 + 𝑥)𝑛 =∑(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
 

 

dır. Bu operatör [0,∞) aralığında tanımlı, sürekli ve sınırlı olan 𝑓 fonksiyonu için 

lineer ve pozitif bir operatördür. 

 

Baskakov operatörü Korovkin teoreminin şartlarını gerçekler. Bunları görelim: 

 

𝐵𝑛,1(1; 𝑥) =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
= 1                        

 

𝐵𝑛,1(𝑡; 𝑥) =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

𝑘

𝑛
(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘

∞

𝑘=0

 

=
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

𝑘

𝑛

(𝑛 + 𝑘 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑘!

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
                                             

 =
𝑥

(1 + 𝑥)

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

(𝑛 + 𝑘 − 1)!

𝑛! (𝑘 − 1)!

∞

𝑘=1
𝑘→𝑘+1

𝑥𝑘−1

(1 + 𝑥)𝑘−1
                          

=
𝑥

(1 + 𝑥)

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

(𝑛 + 𝑘)!

𝑛! 𝑘!

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
                                         

  =
𝑥

(1 + 𝑥)

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘
𝑘

)

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
                                            

=
𝑥

(1 + 𝑥)

1

(1 + 𝑥)𝑛
(1 + 𝑥)𝑛+1 = 𝑥                                                   
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𝐵𝑛,1(𝑡
2; 𝑥) =

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

𝑘2

𝑛2

∞

𝑘=0

(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
 

 

 

 

𝐵𝑛,1(𝑡
2; 𝑥) =

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

𝑘(𝑘 − 1)

𝑛2
(𝑛 + 𝑘 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑘!

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
                                 

+
1

𝑛

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

(𝑛 + 𝑘 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑘!

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
                                      

                     =
𝑥2

(1 + 𝑥)2
1

𝑛

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

(𝑛 + 𝑘 − 1)!

𝑛! (𝑘 − 2)!

∞

𝑘=2
𝑘→𝑘+2

𝑥𝑘−2

(1 + 𝑥)𝑘−2
+
1

𝑛
𝐵𝑛(𝑡; 𝑥) 

                     =
𝑥2

(1 + 𝑥)2
1

𝑛

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

(𝑛 + 𝑘 + 1)!

𝑛! 𝑘!

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
+
𝑥

𝑛

∞

𝑘=0

 

                     =
𝑥2

(1 + 𝑥)2
𝑛 + 1

𝑛

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

(𝑛 + 𝑘 + 1)!

(𝑛 + 1)! 𝑘!

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
+
𝑥

𝑛
 

    =
𝑥2

(1 + 𝑥)2
𝑛 + 1

𝑛

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 + 1
𝑘

)

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
+
𝑥

𝑛
            

=
𝑥2

(1 + 𝑥)2
𝑛 + 1

𝑛

1

(1 + 𝑥)𝑛
(1 + 𝑥)𝑛+2 +

𝑥

𝑛
                                 

= 𝑥2 +
𝑥2

𝑛
+
𝑥

𝑛
                                                                                     

= 𝑥2 +
𝑥(𝑥 + 1)

𝑛
                                                                                 

 

Buradan kolayca görülür ki; 𝑛 → ∞ için 

 

𝐵𝑛(1; 𝑥) → 1 ,  𝐵𝑛(𝑡; 𝑥) → 𝑥 ve 𝐵𝑛(𝑡
2; 𝑥) → 𝑥2 dir. 

 

Baskakov operatörü için süreklilik modülü yardımıyla yakınsaklık hızını 

hesaplayabiliriz. 
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𝐵𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) =  
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑𝑓(

𝑘

𝑛
) (
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘

∞

𝑘=0

− 𝑓(𝑥)𝐵𝑛,1(1; 𝑥) 

 

 

𝐵𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) =  
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑𝑓(

𝑘

𝑛
) (
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘

∞

𝑘=0

− 𝑓(𝑥)
1

(1 + 𝑥)𝑛
 

×∑(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘

∞

𝑘=0

                                     

                                  =  
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
[𝑓 (

𝑘

𝑛
) − 𝑓(𝑥)]

∞

𝑘=0

 

 

|𝐵𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
[𝑓 (

𝑘

𝑛
) − 𝑓(𝑥)]

∞

𝑘=0

| 

                 ≤
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
|𝑓 (

𝑘

𝑛
) − 𝑓(𝑥)|

∞

𝑘=0

 

                                     ≤
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘

∞

𝑘=0

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑓 (
𝑘

𝑛
) − 𝑓(𝑥)| 

                     =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑤(𝑓; 𝛿

|
𝑘

𝑛
− 𝑥|

𝛿
)

∞

𝑘=0

 

                                =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
(1 +

|
𝑘

𝑛
− 𝑥|

𝛿
)𝑤(𝑓; 𝛿)

∞

𝑘=0

 

                                = 𝑤(𝑓; 𝛿) [
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
+
1

𝛿

1

(1 + 𝑥)𝑛
 

×∑(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
|
𝑘

𝑛
− 𝑥|]            

                                  = 𝑤(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝛿

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
|
𝑘

𝑛
− 𝑥|

∞

𝑘=0

] 

 

elde edilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafına Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa  
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|𝐵𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑤(𝑓; 𝛿) {1 +
1

𝛿
[

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
 

                                     × (
𝑘

𝑛
− 𝑥)

2

]

1

2

[
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘

∞

𝑘=0

]

1

2

} 

                                     = 𝑤(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝛿
√𝐵𝑛,1(𝑡2; 𝑥) − 2𝑥𝐵𝑛,1(𝑡; 𝑥) + 𝑥2] 

            = 𝑤(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝛿
(𝑥2 +

(1 + 𝑥)𝑥

𝑛
− 2𝑥2 + 𝑥2)

1

2

] 

|𝐵𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑤(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝛿

√𝑥(𝑥 + 1)

√𝑛
] 

 

elde edilir. 

 

Lemma 2.5. 𝐵𝑛,11-boyutlu Baskakov operatörü için, 𝑥 ∈ [0,∞) ve 𝑓 ∈ 𝑊𝜑
2,𝑝[0,∞) 

olmak üzere  

 

‖𝐵𝑛,1𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛
‖𝜑2𝑓′′‖𝑝                                                                                 (2.55) 

 

eşitsizliği gerçeklenir [3-6, 9]. 

 

 

İspat 2.8. 

𝐵𝑛,1(𝑓; 𝑥):= ∑𝑃𝑛,𝑘(𝑥)

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
) = ∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)𝑥𝑘
∞

𝑘=0

(1 + 𝑥)−𝑛−𝑘 𝑓 (
𝑘

𝑛
) 

 

dir. Taylor açılımı gereğince, 

 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) +
1

2
∫(𝑡 − 𝑢)𝑓′′(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

𝑥
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yazılır [10]. Burada, 𝑢 = 𝑥 − 𝜏 değişken değiştirmesi yapalım. 

 

𝑢 = 𝑥  ⟹   𝜏 = 0 

𝑢 = 𝑡 ⇒   𝜏 = 𝑥 − 𝑡 

𝑑𝜏 =  −du, 𝑥, 𝑡 ∈ [0,∞),    𝜏 ∈ [0, 𝑥 − 𝑡) 

 

Yaptığımız değişiklikleri aşağıdaki ifadede uygulayalım. Böylece 

 

∫(𝑡 − 𝑢)

𝑡

𝑥

𝑓′′(𝑢)𝑑𝑢 = −∫ (𝑡 − 𝑥 +

𝑥−𝑡

0

𝜏)𝑓′′(𝑥 − 𝜏)d𝜏                                    

                                     = ∫ (𝑥 −

𝑥−𝑡

0

𝜏 − 𝑡)𝑓′′(𝑥 − 𝜏)d𝜏 

elde ederiz. 

 

𝛪 = ∫
(𝑥 − 𝜏 − 𝑡)(𝑥 − 𝜏)(1 + 𝑥 − 𝜏 )

(𝑥 − 𝜏 )(1 + 𝑥 − 𝜏 )

𝑥−𝑡

0

𝑓′′(𝑥 − 𝜏)d𝜏                

 

ile gösterelim. 

 

𝑥 − 𝜏 < 𝑥 + 𝜏 ⟹  
1

𝑥 + 𝜏
<

1

𝑥 − 𝜏
 

 

olduğunu söyleyebiliriz. Buradan da 

 

|𝑥 − 𝜏 − 𝑡|

(𝑥 − 𝜏 )(1 + 𝑥 − 𝜏 )
≤

|𝑥 − 𝑡|

𝑥(1 + 𝑥)
 

 

yazılabilir. Böylece, 

𝛪 ≤
|𝑥 − 𝑡|

𝑥(1 + 𝑥)
|∫ (𝑥 − 𝜏)(1 + 𝑥 −

𝑥−𝑡

0

 𝜏)𝑓′′(𝑥 − 𝜏)d𝜏| 
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𝛪 ≤
|𝑥 − 𝑡|

𝑥(1 + 𝑥)
|∫𝑢(1 + 𝑢)

𝑡

𝑥

𝑓′′(𝑢)𝑑𝑢|  

 

olur. Taylor  formülünü  tekrar  ele alırsak 

 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) +
1

2
∫(𝑡 − 𝑢)𝑓′′(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

𝑥

 

 

eşitliği yukarıdaki ifade göz önüne alındığında  

 

𝑓(𝑡) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) +
|𝑥 − 𝑡|

2𝑥(1 + 𝑥)
|∫𝑢(1 + 𝑢)

𝑡

𝑥

𝑓′′(𝑢)𝑑𝑢| 

 

eşitsizliğine dönüşür. Bu eşitsizliğe 𝐵𝑛,1 operatörü uygulanırsa , 

 

|𝐵𝑛,1𝑓 − 𝑓| ≤ ‖𝑓′‖𝐵𝑛,1(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥) + 𝐵𝑛,1(
|𝑥 − 𝑡|

2𝑥(1 + 𝑥)
|∫𝑢(1 + 𝑢)

𝑡

𝑥

𝑓′′(𝑢)𝑑𝑢| ; 𝑥) 

                       ≤ 𝐵𝑛,1(
|𝑥 − 𝑡|

2𝑥(1 + 𝑥)
∫ max

𝑢∈[𝑥,𝑡]
|𝑢(1 + 𝑢)𝑓′′(𝑢)|

𝑡

𝑥

𝑑𝑢; 𝑥) 

≤ 𝐵𝑛,1(
|𝑥 − 𝑡|

2𝑥(1 + 𝑥)
‖𝜑2𝑓′′‖∫𝑑𝑢

𝑡

𝑥

; 𝑥)                                       

  = 𝐵𝑛,1 (
(𝑥 − 𝑡)2

2𝑥(1 + 𝑥)
‖𝜑2𝑓′′‖; 𝑥)                                                     

  =
‖𝜑2𝑓′′‖

2𝑥(1 + 𝑥)
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

) 𝑥𝑘
∞

𝑘=0

(1 + 𝑥)−𝑛−𝑘(𝑥 − 𝑡)2           

                        ≤
‖𝜑2𝑓′′‖

2𝜑2(𝑥)
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

) 𝑥𝑘
∞

𝑘=0

(1 + 𝑥)−𝑛−𝑘(𝑡2 − 2𝑡𝑥 + 𝑥2) 

 =
‖𝜑2𝑓′′‖

2𝜑2(𝑥)
{𝐵𝑛,1(𝑡

2; 𝑥) − 2𝑥𝐵𝑛,1(𝑡; 𝑥) + 𝑥
2𝐵𝑛,1(1; 𝑥)}        
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|𝐵𝑛,1𝑓 − 𝑓| ≤
‖𝜑2𝑓′′‖

2𝜑2(𝑥)
(𝑥2 +

𝑥(1 + 𝑥)

𝑛
− 2𝑥2 + 𝑥2)                                

=
‖𝜑2𝑓′′‖

2𝜑2(𝑥)
(
𝑥(1 + 𝑥)

𝑛
)                                                                   

=
‖𝜑2𝑓′′‖

2𝑛
                                                                                       

 

elde edilir. 

 

‖𝐵𝑛,1𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛
‖𝜑2𝑓′′‖𝑝                                                                                 (2.56) 

 

şeklinde yazılabilir. Yukarıdakileri göz önüne alarak iki değişkenli Baskakov 

operatörü aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır. 

 

𝐵𝑛,2(𝑓; 𝑥1, 𝑥2): = ∑ ∑ (
𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1

𝑘
) 𝑥1

𝑘1

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥2
𝑘2 

                            × (1 + 𝑥1 + 𝑥2)
−𝑛−𝑘1−𝑘2𝑓 (

𝑘1
𝑛
,
𝑘2
𝑛
)  ,    0 ≤ 𝑥1 < ∞, 0 ≤ 𝑥2 < ∞ 

        

Burada 

 

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)
𝑛 = ∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 dir. 

 

𝐵𝑛,2 operatörü de Korovkin teoremini gerçekler. Bunu görecek olursak, 

 

𝐵𝑛,2(1; 𝑥1, 𝑥2) = ∑ ∑ (
𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1

𝑘
) 𝑥1

𝑘1

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥2
𝑘2(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

−𝑛−𝑘1−𝑘2 

= (1 + 𝑥1 + 𝑥2)
𝑛+𝑘1+𝑘2(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

−𝑛−𝑘1−𝑘2 = 1       

 

𝐵𝑛,2(𝑡; 𝑥1, 𝑥2) = ∑ ∑ (
𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1

𝑘
) 𝑥1

𝑘1

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥2
𝑘2(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

−𝑛−𝑘1−𝑘2
𝑘1
𝑛
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=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

𝑘1
𝑛

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

𝑘1! 𝑘2! (𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1 − 𝑘1 − 𝑘2)!

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

(𝑘1 − 1)! 𝑘2! 𝑛!

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=1

 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
𝑥1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

(𝑘1 − 1)! 𝑘2! 𝑛!

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=1
𝑘1→𝑘1+1

𝑥1
𝑘1−1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2−1
 

=
𝑥1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+1
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2)!

𝑘1! 𝑘2! 𝑛!

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

=
𝑥1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+1
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2
𝑘

)
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

=
𝑥1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+1
(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

𝑛+1 = 𝑥1 

 

𝐵𝑛,2(𝑡; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 

 

𝐵𝑛,2(𝑠; 𝑥1, 𝑥2) = ∑ ∑ (
𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1

𝑘
) 𝑥1

𝑘1

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥2
𝑘2(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

−𝑛−𝑘1−𝑘2
𝑘2
𝑛

 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

𝑘2
𝑛

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

𝑘1! 𝑘2! (𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1 − 𝑘1 − 𝑘2)!

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

𝑘1! (𝑘2 − 1)! 𝑛!

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=1

∞

𝑘1=0

 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
𝑥2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

𝑘1! (𝑘2 − 1)! 𝑛!

∞

𝑘2=1
𝑘2→𝑘2+1

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2−1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2−1
 

=
𝑥2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+1
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2)!

𝑘1! 𝑘2! 𝑛!

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

=
𝑥2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+1
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2
𝑘

)
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

=
𝑥2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+1
(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

𝑛+1 = 𝑥2 
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𝐵𝑛,2(𝑠; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2 

 

𝐵𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) = ∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

) 𝑥1
𝑘1

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥2
𝑘2(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

−𝑛−𝑘1−𝑘2
𝑘1

2

𝑛2
 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

𝑘1(𝑘1 − 1)

𝑛2
(
𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1

𝑘
)

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

+
1

𝑛

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

𝑘1
𝑛
(
𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1

𝑘
)

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

𝑘1(𝑘1 − 1)

𝑛2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

𝑘1! 𝑘2! (𝑛 − 1)!

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

+
1

𝑛
𝐵𝑛,2(𝑡; 𝑥1, 𝑥2) 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
1

𝑛

𝑥1
2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)2
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

(𝑘1 − 2)! 𝑘2! 𝑛!

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=2
𝑘1→𝑘1+2

 

×
𝑥1
𝑘1−2𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2−2
+
𝑥1
𝑛

 

 

İfadeyi (𝑛 + 1) ile çarpıp bölelim. 

 

𝐵𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) =

𝑥1
2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+2
(𝑛 + 1)

𝑛
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 + 1)!

𝑘1! 𝑘2! (𝑛 + 1)!

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

                ×
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
+
𝑥1
𝑛
                                                                 

                             =
𝑥1
2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+2
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 + 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

×
(𝑛 + 1)

𝑛

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
+
𝑥1
𝑛
                                  

                            =
𝑥1
2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+2
(𝑛 + 1)

𝑛
(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

𝑛+2 +
𝑥1
𝑛

 

𝐵𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1

2
(𝑛 + 1)

𝑛
+
𝑥1
𝑛
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                             = 𝑥1
2 + 𝑥1

(𝑥1 + 1)

𝑛
 

 

𝐵𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1

2 + 𝑥1
(𝑥1 + 1)

𝑛
 

 

𝐵𝑛,2(𝑠
2; 𝑥1, 𝑥2) = ∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)𝑥1
𝑘1

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥2
𝑘2(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

−𝑛−𝑘1−𝑘2
𝑘2

2

𝑛2
 

 =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

𝑘2(𝑘2 − 1)

𝑛2
(
𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1

𝑘
)

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

+
1

𝑛

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

𝑘2
𝑛
(
𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1

𝑘
)

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

  

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑

𝑘2(𝑘2 − 1)

𝑛2
(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

𝑘1! 𝑘2! (𝑛 − 1)!

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

                       

×
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
+
1

𝑛
𝐵𝑛,2(𝑠; 𝑥1, 𝑥2)                                                        

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
1

𝑛

𝑥2
2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)2
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1)!

𝑘1! (𝑘2 − 2)! 𝑛!

∞

𝑘2=2
𝑘2→𝑘2+2

∞

𝑘1=0

        

            ×
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2−2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2−2
+
𝑥2
𝑛

 

 

İfadeyi (𝑛 + 1) ile çarpıp bölelim. 

 

𝐵𝑛,2(𝑠
2; 𝑥1, 𝑥2) =

𝑥2
2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+2
(𝑛 + 1)

𝑛
∑ ∑

(𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 + 1)!

𝑘1! 𝑘2! (𝑛 + 1)!

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

×
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
+
𝑥2
𝑛
                                               

 

𝐵𝑛,2(𝑠
2; 𝑥1, 𝑥2) =

𝑥2
2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+2
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 + 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0
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×
(𝑛 + 1)

𝑛

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
+
𝑥2
𝑛
                                   

                             =
𝑥2

2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛+2
(𝑛 + 1)

𝑛
(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

𝑛+2 +
𝑥2
𝑛

 

                             = 𝑥2
2
(𝑛 + 1)

𝑛
+
𝑥2
𝑛

 

= 𝑥2
2 + 𝑥2

(𝑥2 + 1)

𝑛
                                                            

 

𝐵𝑛,2(𝑠
2; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2

2 + 𝑥2
(𝑥2 + 1)

𝑛
 

 

𝐵𝑛,2(𝑡
2 + 𝑠2; 𝑥1, 𝑥2) = ∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

) 𝑥1
𝑘1

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥2
𝑘2 

× (1 + 𝑥1 + 𝑥2)
−𝑛−𝑘1−𝑘2

𝑘1
2 + 𝑘2

2

𝑛2
                                      

                         =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑘1
2

𝑛2
 

                        +
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘2
2

𝑛2

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

= 𝐵𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) + 𝐵𝑛,2(𝑠

2; 𝑥1, 𝑥2)                                      

= 𝑥1
2 + 𝑥1

(𝑥1 + 1)

𝑛
+ 𝑥2

2 + 𝑥2
(𝑥2 + 1)

𝑛
                            

= 𝑥1
2 + 𝑥2

2 +
𝑥1(𝑥1 + 1) + 𝑥2(𝑥2 + 1)

𝑛
                             

 

olarak bulunur. 𝑛 → ∞ için verilen operatörün Korovkin teoremini gerçeklediği 

kolayca görülür. 
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2.7. Baskakov-Kantorovich Operatörü 

 

𝑥 ∈ [0,∞), 𝑛 ∈ ℕ, 𝑃𝑛,𝐤(𝐱) ≔ (
𝑛 + 𝐤 − 1

𝐤
) 𝐱𝐤(1 + 𝐱)−𝑛−𝐤  olmak üzere, Ditzian ve 

Totik  𝐿𝑝[0,∞) üzerinde yakınsamayı ele almak için Baskakov operatörünü 

aşağıdaki gibi değiştirmiştir. 

 

𝐾𝑛,1𝑓:= 𝐾𝑛,1(𝑓; 𝑥) ≔∑𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑛∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

𝐾𝑛,1(𝑓; 𝑥) ≔
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

                           (2.57) 

 

Bu şekilde tanımlanan Baskakov-Kantorovich operatörü de Korovkin teoreminin 

şartlarını gerçekler. 

 

𝐾𝑛,1(1, 𝑥) =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ 𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

                   =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛 [
𝑘 + 1

𝑛
−
𝑘

𝑛
]

∞

𝑘=0

 

                   =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛
1

𝑛

∞

𝑘=0

= 1                               

 

𝐾𝑛,1(𝑡, 𝑥) =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ 𝑢𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

  =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛 [
𝑢2

2
]
𝑘

𝑛

𝑘+1

𝑛
∞

𝑘=0
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𝐾𝑛,1(𝑡, 𝑥) =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛
1

2𝑛2
(2𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

                          

         =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑘

𝑛
+

∞

𝑘=0

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)

∞

𝑘=0

   

×
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
1

2𝑛
                                                                                            

      = 𝐵𝑛,1(𝑡; 𝑥) +
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

(𝑛 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 − 1)!

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
1

2𝑛
                          

                   = 𝑥 +
1

2𝑛

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑

(𝑛 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 − 1)!

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
 

                   = 𝑥 +
1

2𝑛

1

(1 + 𝑥)𝑛
(1 + 𝑥)𝑛  = 𝑥 +

1

2𝑛
 

 

𝐾𝑛,1(𝑡
2; 𝑥) =

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ 𝑢2𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

      =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛

∞

𝑘=0

(
𝑢3

3
)
𝑘

𝑛

𝑘+1

𝑛

                                

                     =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛

∞

𝑘=0

(
𝑘3 + 3𝑘2 + 3𝑘 + 1 − 𝑘3

3𝑛3
)    

              =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑘2

𝑛2

∞

𝑘=0

+
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)

∞

𝑘=0

 

 ×
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑘

𝑛2
+

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
1

3𝑛2

∞

𝑘=0

           

= 𝐵𝑛,1(𝑡
2; 𝑥) +

1

𝑛

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

             

       +
1

3𝑛2
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘

∞

𝑘=0

                                             

= 𝐵𝑛,1(𝑡
2; 𝑥) +

1

𝑛
𝐵𝑛,1(𝑡; 𝑥) +

1

3𝑛2
𝐵𝑛,1(1; 𝑥)                               
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𝐾𝑛,1(𝑡
2; 𝑥) = 𝑥2 +

𝑥(1 + 𝑥)

𝑛
+
1

𝑛
𝑥 +

1

3𝑛2
                                                         

 

𝐾𝑛,1(𝑡
2; 𝑥) = 𝑥2 +

𝑥(2 + 𝑥)

𝑛
+

1

3𝑛2
 

 

olur ki 𝑛 → ∞ için Korovkin teoremi gerçeklenir. 

 

Baskakov-Kantorovich operatörünün yakınsaklık hızı süreklilik modülü yardımıyla 

hesaplanabilir. 

 

𝐾𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝐾𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)𝐾𝑛,1(1, 𝑥) 

𝐾𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

                                  −𝑓(𝑥)
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ 𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

                                  =
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ (𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑥))𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

 

|𝐾𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = ||
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ (𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑥))𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

|| 

          ≤
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

                    ≤
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ 𝑚𝑎𝑥|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0
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|𝐾𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ 𝑤 (𝑓; 𝛿

|𝑢 − 𝑥|

𝛿
)𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

                           ≤
1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ (1 +

|𝑢 − 𝑥|

𝛿
)𝑤(𝑓; 𝛿)𝑑𝑢 

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 

                           ≤ 𝑤(𝑓; 𝛿)

[
 
 
 
 

1 +
1

𝛿

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ |𝑢 − 𝑥|

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

𝑑𝑢

∞

𝑘=0
]
 
 
 
 

 

 

bu son ifadede Cauchy-Schwarz eşitsizliğini kullanırsak, 

 

|𝐾𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  ≤ 𝑤(𝑓; 𝛿) {1 +
1

𝛿
[

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛

∞

𝑘=0

 

                       × ∫ (𝑢 − 𝑥)2

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

𝑑𝑢

]
 
 
 
 

1

2

×

[
 
 
 
 

1

(1 + 𝑥)𝑛
∑(

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
𝑛∫ 𝑢𝑑𝑢

𝑘+1

𝑛

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0
]
 
 
 
 

1

2

}
 
 

 
 

 

                       = 𝑤(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝛿
√𝐾𝑛,1(𝑡2; 𝑥) − 2𝑥𝐾𝑛,1(𝑡; 𝑥) + 𝑥2] 

        = 𝑤(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝛿
√𝑥2 +

𝑥(2 + 𝑥)

𝑛
+

1

3𝑛2
− 2𝑥 (𝑥 +

1

2𝑛
) + 𝑥2] 

                       ≤ 𝑤(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝛿
√
3𝑛2 + 3𝑛𝑥 + 1

3𝑛2
] 

     = 𝑤(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝑛𝛿
√𝑛𝑥2 + 𝑛𝑥 +

1

3
]                                                 

 

olur. 
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𝑑(𝑛𝑥2 + 𝑛𝑥 +
1

3
)

𝑑𝑥
= 0  

 

yapan 𝑥 değerinde yukarıdaki ifade maximum değerini alır. Buna göre 

 

2𝑥𝑛 + 𝑛 = 0 için  

 

𝑥 = −
1

2
 olur. 

 

Bulduğumuz 𝑥 değerini ifadede yerine yazarsak,  

 

‖𝐾𝑛,1(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝑤(𝑓; 𝛿) [1 +
1

2𝑛𝛿
√
4 − 3𝑛

3
] 

 

eşitliğini elde ederiz. Eğer 𝛿 = √
4−3𝑛

3
  seçersek istenilen elde edilir. Bu ifade 

Baskakov-Kantorovich operatörünün yakınsama hızını verir. 

 

Çok boyutlu operatörü tanımlamadan önce iki boyutlu Baskakov-Kantorovich 

operatörünü yazalım ve bunun için nodları hesaplayalım. Çünkü işlemlerde 

anlaşılabilirlik açısından iki değişkenli operatör daha kullanışlı olacaktır. 

 

𝐾𝑛,2(𝑓; 𝑥1, 𝑥2):=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

                              × 𝑛2 ∫ ∫ 𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

 

𝐾𝑛,2 operatörü de Korovkin teoremini gerçekler. Bunu görecek olursak, 
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𝐾𝑛,2(1; 𝑥1, 𝑥2) =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

× 
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2 ∫ ∫ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

                                      

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

                         

×
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)
𝑘1+𝑘2

𝑛2 ∫
1

𝑛
𝑑𝑠

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

                                                

                      =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2

1

𝑛2
 

 

𝐾𝑛,2(1; 𝑥1, 𝑥2) =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
(1 + 𝑥1 + 𝑥2)

𝑛 = 1                                              

 

𝐾𝑛,2(𝑡; 𝑥1, 𝑥2) =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2 

                           × ∫ ∫ 𝑡𝑑𝑡𝑑𝑠                    

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

                         =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2 

 × ∫ 𝑡 (
𝑘2 + 1

𝑛
−
𝑘2
𝑛
)𝑑𝑡

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛
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𝐾𝑛,2(𝑡; 𝑥1, 𝑥2) =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛 

× (
(
𝑘1+1

𝑛
)
2

− (
𝑘1

𝑛
)
2

2
)                                                             

                    =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

 ×
𝑛

2𝑛2
(2𝑘1 + 1)                                                                      

                          =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘1
𝑛

 

                         +
1

2𝑛

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

 

𝐾𝑛,2(𝑡; 𝑥1, 𝑥2) = 𝐵𝑛,2(𝑡; 𝑥1, 𝑥2) +
1

2𝑛
𝐵𝑛,2(1; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 +

1

2𝑛
 

 

𝐾𝑛,2(𝑠; 𝑥1, 𝑥2) =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2 

× ∫ ∫ 𝑠𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

                                                                      

                          =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2 

× ∫ 𝑠 (
𝑘1 + 1

𝑛
−
𝑘1
𝑛
) 𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛
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𝐾𝑛,2(𝑠; 𝑥1, 𝑥2) =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛 

× (
(
𝑘2+1

𝑛
)
2

− (
𝑘2

𝑛
)
2

2
)                                                             

                     =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

×
𝑛

2𝑛2
(2𝑘2 + 1)                                                                     

                           =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘2
𝑛
  

                         +
1

2𝑛

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

= 𝐵𝑛,2(𝑠; 𝑥1, 𝑥2) +
1

2𝑛
𝐵𝑛,2(1; 𝑥1, 𝑥2)                                  

 

𝐾𝑛,2(𝑠; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2 +
1

2𝑛
 

 

𝐾𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) =

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

× 𝑛2 ∫ ∫ 𝑡2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

                                                           

                      =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

× 𝑛2 ∫ (
(
𝑘1+1

𝑛
)
3

− (
𝑘1

𝑛
)
3

3
)𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

                                      

 

𝐾𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) =

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
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× 𝑛2 (
𝑘2 + 1

𝑛
−
𝑘2
𝑛
)(
3𝑘1

2 + 3𝑘1 + 1

3𝑛3
)                              

                    =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

×
 𝑛

3𝑛3
(3𝑘1

2 + 3𝑘1 + 1)                                                         

                          =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘1
2

𝑛2
 

                          +
1

𝑛

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘1
𝑛

 

                         +
1

3𝑛2
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

    = 𝐵𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) +

1

𝑛
𝐵𝑛,2(𝑡; 𝑥1, 𝑥2) +

1

3𝑛2
𝐵𝑛,2(1; 𝑥1, 𝑥2)  

 = 𝑥1
2 +

𝑥1
2

𝑛
+
𝑥1
𝑛
+
𝑥1
𝑛
+

1

3𝑛2
                                                  

 

𝐾𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1

2 +
(𝑥1

2 + 2𝑥1)

𝑛
+

1

3𝑛2
 

 

𝐾𝑛,2(𝑠
2; 𝑥1, 𝑥2) =

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

 × 𝑛2 ∫ ∫ 𝑠2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

                                                           

                         =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

   × 𝑛2 ∫ 𝑠2 (
𝑘1 + 1

𝑛
−
𝑘1
𝑛
)𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛
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𝐾𝑛,2(𝑠
2; 𝑥1, 𝑥2) =

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

× 𝑛
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
(
(
𝑘2+1

𝑛
)
3

− (
𝑘2

𝑛
)
3

3
)                                                          

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

×
 𝑛

3𝑛3
(3k2

2 + 3k2 + 1)                                                   

                          =
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘2
2

𝑛2
 

+
1

𝑛

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘2
𝑛

 

+
1

3𝑛2
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

= 𝐵𝑛,2(𝑠
2; 𝑥1, 𝑥2) +

1

𝑛
𝐵𝑛,2(𝑠; 𝑥1, 𝑥2) +

1

3𝑛2
𝐵𝑛,2(1; 𝑥1, 𝑥2) 

= 𝑥2
2 +

𝑥2
2

𝑛
+
𝑥2
𝑛
+
𝑥2
𝑛
+

1

3𝑛2
 

 

𝐾𝑛,2(𝑠
2; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2

2 +
(𝑥2

2 + 2𝑥2)

𝑛
+

1

3𝑛2
 

 

𝐾𝑛,2(𝑡
2 + 𝑠2; 𝑥1, 𝑥2) =

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

                                       ×
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2 ∫ ∫ 𝑡2 + 𝑠2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2 ∫ ∫ 𝑡2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 



 

57 
 

+
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2 ∫ ∫ 𝑠2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑛2 ∫ (
(
𝑘1+1

𝑛
)
3

− (
𝑘1

𝑛
)
3

3
)𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

 

+
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

× 𝑛2 ∫ 𝑠2 (
𝑘1 + 1

𝑛
−
𝑘1
𝑛
)𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛2 ∫

 1

3𝑛3

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

 

× (3𝑘1
2 + 3𝑘1 + 1)𝑑𝑠 +

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

×
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
𝑛(

(
𝑘2+1

𝑛
)
3

− (
𝑘2

𝑛
)
3

3
) 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

 1

3𝑛2
 

× (3𝑘1
2 + 3𝑘1 + 1) +

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

 

×
𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

 𝑛

3𝑛3
(3𝑘2

2 + 3𝑘2 + 1) 

=
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)
𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)
𝑘1+𝑘2

𝑘1
2

𝑛2
 

+
1

𝑛

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘1
𝑛
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+
1

3𝑛2
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

+
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘2
2

𝑛2
 

+
1

𝑛

1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2

𝑘2
𝑛

 

+
1

3𝑛2
1

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑛
∑ ∑ (

𝑛 + 𝑘1 + 𝑘2 − 1
𝑘

)

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2

(1 + 𝑥1 + 𝑥2)𝑘1+𝑘2
 

= 𝐵𝑛,2(𝑡
2; 𝑥1, 𝑥2) +

1

𝑛
𝐵𝑛,2(𝑡; 𝑥1, 𝑥2) +

1

3𝑛2
𝐵𝑛,2(1; 𝑥1, 𝑥2) + 𝐵𝑛,2(𝑠

2; 𝑥1, 𝑥2) 

+
1

𝑛
𝐵𝑛,2(𝑠; 𝑥1, 𝑥2) +

1

3𝑛2
𝐵𝑛,2(1; 𝑥1, 𝑥2) 

= 𝑥1
2 +

(𝑥1
2 + 2𝑥1)

𝑛
+

1

3𝑛2
+ 𝑥2

2 +
(𝑥2

2 + 2𝑥2)

𝑛
+

1

3𝑛2
 

 

𝐾𝑛,2(𝑡
2 + 𝑠2; 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1

2 + 𝑥2
2 +

(𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 2𝑥1 + 2𝑥2)

𝑛
+

2

3𝑛2
 

 

olarak elde edilir ki 𝑛 → ∞ için Korovkin teoreminin şartları gerçeklenir. 

 

Buraya kadar iki değişkenli halde de Baskakov-Kantorovich operatörünün Korovkin 

teoreminin koşullarını sağladığını görmüş olduk. Bundan sonra ise operatörler için 

yakınsama hızını belirleyeceğiz. Bunun için Ditzian Totik süreklilik modülü olarak 

bilinen  

 

𝑤𝜑
2(𝑓, 𝑡)𝑝 ≔ sup

0<ℎ≤𝑡
‖𝑓(. +2ℎ𝜑(. )) − 2𝑓(.+ℎ𝜑(. )) + 𝑓(. )‖

𝑝
,   𝜑(𝑥):= √𝑥(1 + 𝑥) 

 

ifadesinden faydalanacağız. 

 

Daha önceki çalışmalarda 𝐿𝑝[0,∞);  1 ≤ 𝑝 < ∞ uzayında tanımlı herhangi bir 

fonksiyon için  
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‖𝐾𝑛,1𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (𝑤𝜑
2 (𝑓,

1

√𝑛
)
𝑝

+
1

𝑛
‖𝑓‖𝑝)                                                   (2.58) 

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir sabit olduğu gösterilmiştir [10]. 

 

Ayrıca 0< 𝛼 < 1 olduğu için  

 

𝑤𝜑
2(𝑓, 𝑡)𝑝 = 𝑂(𝑡

2𝛼)   ⇔   ‖𝐾𝑛,1𝑓 − 𝑓‖𝑝 = 𝑂
(𝑛−𝛼) 

 

olduğu gösterilmiştir. Biz bir sonraki kısımda elde edilen bu eşitsizliklerden 

yararlanarak 𝑑-boyutlu uzay için genel bir teorem vereceğiz. 
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3. ÇOK DEĞİŞKENLİ BASKAKOV-KANTOROVİCH OPERATÖRÜ 

 

 

𝑥 ∈ [0,∞), 𝑛 ∈ ℕ, 𝑇 ⊂ ℝ𝑑  (𝑑 ∈ 𝑁) olmak üzere bu kısımda kolaylık olması 

bakımından 

 

𝑇 ≔ 𝑇𝑑 ≔ {𝐱 ≔ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑑): 0 ≤ 𝑥𝑖 < ∞, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑} 

 

𝐱 ≔ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑑)   ,             𝐤 ≔ (𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑑) ∈ ℕ0
𝑑 

 

𝐱𝐤 ≔ 𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2 …𝑥𝑑
𝑘𝑑   ,        𝐤! ≔  𝑘1! 𝑘2! …𝑘𝑑! 

 

|𝐱| ≔∑𝑥𝑖    ,              

𝑑

𝑖=1

|𝐤| ≔  ∑𝑘𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

(
𝑛
𝐤
) ≔

𝑛!

𝐤! (𝑛 − |𝐤|)!
  ,        ∑ ≔ ∑ ∑ … ∑

∞

𝑘𝑑=0

∞

𝑘2=0

∞

𝑘1=0

∞

𝐤=0

 

 

𝑃𝑛,𝐤(𝐱) ≔ (
𝑛 + |𝐤| − 1

𝐤
) 𝐱𝐤(1 + |𝐱|)−𝑛−|𝐤| 

 

𝐵𝑛,𝑑(𝑓, 𝐱) ≔∑𝑃𝑛,𝐤(𝐱)𝑓 (
𝐤

𝑛
)

∞

𝐤=0

 

 

gösterimlerini kullanacağız. Buna göre 𝑑-boyutlu uzayda Baskakov-Kantorovich 

operatörü 

 

𝐾𝑛,𝑑𝑓:= 𝐾𝑛,𝑑(𝑓; 𝐱) ≔∑𝑃𝑛,𝐤(𝐱)𝛷𝑛,𝐤(𝑓)

∞

𝐤=0

                                                                  (3.1) 

 

şeklinde tanımlanmaktadır. 
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Burada  𝛷𝑛,𝐤(𝑓) ≔ 𝑛𝑑 ∫ ∫ …

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

∫ 𝑓(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑑)𝑑

𝑘𝑑+1

𝑛

𝑘𝑑
𝑛

𝑢1𝑑𝑢2…𝑑𝑢𝑑 

≔ 𝑛𝑑∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢  

𝐤+1

𝑛

𝐤

𝑛

                                                           

dir. 

 

Bu kısımda 1 ≤ 𝑝 < ∞  olmak üzere  𝐿𝑝(𝑇) deki bir fonksiyon için yakınsamayı bir 

teorem ile vereceğiz. Daha sonra [7] de verilen K-fonksiyonelini ve düzgün 

sürekliliği kullanarak bu ifadeleri yüksek boyutlu uzaylara genişleteceğiz. 

 

‖𝑓‖𝑝
𝑝 = ∫|𝑓|𝑝

𝑇

                                                                                                                     (3.2) 

 

sonlu normu 𝑇 üzerinde Lebesgue ölçülebilir 𝑓 fonksiyonlar uzayını göstersin. 𝑥 ∈ 𝑇 

için ağırlık fonksiyonları 

 

𝜑𝑖(𝑥):= √𝑥𝑖(1 + |𝐱|),   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑 

 

olarak tanımlansın. Ayrıca 

 

𝐷𝑖
𝑟 =

𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖
𝑟  ,         𝑟 ∈ ℕ                      

 

𝐷𝐤 = 𝐷1
𝑘1𝐷2

𝑘2 …𝐷𝑑
𝑘𝑑  , 𝑘 ∈ ℕ0

𝑑 

 

diferansiyel operatörleri göstersin. 1 ≤ 𝑝 < ∞ için ağırlıklı Sobolev uzayı  

|𝑘| ≤ 𝑟, 𝑘 ∈ ℕ0
𝑑  ve �̇� , 𝑇 nin içini göstermek üzere 

 

𝑊𝜑
𝑟,𝑝(𝑇) = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇):𝐷

𝑘 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐�̇�  ve 𝜑𝑖
𝑟𝐷𝑖

𝑟𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇)}                                         (3.3) 
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şeklinde tanımlanır. 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere 𝐿𝑝(𝑇) üzerinde Peetre K-

fonksiyonelleri, bütün  𝑔 ∈ 𝑊𝜑
𝑟,𝑝(𝑇) üzerinde infimum alınmak kaydıyla 

 

𝐾𝜑
𝑟(𝑓, 𝑡𝑟)𝑝 = 𝑖𝑛𝑓 {‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 + 𝑡

𝑟∑‖𝜑𝑖
𝑟𝐷𝑖

𝑟𝑔‖𝑝

𝑑

𝑖=1

} , 𝑡 > 0                                 (3.4) 

 

olarak tanımlanmaktadır.  

 

ℝ𝑑 deki herhangi bir 𝑒 vektörü için, bir 𝑓 fonksiyonunun 𝑒 yönünde 𝑟-inci ileri farkı 

aşağıdaki gibi yazılır: 

 

∆ℎ𝑒
𝑟 𝑓(𝑥) =  {

∑(
𝑟
𝑖
) (−1)𝑖𝑓(𝑥 + 𝑖ℎ𝑒),          𝑥, 𝑥 + 𝑟ℎ𝑒 ∈ 𝑇

𝑟

𝑖=0

              0                             ,       diğer yerlerde

 

 

Yine 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇) nin düzgünlük modülü 1 ≤ 𝑝 < ∞ için 

 

𝑤𝜑
𝑟(𝑓, 𝑡)𝑝 ≔ sup

0<ℎ≤𝑡
∑‖∆ℎ𝜑𝑖𝑒𝑖

𝑟 𝑓‖
𝑝
, 1 ≤ 𝑝 < ∞

𝑑

𝑖=1

 

 

şeklinde tanımlanmaktadır [7]. Şimdi 1-boyutlu uzayda ispatlanan ve 𝑑-boyutlu 

uzayda da geçerli olan aşağıdaki lemmayı ispatsız verelim. 

 

Lemma 3.1. 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇);  1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere sadece 𝑝 ve 𝑟 ye bağlı öyle bir 

𝐶 sabiti vardır ki, bu 𝐶 sabiti için 

 

1

𝐶
𝜔𝜑
𝑟 (𝑓; 𝑡)𝑝 ≤ 𝐾𝜑

𝑟(𝑓; 𝑡𝑟)𝑝 ≤ 𝐶𝜔𝜑
𝑟 (𝑓; 𝑡)𝑝                                                                      (3.5) 

 

eşitsizliği sağlanır [2-6]. 
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Teorem 3.1. Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇);  1 ≤ 𝑝 < ∞ ise o taktirde 𝑛 ve 𝑓 ten bağımsız pozitif 

bir sabit vardır öyle ki; 

 

‖𝐾𝑛,𝑑𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (𝑤𝜑
2 (𝑓,

1

√𝑛
)
𝑝

+
1

𝑛
‖𝑓‖𝑝)                                                     (3.6) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat 3.1. 

 

Bu teoremin 𝑑-boyutlu uzaydaki ispatı 𝐾𝑛,𝑑 nın özelliklerine bağlı olarak tümevarım 

ile yapılabilmektedir. Ancak biz burada ispatın daha kolay anlaşılabilmesi için iki 

boyutlu uzayda ispat yapacağız. Yüksek boyutlardan ispat da benzer yolla yapılabilir. 

İspatta temel olarak kullanacağımız eşitsizlik Lemma 3.1 de verilen eşitsizlik ile  

 

‖𝐾𝑛,2𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. {

‖𝑓‖𝑝 ,                                              𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇)

𝑛−1 (∑‖𝜑𝑖
2𝐷𝑖

2𝑓‖
𝑝
+ ‖𝑓‖𝑝

2

𝑖=1

) ,   𝑓 ∈ 𝑊𝜑
2,𝑝(𝑇)

              (3.7) 

 

eşitsizliğine dayanacaktır. Bu eşitsizliğin ilki  𝐾𝑛,𝑑, 𝐿𝑝(𝑇) de pozitif ve lineer bir 

operatör olduğundan açıktır. İkincisi ise [3] ve [5] nolu referanslarda verilen 

eşitsizlik bir boyutlu hale indirgenerek yapılabilmektedir. 

 

Şimdi  

 

𝐾𝑛,2(𝑓, 𝑥) = ∑ 𝑃𝑛,𝑘1(𝑥1)𝑛

∞

𝑘1=0

∫ ∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2 (
𝑥2

1 + 𝑥1
) 𝑛 ∫ 𝑓(

𝑘2+1

𝑛

𝑘2
𝑛

∞

𝑘2=0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

𝑢1, 𝑢2)𝑑𝑢1𝑑𝑢2 

 

ifadesini göz önüne alalım. 

 

Bu eşitlikte 𝑢2 = (1 + 𝑢1)𝑢2̃ değişken değiştirmesi yapılırsa, 
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𝑑𝑢2 = (1 + 𝑢1)𝑑𝑢2̃, 𝑢2 =
𝑘2
𝑛
  ⇒ 𝑢2̃ =

𝑘2
𝑛(1 + 𝑢1)

 

 

𝑢2 =
𝑘2 + 1

𝑛
  ⇒   𝑢2̃ =

𝑘2 + 1

𝑛(1 + 𝑢1)
 

 

olur. Bu ifadeler yerlerine yazılır ve işlemlerde kolaylık olması açısından 𝑢2̃ yerine 

𝑢2 kullanılırsa 

𝐾𝑛,2(𝑓, 𝑥) = ∑ 𝑃𝑛,𝑘1(𝑥1)𝑛

∞

𝑘1=0

∫ ∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2 (
𝑥2

1 + 𝑥1
) 𝑛

∞

𝑘2=0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

                    × ∫ 𝑓(𝑢1, (1 + 𝑢1)𝑢2)

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1)

(1 + 𝑢1)𝑑𝑢2𝑑𝑢1 

 

elde edilir. Şimdi bir 𝑔𝑢1(𝑡) fonksiyonunu 

 

𝑔𝑢1(𝑡) ≔ 𝑓(𝑢1, (1 + 𝑢1)𝑡), 0 ≤ 𝑡 < ∞, 𝑧 ≔
𝑥2

1 + 𝑥1
                                 (3.8) 

 

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda yukarıdaki eşitsizlik  

 

𝐾𝑛,2(𝑓, 𝑥) = ∑ 𝑃𝑛,𝑘1(𝑥1)𝑛

∞

𝑘1=0

∫ ∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2 (
𝑥2

1 + 𝑥1
) 𝑛

∞

𝑘2=0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

∫ 𝑔𝑢1(𝑡)

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1)

 

                    × (1 + 𝑢1)𝑑𝑡𝑑𝑢1 + 𝑓(𝑥1, 𝑥2) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2) + ∑ (
𝑛 + 𝑘1 − 1

𝑘1
)

∞

𝑘1=0

𝑥1
𝑘1 

                    × (1 + 𝑥1)
−𝑛−𝑘1 ∫ 𝑓 (𝑢1, (1 + 𝑢1)

𝑥2
1 + 𝑥1

)

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

𝑑𝑢1 − ∑ (
𝑛 + 𝑘1 − 1

𝑘1
)

∞

𝑘1=0
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× 𝑥1
𝑘1(1 + 𝑥1)

−𝑛−𝑘1 ∫ 𝑓 (𝑢1, (1 + 𝑢1)
𝑥2

1 + 𝑥1
)

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

𝑑𝑢1 

 

şekline dönüşür. Dolayısıyla 

 

𝐾𝑛,2(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑃𝑛,𝑘1(𝑥1)𝑛

∞

𝑘1=0

∫ ∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2(𝑧)𝑛

∞

𝑘2=0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

∫ [𝑔𝑢1(𝑡)−𝑔𝑢1(𝑧)]

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1)

 

  × (1 + 𝑢1)𝑑𝑡𝑑𝑢1 + (𝐾𝑛,1(ℎ(. ), 𝑥1) − ℎ(𝑥1))        

            ≔ 𝐽 + 𝐿                                                                                       

 

şeklinde yazılabilir. Burada, 

 

ℎ(𝑢1) ≔ ℎ(𝑢1, 𝑥) ≔ 𝑓 (𝑢1, (1 + 𝑢1)
𝑥2

1 + 𝑥1
) , 0 ≤ 𝑢1 < ∞           

 

olarak tanımlanmaktadır. Şimdi J ve L yi hesaplayalım. J yi hesaplamak için Jensen 

eşitsizliğini kullanalım. 

 

‖𝐽‖𝑝
𝑝 ≤ ∫ ∑ 𝑃𝑛,𝑘1(𝑥1)𝑛

∞

𝑘1=0𝑇

∫ |∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2(𝑧)(𝑛(1 + 𝑢1))

∞

𝑘2=0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

× ∫ (𝑔𝑢1(𝑡) − 𝑔𝑢1(𝑧)) 𝑑𝑡 

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1)

|
|

𝑝

𝑑𝑢1𝑑𝑥                                                         

 

(3.8) den dolayı 
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‖𝐽‖𝑝
𝑝 ≤ ∫ ∑ 𝑃𝑛,𝑘1(𝑥1)(1 + 𝑥1)𝑑𝑥1𝑛

∞

𝑘1=0

∞

0

∫ ∫ |∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2(𝑧)(𝑛(1 + 𝑢1))

∞

𝑘2=0

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

× ∫ (𝑔𝑢1(𝑡) − 𝑔𝑢1(𝑧)) 𝑑𝑡 

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1)

|
|

𝑝

𝑑𝑧𝑑𝑢1                                                          

          = ∑
𝑛(𝑛 + 𝑘1 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

∞

𝑘1=0

∫ ∫ |∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2(𝑧)(𝑛(1 + 𝑢1))

∞

𝑘2=0

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

     

× ∫

{
 
 

 
 

𝑔𝑢1 (
𝑘2

𝑛+ 𝑘1
)− 𝑔𝑢1

(𝑧)+ ∫ 𝑔𝑢1
′ (𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑘2
𝑛+𝑘1 }

 
 

 
 

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1)

|
|

𝑝

𝑑𝑡𝑑𝑧𝑑𝑢1 

 

yazılabilir. 

 

∫ 𝑔𝑢1
′ (𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑘2
𝑛+𝑘1

= 𝑔𝑢1(𝑡) − 𝑔𝑢1 (
𝑘2

𝑛 + 𝑘1
) 

 

olduğundan, 

 

‖𝐽‖𝑝
𝑝 ≤ ∑

𝑛(𝑛 + 𝑘1 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

∞

𝑘1=0

∫ ∫ |∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2(𝑧)(𝑔𝑢1 (
𝑘2

𝑛 + 𝑘1
) − 𝑔𝑢1(𝑧))

∞

𝑘2=0

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

+ ∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2(𝑧)(𝑛(1 + 𝑢1)) ∫ ∫ 𝑔𝑢1
′ (𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑘2
𝑛+𝑘1

𝑑𝑡 

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1)

∞

𝑘2=0

|
|

𝑝

𝑑𝑧𝑑𝑢1                  

 

şeklinde yazılabilir. Ayrıca (2.21) gereğince 
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‖𝑎 + 𝑏‖𝑝
𝑝 ≤ 2𝑝−1(‖𝑎‖𝑝

𝑝 + ‖𝑏‖𝑝
𝑝) 

 

olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla 

 

‖𝐽‖𝑝
𝑝 ≤ 2𝑝−1 ∑

𝑛(𝑛 + 𝑘1 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

∞

𝑘1=0

∫ {‖𝐵𝑛+𝑘1,1(𝑔𝑢1 , . ) − 𝑔𝑢1(. )‖𝑝
𝑝

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

 +∫ ∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2(𝑧)(𝑛(1 + 𝑢1))

∞

𝑘2=0

∞

0

∫

(

 ∫ |𝑔𝑢1
′ (𝑠)|𝑑𝑠

𝑡

𝑘2
𝑛+𝑘1 )

 

𝑝

𝑑𝑡𝑑𝑧 

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1) }

 
 

 
 

𝑑𝑢1 

           ≔ 𝐽1 + 𝐽2       

 

şeklinde yazılabilir. Şimdi V. Totik tarafından ispatlanmış olan  

 

‖𝐵𝑛,1𝑓 − 𝑓‖𝑝 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛
‖𝜑2𝑓′′‖𝑝,      𝑓 ∈ 𝑊𝜑

2,𝑝[0,∞) 

 

eşitsizliğini göz önüne alalım [5]. 

 

‖𝐵𝑛+𝑘1,1(𝑔𝑢1(. ), . ) − 𝑔𝑢1(. ) + 𝑔𝑢1(. ) − 𝑔𝑢1(. )‖𝑝
𝑝
 

                                                                ≤ ‖𝐵𝑛+𝑘1,1(𝑔𝑢1(. ), . ) − 𝑔𝑢1(. )‖𝑝
𝑝
+ 2‖𝑔𝑢1(. )‖𝑝

𝑝
 

≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

(𝑛 + 𝑘1)𝑝
(‖𝜑2𝑓′′‖𝑝

𝑝 + ‖𝑔𝑢1(. )‖𝑝
𝑝
)                   

 

yazılabilir. 

 

𝑛

𝑛−2
> 1 olduğundan eşitsizliği büyütmek için  

𝑛

𝑛−2
  yerine 1 alabiliriz. Böylece 

 

𝐽1 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ∑
𝑛 + 𝑘1 − 1

(𝑛 − 1)(𝑛 + 𝑘1)𝑝

∞

𝑘1=0

∫ (‖𝜑2𝑔𝑢1
′′ ‖

𝑝

𝑝
+ ‖𝑔𝑢1‖𝑝

𝑝
)

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

𝑑𝑢1 
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şeklinde yazılabilir. Ayrıca 

 

𝜑2(𝑡)𝑔𝑢1
′′ (𝑡) = 𝑡𝑖(1 + 𝑡)(1 + 𝑢1)

2𝐷2
2𝑓(𝑢1, (1 + 𝑢1)𝑡) = (𝜑2

2𝐷2
2𝑓)(𝑢1, (1 + 𝑢1)𝑡) 

 

olduğundan, 

 

𝐽1 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ∑
𝑛 + 𝑘1 − 1

(𝑛 − 1)(𝑛 + 𝑘1)𝑝

∞

𝑘1=0

∫ ∫(|(𝜑2
2𝐷2

2𝑓)(𝑢1, (1 + 𝑢1)𝑡)|
𝑝

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

    +|𝑓(𝑢1, (1 + 𝑢1)𝑡|
𝑝)𝑑𝑡𝑑𝑢1 

 

şeklinde yazabiliriz. Bu ifadede  𝑢2 = (1 + 𝑢1)𝑡  değişken değiştirmesi yapılırsa 

 

1

1 + 𝑢1
𝑑𝑢2 = 𝑑𝑡                                                                    

 

olup, bu ifade yerine yazılırsa 

 

𝐽1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ∑
𝑛 + 𝑘1 − 1

(𝑛 − 1)(𝑛 + 𝑘1)𝑝

∞

𝑘1=0

∫
1

1 + 𝑢1

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

∫(|𝜑2
2(𝑢1, 𝑢2)𝐷2

2𝑓(𝑢1, 𝑢2)|
𝑝

∞

0

 

    +|𝑓(𝑢1, 𝑢2)|
𝑝)𝑑𝑢2𝑑𝑢1    

 

elde edilir. Ayrıca 

 

0 ≤ 𝑢1 < ∞  olduğundan
1

1 + 𝑢1
< 1 dir.                                                                

 

Dolayısıyla  𝐽1  i  
1

1+𝑢1
  ifadesinin yerine 1 alarak daha büyütebiliriz. Böylece 

 



 

69 
 

𝐽1 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛𝑝
∑ ∫ ∫(|𝜑2

2(𝑢1, 𝑢2)𝐷2
2𝑓(𝑢1, 𝑢2)|

𝑝 + |𝑓(𝑢1, 𝑢2)|
𝑝)

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

∞

𝑘1=0

𝑑𝑢2𝑑𝑢1 

𝐽1 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛𝑝
(‖𝜑2

2𝐷2
2𝑓‖𝑝

𝑝 + ‖𝑓‖𝑝
𝑝)                                                                                            

 

yazılabilir. Şimdi 𝐽2 yi hesaplayalım. 

 

𝐽2 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ∑
𝑛 + 𝑘1 − 1

𝑛 − 1

∞

𝑘1=0

∫ ∫ ∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2(𝑧)(𝑛(1 + 𝑢1)

∞

𝑘2=0

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

)                                 

     × ∫ 𝑑𝑡

(

 
 

∫ |𝑔𝑢1
′ (𝑠)|

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛+𝑘1 )

 
 

𝑝

𝑑𝑧𝑑𝑢1

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1)

 

 

yazabiliriz. Burada, 

 

∫ 𝑑𝑡 

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛(1+𝑢1)

 

 

integralini aldığımız zaman  
1

𝑛(1+𝑢1)
  elde ederiz. Böylece 

 

∑ 𝑃𝑛+𝑘1,𝑘2(𝑧)(𝑛(1 + 𝑢1))

∞

𝑘2=0

1

𝑛(1 + 𝑢1)
= 𝐵𝑛,1(1; 𝑥) = 1                   

 

olduğundan ifadedeki değerine 1 yazılırsa 
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𝐽2 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ∑
𝑛 + 𝑘1 − 1

𝑛 − 1

∞

𝑘1=0

∫ ∫ ∫ |𝑔𝑢1
′ (𝑠)|

𝑝
𝑑𝑠𝑑𝑧𝑑𝑢1

𝑘2+1

𝑛(1+𝑢1)

𝑘2
𝑛+𝑘1

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

 

elde ederiz. Yine  

 

𝑛 + 𝑘1
𝑛 − 1

≥
𝑛 + 𝑘1 − 1

𝑛 − 1
 

 

olduğundan ve 

 

𝑘1
𝑛
≤ 𝑢1 ≤

𝑘1 + 1

𝑛
, 𝑘1 ≤ 𝑛𝑢1 ≤ 𝑘1 + 1                         

 

𝑛 + 𝑘1 ≤ 𝑛 + 𝑛𝑢1 ≤ 𝑛 + 𝑘1 + 1  ,   
1

𝑛 + 𝑘1
≥

1

𝑛(1 + 𝑢1)
≥

1

𝑛 + 𝑘1 + 1  
 

 

𝑘2 + 1

𝑛 + 𝑘1
≥

𝑘2 + 1

𝑛(1 + 𝑢1)
 

 

eşitsizlikleri sağlandığından 

 

𝐽2 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛𝑝
∑

𝑛+ 𝑘1
𝑛 − 1

∞

𝑘1=0

∫ ∫ ∫ |𝑔𝑢1
′ (𝑠)|

𝑝
𝑑𝑠𝑑𝑧𝑑𝑢1

𝑘2+1

𝑛+𝑘1

𝑘2
𝑛+𝑘1

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

 

yazabiliriz. 

 

∫ 𝑑𝑠

𝑘2+1

𝑛+𝑘1

𝑘2
𝑛+𝑘1

=
1

𝑛 + 𝑘1
 

 

değerini yerine yazarsak, 
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𝐽2 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛𝑝
∑

1

𝑛 − 1

∞

𝑘1=0

∫ ∫|𝑔𝑢1
′ (𝑠)|

𝑝
𝑑𝑠𝑑𝑢1

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

 

 

elde ederiz.  

 

[3] nolu referansta ispatlanmış olan  

 

‖𝑔′‖𝑝 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (‖𝑔‖𝑝 + ‖𝜑
2𝑔′′‖𝑝), 𝑔 ∈ 𝑊𝜑

2,𝑝[0,∞)                                                (3.9) 

 

eşitsizliğini göz önüne alalım. Burada  

 

∫|𝑔′| =

∞

0

‖𝑔′‖𝑝 

 

 olduğunu hatırlayalım. Bu durumda 

 

𝐽2 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛𝑝
∑

1

𝑛 − 1

∞

𝑘1=0

∫ (

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

‖𝑔𝑢1‖𝑝
𝑝
+ ‖𝜑2𝑔𝑢1

′′ ‖
𝑝

𝑝
)𝑑𝑢1 

     ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛𝑝
∑

1

𝑛 − 1

∞

𝑘1=0

∫
1

1 + 𝑢1

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

∫(|𝜑2
2(𝑢1, 𝑢2)𝐷2

2𝑓(𝑢1, 𝑢2)|
𝑝

∞

0

 

+|𝑓(𝑢1, 𝑢2)|
𝑝)𝑑𝑢2𝑑𝑢1                                                                                                        

 

yazılabilir. 

 

1

𝑛 − 1
< 1  olduğundan 

1

𝑛 − 1
 yerine 

1

1 + 𝑢1
< 1 olduğundan da 

1

1 + 𝑢1
 yerine 1 alarak eşitsizliği büyütelim.  
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𝐽2 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛𝑝
∑ ∫ ∫(|𝜑2

2(𝑢1, 𝑢2)𝐷2
2𝑓(𝑢1, 𝑢2)|

𝑝 + |𝑓(𝑢1, 𝑢2)|
𝑝)

∞

0

𝑘1+1

𝑛

𝑘1
𝑛

∞

𝑘1=0

𝑑𝑢2𝑑𝑢1 

    =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛𝑝
(‖𝑓‖𝑝

𝑝 + ‖𝜑2
2𝐷2

2𝑓‖𝑝
𝑝)                                                                                              

 

olur. Böylece 

 

‖𝐽‖𝑝 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛
(‖𝑓‖𝑝 + ‖𝜑2

2𝐷2
2𝑓‖𝑝) 

 

elde edilir. L için ise (2.55) eşitsizliğini göz önüne alırsak 

 

‖𝐿‖𝑝 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛
‖𝜑2ℎ′′‖𝑝 

 

olur. Şimdi 

 

𝜑12(𝑥) = 𝜑21(𝑥) ≔ √𝑥1𝑥2, 𝐷12
2 ≔

𝜕2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
, 𝐷21

2 ≔
𝜕2

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
 

 

şeklinde tanımlayalım. Böylece 

 

|𝜑2(𝑢)ℎ′′(𝑢)| = |𝑢(1 + 𝑢) (𝐷1
2𝑓 +

𝑥2
1 + 𝑥1

𝐷12
2 𝑓 +

𝑥2
1 + 𝑥1

𝐷21
2 𝑓

𝑥2
2

(1 + 𝑥1)2
𝐷22
2 𝑓) 

 × (𝑢, (1 + 𝑢)
𝑥2

1 + 𝑥1
)|                                                            

= |(
1 + 𝑥1

1 + 𝑥1 + 𝑥2
𝜑1
2𝐷1

2𝑓 + 𝜑12
2 𝐷12

2 𝑓 + 𝜑21
2 𝐷21

2 𝑓             

+
𝑢

1 + 𝑢
.

𝑥2
1 + 𝑥1 + 𝑥2

𝜑2
2𝐷2

2𝑓) (𝑢, (1 + 𝑢)
𝑥∗

1 + 𝑥1
)|       

 

olur. 
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𝜑(𝑢) = √𝑢(1 + 𝑢), 𝑔𝑘1(𝑢) = 𝑓 (
𝑘1
𝑛
, (1 +

𝑘1
𝑛
)𝑢) 

 

𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, … 𝑧𝑑−1) = (
𝑥1

1 + 𝑥1
,
𝑥2

1 + 𝑥2
,
𝑥3

1 + 𝑥3
, … ,

𝑥𝑑
1 + 𝑥𝑑

) 

   =
𝑥∗

1 + 𝑥1
=
(𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑑)

1 + 𝑥1
 

ℎ(𝑢) = ℎ(𝑢, 𝑥) = 𝑓 (𝑢, (1 + 𝑢)
𝑥∗

1 + 𝑥1
) 

 

olarak alırsak, 

 

‖𝜑2ℎ′′‖∞ = max
0≤𝑢<∞

|𝑢(1 + 𝑢)(𝐷1
2𝑓 +∑

𝑥𝑖
1 + 𝑥1

𝑑

𝑖=2

𝐷1𝑖
2 𝑓 +∑

𝑥𝑖
1 + 𝑥1

𝑑

𝑖=2

𝐷𝑖1
2 𝑓 

 +∑∑
𝑥𝑖𝑥𝑗

(1 + 𝑥1)2
𝐷𝑖𝑗
2𝑓 (𝑢, (1 + 𝑢)

𝑥∗

1 + 𝑥1
)

𝑑

𝑗=2

𝑑

𝑖=2

)|                                

 

yazılabilir. Bu ifade için 𝑓 (𝑢, (1 + 𝑢)
𝑥∗

1+𝑥1
)  ifadesinde birinci bileşen 𝑢 olup yerine 

𝑥1 alınırsa  

 

𝜑𝑖(𝑢) = √𝑥𝑖(1 + |𝑥|)  den  𝜑1
2 = 𝑥1(1 + |𝑥|)  için 

 

1 + 𝑥1
1 + |𝑥|

. 𝜑1
2 =

1 + 𝑥1
1 + |𝑥|

. 𝑥1(1 + |𝑥|) = 𝑥1(1 + 𝑥1) = 𝑢(1 + 𝑢) 

 

olur. Dolayısıyla 

 

𝜑𝑖𝑗 = √𝑥𝑖𝑥𝑗    ⟹  𝜑𝑖𝑗
2 = 𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝜑1𝑗

2 = 𝑥1𝑥𝑗 , 𝜑𝑖1
2 = 𝑥𝑖𝑥1 

 

olup, 

 

𝑥1(1 + 𝑥1)
𝑥𝑖

1 + 𝑥1
= 𝑥1𝑥𝑖 = 𝜑1𝑖

2    ,   𝑥1(1 + 𝑥1)
𝑥𝑖

1 + 𝑥1
= 𝑥1𝑥𝑖 = 𝜑1𝑖

2 (𝑖 = 𝑗 için) 
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𝑖, 𝑗 ≥ 2  için bileşenler 

 

(1 + 𝑢)𝑥𝑖
1 + 𝑥1

  ⟹   
(1 + 𝑢)2𝑥𝑖

2

(1 + 𝑥1)2
 

 

olduğundan, 𝑖 = 𝑗 olduğunda 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑 için 𝑖-yinci bileşenin karesi 

 

𝑥𝑖
2 →

(1 + 𝑢)2𝑥𝑖
2

(1 + 𝑥1)2
   ⟹    

𝑥𝑖
2(1 + 𝑥1)

2

(1 + 𝑢)2
= 𝑥𝑖

2 

 

olur. Bu ifade  
𝑢(1+𝑢)𝑥𝑖

2

(1+𝑥1)2
  için yazılırsa, 

 

𝑢(1 + 𝑢)

(1 + 𝑥1)2
.
𝑥𝑖
2(1 + 𝑥1)

2

(1 + 𝑢)2
=

𝑢

1 + 𝑢
𝑥𝑖
2 =

𝑢

1 + 𝑢

𝑥𝑖
(1 + |𝑥|)

𝑥𝑖(1 + |𝑥|) 

                     =
𝑢

1 + 𝑢

𝑥𝑖
(1 + |𝑥|)

𝜑𝑖
2 

 

olur. 𝑖 ≠ 𝑗 için ise 

 

𝑥𝑖 →   
𝑥𝑖(1 + 𝑥1)

(1 + 𝑢)
  ,   𝑥𝑗 →

𝑥𝑗(1 + 𝑥1)

(1 + 𝑢)
 

 

𝑢(1 + 𝑢)
𝑥𝑖𝑥𝑗

(1 + 𝑥1)2
=
𝑢(1 + 𝑢)

(1 + 𝑥1)2
.
(1 + 𝑥1)𝑥𝑖
(1 + 𝑢)

.
(1 + 𝑥1)𝑥𝑗
(1 + 𝑢)

 

=
𝑢

1 + 𝑢
𝑥𝑖𝑥𝑗 =

𝑢

1 + 𝑢
𝜑𝑖𝑗
2                                    

 

olarak elde edilir.  

 

Hatırlayalım ki  𝜑12(𝑥) ,𝜑1(𝑥)  ve  𝜑2(𝑥) ten daha büyük değildir. Ve 

 

|𝐷12
2 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑠𝑢𝑝(|𝐷1

2𝑓(𝑥)|, |𝐷2
2𝑓(𝑥)|) 

 

olduğu gösterilmiştir [8]. Buradan, 
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‖𝜑2ℎ′′‖𝑝 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.∑‖𝜑𝑖
2𝐷𝑖

2𝑓‖
𝑝

2

𝑖=1

 

 

olduğunu elde ederiz. Bundan dolayı ise 

 

‖𝐿‖𝑝 ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑛
∑‖𝜑𝑖

2𝐷𝑖
2𝑓‖

𝑝

2

𝑖=1

 

 

eşitsizliği elde edilir. Bu ifadeler yerlerine yazılırsa teoremde verilen eşitsizlik elde 

edilir. Bu da göstermek istediğimizdir. Yani teoremde verilen eşitsizlik 𝑑-boyutlu 

uzayda tanımlı Baskakov-Kantorovich operatörü için bir yakınsama hızıdır. 

 

 

 

  



 

76 
 

4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

 

Yaklaşımlar teorisinde çeşitli operatörlerin yaklaşım hızları süreklilik modülleri ve 

K-fonksiyonelleri yardımıyla verilmektedir. Süreklilik modülü ve K-fonksiyoneli 

arasında da tezde verdiğimiz eşitsizlikler geçerlidir. 1-boyutlu uzaylarda bu tür 

yakınsama hızları bir çok çalışmada incelenmiştir. Özellikle Ditzian ve Totik 

tarafından yapılmış çeşitli çalışmalar vardır. Çok boyutlu uzaylarda benzer sonuçlar 

aktarılabilmektedir. Biz de bu tezde çok bilinen Baskakov-Kantorovich operatörü 

için 𝑑-boyutlu uzayda benzer sonuçları inceledik. Dolayısıyla diğer operatörler için 

benzer çalışmalara bir kaynak oluşturmaya çalıştık. 
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