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OZET

MINKOWSKI UZAY-ZAMANDA GENELLESTIRILMIS BERTRAND
EGRILERI

UCUM, Ali
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dal1, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
Eyliil 2015, 68 sayfa

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinei boliim, giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tamimlar verilmistir. Ugiincii
bolimde, Minkowski uzay-zamanda Bertrand egrilerinin olmadigina dair teoremler
verilmistir. Dordiincti boliimde, Minkowski uzay-zamanda (1,3)-Bertrand egrileri,
(1,3)-norma diizlemin causal karakterine gore siniflandirilarak iki alt bolimde
verilmistir. Bu boliimlerde (1,3)-normal diizlemin spacelike veya timelike olma
durumlarina gore elde edilen egrilerin (1,3)-Bertrand egrileri olmalarmi ve (1,3)-
Bertrand eslenik egrilerinin casual karakterini de ifade eden teoremler elde edilmistir.

Ayrica ilgili 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzay-zaman, Bertrand egrileri, (1,3)-Bertrand egri-

leri, null egriler, pseudo null egriler, null olmayan egriler.



ABSTRACT

GENERALIZED BERTRAND CURVES IN MINKOWSKI SPACE-TIME

UCUM, Ali
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Depertment of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
September 2015, 68 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the
introduction. The second chapter contains concepts and definitions which are needed
throughout the thesis. The third chapter includes the theorems which show that there
exist no Bertrand curves in Minkowski space-time. The fourth chapter is given with
two subsections by classifying (1,3)-Bertrand curves according to the causal
character of (1,3)-normal plane in Minkowski space-time. In these subsections, by
considering that (1,3)-normal plane is spacelike or timelike, theorems are given for
the obtained curves to be (1,3)-Bertrand curves. Besides the theorems express the
casua characters of the (1,3)-Bertrand mate curves. Also, the related examples are

given.

Key Words: Minkowski space-time, Bertrand curves, (1, 3)-Bertrand curves, null

curves, pseudo null curves, non-null curves.



TESEKKUR

Ilk olarak yiiksek lisans tez konumun belirlenmesinden, tezin yazim
asamasina kadar her tiirlii destegini esirgemeyen, bilgi ve tecriibesi ile zaman ayirip,
yiiksek lisans ¢aligmami tamamlamamda rehberligi ile 151k tutan danisman hocam
Sayin Prof. Dr. Kazim ILARSLAN’a tesekkiirlerimi sunarim. Bunun yani sira
yiiksek lisans egitimim boyunca 2210-A Genel Yurti¢i Yiiksek Lisans Burs Programi
kapsaminda maddi destek veren TUBITAK’a tesekkiirlerimi sunarim. Son olarak
yiiksek lisans ¢alismam boyunca her tiirlii destegi veren sevgili anneme, babama,

kardeslerime ve degerli arkadaslarima tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER DiZiNi

R Reel sayilar cismi

E3 3-boyutlu Oklid uzay:

E* 4-boyutlu Oklid uzay:

E™ n-boyutlu Oklid uzay:

E3 3-boyutlu Minkowski uzayi

E} Minkowski uzay-zaman

Il Norm fonksiyonu

g Non-dejenere metrik

T E? de bir egrinin teget vektdr alan

N E? de bir egrinin normal vektor alam

B, E7 de bir egrinin birinci binormal vektor
alani

B, E7 de bir egrinin ikinci binormal vektor
alani

K; Bir egrinin i-ynci egrilik fonksiyonu



1. GIRIS

Diferensiyel geometrinin en énemli ¢aligma alanlarindan birisi olan egriler
teorisinin tarihi Leibniz (1646-1716) ve Newton (1643-1727) un diizlemsel egriler
tizerine yaptiklari aragtirmalara kadar dayanmaktadir. Monge (1746-1818) tarafin-
dan 1771 yilinda uzay egrilerinin teorisi inga edilmeye baglanmigtir. B. de Saint
Venant (1791-1886) tarafindan bir egrinin binormal vektér alaninin tanimlan-
masiyla da yogun bir sekilde incelenmeye baglayan egriler teoresinde 6ne ¢ikan
problemlerden birisi de egrilerin simiflandirilmasi problemidir. Bu problemin
¢oziimiinde egrinin egrilikleri (k; ve k2) ve egrinin Frenet vektor alanlari (7, N, B)
biiyiik bir 6neme sahiptir. Egrilikler yardimiyla egriler icin bir¢ok karakterizasyon
verilmigtir. Bunlardan en ¢ok bilineni Lancret tarafindan genel helis egrileri igin
verilen karakterizasyondur. Bu karakterizasyona gore "E3 de, bir egrinin genel
helis olmas1 icin gerek ve yeter sart, egrinin birinci ve ikinci egrilikleri sirasiyla,
K1 ve ko olmak iizere k1 /Ky orammnin sabit olmasidir" ([1-3]).

Egrilerin Frenet vektorleri yardimiyla karakterizasyonlarinda egri ¢iftlerinin
Frenet vektorleri arasindaki iligkiler 6ne ¢ikmaktadir. 1845 yilinda B. de Saint
Venant tarafindan ortaya konulan bir egrinin asli normal vektor alaninin bir
bagka egrinin asli normal vektor alan1 olup olamayacagi problemi 1850 yilinda
J. Bertrand tarafindan yayimlanan bir makalede cevaplandirilmigtir. Boyle bir
ikinci egrinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sartin verilen egrinin egriliklerinin
AK1 4 pro = 1 sartimi saglamasidir. Bu tarihten itibaren bu sart1 saglayan egriye
Bertrand egrisi ve ikinci egriye de bu egrinin Bertrand eglenik egrisi ad1 verilmigtir.
Bu egri ciftleri de Bertrand egri ¢iftleri olarak adlandirilmigtir ([4,5]).

Bertrand egrileri Oklid uzayinda yogun bir sekilde calsilmis ve bir cok
ozelligi ortaya konmustur ([6,7]). 1935 yilinda, L. R. Pears, Bertrand egrilerini n-
boyutlu Oklid uzayinda calismis ve sy ya da kg egriliklerinin sifir oldugu sonucuna,
ulagmigtir. Bir diger ifadeyle E" (n > 3) uzayindaki Bertrand egrileri dejenere
egrilerdir. Bu durumda, ozel olarak tiim egrilikleri sifirdan farkli bir egri ele
aldigimizda bu egrinin Bertrand egrisi olmayacagi asikardir. 2003 yilinda Mat-
suda ve Yorozu 4-boyutlu Oklid uzaymda Bertrand egrilerinin yeni bir smifim

tamimlamuslar ve calismiglardir. Buna gore E*de tiim egrilikleri sifirdan farkh



verilen bir egrinin Frenet vektorleri T', N, By, By olmak iizere sp {N, By} tarafin-
dan gerilen diizlem (1, 3)-normal diizlem olarak tanimlanmis, bir egrinin (1, 3)-
normal diizlemi bagka bir egrinin (1, 3)-normal diizlemi oluyorsa bu egriye (1, 3)-
Bertrand egrisi, diger egriye de bu egrinin (1, 3)-Bertrand eslenik egrisi ad1 ver-
ilmistir ([8,9]).

Bunun yam sira Bertrand egrileri Minkowski 3-uzayinda ve Minkowski
uzay-zaman E} de de cahigilmigtir. 2001 yilinda Ekmekei ve Ilarslan null olmayan
Bertrand egrilerini Minkowski 3-uzayinda c¢alismiglardir. Balgetir ve digerleri
2004 yilinda null Bertrand egrilerini ayn1 uzayda ¢aligmigtir. Ayrica, Minkowski
uzay-zamanda (1, 3)-Bertrand egrileri Ilarslan ve digerleri tarafindan 2014 yilinda
calisilmistir. Bu calismalarda Matsudo ve Yorozu tarafindan verilen yontem takip
edilmigtir. Bu ¢aligmalarin diginda da Bertrand egrileri ve (1, 3)-Bertrand egrileri
iizerine yapilmug ve farkh ozellikleri ortaya koyan ¢aligmalar da vardir ([10-20]).

Yapilan bu tiim ¢aligmalarda (1, 3)-Bertrand egrisi ve eslenik egrisi ayni
casual karakterli egriler olarak ele alinmigtir. Bu da farkli casual karaktere sahip
egrilerin (1,3)-Bertrand egri ¢ifti olusturup olugturamayacag sorusunu akla ge-
tirmistir. Biz bu tez caligmasinda bu soruya cevap vermek adina Bertrand egri-
lerini (1, 3)-normal diizlemlerinin casual karakterine gore simflandirarak inceledik.
(1,3)-normal diizlemini sirasiyla spacelike ve timelike diizlem olarak ele aldik.
(1, 3)-normal diizlemi null bir diizlem olarak diisiiniildiigiinde bu egrinin partially
null egri oldugu ortaya ¢ikmigtir ve bu egrinin tigiincii egriligi sifirdir. Yani bu
egri B nin bir alt uzayinda yatmaktadir. Bundan dolay1 (1, 3)-normal diizlemi
null olarak ele alinmamistir. Diger durumlar i¢in bir Bertrand egrisinin kendi
casual karakterinden farkli Bertrand eslenik egrilerisine de sahip olabilecegi gos-

terilmigtir. Elde edilen sonuglar [21] ve [22] makalelerinde yaymlanmigtir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Birinci boliim igin B. O’Neill (1983), W. Kuhnel (1999), S. Montiel ve
A. Ros (1998) un kitaplarimin yani sira R. Lopez (2014), L. R. Pears (1935), H.
Matsuda ve S. Yorozu (2003), N. Ekmekgi ve K. larslan (2001), H. Balgetir ve

digerleri (2004) makalelerinden yararlamlmigtir. Diger boliimlerde yukarida ifade



edilen ¢aligmalarm yani sira I. Gok ve digerleri (2014), F. Kahraman ve digerleri
(2014) makalelerinden ve referans listesinde adi gegen makaleler ve kitaplardan

yararlanilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tamimlar verilecektir.
Tamim 2.1 (Simetrik Bilineer Form)

Bir reel vektor uzay1 V' icin
g:VxV—-R

doniistimii Va, b € R ve Yu,v,w € V i¢in
i. g(u,v)=g(v,u)
ii. g (au+ bv,w) = ag (u,w) + bg (v, w)
g (u,av + bw) = ag (u,v) + bg (u, w)
sartlar1 saglaniyorsa g doniigsiimiine V' reel vektor uzay tizerinde simetrik bilineer

form denir [23].
Tanim 2.2 V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form ¢ olsun. 0 #
w € V olmak iizere Vu € V icin

g (u,w) =0

ise g ye V tizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda ¢ ye non-dejeneredir denir.

Bu tanima gore g nin non-dejenere olmasi icin gerek ve yeter sart Vw € V igin
g (u,w) =0 iken u =0

olmasidir [23].

Tamim 2.3 Minkowski uzay-zaman B}, (z1, 29,73, 74) E} in bir dik koordinat
sistemi olmak tizere

g = —da? + dr} + dr; + daj,
olarak tamimlanan non-dejenere metrik ile donatilmis 4 boyutlu Oklid uzayidir.

Tamm 2.4 v € E}\{0} olmak iizere, eger

i. g(v,v) > 0 ise, v spacelike (uzaysi) vektor

ii. g(v,v) <0 ise, v timelike (zamans1) vektor

iii. g(v,v) = 0 ise, v null veya lightlike (151ks1) vektor
olarak adlandirilir ([3]).



Tamm 2.5 v € E}\{0} olmak iizere, E} uzayinda v vektoriiniin normu

o]l = V/Ig(v,v)]

olarak tanimlanr. ||v|| = 1 ise v vektoériine birim vektor denir.

Tanim 2.6 v, w € E] olmak iizere, v ve w vektorlerinin dik olmas i¢in gerek ve

yeter sart g(v,w) = 0 olmasidir ([3]).

Tanim 2.7 o : I C R — E} bir egri olsun. Eger « egrisinin Vs € [ igin hiz
vektorii o/ (s) sirasiyla spacelike, timelike veya null vektor ise « egrisi sirasiyla

spacelike, timelike veya null egri olarak adlandirilir ([3]).

Tanmim 2.8 o : I C R — E} bir egri olsun.
i. « null bir egri olmak iizere, eger Vs € I icin g(a”(s),a”(s)) = 1 sarta
saglaniyorsa « egrisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmistir denir.
ii. a null olmayan bir egri olmak {izere, eger Vs € I i¢in g(d/(s),d/(s)) =
+1 sart1 saglaniyorsa « egrisine yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmigtir

denir ([24]).

Miinkowski uzay-zaman E} de {T, N, By, Bo} « egrisi iizerinde hareketli Frenet
catisi ve {k1, ka2, K3} a egrisinin egrilik fonksiyonlari olsun. Burada T', N, By, By
sirasiyla « egrisinin teget vektor alani, asli normal vektor alani, birinci binormal

vektor alani ve ikinei binormal vektor alamdar.

Eger « egrisi spacelike veya timelike egri ise, Frenet denklemleri

T 0 €2K1 0 0 T
N’ —€1K 0 €3K 0 N
_ 171 32 7 (21)
Bi 0 —€2k9 0 —€1€2€3K3 B1
Bé 0 0 —€3k3 0 B2

olarak verilir ([25]). Burada ¢(T,T) = €, g(N,N) = €, g(B1,B1) = €3,
g(Bz, By) = €4, €169e3¢4 = —1, ¢, € {—1,1}, i € {1,2,3,4} dir. Ayrica asagi-

daki durumlar saglanir:

g(T,N) = g(T, B1) = g(T, B2) = g(N, B1) = g(N, Bz) = g(Bi, Bz) = 0.



Eger a egrisi Cartan null bir egri ise, Cartan Frenet denklemleri

T 0 K1 0 0 T
N’ Ko 0 —K1 0 N
(2.2)
B{ 0 —Ra 0 K3 B
B! —k3 0 0 0 Bs

olarak verilir ([24]). Burada eger «(s) bir null dogru ise x1(s) = 0, diger biitiin

durumlarda k;(s) = 1 dir. Ayrica agagidaki durumlar saglanir:

g(TaT):g(BhBl):O? g(NvN):g(B27B2):17

g(T,N) = g(T, By) = g(N, B1) = g(N, Bz) = g(By1,B3) =0, g(T,B,) = 1.

« egrisi spacelike bir egri olmak {izere eger « egrisinin asli normal vektor
alani bir null vektor ise 6zel olarak « egrisi pseudo null egri olarak adlandirilir.

Eger a egrisi pseudo null bir egri ise

T 0 k 0 0 T
N’ 0 0 ko 0 N
(2.3)
B! 0 ks 0 -k || B
B} ke 0 —ky O Bs

olarak verilir ([26]). Burada eger «(s) bir null dogru ise k1(s) = 0, diger biitiin

durumlarda k1 (s) = 1 dir. Ayrica agagidaki durumlar saglanir:

g(TaT):g(BbBl):l? g(N7N):g(BQ7BQ):O7

g(T,N) = g(T, B1) = g(T, By) = g(N, B1) = g(B1,B2) =0, ¢g(N, By) = 1.

Tamim 2.9 ([27]) P, E} uzaymm bir alt uzay: olsun. Eger

i. P iizerinde her sifirdan farkli vektor spacelike vektor ise P ye spacelike
altuzay,

ii. P iizerinde en az bir timelike vektor var ise P ye timelike altuzay,

iii. diger durumlarda P ye lightlike altuzay denir.
Notasyon 8 : I C R — E} ve 8* : I* C R — E] Minkowski uzay-zamanda
egriler olsun. Bu tez ¢alismasi boyunca {T', N, By, Bo} ve {k1, ko, K3} [ egrisinin

sirasiyla Frenet catisi ve egrilik fonksiyonlari, s de [ egrisinin yay uzunlugu



paramteresi veya pseudo yay uzunlugu parametresi olarak alinacaktir. Benzer
sekilde {7, N*, B, B3} ve {k}, k5, k3} 0" egrisinin sirasiyla Frenet gatis: ve egri-
lik fonksiyonlari, s* da 8* egrisinin yay uzunlugu paramteresi veya pseudo yay

uzunlugu parametresi olarak alinacaktir.



3. MINKOWSKIi UZAY-ZAMANDA BERTRAND EGRILERI

Bu boliimde Minkowski uzay-zamanda spacelike, timelike, Cartan null
ve pseudo null egrilerin kendisinden bagka Bertrand eglenik egrilerine sahip ol-

madigina dair teoremler verilecektir.

Tanim 3.1 §: I C R — E}, Minkowski uzay-zamanda bir egri olsun. Eger her
s € I igin, (3 egrisinin her (3 (s) noktasindaki asli normali bagka bir 5* : I* C R —
E} egrisinin 8* (s*) = B8* (f (s)) noktasindaki asli normali ile lineer bagimli ise 3
egrisine Bertrand egrisi, 8* egrisine de [ egrisinin Bertrand eslenik egrisi denir.
Burada f : I — I* bir regiiler C*™° doniigiimdiir 6yle ki her s € I i¢in S nin her
B(s) noktasma £ m bir *(s*) = 5*(f(s)) noktasi karsilik getirir.

Teorem 3.1 3 : [ C R — E} sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar1 ry, ko, k3 ve
asli normal vektorii N spacelike vektor olan birim hizli spacelike egri olsun. Bu

durumda [ egrisinin kendisinden baska Bertrand eslenik egrisi yoktur.

Ispat. 8:1 Cc R — E? sifirdan farkh egrilik fonksiyonlart ki, ko, k3 ve asli
normal vektorii N spacelike vektor olan birim hizli spacelike egri olsun. Kabul
edelim ki 5* egrisi, § egrisinin kendisinden bagka Bertrand eslenik egrisi olsun. /3
egrisinin asli normal vektorii N spacelike vektor oldugundan 3* egrisi (i) spacelike
asli normal vektore N* sahip spacelike egri veya timelike egridir, veya (ii) Cartan
null egridir. Bu durumlar ayr1 ayr ele alinacaktir.

(1) B egrisi, spacelike asli normal vektore N* sahip spacelike egri veya timelike
egri olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € [ igin §* agagidaki formda

yazilabilir
B7(s7) = B°(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (3.1)

(3.1) denkleminde s ye gore tiirev alimir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa

T*f" = (1= Xe1) T+ NN + e3\ka By (3.2)

elde edilir. Bu denklem N ile ¢arpilirsa, A’ = 0 bulunur. Buradan (3.2) denklemi

T*f, = (1 — )\Iil) T + 63)\:‘%231 (33)



olarak bulunur. Eger

1-— )\lil 63/\I€2
a= 7 ve b= 7
alinirsa (3.3) denkleminden
T" =aT +bB, (3.4)

elde edilir. (3.4) denkleminde s ye gore tiirev aliir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
f/IiTN* = CL/T + (Cl/il - blig) N + b/Bl - 63b/€3B2

bulunur. Bu denklem Bs ile carpilirsa, bk = 0 elde edilir. Bu bir celigkidir.

(74) B* egrisi, Cartan null egri olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € [ igin

B* agsagidaki formda yazilabilir

B7(s%) = B7(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (3.5)

(3.5) denkleminde s ye gore tiirev alimir, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet denklem-
leri kullanilirsa

T*fl = (1 — )\/il) T + /\/N + 63)\5231 (36)

elde edilir. Bu denklem N ile garpilirsa, A’ = 0 bulunur. Buradan (3.6) denklemi

T*f/ = (1 — )\Hl) T+ Eg)\figBl (37)
olarak bulunur. Eger
1-— /\Iil 63)\%2
a = 7 ve b= 7

alinirsa (3.7) denkleminden

T* = aT + bB; (3.8)

elde edilir. (3.8) denkleminde s ye gore tiirev almr, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullanmilirsa
f/N* = CL/T + (a/ﬁ — b/ig) N + b/Bl — 6365382

bulunur. Bu denklem B; ile carpilirsa, bxs = 0 elde edilir. Bu bir geligkidir.

Teorem 3.2 3 : I C R — K} sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar1 &y, ko, K3 Ve
asli normal vektorii NV timelike vektor olan birim hizli spacelike egri olsun. Bu

durumda [ egrisinin kendisinden bagka Bertrand eslenik egrisi yoktur.



ispat. B : 1 C R — Ef sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar1 ki, ko, k3 ve asli
normal vektorii N timelike vektor olan birim hizl spacelike egri olsun. Kabul
edelim ki 5% egrisi, 8 egrisinin kendisinden bagka Bertrand eslenik egrisi olsun.
[ egrisinin asli normal vektorii NV timelike vektor oldugundan (* egrisi de asli
normal vektoriit N* timelike vektor olan bir spacelike egridir. Bu durumda, her

s* € I* ve her s € [ igin 8" agagidaki formda yazlabilir

FH(s") = B°(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (3.9)

(3.9) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri
kullanilirsa

T*f, = (]. — )\Kq) T + )\,N + /\Ingl (310)

elde edilir. Bu denklem N ile garpilirsa, A" = 0 bulunur. Buradan (3.10) denklemi

T*f/ = (]_ — /\Iil) T + /\I{2B1 (311)
olarak bulunur. Eger
1— Ary AKo
a= 7 ve b= 7

alimirsa (3.11) denkleminden
T* = aT + bB, (3.12)

elde edilir. (3.12) denkleminde s ye gore tiirev almir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
—f'KIN* = d'T + (bky — aky) N + V' By + br3 By

bulunur. Bu denklem B, ile carpilirsa, brkg = 0 elde edilir. Bu bir geligkidir.

Teorem 3.3 3 : I C R — IEYl1 sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 xq, ko, kK3
olan birim hizli timelike egri olsun. Bu durumda [ egrisinin kendisinden bagka

Bertrand eslenik egrisi yoktur.

ispat. 5: I C R — E} sifirdan farkl egrilik fonksiyonlar1 y, ks, /3 olan birim
hizli timelike egri olsun. Kabul edelim ki 5* egrisi, 3 egrisinin kendisinden baska
Bertrand eslenik egrisi olsun. [ egrisinin asli normal vektorii N spacelike vektor

oldugundan [* egrisi (i) spacelike asli normal vektore N* sahip spacelike egri
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veya timelike egridir, veya (i) Cartan null egridir. Bu durumlar ayr ayr ele
alinacaktur.

(1) B egrisi, spacelike asli normal vektore N* sahip spacelike egri veya timelike
egri olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € [ igin §* agagidaki formda

yazilabilir
B7(s7) = B°(f(s)) = B(s) + A(s) N (s). (3.13)

(3.13) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri
kullanilirsa

T*f, = (1 + )\KJ1> T + )\,N + )\IigBl (314)

elde edilir. Bu denklem N ile garpilirsa, A’ = 0 bulunur. Buradan (3.14) denklemi

T*f, = (1 + )\:‘11) T + )\I‘igBl (315)
olarak bulunur. Eger
1+ )\Hl )\K,Q
a= 7 ve b= 7

alinirsa (3.15) denkleminden
T* = aT + bB, (3.16)

elde edilir. (3.16) denkleminde s ye gore tiirev almir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
f'KIN* = d'T + (aky — bka) N + V' By + b3 Bs

bulunur. Bu denklem B, ile carpilirsa, bz = 0 elde edilir. Bu bir geligkidir.

(13) 5" egrisi, Cartan null egri olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € I i¢in

B* asagidaki formda yazilabilir

FH(s") = B°(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (3.17)

(3.17) denkleminde s ye gore tiirev almur, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet den-

klemleri kullanilirsa

T*f, = (1 + )\Iil) T + )\,N + )\ligBl (318)
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elde edilir. Bu denklem N ile garpilirsa, A" = 0 bulunur. Buradan (3.18) denklemi

T*f, = (1 + )\/{1) T + )\Kngl (319)
olarak bulunur. Eger
1— )\Hl 63)\%&2
a= 7 ve b= T

alimirsa (3.19) denkleminden
T* = aT + bB, (3.20)

elde edilir. (3.20) denkleminde s ye gore tiirev alinir, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullanilirsa
f,N* = CL/T + (al‘fl — blig) N + b,Bl + bKLgBQ

bulunur. Bu denklem B, ile carpilirsa, bkz = 0 elde edilir. Bu bir geligkidir.

Teorem 3.4 3: 1 C R — Ef egrisi egrilikleri k1 = 1, K, k3 # 0 olan bir Cartan
null egri olsun. Bu durumda [ egrisinin kendisinden bagka Bertrand eslenik egrisi

yoktur.

Ispat. §: 1 Cc R — B! egrisi egrilikleri ky = 1, Ky, k3 # 0 olan bir Cartan
null egri olsun. Kabul edelim ki 5* egrisi, J egrisinin kendisinden bagka Bertrand
eslenik egrisi olsun. [ egrisinin asli normal vektorii N spacelike vektor oldugundan
[* egrisi (i) spacelike asli normal vektore N* sahip spacelike egri veya timelike
egridir, veya (ii) Cartan null egridir. Bu durumlar ayr1 ayri ele alinacaktir. Bu
durumlar ayr1 ayr ele alinacaktir.

(1) B egrisi, spacelike asli normal vektore N* sahip spacelike egri veya timelike
egri olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € [ igin §* agagidaki formda

yazilabilir
FH(s") = B°(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (3.21)
(3.21) denkleminde s ye gore tiirev alinir,(2.1) ve (2.2) de verilen Frenet denklem-

leri kullanilirsa

elde edilir. Bu denklem N ile garpilirsa, A" = 0 bulunur. Buradan (3.22) denklemi
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olarak bulunur. Eger

]_ —|— /\Iig —/\
a = f’ ve b= 7
alinirsa (3.23) denkleminden
T* = T + bB, (3.24)

elde edilir. (3.24) denkleminde s ye gore tiirev alinir, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullanilirsa
['KIN* =d'T + (a — bka) N + V' By + brz By
bulunur. Bu denklem B, ile carpilirsa, bz = 0 elde edilir. Bu bir geligkidir.
(73) ([28]) 5" egrisi, Cartan null egri olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € [
icin f* asagidaki formda yazilabilir
B7(s) = B°(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (3.25)

(3.25) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa

T*f' = (14 Arg) T+ NN — AB, (3.26)

elde edilir. Bu denklem N ile garpilirsa, A’ = 0 bulunur. Buradan (3.26) denklemi

olarak bulunur. Eger
1+ )\/12 —A
a= 7 ve b= 7

alinirsa (3.27) denkleminden
T* = aT + bB, (3.28)

elde edilir. (3.28) denkleminde s ye gore tiirev almir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
f'N*=d'T+ (a—bra) N+ By + brz By
bulunur. Bu denklem B; ile carpilirsa, bxs = 0 elde edilir. Bu bir geligkidir.

Teorem 3.5 3: I C R — E{ egrisi egrilikleri k1 = 1, kg # 0, r3 olan bir pseudo
null egri olsun. Bu durumda [ egrisinin kendinden bagka Bertrand eslenik egrisi

yoktur.

Ispat. Bu teoremin ispati [14] makalesinde goriilebilir.
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4. MINKOWSKI UZAY-ZAMANDA GENELLESTIRILMIS
BERTRAND EGRILERI

Bu boliimde Minkowski-uzay zamanda genellegtirilmis Bertrand egrileri
veya diger bir adiyla (1, 3)-Bertrand egrileri incelenecektir.
Tanim 4.1 3 : I C R — Ef ve *: I* C R — E{ Minkowski uzay-zaman E}
de C*™ tipinden ©zel Frenet egrileri (tamamen Minkowski uzay-zamanda yatan
egriler), ve f : I — I* bir regiiler C*° doniigiim olsun dyle ki her s € I i¢in 3
nin her 3(s) noktasina 5* mn bir 8*(s*) = 5*(f(s)) noktasi karsilik getirsin. Eger
her s € I igin,  egrisinin her /3 (s) noktasindaki (1,3)-normal diizlemi ile *
m bu noktaya karsilik gelen 5*(s*) noktasindaki (1, 3)-normal diizlemi ¢akigiksa
(3 egrisine bir (1, 3)-Bertrand egrisi ve 5* egrisine de [ egrisinin (1, 3)-Bertrand
eslenik egrisi denir. Burada s ve s* sirasiyla 8 ve 5* egrilerinin yay uzunlugu veya

pseudo yay uzunlugu parametreleridir.

(1, 3)-Bertrand egrileri, (1,3)-normal diizlemin spacelike veya timelike ol-

masina gore ayri ayri incelenecektir.

4.1. Minkowski Uzay-Zamanda Spacelike (1, 3)-Normal Diizlemli Bertrand
Egrileri

Bu boliimde, Minkowski uzay-zamanda ortak (1, 3)-normal diizlemleri space-
like olan Bertrand egri ciftleri egrilerin farkli casual karakterlerine goére ince-
lenecektir.

B : I — E} egrilikleri 1, ko, k3 ve Frenet catis1 {T, N, By, By} olan bir
(1,3)-Bertrand egrisi ve 3* : I — Ej da egrilikleri 3, k3, k3 ve Frenet gatist
{T*,N*, Bf, B3} olmak tiizere § min (1,3)-Bertrand eslenik egrisi olsun. Kabul
edelim ki { NV, By} tarafindan gerilen (1, 3)-normal diizlemi spacelike diizlem olsun.

Bu durumda agagidaki dort durum soz konusudur.

Durum 4.1 § sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar: k1, ks, k3, asli normal vektorii N
ve ikinci binormal vektorii By spacelike vektorler olan bir spacelike veya timelike

egri ve f* da sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 7, 3, x3 asli normal vektori N*
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ve ikinci binormal vektorii B3 spacelike vektorler olan bir spacelike veya timelike
egridir.
Durum 4.2 j sifirdan farkl egrilik fonksiyonlari x4, ko, k3, asli normal vektorii N

ve ikinci binormal vektorii By spacelike vektorler olan bir spacelike veya timelike

egri ve 0 egrilikleri k7 = 1, k3, k% # 0 olan bir Cartan null egridir.

Durum 4.3 [ egrilikleri k1 = 1, kg, k3 # 0 olan bir Cartan null egri ve 5* sifirdan
farkh egrilik fonksiyonlar1 7, k3, k3, asli normal vektortt N* ve ikinci binormal

vektorii B; spacelike vektorler olan bir spacelike veya timelike egridir.

Durum 4.4 ( egrilikleri k1 = 1, kg, k3 # 0 olan bir Cartan null egri ve 5* da

egrilikleri ] = 1, k%, k3§ # 0 olan bir Cartan null egridir.
Sirasiyla bu dort durum ayr1 ayri ele alinacaktir.

Durum 4.1. 3 sifirdan farkh egrilik fonksiyonlari k1, ko, k3, asli normal vek-
torit NV ve ikinci binormal vektorii By spacelike vektorler olan bir spacelike veya
timelike egri ve 8* da sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar1 i, k3, k%, asli normal
vektortt N* ve ikinci binormal vektorii B; spacelike vektorler olan bir spacelike

veya timelike egri olsun. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1 3 : I C R — Ej sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 k1, ko, k3, asli
normal vektorii N ve ikinci binormal vektorii By spacelike vektorler olan bir birim
hizl spacelike veya timelike egri olsun. Bu durumda § egrisinin, (1, 3)-Bertrand
eslenik egrisi egrilikleri sifirdan farkl, spacelike asli normal ve ikinci binormal
vektorlere sahip spacelike veya timelike bir egri olan (1, 3)-Bertrand egrisi olmasi
i¢gin gerek ve yeter sart her s € I i¢in agagidaki sartlari saglayan a, b, h # F1, u

reel sayilar1 vardir;

ary (s) — brig (s) # 0, (4.1)
1 = eak; () + esh(ars (s) — brs (s)), (4.2)

ks (5) = iy (5) = iz (s) (4.3)

i1 (5) iz (5) (B2 + 1) + h(k2 (s) + K2 (s) + K2 (5)) # 0. (4.4)

Ispat. Kabul edelim ki f: I ¢ R — E sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar: k;,

Ko, K3, asli normal vektorii N ve ikinci binormal vektorii B, spacelike vektorler
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olan bir birim hizli spacelike veya timelike egri ve 3* : I* C R — E} egrisi
3 egrisinin sifirdan farkh egrilikleri 7, x3, x5, asli normal vektorii N* ve ikinci
binormal vektorii B spacelike vektorler olan bir spacelike veya timelike (1, 3)-
Bertrand eglenik egrisi olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € [ igin §*

agagidaki formda yazilabilir

BH(s") = B°(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s). (4.5)

Burada a(s) ve b(s), I tizerinde C*°—fonksiyonlardir. (4.5) denkleminde s ye gore

tiirev alimir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa
T*f" = (1 — aerk1)T + a'N + e3(are — brs) By + b' By (4.6)
elde edilir. Bu son egitlik sirasiyla N ve Bj ile ¢arpilirsa
ad=0 ve V=0 (4.7)
bulunur. (4.7) denklemi (4.6) denkleminde yazilirsa
T*f = (1 — ae1r1)T + es(aky — brg) By (4.8)
bulunur. (4.8) denklemi kendisi ile garpilirsa
e (f)? = e1(1 — aerk1)? + e3(akry — brg)? (4.9)
oldugu goriiliir. Eger
1 —aek e3(aky — bR3)

d=——— ve = 7

7 : (4.10)

alinirsa (4.8) denkleminden

T* = 6T +vB, (4.11)

elde edilir. (4.11) denkleminde s ye gore tiirev almir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
['RIN* = 8T + (0k1 — yK2)N + o' By + yr3Bs (4.12)
bulunur. Bu denklem sirasiyla 7' ve B ile ¢arpilirsa

§=0 ve =0 (4.13)
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elde edilir. Kabul edelim ki v = 0 olsun. Bu durumda (4.11) denkleminden N
ile N* vektorlerinin lineer bagimli oldugu goriiliir. Boliim 3 den bu bir celigkidir.

Dolaysiyla v # 0 dir. Oyleyse (4.10) denkleminden
aky — brg # 0 (4.14)
ve
1 = aeyky + hes(aky — brs) (4.15)
elde edilir. Burada (4.9) denkleminden h = ¢/ # F1 oldugu goriiliir. (4.13)
denklemi (4.12) de kullanilirsa
f'RIN* = (6ky — YK2)N + vr3Ba (4.16)
oldugu goriiliir. (4.16) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa
(f')*(K1)* = (k1 — yk2)* +9*H] (4.17)

bulunur. (4.10) ve (4.17) denklemlerinden

(akg — bk3)?

72 [(hky = 2)? + K3) (4.18)

(f)* (k1) =

elde edilir. (4.15) denklemi (4.9) denkleminde yazilirsa
(fl)2 = 6;61 (CLHJQ — b/€3>2[h2 — 1] (419)

oldugu goriiliir. Burada h* # 1 dir. (4.19) ve (4.18) denklemlerinden

(PP = 50 [ — 2)? 4 ) (120)

bulunur. Eger

(0Kk1 — ko)  €3(akg — bK3)

Y = hky — 4.21
1 fllﬁff (f’)2l*£>{ [( K1 Ii?)]? ( )
vk3  €g(arg — bR3)
A = 4.22
I 2
alinirsa (4.16) denkleminden
N* = M\ N + X\ By (4.23)
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bulunur. (4.23) denkleminde s ye gore tiirev alimr ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
—ei['RIT + 65 f'ks By = —e1kaMT + NN + e3( A1k — Aarkiz) By + Ay By (4.24)
elde edilir. Bu denklem sirasiyla N ve Bs ile carpilirsa
AN=0 ve X,=0 (4.25)
bulunur. Ay # 0 oldugundan, (4.21) ve (4.22) denklemlerinden
pkg = hkq — Ko (4.26)
elde edilir. Burada p = A\;/Ay dir. (4.25) ve (4.24) denklemlerinden
—e1f'KiT* + 65 f k5 BY = —e1kiMT + e3(A1ka — \aki3) By (4.27)
oldugu goriiliir. Ayrica (4.8) ve (4.27) denklemlerinden
esf'ksBy = A(s)T + B(s) B

bulunur. Burada

e1€3(aky — bk

A= e 0w

2[—m1m2(h2 + 1) + h(x] + K3 + mg)]
1

ve

B(s) = 6(1;?)};((2@2_‘1(;2?{) [—krkia(h® + 1) + h(k2 + K2 + K2)]

dir. €} f'k3B] # 0 oldugundan dolay1

—k1ko(h? + 1) + h(K3 + K3 + K3 # 0

oldugu goriiliir.

Tersine, kabul edelim ki 3 : I C R — E$ sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar
K1, ke, K3, asli normal vektorii IV ve ikinci binormal vektorii B, spacelike vektorler
olan bir birim hizl spacelike veya timelike egri olsun ve a, b, h # F1, u reel
sayilar icin, (4.1),(4.2),(4.3) ve (4.4) durumlarn saglansm. Bu durumda bir §*

egrisi agagidaki gibi tanimlanabilir

B*(s*) = B(s) +aN(s) + bBa(s). (4.28)
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(4.28) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.1) verilen Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
dg*
e = (1 — aerk1)T + e3(ary — brg) By (4.29)
bulunur. (4.29) ve (4.2) denklemlerinden
g’
ds = 63(@/12 — ng)[hT + Bl] (430)

elde edilir ve bu denklem yardimiyla
ds* ds*

,_ds®_|dj
f_ds_Hds

= m1<a1{2 — b/ﬂg) €1Mo (h2 — 1) >0 (431)

seklinde tanimlanir. Burada m; = %1 6yle ki my(aks —brks) > 0 ve my = F1 6yle
ki e;mgy (h? —1) > 0 dir. (4.31) denklemi kullamlarak, (4.30) denklemi yeniden

yazilirsa
€311
€112 (h2 — ].)

elde edilir. Buradan g(7™,7*) = my = €] oldugu goriiliir. (4.32) denkleminde s

T = [hT + By] (4.32)

ye gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa

ar™
- e [(hi1 — 12)N + 15385 (4.33)

dS* f’\/ €112 (h2 — ].)

bulunur. (4.33) denkleminden

o H ar-|| _ V (hky — K2)? + K2 =0 (4.34)
! ds* €1Mo (h2 — 1)
elde edilir. (4.33) ve (4.34) denklemlerinden
1 dT™*
- - e (1 — ko) N + k3Bs]  (4.35)

K dst V (hiy — K2)? + K2

oldugu bulunur. Buradan g(N*, N*) = 1 oldugu goriiliir. Eger

€3m1(hl€1 — :‘12) . €31 1K3
ve )\4 =
V (hky — K2)? + K3 V (hky — K2)? + K3

alinirsa, (4.35) denkleminden

A3 = (4.36)

N* = \sN + M\ By (4.37)

elde edilir. (4.37) denkleminde s ye gore tiirev almir ve (2.1) de verilen Frenet
denklemleri kullanilirsa

dN*

/ ds*

= —61)\3/‘61T -+ )\éN + 63(%2)\3 — /€3>\4)Bl + /\ng (438)
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oldugu goriiliir. (4.3) de s ye gore tiirev alinirsa
(hi} — Ky) k3 — (hky — Ka)ky =0 (4.39)
elde edilir. (4.36) de s ye gore tiirev alinir ve (4.39) kullanilirsa
A;=0 ve \N;=0 (4.40)

oldugu bulunur. (4.36) ve (4.40) denklemleri (4.38) denkleminde yerine yazilirsa

dN* _ mik1(hk — Ka) my [ka(hiy — ko) — K3
ds*  f'\/(hKy — K2)? + K2 '/ (hky — K2)? + K2

elde edilir. (4.32) ve (4.34) denklemlerinden

(4.41)

—myy/(hiy — Kg)? + K2
f(h?—=1)

oldugu goriiliir. (4.41) ve (4.42) denklemleri birlikte kullanildiginda

* %k *
e k1™ =

[hT + By] (4.42)

dN* P(s)
—_ IT* = —= [T B 4.4
e + €}K] R(s) [T + hB| (4.43)

bulunur. Burada
P(s) = —ml[—/{mz(hQ +1)+ h(/{? + H% + /{%)] # 0
R(s) = f(0 = 1)/ (hms — k2)? + 3 # 0

olarak elde edilir. (4.43) denkleminden

e

esma (h2 — 1) (4.44)

oldugu goriiliir. Burada mz = +1 6yle ki egmz (h? — 1) > 0 dir. (4.43) ve (4.44)

denklemlerinden

S0 e = M8 By (4.45)

Iiz[ dS* €3713 (h2 — 1)

B =

b(s)

&) /EE) — 41 dir. (4.45) denkleminden, g(B:, B}) =

R(s)

bulunur. Burada m4 = ‘
ms = €3 = —e; oldugu goriiliir. Birim Bj vektortt B = —A\yN + A3 By olarak

tanimlanabilir, yani

By = e [—ksN + (hisy — 12)Ba) (4.46)

V(b1 — K2)? + K3
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seklinde tanimlanabilir. Son olarak, (4.45) ve (4.46) denklemlerinden

By _,

. mymyesesrirg(h? — 1)
Kg = g(%7 BZ) :

- fl\/€3m3 (h2 — 1)\/(h/‘€1 — 52)2 + H%

olarak bulunur. Sonug olarak S* egrisi egrilik fonksiyonlar: sifirdan farkl, space-

£0

like asli normal vektor ve ikinci binormal vektore sahip spacelike veya timelike
bir egridir ve span{ N*, By} =span{NN, By} oldugundan [ egrisinin (1, 3)-Bertrand

eslenik egrisidir.

Durum 4.2 j sifirdan farklh egrilik fonksiyonlari k1, k9, k3, asli normal vektorii N
ve ikinci binormal vektorii B, spacelike vektorler olan bir spacelike veya timelike
egri ve " egrilikleri ki = 1, k3, k5 # 0 olan bir Cartan null egri olsun. Bu

durumda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2 (i) : I C R — E{ sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar ry, k2, K3,
asli normal vektorii NV ve ikinci binormal vektorii By spacelike vektorler olan bir
birim hizli spacelike veya timelike egri olsun. Eger [ egrisi, (1, 3)-Bertrand eglenik
egrisi sifirdan farklh iigiincii egrilik fonksiyonuna sahip bir Cartan null egri olan
(1,3)-Bertrand egrisi ise bu durumda her s € [ igin agagidaki sartlar saglayan a,

b, h = F1, p reel sayilar1 vardir;

aks (s) — brs (s) # 0, (4.47)

1 = e1ary (s) + esh(ars (s) — brs (s)), (4.48)
pks (s) = hry (s) — ka (s), (4.49)

P (s) = Py (s). (4.50)

Burada her s € I i¢in

Pi(s) = 2’k (s) ks (s) + hpr® (K3 (s) — K7 () + 243 (s) (51 (5) — hrsa (5))

+hi3 (s),

Py (s) = 24k (5) k3 (5) + pi? (w53 () — KT (5) — 23 (5)) — K3 (5) # 0
dir.

(i1) B : I C R — K} sifirdan farkh sabit egrilik fonksiyonlari 1, ks, 3, asli normal
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vektorii N ve ikinci binormal vektorii By spacelike vektorler olan bir birim hizh
spacelike veya timelike egri olsun. Eger [ egrisi her s € I i¢in (4.47), (4.48),
(4.49), (4.50) ve

k1 (s) Pr(s) — (k2 (s) + prs (s)) Pa (s) # 0, (4.51)

durumlarimni sagliyorsa, 3, (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi sifirdan farkl tigiincii egri-

lik fonksiyonuna sahip bir Cartan null egri olan (1, 3)-Bertrand egrisidir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki 3 : I ¢ R — E# sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar
Ko, K3, asli normal vektorii NV ve ikinci binormal vektorii By spacelike vektorler
olan bir birim hizli spacelike veya timelike egri ve 3* : I* C R — E{ egrisi, 3
egrisinin egrilikleri xk} = 1, k3, k5 # 0 olan Cartan null (1, 3)-Bertrand eslenik
egrisi olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € [ igin * agagidaki formda
yazilabilir

B*(s") = B*(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s). (4.52)
Burada a(s) ve b(s), I iizerinde C*°—fonksiyonlardir. (4.52) denkleminde s ye

gore tiirev alinir, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa
T*f = (1 —aerr1)T + a'N + e3(ary — brz) By + b’ Bs. (4.53)
elde edilir. Bu son egitlik sirasiyla N ve Bs ile carpilirsa
ad=0 ve V=0 (4.54)

bulunur. (4.54) denklemi (4.53) denkleminde yazilirsa

T*f/ = (]_ — a/(—:l/{l)T + 63(&/42 — bK/3)Bl (455)
bulunur. Eger
1 —aer 63(0“12 - 5“3)
) = —f’ ve vy = f (4'56)

alinirsa (4.55) denkleminden
T* = 6T + 7B, (4.57)

elde edilir. (4.57) denkleminde s ye gore tiirev alinir, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullanilirsa

f’N* = 5,T + (5%1 — ’Y:‘ig)N + ’Y,Bl + ’7R3BQ (458)
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bulunur. Bu denklem sirasiyla 7' ve B ile garpilirsa
§=0 ve =0 (4.59)

elde edilir. Kabul edelim ki 7 = 0 olsun. Bu durumda (4.57) denkleminden N
ile N* vektorlerinin lineer bagimli oldugu goriiliir. Boliim 3 den bu bir celigkidir.

Dolayisiyla v # 0 dir. Oyleyse (4.56) denkleminden
ake — bk # 0 (4.60)

ve

1 = ae1ky + hes(aky — brs) (4.61)

elde edilir. Burada (4.55) denkleminden h = 6/ = F1 oldugu goriiliir. (4.59)
denklemi (4.58) de kullanilirsa

f'N* = (6k1 — yk2)N + k3 Ba (4.62)

oldugu goriiliir. Eger

I (0K1 — YK2) _ es(akre — br3) (hrsy — 1), (4.63)

f (f)?

alinirsa (4.62) denkleminden

N* = M N + A\ B, (4.65)

bulunur. (4.65) denkleminde s ye gore tiirev alinir, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
['r3T* — f'BY = —eika M T + NN + e3(A1k2 — Aakiz) By + Ay By (4.66)
elde edilir. Bu denklem sirasiyla N ve Bs ile carpilirsa
Ni=0 ve M,=0 (4.67)
bulunur. Ay # 0 oldugundan, (4.63) ve (4.64) denklemlerinden

pks = hiy — Ko (4.68)
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elde edilir. Burada p = A\;/Ay dir. (4.67) ve (4.66) denklemlerinden
f/H;T* — f/Bi< = —61I§}1/\1T + 63(/\1:‘4}2 - )\Qlig)Bl (469)

oldugu goriiliir. (4.69) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa

€1 | (hiy — k2)? K2 — ((hisy — ka) Ky — K2)?
[ ]

(hty — ko) + K2

—2(f")* k3 = (4.70)

elde edilir. (4.69) ve (4.70) denklemlerinden

e (aky — bk3) . .
fBl_Q(f’)2(M2+1) [Pi(s)T + Ps(s)B1]

bulunur. Burada

Pi(s) = 2p’kiks + by’ (K5 — K1) + 20k (K1 — hko) + hij,

Py(s) = 2p’kiks + p° (k3 — k] — 2K3) — k3 #0

ve P?(s) = P%(s) dir.

(i) Kabul edelim ki, 8 : I C R — E} sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar:
K1, Ko, k3 sabit, asli normal vektorii NV ve ikinci binormal vektorii By spacelike
vektorler olan bir birim hizli spacelike veya timelike egri olsun ve a, b, h = F1,
p reel sayilar: igin (4.47), (4.48), (4.49), (4.50) ve (4.51) durumlar saglansin. Bu

durumda bir 5* egrisi asagidaki gibi tanimlanabilir
B*(s*) = B(s) + aN(s) + bBy(s). (4.71)

(4.71) denkleminde s ye gore tiirev alimir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullanihirsa
ag”
T = (1 — aerk1)T + e3(ary — brg) By (4.72)
bulunur. (4.72) ve (4.48) denklemlerinden
ag”
T = es(aky — br3)[hT + By (4.73)

elde edilir. (4.73) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
d*p*
ds?

= e3(aky — br3) [uksN + K3 Bs)
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elde edilir ve bu denklem yardimiyla

1/4

ds* d25* d25* 1/4
= :g(W’F> = /mu(aky — brg)y/maky (1* + 1)

seklinde tamimlanmir. Burada m; = %1 6yle ki mq(aky — brz) > 0 ve my = F1

oyle ki mgks > 0 dir. (4.73) denkleminden

7+ = 8Vmlam2 — bis) [WT + By] (4.74)

\/MaoK3 (,u2 + 1)1/4

bulunur. (4.74) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

€312

N* = T (4N + By)] (4.75)

elde edilir. Buradan g (N*, N*) = 1 bulunur. (4.75) denkleminde s ye gore tiirev

alinir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa

dN* €3M
ds* f! (,u23—|—21)1/2 [—erpriT + €3 (ko — k3) By (4.76)

bulunur. Bu denklemden

« € (/ﬁﬁ% — (g — "433)2)

KE = 4.77
ST o

oldugu goriiliir. (4.74) ve (4.77) denklemlerinden

my(ake — bk 252 — (kg — k3)”
K;T*:\/ (o — brg) (1 15/4(“ 2 3))[hT+B1] (4.78)
2y/maks (p* + 1) (f)
elde edilir. (4.76) ve (4.78) denklemlerinden
dN* —1MmMa

Bl =—|——rT"| = P T+ P B 4.79
: (ds* " ) s G TR B A7)

bulunur. Buradan g (B}, Bf) =0 ve g (7%, Bf) = 1 dir. Birim B} vektorii

By = 22 [N — By (4.80)

V241
olarak tanimlanabilir. Son olarak, (4.79) ve (4.80) denklemlerinden
ds” T 2 (1) hy (2 + 1)

Ky = —g( [k1P1 () = (K2 (8) + prs) Pa (s)] # 0
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olarak bulunur. Sonug olarak §* egrisi iigiincii egrilik fonksiyonu sifirdan farkh
olan bir Cartan null egridir ve span{ N*, By} =span{/N, By} oldugundan 3 egrisinin
(1, 3)-Bertrand eslenik egrisidir.

Durum 4.3 (3 egrilikleri k1 = 1, kg, k3 # 0 olan bir Cartan null egri ve 5* sifirdan
farkh egrilik fonksiyonlar1 k7, x5, w3, asli normal vektortt N* ve ikinci binormal
vektorti B3 spacelike vektorler olan bir spacelike veya timelike egri olsun. Bu

durumda agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.3 3 : I C R — Ej egrilikleri x; = 1, sy, k3 # 0 olan birim hizh
bir Cartan null egri olsun. Bu durumda £ egrisinin, (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi
egrilikleri sifirdan farkl, spacelike asli normal ve ikinci binormal vektorlere sahip
spacelike veya timelike bir egri olan (1,3)-Bertrand egrisi olmasi igin gerek ve

yeter sart her s € [ i¢in agagidaki sartlar1 saglayan a # 0, b, h, u reel sayilar

vardir;
akg (s) — brs (s) = ah — 1, (4.81)
pks (s) = h+ kg (s), (4.82)
h? — k3 (s) — K3 (s) # 0. (4.83)

Ispat. Kabul edelim ki 5 : I € R — E? egrilikleri k1 = 1, sy, k3 # 0 olan
birim hizhh bir Cartan null egri ve §* : I* C R — E{ egrisi 3 egrisinin sifirdan
farkh egrilikleri 7, k3, x5, asli normal vektorii N* ve ikinci binormal vektorii B
spacelike vektorler olan bir spacelike veya timelike (1,3)-Bertrand eslenik egrisi

olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € [ i¢in " asagidaki formda yazilabilir
B7(s7) = B7(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s). (4.84)

Burada a(s) ve b(s), I iizerinde C*°—fonksiyonlardir. (4.84) denkleminde s ye

gore tiirev alinir, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa
f'T* =1+ aky —br3)T + a'N —aBy + ' By (4.85)
elde edilir. Bu son egitlik sirasiyla N ve Bs ile carpilirsa

ad=0 ve b=0 (4.86)

26



bulunur. (4.86) denklemi (4.85) denkleminde yazilirsa
f'T* = (14 aky — br3)T — aB; (4.87)
bulunur. (4.87) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa
& (f')? = —2a(1 + aky — bk3) (4.88)
oldugu goriiliir. Eger

0= ve y = — (4.89)

alinirsa (4.87) denkleminden
T* =0T + By (4.90)

elde edilir. (4.90) denkleminde s ye gore tiirev alinir, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullanilirsa
f'RIN* =0'T + (0 — yka) N + ' By + k3 Bo (4.91)
bulunur. Bu denklem sirasiyla 7" ve Bj ile garpilirsa
=0 ve v =0 (4.92)

elde edilir. Kabul edelim ki v = 0 olsun. Bu durumda (4.90) denkleminden N
ile N* vektorlerinin lineer bagimli oldugu goriiliir. Boliim 3 den bu bir ¢eligkidir.

Dolayisiyla v # 0 dir. Oyleyse (4.89) denkleminden a # 0 ve
aky — bk = ah — 1
elde edilir. Burada h = —¢§/~ dir. (4.92) denklemi (4.91) de kullanilirsa,
f'RIN* = (0 — yKk2)N + vK3Bs (4.93)

oldugu goriiliir. (4.93) denklemi kendisi ile garpilir, (4.88) ve (4.89) denklemleri

kullanilirsa
h+ ky)® + k2]

(7 (s = LR

(4.94)
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bulunur. Eger

0 — ke a(h+ ko)

A = , 4.95
1 f//i*i (f,)Z Kf{ ( )
YK3 —Qak3
Xy = = 4.96
TR U .
alinirsa (4.93) denkleminden
N* = MN + X\ By (4.97)

bulunur. (4.97) denkleminde s ye gore tiirev alinir, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
—eif'RIT + 65 f' ks By = (MK — Aak3) T + NN — A\ By + \y B (4.98)
elde edilir. Bu denklem sirasiyla N ve Bj ile ¢arpilirsa
AN=0 ve X,=0 (4.99)
bulunur. Ay # 0 oldugundan, (4.95) ve (4.96) denklemlerinden
ks = h + Ko
elde edilir. Burada p = —A1/\y dir. (4.99) ve (4.98) denklemlerinden
—e1 ['RIT + 65 ks By = (Mka — Aak3) T — M\ By (4.100)
oldugu goriiliir. Ayrica (4.131) ve (4.100) denklemlerinden
e[ ksBy = A(s)T + B(s) B,

bulunur. Burada

A(S):m[h —H2—K/3],
ve
PO 3 T

dir. € f'rx3B7 # 0 oldugundan dolay1
h? — k3 — K3 #0

oldugu goriiliir.
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Tersine, kabul edelim ki 3 : I C R — E{ egrilikleri x; = 1, kg, r3 # 0 olan
birim hizhi bir Cartan null egri olsun ve a # 0, b, h, u reel sayilar igin, (4.81),
(4.82) ve (4.83) durumlar saglansin. Bu durumda bir §* egrisi agagidaki gibi

tamimlanabilir

B*(s*) = B(s) +aN(s) + bBa(s). (4.101)

(4.101) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa
ds*
ds = (1 + aKkg — blig)T — aBl (4102)
bulunur. (4.102) ve (4.81) denklemlerinden
d *
js = a[hT — By (4.103)

elde edilir ve bu denklem yardimiyla
ds* ||df”
ds || ds

= \/2mya?h > 0 (4.104)

seklinde tammlamr. Burada m; = £1 6yle ki 2mja*h > 0 dir. (4.103) denklemi

f=

yeniden yazilarak

T*f' = alhT — By] (4.105)
bulunur. (4.104) denklemi (4.105) denkleminde yazilarak

T = 2

[hT — Bi] (4.106)

2m1h

elde edilir. Burada my = a/|a] = F1 dir. (4.106) denkleminden, g(7™,T™)

—my = €} oldugu goriiliir. (4.106) denkleminde s ye gore tiirev alr ve (2.2) de

verilen Frenet denklemleri kullanilirsa

dT™ mo
= h N — k3B 4.107
PR 2m1h[( + K2) rzBa) ( )

bulunur. (4.107) denkleminden

dT* h 2 2
K = IRVAURTV R (4.108)
ds* f’ 2m1h
elde edilir. (4.107) ve (4.108) denklemlerinden
1dT*
N* = - 2 [(h+ ka)N — 1B (4.109)

widst (Wt k)2 + K2
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oldugu bulunur. Buradan g(N*, N*) = 1 oldugu goriiliir. Eger

/\3 = mQ(h + K2) ve )\4 = M2l (4110)
V(b + k2)? + K2 V(b + K2)? + K2

alinirsa, (4.109) denkleminden
N* = AN + M\ B (4.111)

elde edilir. (4.111) denkleminde s ye gore tiirev alimir ve (2.2) de verilen Frenet
denklemleri kullanilirsa

,dN*
ds*

f = (Iig/\g — Iig)\4)T + )\,3N - )\331 + )\ZBQ (4112)

oldugu goriiliir. (4.82) de s ye gore tiirev alinirsa,
Koks — (h+ K2)ky =0 (4.113)
elde edilir. (4.110) de s ye gore tiirev alinir ve (4.113) kullanihirsa
N, =0 ve X,=0 (4.114)
oldugu bulunur. (4.110) ve (4.114) denklemleri (4.112) denkleminde yerine yazilirsa,
dN*  mg (hky + K3 + K3) ma(h + K2)

= T — B 4115
ds* f’\/(h—l—@)z—l—m% f’\/(h—i-ffg)Q + K3 ! ( )

elde edilir. (4.106) ve (4.108) denklemlerinden,

—may/(h + #2)? + K3
2hf!

* Uk *
e R 1™ =

[hT — By (4.116)

oldugu goriiliir. (4.115) ve (4.116) denklemleri birlikte kullanildiginda,

dN* _ my (K3 + K3 — R?) 1

— +ariT" = T+ —-B 4.117
G AT = LT ) (4,117
olarak elde edilir. (4.117) denkleminden
2 .2 p2
K Iy + i3 — ] >0 (4.118)

V2RV (R 2)? 4 K
oldugu goriiliir. (4.117) ve (4.118) denklemleri birlikte diigiiniildiigiinde,

* dAN* . \/21h 1
2
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bulunur. Burada mg = (k3 + k3 — h?) /|3 + K3 — h?| = £1 ve € = +1 dir.
(4.119) denkleminden, g(Bj, Bf) = my = €5 = —¢} bulunur. Birim Bj vektorii

B = —M\4N + A3 B, olarak tanmimlanabilir, yani

B; = N + B (4.120
S/ Ee- R/ e R )

seklinde tamimlanabilir. Buradan ¢(Bj, B;) = 1 dir. Son olarak, (4.119) ve
(4.120) denklemlerinden

dB; By — esmsy/2 |h|ks3
T N (R R

*

Ky = g(

olarak bulunur. Sonug olarak 5* egrisi egrilik fonksiyonlar sifirdan farkl, space-
like asli normal vektor ve ikinci binormal vektore sahip spacelike veya timelike
bir egridir ve span{ N*, By} =span{N, By} oldugundan [ egrisinin (1, 3)-Bertrand

eslenik egrisidir.

Durum 4.4. [ egrilikleri k1 = 1, kg, k3 # 0 olan bir Cartan null egri ve 5~
da egrilikleri k] = 1, k3, ki # 0 olan bir Cartan null egri olsun. Bu durumda

agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.4 3 : [ C R — Ef egrilikleri k1 = 1, Ky, k3 # 0 olan birim hizh
bir Cartan null egri olsun. Bu durumda [ egrisinin, (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi
sifirdan farkli iigiincii egrilik fonksiyonuna sahip bir Cartan null egri olan (1, 3)-
Bertrand egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart her s € [ icin asagidaki sartlar

saglayan A # 0, 9, v, p # 0 reel sayilar1 vardir;

1+ Aka (8) — prs (s) =0, (4.121)

K3 (8) + K3 (s) = %, (4.122)
_h2 (s) _

) (4.123)

Ispat. Bu teoremin ispati [16] makalesinde goriilebilir.

4.1.1. Baz1 Ornekler

Bu boliimde Boliim 4.1. deki teoremlere iligkin érnekler verilecektir.
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Ornek 4.1 Spacelike egri 3

1 ) .
B(s) = % <s1nh V/3s, cosh V/3s, 3sin s, —3 cos s)

olarak verilsin. 3 egrisinin Frenet catisi

T(s) = % (cosh V/3s, sinh v/3s, v/3 cos s, V3 sin s) ,
N (s) = % (sinh V/3s, cosh V/3s, — sin s, cos s) ,
By (s) = % (\/gcosh \/33, V3 sinh \/gs,cos s, sin 3) )
By (s) = % (sinh V/3s, cosh V/3s, sin s, — cos s)

ve egrilik fonksiyonlar1 ky (s) = /3, ks (s) = —2, ks (s) = 1 olarak elde edilir. Teo-
rem 4.1dea=0,b=+/3, h=1/v3ve u =3 almirsa (4.124), (4.125), (4.126) ve
(4.127) durumlar saglanmir. Oyleyse 3 egrisi E; uzaymda (1, 3)-Bertrand egrisidir
ve (1,3)-Bertrand eglenik egrisi 5* timelike egridir tyle ki

2 2
B (s) = (%6 sinh v/3s, g cosh v/3s, V6 sin s, —v/6 cos s)

olarak elde edilir. * egrisinin Frenet catisi

T (s) = (2 cosh V/3s, 2 sinh v/3s, v/3 cos s, v/3 sin s) ,

1
N*(s) = — (2sinh v/3s, 2 cosh v/3s, —sin s, cos s ) ,
V5

Bj (s) = (—\/gcosh V/3s, —/3sinh V/3s, —2 cos s, —2 sin s) ,

1
B; (s) = 7 (sinh V/3s, cosh V/3s, 2sin s, —2 cos s)

ve egrilik fonksiyonlar &% (s) = v/30/2, k% (s) = 4v/10/5, k% (s) = 1/4/10 olarak

bulunur. Ayrica asagidaki esitlikler saglanir

3 1

N*(s) = \/_1_0N(8)+\/_1_OBQ(S)’
Bi(s) = —N(s)+——Bs(s).

V10

Ornek 4.2 Timelike egri 8

B(s) = (\/§sinh $,V/2 cosh s, sin s, cos s)
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olarak verilsin. (3 egrisinin Frenet ¢atis

T(s) = <\/§(:osh s,v/2sinh s, cos s, — sin s) ,

3
N (s) = \/?— (\/§sinh s,V/2cosh s, — sin s, — cos s) ,

By (s) = (— cosh s, — sinh s, —v/2 cos s, v/2 sin s) ,
3
By (s) = \/?— (sinh s, cosh s, V2 sin s, V/2 cos s)

ve egrilik fonksiyonlar1 k; (s) = /3, ko (s) = 2v/6/3, k3 (s) = 1/4/3 olarak elde
edilir. Teorem 4.1 de a =0, b= /6, h = —1/v/2 ve = —7/+/2 almirsa (4.124),
(4.125), (4.126) ve (4.127) durumlan saglanir. Oyleyse 3 egrisi Ef uzayinda (1, 3)-
Bertrand egrisidir ve (1,3)-Bertrand eslenik egrisi 5* timelike birinci binormal

vektore sahip spacelike egridir oyle ki
B (s) = (2\/5 sinh s, 2v/2 cosh s, 3 sin s, 3 cos s)
olarak elde edilir. 5* egrisinin Frenet catisi

T*(s) = (2\/§cosh s,2v/2sinh s, 3 cos s, —3 sin s) ,

1
N*(s) = \/? < V2 sinh s, 2v/2 cosh §,—3sin s, —3 cos 3) ,

B (s) = (—3 cosh s, —3sinh s, —2v/2 cos s, 2V/2 sin s> :

1
B; (s) = it <3 sinh s, 3 cosh s, 2v/2sin 5, 2v/2 cos s)

ve egrilik fonksiyonlar k¥ (s) = /17, k% (s) = 12v/34/17, ki (s) = —1/+/17 olarak

bulunur. Ayrica asagidaki esitlikler saglanir

N*(s) = —=N(s) - —=DBa(s),

B3 (s) = ﬁN(s) + 7

Ornek 4.3 Ornek 4.1 deki aym spacelike egri icin, Teorem 4.2 nin (17) sikkinda
a=1,b=—1-+v3,h=1veu=2++/3 almrsa (4.47), (4.48), (4.49), (4.50) ve

BQ(S).

(4.51) durumlan saglanir. Oyleyse 3 egrisi Ef uzaymda (1, 3)-Bertrand egrisidir
ve (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi 8* bir Cartan null egridir 6yle ki

B (s) = <—? sinh v/3s, —\/?6 cosh v/3s, —v/2sin s, V2 cos s)
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olarak bulunur. 5* egrisinin Frenet catisi

1
T(s) = _2_; (cosh \/gs,sinh \/gs,cos s, sin s) ,
1
N (s) = —3 (\/gsinh V/3s,v/3 cosh v/3s, — sin s, cos 5) ,
1
By (s) = e <cosh V/3s,sinh V/3s, — cos s, — sin 3) ,
1
1

By (s) = 5 (sinh V/3s, cosh v/3s, V3 sin s, —V/3 cos s)

ve egrilik fonksiyonlar1 k% (s) = 1, k3 (s) = v/2/4, ki (s) = v/6/4 olarak elde edilir.
Ayrica agagidaki egitlikler saglanir

W@)=—<J%X%N@F<;?%ﬁ>&@,

v - (L Y e (V2EVBY
B;(s) = (22+ﬁ>m>+< 5 )Bx»

Ornek 4.4 ([16]) Cartan null egri 3

1
s) = —= (sinh s, cosh s, sin s, cos s
B(s) = 5 )

olarak verilsin. (3 egrisinin Frenet ¢atis

1
T(s) = E (cosh s,sinh s, cos s, —sin s) ,
1
N (s) = 7 (sinh s, cosh s, —sin s, — cos s) ,
1
By (s) = 7 (— cosh s, — sinh s, cos s, — sin s) ,
1

By (s) = NG (sinh s, cosh s, sin s, cos )

ve egrilik fonksiyonlar1 &y (s) = 1, ko (s) = 0, k3 (s) = —1 olarak elde edilir.
Teorem 4.3 de a = b =1, h = 2 ve up = —2 alirsa (4.81), (4.82) ve (4.83)

durumlar saglanir. Oyleyse (3 egrisi Ef uzaymnda (1,3)-Bertrand egrisidir ve

(1,3)-Bertrand eglenik egrisi 5* bir timelike egridir syle ki

3 3 1 1
B* (s) = <§\/§sinh s, 5\/§cosh s, 5\/§sins, B 2 cos s>
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olarak bulunur. 5* egrisinin Frenet catisi

1 1
(4\/_COShS \/Esinhs,zx/ﬁcos s,—Z\/isins) ,
= 3 v/10sinh 3\/10 h 1\/10' 1\/10
=10 sinh s, ' 10 cosh s, 10 sin s, 10 coss |,
1 1 ) 3 3 .
={~2 2coshs —Z\/§smhs,—z—l\/§coss,l—l\/§sms ,

1 3 3
B} (s) = <10\/_Osmhs 10\/ﬁcoshs,1—0\/ﬁsins,1—0\/Ecoss>

ve egrilik fonksiyonlar k¥ (s) = v/5/4, ki (s) = 3v/5/20, k3 (s) = 1/4/5 olarak
elde edilir. Ayrica asagidaki esitlikler saglanir

* = i s i s
N*(s) = \/gN( )+\/332( ),
Bi(s) = —ZN(s)+ —=Bals).

V5 V5
Ornek 4.5 Ornek 4.4 deki aym Cartan null egri icin, Teorem 4.3 de a = 1,
b= -3, h=—2vep =2 alnursa (4.81), (4.82) ve (4.83) durumlar1 saglanir.
Oyleyse 3 egrisi B} uzayinda (1, 3)-Bertrand egrisidir ve (1, 3)-Bertrand eslenik

egrisi 5* timelike birinci binormal vektore sahip spacelike egridir 6yle ki

B (s) =

(sinh s, cosh s, 3 sin s, 3 cos )

=

olarak bulunur. 5* egrisinin Frenet catisi

(cosh s,sinh s,3 cos s, —3sin s)

T*(s) = 2_%

N*(s) = \;E (sinh s, cosh s, —3sin s, —3cos s)
1
Bi (s) = ——= (3 cosh s,3sinh s, cos s, —sin s) ,

—1
—— (3sinh s, 3 cosh s, sin s, cos s)

B; (s) =
2 ( ) \/E
ve egrilik fonksiyonlar k% (s) = v/5/4, k3 (s) = 3v/5/20, k% (s) = —1/+/5 olarak
elde edilir. Ayrica asagidaki esitlikler saglanir

N*(s) = —

By (s) = —
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Ornek 4.6 Ornek 4.4 deki aym Cartan null egri icin, Teorem 4.4 de A = § = 1,
v =0 ve u=—1almrsa, (4.121), (4.122) ve (4.123) durumlar saglanir. Oyleyse
3 egrisi E{ uzaymda (1,3)-Bertrand egrisidir ve (1, 3)-Bertrand eslenik egrisi 3*

bir Cartan null egridir 6yle ki

1
f* (s) = —= (sinh s, cosh s, —sin s, — cos )

V2

olarak bulunur. 5* egrisinin Frenet catisi

T*(s) = % (cosh s,sinh s, — cos s, sin s) ,
N*(s) = % (sinh s, cosh s, sin s, cos s) ,

Bj (s) = % (— cosh s, — sinh s, — cos s,sin s) ,
B;(s) = % (—sinh s, — cosh s, sin s, cos )

ve egrilik fonksiyonlar1 £ (s) = 1, k3 (s) = 0, k} (s) = 1 olarak elde edilir. Ayrica

agagidaki esitlikler saglanir
N*(s) = Bs(s) ve Bj(s)=—N(s).

4.2. Minkowski Uzay-Zamanda Timelike (1, 3)-Normal Diizlemli Bertrand

Egrileri

Bu boliimde, Minkowski uzay-zamanda ortak (1, 3)-normal diizlemleri time-
like olan Bertrand egri giftleri egrilerin farkli casual karakterlerine gore ince-
lenecektir.

B : I — E} egrilikleri 1, ko, k3 ve Frenet catis1 {T, N, By, By} olan bir
(1,3)-Bertrand egrisi ve 3* : I — Ei da egrilikleri s}, k3, % ve Frenet gatisi
{T*,N*, Bf, B3} olmak tizere § min (1,3)-Bertrand eslenik egrisi olsun. Kabul
edelim ki { N, B2} tarafindan gerilen (1, 3)-normal diizlemi timelike diizlem olsun.

Bu durumda agagidaki dért durum séz konusudur.

Durum 4.5 ( sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar1 1, ko, k3 ve birinci binormal
vektorii By spacelike vektor olan bir spacelike egri ve 5* da sifirdan farkh egrilik
fonksiyonlar1 k7, k3, k5 ve birinci binormal vektorii By spacelike vektor olan bir

spacelike egridir.
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Durum 4.6 ( sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 1, k2, k3 ve birinci binormal
vektorii By spacelike olan bir spacelike egri ve 5* egrilikleri k] = 1, k3 # 0, &}

olan bir pseudo null egridir.

Durum 4.7 3 egrilikleri k1 = 1, ko # 0, k3 olan bir pseudo null egri ve 5* sifirdan
farkh egrilik fonksiyonlar1 3, 3, x5 ve birinci binormal vektorti Bf spacelike

vektor olan bir spacelike egridir.

Durum 4.8 f egrilikleri k1 = 1, ko # 0, k3 olan bir pseudo null egri ve 5* da

egrilikleri k] = 1, k5 # 0, s} olan bir pseudo null egridir.
Sirasiyla bu dort durum ayr1 ayri ele alinacaktir.

Durum 4.5 ( sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 k1, k9, k3 ve birinci binormal
vektorii By spacelike vektor olan bir spacelike egri ve 5* da sifirdan farkh egrilik
fonksiyonlar1 k7, k%, k5 ve birinci binormal vektorii B} spacelike vektor olan bir

spacelike egri olsun. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.5 3 : [ C R — E} sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar ry, ko, k3 ve
birinci binormal vektorii B; spacelike vektor olan birim hizli spacelike egri olsun.
Bu durumda f egrisinin, (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi sifirdan farkh egriliklere
ve spacelike birinci binormal vektore sahip spacelike bir egri olan (1, 3)-Bertrand
egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart her s € [ icin agagidaki sartlari saglayan a,

b, h, u # +1 reel sayilar1 vardir;

ariy (s) — briz (s) 2 0, (4.124)

1 = ary (s) + hlars (s) — brs (s)), (4.125)

ks (5) = hisy (5) — ki (5) (4.126)

R (3) iz (5) (0% = 1)+ h(k3 () — K3 (5) + K3 (s)) # 0. (4.127)

Ispat. Kabul edelimki :1 Cc R — E sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar: ky,
Ko, K3 ve birinci binormal vektorii By spacelike vektor olan birim hizli spacelike
egri ve 3* : I* C R — i egrisi 3 egrisinin egrilikleri x}, %, k5 sifirdan farkh ve
spacelike birinci binormal vektore B; sahip olan spacelike (1, 3)-Bertrand eglenik

egrisi olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s € [ igin * agagidaki formda
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yazilabilir
B(s") = B7(f(5)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s)- (4.128)
Burada a(s) ve b(s), I iizerinde C'*—fonksiyonlardir. (4.128) denkleminde s ye

gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullanihirsa
T*f = (1 —ar1)T + a'N + (aky — brz) By + V' By (4.129)
elde edilir. Bu son egitlik sirasiyla N ve Bs ile carpilirsa
ad=0 ve bV=0 (4.130)
bulunur. (4.130) denklemi (4.129) denkleminde yazihirsa
T*f' = (1 - ar1)T + (ake — br3) By (4.131)

bulunur. (4.131) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa

(f')? = (1 = ar1)? + (ars — brs)® (4.132)
oldugu goriiliir. Eger
1— —b
5= ffml ve =R 5 iy (4.133)

alinirsa (4.131) denkleminden
T =0T +vBy (4.134)

elde edilir. (4.134) denkleminde s ye gore tiirev alimir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa
e f'KIN* = §'T + €3(dk1 — Yho) N + 7' By — €97k3Bo (4.135)
bulunur. Bu denklem sirasiyla 7' ve B ile garpilirsa
=0 ve =0 (4.136)

elde edilir. Kabul edelim ki v = 0 olsun. Bu durumda (4.134) denkleminden N
ile N* vektorlerinin lineer bagimli oldugu goriiliir. Boliim 3 den bu bir celigkidir.

Dolaysiyla v # 0 dir. Oyleyse (4.133) denkleminden

aky — brz # 0
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ve

1 = aky + h(aky — bkg)

elde edilir. Burada h = §/v. (4.136) denklemi (4.135) de kullanilirsa

ng/KJTN* = 62(651 — 752)]\[ — 62’}/5332
oldugu goriiliir. (4.138) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa
()2 (1)) = €2(0k1 — yk2)* + er’r

bulunur. (4.133) ve (4.139) denklemlerinden

(aky — brs)?
(f')?
elde edilir. (4.137) denklemi (4.132) denkleminde yazilirsa

[Gg(hl‘il — l€2)2 + €4I€§]

e (f')*(k7)" =

(f)? = (arg — brs)*[h? + 1]

oldugu goriiliir. (4.141) ve (4.140) denklemlerinden

* * 1
62(f,)2(“1)2 = h2—+1[€2(hl€1 — /@)2 + 64/<¢§]

bulunur. Eger

€2(0k1 — YKa)  €x(akg — bK3)

A = " ” = " ” [hlil — 52],
e f'K] 62(]0/)2“01
—€Yk3  €a(akg — bk
/\2 * L1 ,.% = (* 2/ 2 *3)"13
€5 'K} 62(f) K1

alinirsa (4.138) denkleminden

]\F< == )\1N+ )\232

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)

bulunur. (4.145) denkleminde s ye gore tiirev aliir ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

—f//{{T* + f//‘i;Bik = —Kll/\lT + )\llN + ()\1:‘4}2 + )\2/4)3)B1 + )\I2B2

elde edilir. Bu denklem sirasiyla N ve Bs ile carpilirsa

N =0 ve X,=0
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bulunur. Ay # 0 oldugundan, (4.143) ve (4.144) denklemlerinden
— ks = hky — Ko (4.148)

elde edilir. (4.140) den dolay1 u = A\y/Ag # 1 dir. (4.147) ve (4.146) denklem-
lerinden

—f//iTT* + f//‘i;Bik = —Hl)\lT + ()\1/12 — )\2/4}3)31 (4149)

oldugu goriiliir. Ayrica (4.131) ve (4.149) denklemlerinden
f'k53BY = A(s)T + B(s) B

bulunur. Burada

—éy(akry — bK3)

A = S )

[Hlﬁg(h2 - 1)+ h(—/i% + /ig + H%)]

ve
Egh(a:‘ig — b/€3)

es(f')?ri(h* +1)

dir. f'k5B; # 0 oldugundan dolay1

B(s) = [K1ko(h? — 1) 4+ h(—K2 + K3 + K3)]

rika(h® — 1) 4+ h(—kK3 + K3 + K3) # 0

oldugu gortiliir.

Tersine, kabul edelim ki 3 : I C R — Ef sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar
K1, Ko, k3 ve birinci binormal vektorii By spacelike vektor olan birim hizli spacelike
egri olsun ve a, b, h, u # +1 reel sayilar icin, (4.124), (4.125), (4.126) ve (4.127)

durumlar: saglansin. Bu durumda bir 5* egrisi agagidaki gibi tammlanabilir
B*(s*) = B(s) +aN(s) + bBay(s). (4.150)

(4.150) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa
ag’
ds = (1 — CLKJl)T + (CZK,Q — b/ﬁjg)Bl (4151)
bulunur. (4.151) ve (4.125) denklemlerinden
dp”
T (aky — bk3)[WT + By (4.152)
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elde edilir ve bu denklem yardimiyla

ds* ||dB”
ds || ds

f’: :ml(aliz—bﬁg)Vh2+1>0

seklinde tamimlanir. Burada m; = 41 6yle ki my (aky — bkz) > 0 dir. (4.152)

denklemi yeniden yazilarak

my

vVh2+1

elde edilir. Buradan g(7™,7*) = 1 oldugu goriiliir. (4.153) denkleminde s ye gore

T =

[hT + By (4.153)

tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa

dT™ mi€s
= hki — ko) N — k3B 4.154
ds* f,\/m[( 1 2) 3 2] ( )

bulunur. (4.154) denkleminden

o dT* _ \/Mg[(hlil — Kg)? — K2 (4.155)
1 dS* f/\/m .

elde edilir. Burada my = F1 6yle ki ma[(hry — kg)? — k2] > 0. (4.154) ve (4.155)
denklemlerinden

€ dI™ mi€x€s

N == =
KT ds*  \/mal(hwy — ka)? — K3

[(hk1 — K2)N — K3 By (4.156)

oldugu bulunur. Buradan g(N*, N*) = eamsy = €} oldugu goriiliir. Eger

,— __mesea(hrr — ko) — ve A= —M€aRs _ (4157)
Vma[(hk1 — k2)? — k3] Vma[(hky — k2)? — K]
alinirsa, (4.156) denkleminden
N* = X\sN + \yBy (4.158)

elde edilir. (4.158) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.1) de verilen Frenet
denklemleri kullanilirsa

,dN*
ds*

f = —)\3/'€1T + )\éN + (/\3/‘%2 — )\4/‘%3)31 + )\QBQ (4159)

oldugu goriiliir. (4.126) de s ye gore tiirev alinirsa

(hw'y — wh)ks — (hky — Rg)ky =0 (4.160)
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elde edilir. (4.157) de s ye gore tiirev alinir ve (4.160) kullanihirsa
N, =0 ve N, =0 (4.161)

oldugu bulunur. (4.157) ve (4.161) denklemleri (4.159) denkleminde yerine yazilirsa

dN* —myeyeariy(hiy — Ka) myeyea[ra(hry — ko) + K3
- = y 5B (4.162)
ds* fry/mof(hry — k2)? — k3] f'y/maf(hky — k2)? — K]
elde edilir. (4.153) ve (4.155) denklemlerinden
my/ma[(hky — K9)? — K2
1T = hT'+ B 4.1
K1 f/(hQ + 1) [ + 1] ( 63)
oldugu goriiliir. (4.162) ve (4.163) denklemleri birlikte kullamldiginda
AN P(s)
— 1T"=——=[T — hB 4.164
ds* + K1 R(S) [ 1} ( )
bulunur. Burada
P(s) = —maeses]rira(h® — 1)+ h(k? — k3 + K3)] # 0,
R(s) = f(R?+ 1)y mal(hm — o) — w3] # 0
olarak elde edilir. (4.164) denkleminden
= |k1ka(h? — 1) + h(k? — K3 + K3)| (4.165)
VB2 + 1y/ma[(hky — k2)? — K2
oldugu goriiliir. (4.164) ve (4.165) denklemlerinden
1 dN* —M1M3E€2
= —|—+rT" = ————[T - hB 4.166
1 lié[ ds* 1 ] \/m [ 1] ( )

bulunur. Burada

g — |1k (h? — 1) + h(k? — K3 + K3)| _
(k1k2(h? — 1) + h(k? — K3 + K2))

dir. (4.166) denkleminden, ¢g(Bj, Bf) = 1 oldugu goriiliir. Birim Bj vektorii

+1

B; = =M\ N — A\3B, olarak tanimlanabilir, yani

B = mi€seaks B myesea(hky — Ka) B, (4.167)
Vmal(hry — ka)? — K3 Vma|(hty — k)% — K]
seklinde tammlanabilir. Buradan g(Bj, By) = maey = € = —¢; bulunur. Son
olarak
o= oo By = e L

ds* "2 T pr fmal(hrer — )? — K]
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olarak bulunur. Sonug olarak 5* egrisi sifirdan farklh egrilik fonksiyonlar1 7,
K5, ks ve birinci binormal vektorii By spacelike vektor olan bir spacelike egridir
ve span{ N*, B3} =span{N, By} oldugundan [ egrisinin (1,3)-Bertrand eglenik
egrisidir.

Durum 4.6 ( sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 s, k2, k3 ve birinci binormal
vektorii By spacelike vektor olan bir spacelike egri ve 8* egrilikleri k] = 1, k3 # 0,

k5 olan bir pseudo null egri olsun. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.6 3 : [ C R — K} sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar1 ry, ko, k3 ve
birinci binormal vektorii B; spacelike vektor olan birim hizli spacelike egri olsun.
Bu durumda [ egrisinin, (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi sifirdan farkli ikinci egrilik
fonksiyonuna sahip bir pseudo null egri olan (1,3)-Bertrand egrisi olmasi igin
gerek ve yeter sart her s € I icin asagidaki sartlar: saglayan a, b, h, @, # 0,

o 7 0 reel sayilar1 vardir;

aky (s) — brss (s) # 0, (4.168)
1 — ary (s) = hlaks (s) — brs (5)), (4.169)
s (5) = iz (5) = iy (ars () — brs (), (4.170)
i3 (5) = pa(ars (5) — brss (5)). (4.171)

Burada p2 = 2.

Ispat. Kabul edelimki 3:7 c R — E sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar: ky,
Ko, k3 ve birinci binormal vektorii By spacelike vektor olan birim hizli spacelike
egri ve 8 : I* C R — Ej egrisi 3 egrisinin egrilikleri k] = 1, k% # 0, k% olan
pseudo null (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her

s € I i¢in 5" agagidaki formda yazilabilir
B7(s*) = B°(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s). (4.172)

Burada a(s) ve b(s), I iizerinde C'*—fonksiyonlardir. (4.172) denkleminde s ye

gore tiirev alimir, (2.1) ve (2.3) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa

T f'= (1 —ar))T + a' N + (aky — bk3) By + b' By (4.173)
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elde edilir. Bu son egitlik sirasiyla N ve Bs ile carpilirsa
ad=0 ve V=0
bulunur. (4.174) denklemi (4.173) denkleminde yazilirsa
T*f" = (1 —ar1)T + (aky — br3) By
bulunur. (4.175) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa
(f)? = (1 — ary)* + (arky — brs)?
oldugu goriiliir. Eger
1l —ar aKke — bks

0= ve v =

f f

alinirsa, (4.175) denkleminden

(4.174)

(4.175)

(4.176)

(4.177)

(4.178)

elde edilir. (4.178) denkleminde s ye gore tiirev alimir, (2.1) ve (2.3) de verilen

Frenet denklemleri kullanilirsa

es['KIN* = 0'T + e3(0ky — Yho)N + ' By — €97k3Bs

bulunur. Bu denklem sirasiyla 7' ve B ile garpilirsa

=0 ve ~'=0

(4.179)

(4.180)

elde edilir. Kabul edelim ki v = 0 olsun. Bu durumda (4.178) denkleminden N

ile N* vektorlerinin lineer bagimli oldugu goriiliir. Boliim 3 den bu bir celigkidir.

Dolayisiyla v # 0 dir. Oyleyse (4.177) denkleminden
ake — brz # 0

ve

1 — aky = h(aky — bk3)

elde edilir. Burada h = §/v. (4.180) denklemi (4.179) de kullanilirsa

esf'KIN* = €3(0ky — Yka) N — €yK3Bo
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oldugu goriiliir. (4.182) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa
(6k1 — YK2)? = VK3 (4.183)

bulunur. (4.181) denklemi (4.176) denkleminde yazilirsa

(f')? = (ary — brs)’[h* + 1] (4.184)
elde edilir. Eger
No= 62(5:; f;;’f”z) - 62(”2;,,)_2[’“3) (i1 — k], (4.185)
Ao ;;;7;3 - EZ(G’Z;,)_ZZ)“?’)@ (4.186)
alinirsa (4.182) denkleminden
N* = \N + By (4.187)

bulunur. (4.187) denkleminde s ye gore tiirev almir, (2.1) ve (2.3) de verilen

Frenet denklemleri kullanilirsa
['rsBy = =i M T + N{N + (A1kg + Aak3) By + Ay B (4.188)
elde edilir. Bu denklem sirasiyla N ve Bs ile carpilirsa
AN=0 ve XN,=0 (4.189)
bulunur. (4.177), (4.183), (4.185), (4.186) ve (4.189) denklemleri kullanilarak

hiky — ke = py(aky — bks),
K3 = g(ake — bR3)
elde edilir. Burada uf = p3, py, 1y € R/{0}.

Tersine, kabul edelim ki 3 : I C R — E{ sifirdan farkh egrilik fonksiyonlar:
K1, Ko, k3 ve birinci binormal vektorii By spacelike vektor olan birim hizli spacelike
egri olsun ve a, b, h, u # %1 reel sayilar i¢in, (4.168), (4.169), (4.170) ve (4.171)

durumlart saglansin. Bu durumda bir 5* egrisi agagidaki gibi tammlanabilir

B*(s*) = B(s) +aN(s) + bBa(s). (4.190)
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(4.190) denkleminde s ye gore tiirev almir ve (2.1) verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa
ag*
T = (1 —ary)T + (aky — br3) By (4.191)
bulunur. (4.191) ve (4.169) denklemlerinden
ag”
ds = (alig — ng)[hT + Bl] (4192)

elde edilir ve bu denklem yardimiyla

ds* B ds*
ds || ds

fr= =my(aky — br3)Vh2+1>0

seklinde tamimlanir. Burada m; = £1 6yle ki my (aky — brz) > 0. (4.192) den-

klemi yeniden yazilarak
my

VvVh%z+1

elde edilir. Buradan g(7*,7*) = 1 oldugu goriiliir. (4.193) denkleminde s ye gore

T =

[hT + By] (4.193)

tiirev alimur, (2.1) de verilen Frenet denklemleri, (4.170) ve (4.171) kullanilirsa

dT™ €9
= N — u,B 4.194
ds* \/m[ul 2 2] ( )

elde edilir. Buradan g (dT*/ds*,dT*/ds*) = 0 oldugu goriiliir. Oyleyse (4.194)

denkleminden, k7 =1 ve

€2
N* = N — p,B 4.195
T [y N = 15 Bs)] (4.195)

oldugu goriiliir. (4.195) denkleminde s ye gore tiirev alimir ve (2.1) de verilen

Frenet denklemleri kullanmilirsa

dN* €
ot 7 (h22+ 1 [—py 1T + (py k2 + pokis) B (4.196)

elde edilir. (4.196) denklemi kullanilarak

2
dN*|| \/M%’f% + (H1FR2 + poks)

g 4.197
o= [AGESY 4197
bulunur. (4.196) ve (4.197) denklemlerinden
€
By - [—pama T + (12 + poks) Bil (4.198)

1 =
2
\/M%FG% + (K2 + pipk3)
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olarak elde edilir. Oyleyse g (N*, Bj) = 1 olacak sekilde asagidaki gibi bir null

vektor B3 tanimlanabilir

B} = — N+ —B,

My Ho

il [ ! ! ] . (4.199)

(4.198) ve (4.199) denklemleri kullamlarak

—e3 (W? + 1) (k] 4 K5 — K3)

Ky =
2f’\/u?f<a? + (112 + fighis)’

elde edilir. Sonug olarak 5* egrisi ikinci egriligi sifirdan farkl olan bir pseudo null

egridir ve span{/N*, B} =span{N, By} oldugundan [ egrisinin (1,3)-Bertrand

eslenik egrisidir.

Durum 4.7 (3 egrilikleri k1 = 1, k3 # 0, k3 olan bir pseudo null egri ve 5* sifirdan
farkh egrilik fonksiyonlar1 3, 3, x5 ve birinci binormal vektorti Bf spacelike

vektor olan bir spacelike egri olsun. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.7 3: 1 C R — E{ egrisi egrilikleri k1 = 1, kg # 0, x5 olan bir pseudo
null egri olsun. Bu durumda f§ egrisinin, (1, 3)-Bertrand eslenik egrisi sifirdan
farkl egriliklere ve spacelike birinci binormal vektore sahip spacelike bir egri olan
(1,3)-Bertrand egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart her s € [ i¢in agagidaki

sartlar1 saglayan a, b, h, p reel sayilar1 vardir;

atis () — b (3) £ 0, (4.200)

1 = b+ h(aks (s) — brs (s)), (4.201)

— ks (8) = h+ ks (s), (4.202)

Ko (8) — 2ko (8) K3 (8) h — Ko (s) h* # 0. (4.203)

Ispat. Kabul edelim ki §: I C R — E? egrisi egrilikleri k1 = 1, kg # 0, k3
olan birim hizli bir pseudo null egri ve 8* : I* C R — E{ egrisi  egrisinin
egrilikleri 7, k3, k5 sifirdan farkh ve spacelike birinci binormal vektére Bj sahip
olan spacelike (1, 3)-Bertrand eslenik egrisi olsun. Bu durumda, her s* € I* ve

her s € [ i¢in 5* agagidaki formda yazilabilir

BH(s") = B°(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s). (4.204)
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Burada a(s) ve b(s), I iizerinde C'*—fonksiyonlardir. (4.204) denkleminde s ye

gore tiirev alimir, (2.1) ve (2.3) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa
T*f'=(1—-0b)T+dN + (aky — bk3) By + b' By (4.205)
elde edilir. Bu son esitlik sirasiyla N ve Bj ile ¢arpilirsa
ad=0 ve V=0 (4.206)
bulunur. (4.206) denklemi (4.205) denkleminde yazilirsa
T*f = (1—=0b)T + (arke — br3) By (4.207)
bulunur. (4.207) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa
(f)? = (1 —0)*+ (ary — brs)? (4.208)

oldugu goriiliir. Eger

10

5 _ v 73
f ! f

(4.200)
alinirsa (4.207) denkleminden
T* = 6T + B, (4.210)

elde edilir. (4.210) denkleminde s ye gore tiirev alir, (2.1) ve (2.3) de verilen

Frenet denklemleri kullanilirsa
esf'KIN* = 8T + (6 + vk3)N + 7' By — vk B (4.211)
bulunur. Bu denklem sirasiyla T' ve Bj ile garpilirsa
=0 ve =0 (4.212)

elde edilir. Kabul edelim ki 4 = 0 olsun. Bu durumda (4.210) denkleminden N
ile N* vektorlerinin lineer bagimli oldugu goriiliir. Boliim 3 den bu bir geligkidir.

Dolayisiyla v # 0 dir. Oyleyse (4.209) denkleminden
aky — brg # 0

ve

1 — b= h(aky — bk3) (4.213)
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elde edilir. Burada h = §/v. (4.212) denklemi (4.211) de kullanilirsa
e[ KIN* = (6 + yKk3)N — yro By (4.214)
oldugu goriiliir. (4.214) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa
e (f)*(K1)" = —27k2(0 + yrs) (4.215)

bulunur. (4.209) ve (4.215) denklemlerinden

—2ko(aky — br3)?
(f')?
elde edilir. (4.213) denklemi (4.208) denkleminde yazilirsa

e (f')*(w7)* = (h + ks) (4.216)
(f")? = (ary — brs)* (B* + 1) (4.217)

oldugu goriiliir. (4.217) ve (4.216) denklemlerinden

—2 (h+ k) (4.218)

bulunur. Eger

d+k3  (aky — brg) (h + K3)

A - , 4219
L afs & (f) i 21
— — —b
W Sl el b (2m)
ST &5 (f')" ki
alinirsa (4.214) denkleminden

bulunur. (4.221) denkleminde s ye gore tiirev almir, (2.1) ve (2.3) de verilen

Frenet denklemleri kullanilirsa
—f'RIT* + f'r3BY = —=XT 4+ NN + (Akg — Aak3) By + Ay B (4.222)
elde edilir. Bu denklem sirasiyla N ve Bs ile carpilirsa
AN=0 ve XN,=0 (4.223)
bulunur. Ay # 0 oldugundan, (4.219) ve (4.220) denklemlerinden

—pky = h + K3 (4.224)
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elde edilir. Burada p = A\;/A\y dir. (4.223) ve (4.222) denklemlerinden

—f//iTT* -+ f/H;Bik = —)\QT + ()\1/12 — )\253) Bl
oldugu goriiliir. Ayrica (4.207) ve (4.225) denklemlerinden
f'k5By = A(s)T + B(s)B;

bulunur. Burada

~ (aky — brs) 9
A(s) = SRR+ 1) (Ko — 2Kak3h — Koh?|

ve
B(S) = —(Cbliz — bli?')h [/€2 — 2/€2K}3h — K'/Qh?]

es(f")?k1(h? + 1)
dir. f'k5B7 # 0 oldugundan dolay1

Rg — 2/€2H}3h — thQ 7é 0

oldugu gortiliir.

(4.225)

Tersine, kabul edelim ki 3 : I C R — K} egrisi egrilikleri k1 = 1, kg # 0,

k3 olan birim hizli bir pseudo null egri olsun ve a, b, h, p reel sayilar icgin,

(4.200), (4.201), (4.202) ve (4.203) durumlar saglansin. Bu durumda bir §*

egrisi agagidaki gibi tanimlanabilir

B*(s*) = B(s) + aN(s) + bBay(s).

(4.226)

(4.226) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.3) de verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa
dg*
ds = (1 — b)T + (QHQ — b/ﬂlg)Bl
bulunur. (4.227) ve (4.201) denklemlerinden,
d *
dﬁs = (aky — br3) [T + B

elde edilir ve bu denklem yardimiyla

ds* || dB"
ds || ds

f=

20

= my(aky — br3)Vh?2+1>0

(4.227)

(4.228)



seklinde tanmimlanir. Burada m; = =1 6yle ki my (aky — brs) > 0 dir. (4.228)

denklemi yeniden yazilarak

my

N/

elde edilir. Buradan ¢g(7*,7*) = 1 oldugu goriiliir. (4.229) denkleminde s ye gore

T =

[hT + By] (4.229)

tiirev alimir ve (2.3) de verilen Frenet denklemleri kullanilirsa

dr™ my
ds* = f/\/m[(h‘f‘ Iig)N - RQBQ] (4230)

bulunur. (4.230) denkleminden

o || _ v 2maka(h + K3) (4.231)
P lds VR + 1 '

elde edilir. Burada my = F1 oyle ki mgka(h + r3) > 0. (4.230) ve (4.231)

denklemlerinden

€ dI™ myey
’%T ds* \/2m2/£2(h + I<,3>

N* = [(h + /ﬁ}g)N - KJQBQ] (4232)

oldugu bulunur. Buradan g(N*, N*) = —mgy = €} oldugu goriiliir. Eger

/\3 _ mleg(h + Hg) ve )\4 _ —mle§H2
\/2m2l£2(h+ I€3) \/2m2/-£2(h+ 1{3)

alinirsa, (4.232) denkleminden

(4.233)

N* = AsN + A\ B, (4.234)

elde edilir. (4.234) denkleminde s ye gore tiirev alimir ve (2.3) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

dN*
Fomr = = MT+ XN + (Ashia = Aaria) Bi + Ny By (4.235)

oldugu goriiliir. (4.202) de s ye gore tiirev alimirsa
Kako — (h+ K3) Ky =0 (4.236)
elde edilir. (4.233) de s ye gore tiirev alinir ve (4.236) kullanilirsa

A,=0 ve X, =0 (4.237)
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oldugu bulunur. (4.233) ve (4.237) denklemleri (4.235) denkleminde yerine yazilirsa,

dN* 5 5 h+2
S €5M1 K esmyka (h + 2K3) B (4.238)
dS f’\/2m2/f2(h + I{3) f’\/QTI’LQﬁQ(h + /433)
elde edilir. (4.229) ve (4.231) denklemlerinden,
2 h
RIT* = mumatiz (W4 5s) g (4.239)

B f’\/2m21€2(h -+ I€3) (h2 + 1)
oldugu goriiliir. (4.238) ve (4.239) denklemleri birlikte kullanildiginda,

dN* X(s) Y (s)
T = T B 4.240
gs M R(s) N R(s) ( )
bulunur. Burada
X(s) = —myms (lig — 2K9K3h — m2h2) #£0,

Y (8) = mlmgh (/ig — 252/4,3h — liQhQ) ,

R(s) = f'\/2m2/<;2(h + K3) (h2 + 1)

olarak elde edilir. (4.240) denkleminden,

|I€2 — 2&2/‘13}1 — K2h2|

Ky = 4.241
2 f’\/2m2/12(h + /ig)\/h2 +1 ( )
oldugu goriiliir. (4.240) ve (4.241) denklemlerinden,
1 dN* —Mmimem
P = o+ RTY = ——=2[T — hB] (4.242)
K3 ds*

VvVh%z+1

bulunur. Burada

-2 h — Koh?
_ ’/ﬁg KoK3 K9 ’ — 41

ms
Ro — 2H2K3h — /ﬁ)ghz

dir. (4.242) denkleminden, ¢(Bj, Bf) = 1 oldugu goriiliir. Birim Bj vektorii

B; = A\3N — \4B5 olarak tamimlanabilir, yani

m1€s
2 = \/szﬁ;;_'_ ) [(h+ K3)N + K2 By
seklinde tamimlanabilir. Buradan g(Bj, By) = my = €; = —eb bulunur. Son
olarak,
iy = g(WB gy _maravPAL

ds*’ 2) = f'\/2maka(h + K3)

olarak bulunur. Sonug olarak " egrisi sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 x7,

K5, ks ve birinci binormal vektorii By spacelike vektor olan bir spacelike egridir
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ve span{N*, B3} =span{N, By} oldugundan 3 egrisinin (1, 3)-Bertrand eglenik
egrisidir.

Durum 4.8 f egrilikleri k; = 1, ko # 0, k3 olan bir pseudo null egri ve g*
da egrilikleri ] = 1, k3 # 0, x5 olan bir pseudo null egri olsun. Bu durumda

agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.8 3 : [ C R — Ef egrisi egrilikleri k; = 1, ko # 0, k3 olan bir
pseudo null egri olsun. Bu durumda f egrisinin, (1,3)-Bertrand eglenik egrisi
sifirdan farkli ikinci egrilige sahip pseudo null bir egri olan (1, 3)-Bertrand egrisi
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her s € I i¢in agagidaki sartlar1 saglayan A # 0, v,

p ¢ {0,1} reel sayilar vardr;

Ak (8) — pks (s) # 0, (4.243)
L= p+y(Arz (s) = pnis (s), (4.244)
v+ g (5) = 0. (4.245)

Ispat. Bu teoremin ispati [14] makalesinde goriilebilir.

4.2.1. Baz1 Ornekler

Bu boliimde Boliim 4.2. deki teoremlere iligkin érnekler verilecektir.

Ornek 4.7 Timelike asli normale N sahip spacelike egri /3,

1
— — (cosh 2s, sinh 2s, V6 sin s, V6 cos
B(s) \/1_0< s, sinh 2s in s s)

olarak verilsin. (8 egrisinin Frenet gatisi

1
T(s) = 7 (ﬂsinh 25,v/2cosh 2s,v/3cos s, —/3sin s) ,
1
% (—2\/§cosh 2s, —2v/2sinh 25, v/3 sin s, v/3 cos s) ,

1
By (s) = ﬁ (—\/gsinh 2s, —v/3cosh 25,7/ 2cos s, —V/2sin s) ,

1
By (s) = 7 (\/gcosh 2s,v/3sinh 2s, —2v/2sin s, —2v/2 cos 3)

ve egrilik fonksiyonlar1 ky (s) = 1, ky(s) = V6, k3 (s) = 2 olarak elde edilir.
Teorem 4.5 de, a = 2, b = 2v/6, h = V/6/12 ve u = 25v/6/48 alinirsa (4.124),

N (s) =
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(4.125), (4.126) ve (4.127) durumlar saglanir. Oyleyse 3 egrisi Ei uzaymda
(1, 3)-Bertrand egrisidir ve (1, 3)-Bertrand eslenik egrisi *, timelike asli normale

N* sahip spacelike bir egridir 6yle ki

B* (s) = <@ cosh 2s,

v 10
5 sinh 2s, —v15sin s, —v 15 cos s)

olarak elde edilir. * egrisinin Frenet catisi

(\/_ 2sinh 25, v/2 cosh 2s, —v/3 cos s, v/3sin s)

( 2v/2 cosh 25, —2v/2 sinh 2s, —V/3 sin s, —v/3 cos s)
( V/3sinh 2s, —v/3 cosh 25, —v/2 cos 5, V2 sin s)

Bj(s) = (\/gcosh 2s,v/3sinh 25, 2v/25sin s, 2v/2 cos s)

EIHEIHHHMH

ve egrilik fonksiyonlar1 &} (s) = 1/5, k3 (s) = v/6/5, k3 (s) = 2/5 olarak bulunur.

Ayrica agagidaki esitlikler saglanir

Vo = Evav e + 8,0,
B (s) = —?N (s) — %Bg (s).

Ornek 4.8 Ornek 4.7 deki aym spacelike egri icin, Teorem 4.6 da a = — (1 + \/6),
=— (V6+7) /2, h=2+6ve ji; = py = 2 alnirsa (4.168), (4.169), (4.170) ve
(4.171) durumlar saglanir. Oyleyse 3 egrisi E¢ uzaymda (1, 3)-Bertrand egrisidir
ve (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi 8* bir pseudo null egridir syle ki
(2v2+V3)
2v/

olarak bulunur. * egrisinin Frenet catisi

B (s) =

(cosh 2s, sinh 2s, 4 sin s, 4 cos )

1

T*(s) = —= (sinh 2s, cosh 25,2 cos s, —2sin s) ,
V5
2
N*(s) = —\/_ (cosh 2s,sinh 2s, — sin s, — cos s) ,
95 + 206

2

Bf (s) = 7 (sinh 2s, cosh 2s, —2 cos s,25sin s) ,
55 + 20v6

B3 (s) = —+\/_ (cosh 2s, sinh 2s, sin s, cos s)

o4



ve egrilik fonksiyonlar1 k% (s) = v/5/4, k} (s) = 3v/5/20, ki (s) = —1/+/5 olarak

elde edilir. Ayrica asagidaki esitlikler saglanir

2

N*(s) = m[—N(3)+B2(8)]>
B = V0 v+ By,

Ornek 4.9 [14] Pseudo null egri 3

3 1 1
B(s) = —= <§ cosh 3s, 9 sinh 3s, sin s, — cos s)

olarak verilsin. (3 egrisinin Frenet ¢atisi

T(s) = \/il_()(g sinh 3s, 3 cosh 3s, cos s, sin s),

N (s) = \/il_O (cosh 3s,sinh 3s, —sin s, cos s) ,
By (s) = \/Ll_() (3sinh 3s, 3 cosh 3s, — cos s, —sin s) ,
Bs (s) = L (— cosh 3s, — sinh 3s, — sin s, cos s)

ve egrilik fonksiyonlar: k; (s) = 1, ko (s) = 3, k3 (s) = 4/3 olarak elde edilir. Teo-
rem 4.7dea=0b=—-9/16, h = —5/3 ve pu = 1/9 almursa (4.200), (4.201), (4.202)
ve (4.203) durumlar saglanir. Oyleyse 3 egrisi Ef uzaymda (1, 3)-Bertrand egri-
sidir ve (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi " spacelike birinci binormal vektore Bj
sahip spacelike egridir dyle ki

1 1 9 9
B (s) = <—ﬁmcosh 3s, —ﬁmsinh 3s, 1—6\/1_Osin 5, ——

1
16\/_00088)

olarak bulunur. S* egrisinin Frenet catisi

2 2 9 9
T (s) = ( — \/85sinh 3s, —85\/§cosh33, g\/gcoss, g\/gshw) ,

——\/_cosh?)s ——\/_smh?)s ——\/_Slns —\/_coss)

9 2
h3s, ——V h3s, ——V/ ——\/ i
( 5 /85 sin 3s, TS 85 cosh 3s, TS 85 cos s, 35 85 sin s) )

3 2
5\/gcosh3s —\/gsmh?)s 5\/gsms ——\/_coss>
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ve egrilik fonksiyonlar1 k% (s) = 24+v/2/85, k3 (s) = 96v/2/85, ki (s) = 8/2/5

olarak elde edilir. Ayrica agagidaki esitlikler saglanir

N*(s) = %\/izv(s)+g\/§32(s>,

Bi(s) = %\/iN(s)—g\/iBz(s).

Ornek 4.10 Ornek 4.9 deki aym pseudo null egri i¢in, Teorem 4.8 de A = —17/18,
p = —1vey = —4/3 almirsa (4.243), (4.244) ve (4.245) durumlar saglanir.

Oyleyse 3 egrisi E} uzayinda (1, 3)-Bertrand egrisidir ve (1, 3)-Bertrand eslenik
egrisi 5% bir pseudo null egridir dyle ki

B (s) = — (cosh 3s, sinh 3s, —9sin s, 9 cos s)

610

olarak bulunur. 5* egrisinin Frenet catisi

1
T*(s) = —— (—sinh 3s, — cosh 3s,3 cos s, 3sin s) ,

V10
-3v10
25

N*(s) = (cosh 3s, sinh 3s, sin s, — cos s) ,

-3
Bi (s) = — (sinh 3s, cosh 3s, 3 cos s, 3sin s) ,

V10
5v/10

B3 (s) = 15 (cosh 3s, sinh 3s, — sin s, cos s)

ve egrilik fonksiyonlar ki (s) = 1, k3 (s) = 12/25, k (s) = 4/3 olarak elde edilir.
Ayrica agagidaki egitlikler saglanir

N 18 . 25
N*(s) = —=DBsy(s) ve Bj(s)= 1

5% N(s).
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5. TARTISMA VE SONUC

(1, 3)-Bertrand egrileri ile ilgili yapilan makaleler dikkate alindiginda (1, 3)-
Bertrand egrisi ve eglenik egrisi ayni casual karakterinde diigiintilmiistiir. Buradan
farkh casual karakterindeki egrilerin (1, 3)-Bertrand egri ¢ifti olugturup olustura-
mayacagl sorusu akla gelmistir. Bu sorunun ¢oziimiinii aragtirmak igin (1, 3)-
normal diizlemlerin casual karakterleri dikkate alinmigtir. Buradan bir spacelike
egrisinin (1, 3)-Bertrand eglenik egrisinin spacelike egri diginda timelike, Cartan
null veya pseudo null egri olabilicegi, bir timelike (1, 3)-Bertrand egrisinin (1, 3)-
Bertrand eglenik egrisinin timelike egri diginda spacelike veya Cartan null egri
olabilecegi, Cartan null (1,3)-Bertrand egrisinin (1, 3)-Bertrand eglenik egrisinin
Cartan null egri disinda spacelike veya timelike egri olabilecegi, pseudo null (1, 3)-
Bertrand egrisinin (1, 3)-Bertrand eslenik egrisinin pseudo null egri disginda space-
like egri olabilecegi bulunmustur.

Sonug olarak, farkli casual karaktere sahip egri ¢iftlerinin de (1, 3)-Bertrand
egri ¢ifti olusturabildigi literatiire kazandirilmigtir. Buna benzer calismalar farkh
uzaylarda da caligilabilir. Ornegin, null (1,3)-Bertrand egrileri 4-boyutlu 2-
indeksli yari-Oklidyen uzayda galisilmistir [29].
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