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ÖZET 
 

MĠNKOWSKĠ UZAY-ZAMANDA GENELLEġTĠRĠLMĠġ BERTRAND 

EĞRĠLERĠ 

 

 

UÇUM, Ali 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

DanıĢman: Prof. Dr. Kazım ĠLARSLAN 

Eylül 2015, 68 sayfa 

 

 

 

Bu tez dört bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölüm, giriĢ kısmına ayrılmıĢtır. 

Ġkinci bölümde tezde gerekli olan kavramlar ve tanımlar verilmiĢtir. Üçüncü 

bölümde, Minkowski uzay-zamanda Bertrand eğrilerinin olmadığına dair teoremler 

verilmiĢtir. Dördüncü bölümde, Minkowski uzay-zamanda (1,3)-Bertrand eğrileri, 

(1,3)-normal düzlemin causal karakterine göre sınıflandırılarak iki alt bölümde 

verilmiĢtir. Bu bölümlerde (1,3)-normal düzlemin spacelike veya timelike olma 

durumlarına göre elde edilen eğrilerin (1,3)-Bertrand eğrileri olmalarını ve (1,3)-

Bertrand eĢlenik eğrilerinin casual karakterini de ifade eden teoremler elde edilmiĢtir. 

Ayrıca ilgili örnekler verilmiĢtir. 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzay-zaman, Bertrand eğrileri, (1,3)-Bertrand eğri-  

   leri, null eğriler, pseudo null eğriler, null olmayan eğriler. 
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ABSTRACT 

 

GENERALIZED BERTRAND CURVES IN MINKOWSKI SPACE-TIME 

 

 

UÇUM, Ali 

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Depertment of Mathematics, Master Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Kazım ĠLARSLAN 

September 2015, 68 pages 

 

 

 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the 

introduction. The second chapter contains concepts and definitions which are needed 

throughout the thesis. The third chapter includes the theorems which show that there 

exist no Bertrand curves in Minkowski space-time. The fourth chapter is given with 

two subsections by classifying (1,3)-Bertrand curves according to the causal 

character of (1,3)-normal plane in Minkowski space-time. In these subsections, by 

considering that (1,3)-normal plane is spacelike or timelike, theorems are given for 

the obtained curves to be (1,3)-Bertrand curves. Besides the theorems express the 

casual characters of the (1,3)-Bertrand mate curves. Also, the related examples are 

given. 

 

 

 

 

Key Words: Minkowski space-time, Bertrand curves, (1, 3)-Bertrand curves, null 

                      curves, pseudo null curves, non-null curves. 
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1. G·IR·IŞ

Diferensiyel geometrinin en önemli çal¬̧sma alanlar¬ndan birisi olan e¼griler

teorisinin tarihi Leibniz (1646-1716) ve Newton (1643-1727) un düzlemsel e¼griler

üzerine yapt¬klar¬ araşt¬rmalara kadar dayanmaktad¬r. Monge (1746-1818) taraf¬n-

dan 1771 y¬l¬nda uzay e¼grilerinin teorisi inşa edilmeye başlanm¬̧st¬r. B. de Saint

Venant (1791-1886) taraf¬ndan bir e¼grinin binormal vektör alan¬n¬n tan¬mlan-

mas¬yla da yo¼gun bir şekilde incelenmeye başlayan e¼griler teoresinde öne ç¬kan

problemlerden birisi de e¼grilerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬ problemidir. Bu problemin

çözümünde e¼grinin e¼grilikleri (�1 ve �2) ve e¼grinin Frenet vektör alanlar¬ (T;N;B)

büyük bir öneme sahiptir. E¼grilikler yard¬m¬yla e¼griler için birçok karakterizasyon

verilmi̧stir. Bunlardan en çok bilineni Lancret taraf¬ndan genel helis e¼grileri için

verilen karakterizasyondur. Bu karakterizasyona göre "E3 de, bir e¼grinin genel

helis olmas¬ için gerek ve yeter şart, e¼grinin birinci ve ikinci e¼grilikleri s¬ras¬yla,

�1 ve �2 olmak üzere �1=�2 oran¬n¬n sabit olmas¬d¬r" ([1-3]).

E¼grilerin Frenet vektörleri yard¬m¬yla karakterizasyonlar¬nda e¼gri çiftlerinin

Frenet vektörleri aras¬ndaki ili̧skiler öne ç¬kmaktad¬r. 1845 y¬l¬nda B. de Saint

Venant taraf¬ndan ortaya konulan bir e¼grinin asli normal vektör alan¬n¬n bir

başka e¼grinin asli normal vektör alan¬ olup olamayaca¼g¬ problemi 1850 y¬l¬nda

J. Bertrand taraf¬ndan yay¬nlanan bir makalede cevapland¬r¬lm¬̧st¬r. Böyle bir

ikinci e¼grinin var olmas¬ için gerek ve yeter şart¬n verilen e¼grinin e¼griliklerinin

��1 + ��2 = 1 şart¬n¬ sa¼glamas¬d¬r. Bu tarihten itibaren bu şart¬ sa¼glayan e¼griye

Bertrand e¼grisi ve ikinci e¼griye de bu e¼grinin Bertrand eşlenik e¼grisi ad¬ verilmi̧stir.

Bu e¼gri çiftleri de Bertrand e¼gri çiftleri olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r ([4,5]).

Bertrand e¼grileri Öklid uzay¬nda yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧s ve bir çok

özelli¼gi ortaya konmuştur ([6,7]). 1935 y¬l¬nda, L. R. Pears, Bertrand e¼grilerini n-

boyutlu Öklid uzay¬nda çal¬̧sm¬̧s ve �2 ya da �3 e¼griliklerinin s¬f¬r oldu¼gu sonucuna

ulaşm¬̧st¬r. Bir di¼ger ifadeyle En (n > 3) uzay¬ndaki Bertrand e¼grileri dejenere

e¼grilerdir. Bu durumda, özel olarak tüm e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬ bir e¼gri ele

ald¬¼g¬m¬zda bu e¼grinin Bertrand e¼grisi olmayaca¼g¬ aşikard¬r. 2003 y¬l¬nda Mat-

suda ve Yorozu 4-boyutlu Öklid uzay¬nda Bertrand e¼grilerinin yeni bir s¬n¬f¬n¬

tan¬mlam¬̧slar ve çal¬̧sm¬̧slard¬r. Buna göre E4de tüm e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬
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verilen bir e¼grinin Frenet vektörleri T;N;B1; B2 olmak üzere sp fN;B2g taraf¬n-
dan gerilen düzlem (1; 3)-normal düzlem olarak tan¬mlanm¬̧s, bir e¼grinin (1; 3)-

normal düzlemi başka bir e¼grinin (1; 3)-normal düzlemi oluyorsa bu e¼griye (1; 3)-

Bertrand e¼grisi, di¼ger e¼griye de bu e¼grinin (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi ad¬ ver-

ilmi̧stir ([8,9]).

Bunun yan¬ s¬ra Bertrand e¼grileri Minkowski 3-uzay¬nda ve Minkowski

uzay-zaman E41 de de çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. 2001 y¬l¬nda Ekmekçi ve ·Ilarslan null olmayan

Bertrand e¼grilerini Minkowski 3-uzay¬nda çal¬̧sm¬̧slard¬r. Balgetir ve di¼gerleri

2004 y¬l¬nda null Bertrand e¼grilerini ayn¬ uzayda çal¬̧sm¬̧st¬r. Ayr¬ca, Minkowski

uzay-zamanda (1; 3)-Bertrand e¼grileri ·Ilarslan ve di¼gerleri taraf¬ndan 2014 y¬l¬nda

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalarda Matsudo ve Yorozu taraf¬ndan verilen yöntem takip

edilmi̧stir. Bu çal¬̧smalar¬n d¬̧s¬nda da Bertrand e¼grileri ve (1; 3)-Bertrand e¼grileri

üzerine yap¬lm¬̧s ve farkl¬ özellikleri ortaya koyan çal¬̧smalar da vard¬r ([10-20]).

Yap¬lan bu tüm çal¬̧smalarda (1; 3)-Bertrand e¼grisi ve eşlenik e¼grisi ayn¬

casual karakterli e¼griler olarak ele al¬nm¬̧st¬r. Bu da farkl¬ casual karaktere sahip

e¼grilerin (1; 3)-Bertrand e¼gri çifti oluşturup oluşturamayaca¼g¬ sorusunu akla ge-

tirmi̧stir. Biz bu tez çal¬̧smas¬nda bu soruya cevap vermek ad¬na Bertrand e¼gri-

lerini (1; 3)-normal düzlemlerinin casual karakterine göre s¬n¬�and¬rarak inceledik.

(1; 3)-normal düzlemini s¬ras¬yla spacelike ve timelike düzlem olarak ele ald¬k.

(1; 3)-normal düzlemi null bir düzlem olarak düşünüldü¼günde bu e¼grinin partially

null e¼gri oldu¼gu ortaya ç¬km¬̧st¬r ve bu e¼grinin üçüncü e¼grili¼gi s¬f¬rd¬r. Yani bu

e¼gri E41 nin bir alt uzay¬nda yatmaktad¬r. Bundan dolay¬ (1; 3)-normal düzlemi

null olarak ele al¬nmam¬̧st¬r. Di¼ger durumlar için bir Bertrand e¼grisinin kendi

casual karakterinden farkl¬ Bertrand eşlenik e¼grilerisine de sahip olabilece¼gi gös-

terilmi̧stir. Elde edilen sonuçlar [21] ve [22] makalelerinde yay¬nlanm¬̧st¬r.

1.1. Kaynak Özetleri

Birinci bölüm için B. O�Neill (1983), W. Kuhnel (1999), S. Montiel ve

A. Ros (1998) un kitaplar¬n¬n yan¬ s¬ra R. Lopez (2014), L. R. Pears (1935), H.

Matsuda ve S. Yorozu (2003), N. Ekmekçi ve K. ·Ilarslan (2001), H. Balgetir ve

di¼gerleri (2004) makalelerinden yararlan¬lm¬̧st¬r. Di¼ger bölümlerde yukar¬da ifade
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edilen çal¬̧smalar¬n yan¬ s¬ra ·I. Gök ve di¼gerleri (2014), F. Kahraman ve di¼gerleri

(2014) makalelerinden ve referans listesinde ad¬ geçen makaleler ve kitaplardan

yararlan¬lm¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezde gerekli olan kavramlar ve tan¬mlar verilecektir.

Tan¬m 2.1 (Simetrik Bilineer Form)

Bir reel vektör uzay¬ V için

g : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8u; v; w 2 V için
i. g (u; v) = g (v; u)

ii. g (au+ bv; w) = ag (u;w) + bg (v; w)

g (u; av + bw) = ag (u; v) + bg (u;w)

şartlar¬ sa¼glan¬yorsa g dönüşümüne V reel vektör uzay¬ üzerinde simetrik bilineer

form denir [23].

Tan¬m 2.2 V reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun. 0 6=
w 2 V olmak üzere 8u 2 V için

g (u;w) = 0

ise g ye V üzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-dejeneredir denir.

Bu tan¬ma göre g nin non-dejenere olmas¬ için gerek ve yeter şart 8w 2 V için

g (u;w) = 0 iken u = 0

olmas¬d¬r [23].

Tan¬m 2.3 Minkowski uzay-zaman E41, (x1; x2; x3; x4) E
4
1 in bir dik koordinat

sistemi olmak üzere

g = �dx21 + dx22 + dx23 + dx24;

olarak tan¬mlanan non-dejenere metrik ile donat¬lm¬̧s 4 boyutlu Öklid uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.4 v 2 E41nf0g olmak üzere, e¼ger
i. g(v; v) > 0 ise, v spacelike (uzays¬) vektör

ii. g(v; v) < 0 ise, v timelike (zamans¬) vektör

iii. g(v; v) = 0 ise, v null veya lightlike (¬̧s¬ks¬) vektör

olarak adland¬r¬l¬r ([3]).
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Tan¬m 2.5 v 2 E41nf0g olmak üzere, E41 uzay¬nda v vektörünün normu

jjvjj =
p
jg(v; v)j

olarak tan¬mlan¬r. jjvjj = 1 ise v vektörüne birim vektör denir.

Tan¬m 2.6 v, w 2 E41 olmak üzere, v ve w vektörlerinin dik olmas¬ için gerek ve
yeter şart g(v; w) = 0 olmas¬d¬r ([3]).

Tan¬m 2.7 � : I � R ! E
4
1 bir e¼gri olsun. E¼ger � e¼grisinin 8s 2 I için h¬z

vektörü �0(s) s¬ras¬yla spacelike, timelike veya null vektör ise � e¼grisi s¬ras¬yla

spacelike, timelike veya null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r ([3]).

Tan¬m 2.8 � : I � R! E
4
1 bir e¼gri olsun.

i. � null bir e¼gri olmak üzere, e¼ger 8s 2 I için g(�00(s); �00(s)) = 1 şart¬
sa¼glan¬yorsa � e¼grisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmi̧stir denir.

ii. � null olmayan bir e¼gri olmak üzere, e¼ger 8s 2 I için g(�0(s); �0(s)) =
�1 şart¬ sa¼glan¬yorsa � e¼grisine yay uzunlu¼gu parametresi ile parametrelendirilmi̧stir
denir ([24]).

Miinkowski uzay-zaman E41 de fT;N;B1; B2g � e¼grisi üzerinde hareketli Frenet
çat¬s¬ ve f�1; �2; �3g � e¼grisinin e¼grilik fonksiyonlar¬ olsun. Burada T , N , B1, B2
s¬ras¬yla � e¼grisinin te¼get vektör alan¬, asli normal vektör alan¬, birinci binormal

vektör alan¬ ve ikinci binormal vektör alan¬d¬r.

E¼ger � e¼grisi spacelike veya timelike e¼gri ise, Frenet denklemleri

2

666666
4

T 0

N 0

B01

B02

3

777777
5

=

2

666666
4

0 �2�1 0 0

��1�1 0 �3�2 0

0 ��2�2 0 ��1�2�3�3
0 0 ��3�3 0

3

777777
5

2

666666
4

T

N

B1

B2

3

777777
5

; (2.1)

olarak verilir ([25]). Burada g(T; T ) = �1, g(N;N) = �2, g(B1; B1) = �3,

g(B2; B2) = �4, �1�2�3�4 = �1, �i 2 f�1; 1g, i 2 f1; 2; 3; 4g dir. Ayr¬ca aşa¼g¬-
daki durumlar sa¼glan¬r:

g(T;N) = g(T;B1) = g(T;B2) = g(N;B1) = g(N;B2) = g(B1; B2) = 0:
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E¼ger � e¼grisi Cartan null bir e¼gri ise, Cartan Frenet denklemleri
2

666666
4

T 0

N 0

B01

B02

3

777777
5

=

2

666666
4

0 �1 0 0

�2 0 ��1 0

0 ��2 0 �3

��3 0 0 0

3

777777
5

2

666666
4

T

N

B1

B2

3

777777
5

; (2.2)

olarak verilir ([24]). Burada e¼ger �(s) bir null do¼gru ise �1(s) = 0, di¼ger bütün

durumlarda �1(s) = 1 dir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki durumlar sa¼glan¬r:

g(T; T ) = g(B1; B1) = 0; g(N;N) = g(B2; B2) = 1;

g(T;N) = g(T;B2) = g(N;B1) = g(N;B2) = g(B1; B2) = 0; g(T;B1) = 1:

� e¼grisi spacelike bir e¼gri olmak üzere e¼ger � e¼grisinin asli normal vektör

alan¬ bir null vektör ise özel olarak � e¼grisi pseudo null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r.

E¼ger � e¼grisi pseudo null bir e¼gri ise
2

666666
4

T 0

N 0

B01

B02

3

777777
5

=

2

666666
4

0 k1 0 0

0 0 k2 0

0 k3 0 �k2
�k1 0 �k3 0

3

777777
5

2

666666
4

T

N

B1

B2

3

777777
5

; (2.3)

olarak verilir ([26]). Burada e¼ger �(s) bir null do¼gru ise �1(s) = 0, di¼ger bütün

durumlarda �1(s) = 1 dir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki durumlar sa¼glan¬r:

g(T; T ) = g(B1; B1) = 1; g(N;N) = g(B2; B2) = 0;

g(T;N) = g(T;B1) = g(T;B2) = g(N;B1) = g(B1; B2) = 0; g(N;B2) = 1:

Tan¬m 2.9 ([27]) P , E41 uzay¬n¬n bir alt uzay¬ olsun. E¼ger

i. P üzerinde her s¬f¬rdan farkl¬ vektör spacelike vektör ise P ye spacelike

altuzay,

ii. P üzerinde en az bir timelike vektör var ise P ye timelike altuzay,

iii. di¼ger durumlarda P ye lightlike altuzay denir.

Notasyon � : I � R ! E
4
1 ve �

� : I� � R ! E
4
1 Minkowski uzay-zamanda

e¼griler olsun. Bu tez çal¬̧smas¬ boyunca fT;N;B1; B2g ve f�1; �2; �3g � e¼grisinin
s¬ras¬yla Frenet çat¬s¬ ve e¼grilik fonksiyonlar¬, s de � e¼grisinin yay uzunlu¼gu
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paramteresi veya pseudo yay uzunlu¼gu parametresi olarak al¬nacakt¬r. Benzer

şekilde fT �; N�; B�1 ; B
�

2g ve f��1; ��2; ��3g �� e¼grisinin s¬ras¬yla Frenet çat¬s¬ ve e¼gri-
lik fonksiyonlar¬, s� da �� e¼grisinin yay uzunlu¼gu paramteresi veya pseudo yay

uzunlu¼gu parametresi olarak al¬nacakt¬r.
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3. M·INKOWSK·I UZAY-ZAMANDA BERTRAND E¼GR·ILER·I

Bu bölümde Minkowski uzay-zamanda spacelike, timelike, Cartan null

ve pseudo null e¼grilerin kendisinden başka Bertrand eşlenik e¼grilerine sahip ol-

mad¬¼g¬na dair teoremler verilecektir.

Tan¬m 3.1 � : I � R ! E
4
1, Minkowski uzay-zamanda bir e¼gri olsun. E¼ger her

s 2 I için, � e¼grisinin her � (s) noktas¬ndaki asli normali başka bir �� : I� � R!
E
4
1 e¼grisinin �

� (s�) = �� (f (s)) noktas¬ndaki asli normali ile lineer ba¼g¬ml¬ ise �

e¼grisine Bertrand e¼grisi, �� e¼grisine de � e¼grisinin Bertrand eşlenik e¼grisi denir.

Burada f : I ! I� bir regüler C1 dönüşümdür öyle ki her s 2 I için � n¬n her
�(s) noktas¬na �� ¬n bir ��(s�) = ��(f(s)) noktas¬ kaŗs¬l¬k getirir.

Teorem 3.1 � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve

asli normal vektörü N spacelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike e¼gri olsun. Bu

durumda � e¼grisinin kendisinden başka Bertrand eşlenik e¼grisi yoktur.

·Ispat. � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve asli

normal vektörü N spacelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike e¼gri olsun. Kabul

edelim ki �� e¼grisi, � e¼grisinin kendisinden başka Bertrand eşlenik e¼grisi olsun. �

e¼grisinin asli normal vektörüN spacelike vektör oldu¼gundan �� e¼grisi (i) spacelike

asli normal vektöre N� sahip spacelike e¼gri veya timelike e¼gridir, veya (ii) Cartan

null e¼gridir. Bu durumlar ayr¬ ayr¬ ele al¬nacakt¬r.

(i) �� e¼grisi, spacelike asli normal vektöre N� sahip spacelike e¼gri veya timelike

e¼gri olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda

yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.1)

(3.1) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1)T + �0N + �3��2B1 (3.2)

elde edilir. Bu denklem N ile çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Buradan (3.2) denklemi

T �f 0 = (1� ��1)T + �3��2B1 (3.3)
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olarak bulunur. E¼ger

a =
1� ��1
f 0

ve b =
�3��2
f 0

al¬n¬rsa (3.3) denkleminden

T � = aT + bB1 (3.4)

elde edilir. (3.4) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0��1N
� = a0T + (a�1 � b�2)N + b0B1 � �3b�3B2

bulunur. Bu denklem B2 ile çarp¬l¬rsa, b�3 = 0 elde edilir. Bu bir çeli̧skidir.

(ii) �� e¼grisi, Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için
�� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.5)

(3.5) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet denklem-

leri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1)T + �0N + �3��2B1 (3.6)

elde edilir. Bu denklem N ile çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Buradan (3.6) denklemi

T �f 0 = (1� ��1)T + �3��2B1 (3.7)

olarak bulunur. E¼ger

a =
1� ��1
f 0

ve b =
�3��2
f 0

al¬n¬rsa (3.7) denkleminden

T � = aT + bB1 (3.8)

elde edilir. (3.8) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0N� = a0T + (a�1 � b�2)N + b0B1 � �3b�3B2

bulunur. Bu denklem B2 ile çarp¬l¬rsa, b�3 = 0 elde edilir. Bu bir çeli̧skidir.

Teorem 3.2 � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve

asli normal vektörü N timelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike e¼gri olsun. Bu

durumda � e¼grisinin kendisinden başka Bertrand eşlenik e¼grisi yoktur.
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·Ispat. � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve asli

normal vektörü N timelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike e¼gri olsun. Kabul

edelim ki �� e¼grisi, � e¼grisinin kendisinden başka Bertrand eşlenik e¼grisi olsun.

� e¼grisinin asli normal vektörü N timelike vektör oldu¼gundan �� e¼grisi de asli

normal vektörü N� timelike vektör olan bir spacelike e¼gridir. Bu durumda, her

s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.9)

(3.9) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1)T + �0N + ��2B1 (3.10)

elde edilir. Bu denklem N ile çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Buradan (3.10) denklemi

T �f 0 = (1� ��1)T + ��2B1 (3.11)

olarak bulunur. E¼ger

a =
1� ��1
f 0

ve b =
��2
f 0

al¬n¬rsa (3.11) denkleminden

T � = aT + bB1 (3.12)

elde edilir. (3.12) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

�f 0��1N� = a0T + (b�2 � a�1)N + b0B1 + b�3B2

bulunur. Bu denklem B2 ile çarp¬l¬rsa, b�3 = 0 elde edilir. Bu bir çeli̧skidir.

Teorem 3.3 � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3

olan birim h¬zl¬ timelike e¼gri olsun. Bu durumda � e¼grisinin kendisinden başka

Bertrand eşlenik e¼grisi yoktur.

·Ispat. � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 olan birim

h¬zl¬ timelike e¼gri olsun. Kabul edelim ki �� e¼grisi, � e¼grisinin kendisinden başka

Bertrand eşlenik e¼grisi olsun. � e¼grisinin asli normal vektörü N spacelike vektör

oldu¼gundan �� e¼grisi (i) spacelike asli normal vektöre N� sahip spacelike e¼gri
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veya timelike e¼gridir, veya (ii) Cartan null e¼gridir. Bu durumlar ayr¬ ayr¬ ele

al¬nacakt¬r.

(i) �� e¼grisi, spacelike asli normal vektöre N� sahip spacelike e¼gri veya timelike

e¼gri olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda

yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.13)

(3.13) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1 + ��1)T + �
0N + ��2B1 (3.14)

elde edilir. Bu denklem N ile çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Buradan (3.14) denklemi

T �f 0 = (1 + ��1)T + ��2B1 (3.15)

olarak bulunur. E¼ger

a =
1 + ��1
f 0

ve b =
��2
f 0

al¬n¬rsa (3.15) denkleminden

T � = aT + bB1 (3.16)

elde edilir. (3.16) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0��1N
� = a0T + (a�1 � b�2)N + b0B1 + b�3B2

bulunur. Bu denklem B2 ile çarp¬l¬rsa, b�3 = 0 elde edilir. Bu bir çeli̧skidir.

(ii) �� e¼grisi, Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için
�� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.17)

(3.17) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet den-

klemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1 + ��1)T + �
0N + ��2B1 (3.18)
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elde edilir. Bu denklem N ile çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Buradan (3.18) denklemi

T �f 0 = (1 + ��1)T + ��2B1 (3.19)

olarak bulunur. E¼ger

a =
1� ��1
f 0

ve b =
�3��2
f 0

al¬n¬rsa (3.19) denkleminden

T � = aT + bB1 (3.20)

elde edilir. (3.20) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0N� = a0T + (a�1 � b�2)N + b0B1 + b�3B2

bulunur. Bu denklem B2 ile çarp¬l¬rsa, b�3 = 0 elde edilir. Bu bir çeli̧skidir.

Teorem 3.4 � : I � R! E
4
1 e¼grisi e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan bir Cartan

null e¼gri olsun. Bu durumda � e¼grisinin kendisinden başka Bertrand eşlenik e¼grisi

yoktur.

·Ispat. � : I � R ! E
4
1 e¼grisi e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan bir Cartan

null e¼gri olsun. Kabul edelim ki �� e¼grisi, � e¼grisinin kendisinden başka Bertrand

eşlenik e¼grisi olsun. � e¼grisinin asli normal vektörüN spacelike vektör oldu¼gundan

�� e¼grisi (i) spacelike asli normal vektöre N� sahip spacelike e¼gri veya timelike

e¼gridir, veya (ii) Cartan null e¼gridir. Bu durumlar ayr¬ ayr¬ ele al¬nacakt¬r. Bu

durumlar ayr¬ ayr¬ ele al¬nacakt¬r.

(i) �� e¼grisi, spacelike asli normal vektöre N� sahip spacelike e¼gri veya timelike

e¼gri olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda

yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.21)

(3.21) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r,(2.1) ve (2.2) de verilen Frenet denklem-

leri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1 + ��2)T + �
0N � �B1 (3.22)

elde edilir. Bu denklem N ile çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Buradan (3.22) denklemi

T �f 0 = (1 + ��2)T � �B1 (3.23)
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olarak bulunur. E¼ger

a =
1 + ��2
f 0

ve b =
��
f 0

al¬n¬rsa (3.23) denkleminden

T � = aT + bB1 (3.24)

elde edilir. (3.24) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0��1N
� = a0T + (a� b�2)N + b0B1 + b�3B2

bulunur. Bu denklem B2 ile çarp¬l¬rsa, b�3 = 0 elde edilir. Bu bir çeli̧skidir.

(ii) ([28]) �� e¼grisi, Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I
için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.25)

(3.25) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1 + ��2)T + �
0N � �B1 (3.26)

elde edilir. Bu denklem N ile çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Buradan (3.26) denklemi

T �f 0 = (1 + ��2)T � �B1 (3.27)

olarak bulunur. E¼ger

a =
1 + ��2
f 0

ve b =
��
f 0

al¬n¬rsa (3.27) denkleminden

T � = aT + bB1 (3.28)

elde edilir. (3.28) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0N� = a0T + (a� b�2)N + b0B1 + b�3B2

bulunur. Bu denklem B2 ile çarp¬l¬rsa, b�3 = 0 elde edilir. Bu bir çeli̧skidir.

Teorem 3.5 � : I � R! E
4
1 e¼grisi e¼grilikleri �1 = 1, �2 6= 0; �3 olan bir pseudo

null e¼gri olsun. Bu durumda � e¼grisinin kendinden başka Bertrand eşlenik e¼grisi

yoktur.

·Ispat. Bu teoremin ispat¬ [14] makalesinde görülebilir.
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4. M·INKOWSK·I UZAY-ZAMANDA GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ

BERTRAND E¼GR·ILER·I

Bu bölümde Minkowski-uzay zamanda genelleştirilmi̧s Bertrand e¼grileri

veya di¼ger bir ad¬yla (1; 3)-Bertrand e¼grileri incelenecektir.

Tan¬m 4.1 � : I � R ! E
4
1 ve �

� : I� � R ! E
4
1 Minkowski uzay-zaman E

4
1

de C1 tipinden özel Frenet e¼grileri (tamamen Minkowski uzay-zamanda yatan

e¼griler), ve f : I ! I� bir regüler C1 dönüşüm olsun öyle ki her s 2 I için �
n¬n her �(s) noktas¬na �� ¬n bir ��(s�) = ��(f(s)) noktas¬ kaŗs¬l¬k getirsin. E¼ger

her s 2 I için, � e¼grisinin her � (s) noktas¬ndaki (1; 3)-normal düzlemi ile ��

¬n bu noktaya kaŗs¬l¬k gelen ��(s�) noktas¬ndaki (1; 3)-normal düzlemi çak¬̧s¬ksa

� e¼grisine bir (1; 3)-Bertrand e¼grisi ve �� e¼grisine de � e¼grisinin (1; 3)-Bertrand

eşlenik e¼grisi denir. Burada s ve s� s¬ras¬yla � ve �� e¼grilerinin yay uzunlu¼gu veya

pseudo yay uzunlu¼gu parametreleridir.

(1; 3)-Bertrand e¼grileri, (1; 3)-normal düzlemin spacelike veya timelike ol-

mas¬na göre ayr¬ ayr¬ incelenecektir.

4.1. Minkowski Uzay-Zamanda Spacelike (1; 3)-Normal Düzlemli Bertrand

E¼grileri

Bu bölümde, Minkowski uzay-zamanda ortak (1; 3)-normal düzlemleri space-

like olan Bertrand e¼gri çiftleri e¼grilerin farkl¬ casual karakterlerine göre ince-

lenecektir.

� : I ! E
4
1 e¼grilikleri �1; �2; �3 ve Frenet çat¬s¬ fT;N;B1; B2g olan bir

(1; 3)-Bertrand e¼grisi ve �� : I ! E
4
1 da e¼grilikleri �

�

1; �
�

2; �
�

3 ve Frenet çat¬s¬

fT �; N�; B�1 ; B
�

2g olmak üzere � n¬n (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi olsun. Kabul
edelim ki fN;B2g taraf¬ndan gerilen (1; 3)-normal düzlemi spacelike düzlem olsun.
Bu durumda aşa¼g¬daki dört durum söz konusudur.

Durum 4.1 � s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3; asli normal vektörüN

ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler olan bir spacelike veya timelike

e¼gri ve �� da s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ ��1; �
�

2; �
�

3 asli normal vektörü N
�
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ve ikinci binormal vektörü B�2 spacelike vektörler olan bir spacelike veya timelike

e¼gridir.

Durum 4.2 � s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3; asli normal vektörüN

ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler olan bir spacelike veya timelike

e¼gri ve �� e¼grilikleri ��1 = 1, �
�

2; �
�

3 6= 0 olan bir Cartan null e¼gridir.

Durum 4.3 � e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan bir Cartan null e¼gri ve �� s¬f¬rdan
farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ ��1; �

�

2; �
�

3; asli normal vektörü N
� ve ikinci binormal

vektörü B�2 spacelike vektörler olan bir spacelike veya timelike e¼gridir.

Durum 4.4 � e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan bir Cartan null e¼gri ve �� da
e¼grilikleri ��1 = 1, �

�

2; �
�

3 6= 0 olan bir Cartan null e¼gridir.

S¬ras¬yla bu dört durum ayr¬ ayr¬ ele al¬nacakt¬r.

Durum 4.1. � s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3; asli normal vek-

törü N ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler olan bir spacelike veya

timelike e¼gri ve �� da s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ ��1; �
�

2; �
�

3; asli normal

vektörü N� ve ikinci binormal vektörü B�2 spacelike vektörler olan bir spacelike

veya timelike e¼gri olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.1 � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3; asli

normal vektörü N ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler olan bir birim

h¬zl¬ spacelike veya timelike e¼gri olsun. Bu durumda � e¼grisinin, (1; 3)-Bertrand

eşlenik e¼grisi e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬, spacelike asli normal ve ikinci binormal

vektörlere sahip spacelike veya timelike bir e¼gri olan (1; 3)-Bertrand e¼grisi olmas¬

için gerek ve yeter şart her s 2 I için aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan a; b; h 6= �1; �
reel say¬lar¬ vard¬r;

a�2 (s)� b�3 (s) 6= 0; (4.1)

1 = �1a�1 (s) + �3h(a�2 (s)� b�3 (s)); (4.2)

��3 (s) = h�1 (s)� �2 (s) ; (4.3)

��1 (s)�2 (s) (h2 + 1) + h(�21 (s) + �22 (s) + �23 (s)) 6= 0: (4.4)

·Ispat. Kabul edelim ki � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1;

�2; �3; asli normal vektörü N ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler
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olan bir birim h¬zl¬ spacelike veya timelike e¼gri ve �� : I� � R ! E
4
1 e¼grisi

� e¼grisinin s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilikleri ��1; �
�

2; �
�

3, asli normal vektörü N
� ve ikinci

binormal vektörü B�2 spacelike vektörler olan bir spacelike veya timelike (1; 3)-

Bertrand eşlenik e¼grisi olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için ��

aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s): (4.5)

Burada a(s) ve b(s), I üzerinde C1�fonksiyonlard¬r. (4.5) denkleminde s ye göre
türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� a�1�1)T + a0N + �3(a�2 � b�3)B1 + b0B2 (4.6)

elde edilir. Bu son eşitlik s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

a0 = 0 ve b0 = 0 (4.7)

bulunur. (4.7) denklemi (4.6) denkleminde yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� a�1�1)T + �3(a�2 � b�3)B1 (4.8)

bulunur. (4.8) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

��1(f
0)2 = �1(1� a�1�1)2 + �3(a�2 � b�3)2 (4.9)

oldu¼gu görülür. E¼ger

� =
1� a�1�1

f 0
ve 
 =

�3(a�2 � b�3)
f 0

; (4.10)

al¬n¬rsa (4.8) denkleminden

T � = �T + 
B1 (4.11)

elde edilir. (4.11) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0��1N
� = �0T + (��1 � 
�2)N + 
0B1 + 
�3B2 (4.12)

bulunur. Bu denklem s¬ras¬yla T ve B1 ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve 
0 = 0 (4.13)
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elde edilir. Kabul edelim ki 
 = 0 olsun. Bu durumda (4.11) denkleminden N

ile N� vektörlerinin lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gu görülür. Bölüm 3 den bu bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla 
 6= 0 d¬r. Öyleyse (4.10) denkleminden

a�2 � b�3 6= 0 (4.14)

ve

1 = a�1�1 + h�3(a�2 � b�3) (4.15)

elde edilir. Burada (4.9) denkleminden h = �=
 6= �1 oldu¼gu görülür. (4.13)
denklemi (4.12) de kullan¬l¬rsa

f 0��1N
� = (��1 � 
�2)N + 
�3B2 (4.16)

oldu¼gu görülür. (4.16) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

(f 0)2(��1)
2 = (��1 � 
�2)2 + 
2�23 (4.17)

bulunur. (4.10) ve (4.17) denklemlerinden

(f 0)2(��1)
2 =

(a�2 � b�3)2
(f 0)2

[(h�1 � �2)2 + �23] (4.18)

elde edilir. (4.15) denklemi (4.9) denkleminde yaz¬l¬rsa

(f 0)2 = ��1�1(a�2 � b�3)2[h2 � 1] (4.19)

oldu¼gu görülür. Burada h2 6= 1 dir. (4.19) ve (4.18) denklemlerinden

(f 0)2(��1)
2 =

��1�1
h2 � 1[(h�1 � �2)

2 + �23] (4.20)

bulunur. E¼ger

�1 =
(��1 � 
�2)

f 0��1
=
�3(a�2 � b�3)
(f 0)2��1

[(h�1 � �2)], (4.21)

�2 =

�3
f 0��1

=
�3(a�2 � b�3)
(f 0)2��1

�3 (4.22)

al¬n¬rsa (4.16) denkleminden

N� = �1N + �2B2 (4.23)
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bulunur. (4.23) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

���1f 0��1T � + ��3f 0��2B�1 = ��1�1�1T + �01N + �3(�1�2 � �2�3)B1 + �02B2 (4.24)

elde edilir. Bu denklem s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

�01 = 0 ve �02 = 0 (4.25)

bulunur. �2 6= 0 oldu¼gundan, (4:21) ve (4:22) denklemlerinden

��3 = h�1 � �2 (4.26)

elde edilir. Burada � = �1=�2 dir. (4:25) ve (4:24) denklemlerinden

���1f 0��1T � + ��3f 0��2B�1 = ��1�1�1T + �3(�1�2 � �2�3)B1 (4.27)

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca (4.8) ve (4:27) denklemlerinden

��3f
0��2B

�

1 = A(s)T +B(s)B1

bulunur. Burada

A(s) =
�1�3(a�2 � b�3)
(f 0)2(h2 � 1)��1

[��1�2(h2 + 1) + h(�21 + �22 + �23)]

ve

B(s) =
�1�3h(a�2 � b�3)
(f 0)2(h2 � 1)��1

[��1�2(h2 + 1) + h(�21 + �22 + �23)]

dir. ��3f
0��2B

�

1 6= 0 oldu¼gundan dolay¬

��1�2(h2 + 1) + h(�21 + �22 + �23 6= 0

oldu¼gu görülür.

Tersine, kabul edelim ki � : I � R! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬

�1; �2; �3; asli normal vektörüN ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler

olan bir birim h¬zl¬ spacelike veya timelike e¼gri olsun ve a; b; h 6= �1; � reel
say¬lar¬ için, (4:1),(4:2),(4:3) ve (4:4) durumlar¬ sa¼glans¬n. Bu durumda bir ��

e¼grisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir

��(s�) = �(s) + aN(s) + bB2(s): (4.28)
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(4.28) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) verilen Frenet denklemleri kul-

lan¬l¬rsa
d��

ds
= (1� a�1�1)T + �3(a�2 � b�3)B1 (4.29)

bulunur. (4:29) ve (4:2) denklemlerinden

d��

ds
= �3(a�2 � b�3)[hT +B1] (4.30)

elde edilir ve bu denklem yard¬m¬yla

f 0 =
ds�

ds
=






d��

ds





 = m1(a�2 � b�3)
p
�1m2 (h2 � 1) > 0 (4.31)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada m1 = �1 öyle ki m1(a�2�b�3) > 0 ve m2 = �1 öyle
ki �1m2 (h

2 � 1) > 0 d¬r. (4:31) denklemi kullan¬larak, (4:30) denklemi yeniden

yaz¬l¬rsa

T � =
�3m1p

�1m2 (h2 � 1)
[hT +B1] (4.32)

elde edilir. Buradan g(T �; T �) = m2 = �
�

1 oldu¼gu görülür. (4.32) denkleminde s

ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

dT �

ds�
=

�3m1

f 0
p
�1m2 (h2 � 1)

[(h�1 � �2)N + �3B2] (4.33)

bulunur. (4.33) denkleminden

��1 =






dT �

ds�





 =
p
(h�1 � �2)2 + �23
f 0
p
�1m2 (h2 � 1)

> 0 (4.34)

elde edilir. (4.33) ve (4:34) denklemlerinden

N� =
1

��1

dT �

ds�
=

�3m1p
(h�1 � �2)2 + �23

[(h�1 � �2)N + �3B2] (4.35)

oldu¼gu bulunur. Buradan g(N�; N�) = 1 oldu¼gu görülür. E¼ger

�3 =
�3m1(h�1 � �2)p
(h�1 � �2)2 + �23

ve �4 =
�3m1�3p

(h�1 � �2)2 + �23
(4.36)

al¬n¬rsa, (4.35) denkleminden

N� = �3N + �4B2 (4.37)

elde edilir. (4.37) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0
dN�

ds�
= ��1�3�1T + �03N + �3(�2�3 � �3�4)B1 + �04B2 (4.38)
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oldu¼gu görülür. (4:3) de s ye göre türev al¬n¬rsa

(h�01 � �02)�3 � (h�1 � �2)�03 = 0 (4.39)

elde edilir. (4:36) de s ye göre türev al¬n¬r ve (4:39) kullan¬l¬rsa

�03 = 0 ve �04 = 0 (4.40)

oldu¼gu bulunur. (4:36) ve (4.40) denklemleri (4.38) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

dN�

ds�
=

m1�1(h�1 � �2)
f 0
p
(h�1 � �2)2 + �23

T +
m1[�2(h�1 � �2)� �23]
f 0
p
(h�1 � �2)2 + �23

B1 (4.41)

elde edilir. (4.32) ve (4:34) denklemlerinden

��1�
�

1T
� =

�m1

p
(h�1 � �2)2 + �23
f 0(h2 � 1) [hT +B1] (4.42)

oldu¼gu görülür. (4.41) ve (4:42) denklemleri birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda

dN�

ds�
+ ��1�

�

1T
� =

P (s)

R(s)
[T + hB1] (4.43)

bulunur. Burada

P (s) = �m1[��1�2(h2 + 1) + h(�21 + �22 + �23)] 6= 0

R(s) = f 0(h2 � 1)
q
(h�1 � �2)2 + �23 6= 0

olarak elde edilir. (4:43) denkleminden

��2 =

����
P (s)

R(s)

����
p
�3m3 (h2 � 1) (4.44)

oldu¼gu görülür. Burada m3 = �1 öyle ki �3m3 (h
2 � 1) > 0 d¬r. (4:43) ve (4:44)

denklemlerinden

B�1 =
��3
��2
[
dN�

ds�
+ ��1�

�

1T
�] =

m4�
�

3p
�3m3 (h2 � 1)

[T + hB1] (4.45)

bulunur. Burada m4 =
���P (s)R(s)

��� =P (s)R(s)
= �1 dir. (4.45) denkleminden, g(B�1 ; B�1) =

m3 = ��3 = ���1 oldu¼gu görülür. Birim B�2 vektörü B
�

2 = ��4N + �3B2 olarak

tan¬mlanabilir, yani

B�2 =
m1�3p

(h�1 � �2)2 + �23
[��3N + (h�1 � �2)B2] (4.46)
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şeklinde tan¬mlanabilir. Son olarak, (4:45) ve (4:46) denklemlerinden

��3 = g(
dB�1
ds�

; B�2) =
m1m4�3�

�

3�1�3(h
2 � 1)

f 0
p
�3m3 (h2 � 1)

p
(h�1 � �2)2 + �23

6= 0

olarak bulunur. Sonuç olarak �� e¼grisi e¼grilik fonksiyonlar¬ s¬f¬rdan farkl¬, space-

like asli normal vektör ve ikinci binormal vektöre sahip spacelike veya timelike

bir e¼gridir ve spanfN�; B�2g =spanfN;B2g oldu¼gundan � e¼grisinin (1; 3)-Bertrand
eşlenik e¼grisidir.

Durum 4.2 � s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3; asli normal vektörüN

ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler olan bir spacelike veya timelike

e¼gri ve �� e¼grilikleri ��1 = 1, ��2; �
�

3 6= 0 olan bir Cartan null e¼gri olsun. Bu

durumda aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.2 (i) � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3;

asli normal vektörü N ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler olan bir

birim h¬zl¬ spacelike veya timelike e¼gri olsun. E¼ger � e¼grisi, (1; 3)-Bertrand eşlenik

e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ üçüncü e¼grilik fonksiyonuna sahip bir Cartan null e¼gri olan

(1; 3)-Bertrand e¼grisi ise bu durumda her s 2 I için aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan a;
b; h = �1; � reel say¬lar¬ vard¬r;

a�2 (s)� b�3 (s) 6= 0; (4.47)

1 = �1a�1 (s) + �3h(a�2 (s)� b�3 (s)); (4.48)

��3 (s) = h�1 (s)� �2 (s) ; (4.49)

ve

P 21 (s) = P
2
2 (s) : (4.50)

Burada her s 2 I için

P1 (s) = 2�3�1 (s)�3 (s) + h�
2
�
�22 (s)� �21 (s)

�
+ 2��3 (s) (�1 (s)� h�2 (s))

+h�23 (s) ,

P2 (s) = 2�
3�2 (s)�3 (s) + �

2
�
�22 (s)� �21 (s)� 2�23 (s)

�
� �23 (s) 6= 0

dir.

(ii) � : I � R! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ sabit e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3; asli normal
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vektörü N ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler olan bir birim h¬zl¬

spacelike veya timelike e¼gri olsun. E¼ger � e¼grisi her s 2 I için (4:47), (4:48),
(4:49), (4:50) ve

�1 (s)P1 (s)� (�2 (s) + ��3 (s))P2 (s) 6= 0; (4.51)

durumlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa, �, (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ üçüncü e¼gri-

lik fonksiyonuna sahip bir Cartan null e¼gri olan (1; 3)-Bertrand e¼grisidir.

·Ispat. (i) Kabul edelim ki � : I � R! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1;

�2; �3; asli normal vektörü N ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike vektörler

olan bir birim h¬zl¬ spacelike veya timelike e¼gri ve �� : I� � R ! E
4
1 e¼grisi, �

e¼grisinin e¼grilikleri ��1 = 1, ��2; �
�

3 6= 0 olan Cartan null (1; 3)-Bertrand eşlenik

e¼grisi olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda
yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s). (4.52)

Burada a(s) ve b(s), I üzerinde C1�fonksiyonlard¬r. (4.52) denkleminde s ye
göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� a�1�1)T + a0N + �3(a�2 � b�3)B1 + b0B2: (4.53)

elde edilir. Bu son eşitlik s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

a0 = 0 ve b0 = 0 (4.54)

bulunur. (4.54) denklemi (4.53) denkleminde yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� a�1�1)T + �3(a�2 � b�3)B1 (4.55)

bulunur. E¼ger

� =
1� a�1�1

f 0
ve 
 =

�3(a�2 � b�3)
f 0

(4.56)

al¬n¬rsa (4.55) denkleminden

T � = �T + 
B1 (4.57)

elde edilir. (4.57) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0N� = �0T + (��1 � 
�2)N + 
0B1 + 
�3B2 (4.58)
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bulunur. Bu denklem s¬ras¬yla T ve B1 ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve 
0 = 0 (4.59)

elde edilir. Kabul edelim ki 
 = 0 olsun. Bu durumda (4.57) denkleminden N

ile N� vektörlerinin lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gu görülür. Bölüm 3 den bu bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla 
 6= 0 d¬r. Öyleyse (4.56) denkleminden

a�2 � b�3 6= 0 (4.60)

ve

1 = a�1�1 + h�3(a�2 � b�3) (4.61)

elde edilir. Burada (4.55) denkleminden h = �=
 = �1 oldu¼gu görülür. (4.59)
denklemi (4.58) de kullan¬l¬rsa

f 0N� = (��1 � 
�2)N + 
�3B2 (4.62)

oldu¼gu görülür. E¼ger

�1 =
(��1 � 
�2)

f 0
=
�3(a�2 � b�3)

(f 0)2
[(h�1 � �2)], (4.63)

�2 =

�3
f 0

=
�3(a�2 � b�3)

(f 0)2
�3 (4.64)

al¬n¬rsa (4.62) denkleminden

N� = �1N + �2B2 (4.65)

bulunur. (4.65) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0��2T
� � f 0B�1 = ��1�1�1T + �01N + �3(�1�2 � �2�3)B1 + �02B2 (4.66)

elde edilir. Bu denklem s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

�01 = 0 ve �02 = 0 (4.67)

bulunur. �2 6= 0 oldu¼gundan, (4:63) ve (4:64) denklemlerinden

��3 = h�1 � �2 (4.68)
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elde edilir. Burada � = �1=�2 dir. (4:67) ve (4:66) denklemlerinden

f 0��2T
� � f 0B�1 = ��1�1�1T + �3(�1�2 � �2�3)B1 (4.69)

oldu¼gu görülür. (4:69) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

�2 (f 0)2 ��2 =
�1

h
(h�1 � �2)2 �21 � ((h�1 � �2)�2 � �23)

2
i

(h�1 � �2)2 + �23
(4.70)

elde edilir. (4:69) ve (4:70) denklemlerinden

�f 0B�1 =
(a�2 � b�3)
2 (f 0)2 (�2 + 1)

[P1(s)T + P2(s)B1]

bulunur. Burada

P1 (s) = 2�3�1�3 + h�
2
�
�22 � �21

�
+ 2��3 (�1 � h�2) + h�23,

P2 (s) = 2�3�1�3 + �
2
�
�22 � �21 � 2�23

�
� �23 6= 0

ve P 21 (s) = P
2
2 (s) dir.

(ii) Kabul edelim ki, � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬

�1; �2; �3 sabit, asli normal vektörü N ve ikinci binormal vektörü B2 spacelike

vektörler olan bir birim h¬zl¬ spacelike veya timelike e¼gri olsun ve a; b; h = �1;
� reel say¬lar¬ için (4:47), (4:48), (4:49), (4:50) ve (4:51) durumlar¬ sa¼glans¬n. Bu

durumda bir �� e¼grisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir

��(s�) = �(s) + aN(s) + bB2(s): (4.71)

(4.71) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa
d��

ds
= (1� a�1�1)T + �3(a�2 � b�3)B1 (4.72)

bulunur. (4:72) ve (4:48) denklemlerinden

d��

ds
= �3(a�2 � b�3)[hT +B1] (4.73)

elde edilir. (4:73) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

d2��

ds2
= �3(a�2 � b�3) [��3N + �3B2]
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elde edilir ve bu denklem yard¬m¬yla

f 0 =
ds�

ds
= g

�
d2��

ds2
;
d2��

ds2

�1=4
=
p
m1(a�2 � b�3)

p
m2�3

�
�2 + 1

�1=4

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada m1 = �1 öyle ki m1(a�2 � b�3) > 0 ve m2 = �1
öyle ki m2�3 > 0 d¬r. (4:73) denkleminden

T � =
�3
p
m1(a�2 � b�3)

p
m2�3 (�2 + 1)

1=4
[hT +B1] (4.74)

bulunur. (4:74) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

N� =
�3m2

(�2 + 1)1=2
[�N +B2] (4.75)

elde edilir. Buradan g (N�; N�) = 1 bulunur. (4:75) denkleminde s ye göre türev

al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

dN�

ds�
=

�3m2

f 0 (�2 + 1)1=2
[��1��1T + �3 (��2 � �3)B1] (4.76)

bulunur. Bu denklemden

��2 =
��1

�
�2�21 � (��2 � �3)2

�

2 (f 0)2 (�2 + 1)
(4.77)

oldu¼gu görülür. (4:74) ve (4:77) denklemlerinden

��2T
� =

p
m1(a�2 � b�3)

�
�2�21 � (��2 � �3)2

�

2
p
m2�3 (�2 + 1)

5=4 (f 0)2
[hT +B1] (4.78)

elde edilir. (4:76) ve (4:78) denklemlerinden

B�1 = �
�
dN�

ds�
� ��2T �

�
=

�m2

2f 0�3 (�2 + 1)
3=2
[P1 (s)T + P2 (s)B1] (4.79)

bulunur. Buradan g (B�1 ; B
�

1) = 0 ve g (T
�; B�1) = 1 dir. Birim B�2 vektörü

B�2 =
�3m2p
�2 + 1

[N � �B2] (4.80)

olarak tan¬mlanabilir. Son olarak, (4:79) ve (4:80) denklemlerinden

��3 = �g(
dB�2
ds�

; B�1) =
�1

2 (f 0)2 �3 (�2 + 1)
2 [�1P1 (s)� (�2 (s) + ��3)P2 (s)] 6= 0
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olarak bulunur. Sonuç olarak �� e¼grisi üçüncü e¼grilik fonksiyonu s¬f¬rdan farkl¬

olan bir Cartan null e¼gridir ve spanfN�; B�2g =spanfN;B2g oldu¼gundan � e¼grisinin
(1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisidir.

Durum 4.3 � e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan bir Cartan null e¼gri ve �� s¬f¬rdan
farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ ��1; �

�

2; �
�

3; asli normal vektörü N
� ve ikinci binormal

vektörü B�2 spacelike vektörler olan bir spacelike veya timelike e¼gri olsun. Bu

durumda aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.3 � : I � R ! E
4
1 e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan birim h¬zl¬

bir Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda � e¼grisinin, (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi

e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬, spacelike asli normal ve ikinci binormal vektörlere sahip

spacelike veya timelike bir e¼gri olan (1; 3)-Bertrand e¼grisi olmas¬ için gerek ve

yeter şart her s 2 I için aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan a 6= 0; b; h; � reel say¬lar¬

vard¬r;

a�2 (s)� b�3 (s) = ah� 1; (4.81)

��3 (s) = h+ �2 (s) ; (4.82)

h2 � �22 (s)� �23 (s) 6= 0: (4.83)

·Ispat. Kabul edelim ki � : I � R ! E
4
1 e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan

birim h¬zl¬ bir Cartan null e¼gri ve �� : I� � R ! E
4
1 e¼grisi � e¼grisinin s¬f¬rdan

farkl¬ e¼grilikleri ��1; �
�

2; �
�

3, asli normal vektörü N
� ve ikinci binormal vektörü B�2

spacelike vektörler olan bir spacelike veya timelike (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi

olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s): (4.84)

Burada a(s) ve b(s), I üzerinde C1�fonksiyonlard¬r. (4.84) denkleminde s ye
göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0T � = (1 + a�2 � b�3)T + a0N � aB1 + b0B2 (4.85)

elde edilir. Bu son eşitlik s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

a0 = 0 ve b0 = 0 (4.86)

26



bulunur. (4.86) denklemi (4.85) denkleminde yaz¬l¬rsa

f 0T � = (1 + a�2 � b�3)T � aB1 (4.87)

bulunur. (4.87) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

��1(f
0)2 = �2a(1 + a�2 � b�3) (4.88)

oldu¼gu görülür. E¼ger

� =
(1 + a�2 � b�3)

f 0
ve 
 =

�a
f 0

(4.89)

al¬n¬rsa (4.87) denkleminden

T � = �T + 
B1 (4.90)

elde edilir. (4.90) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0��1N
� = �0T + (� � 
�2)N + 
0B1 + 
�3B2 (4.91)

bulunur. Bu denklem s¬ras¬yla T ve B1 ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve 
0 = 0 (4.92)

elde edilir. Kabul edelim ki 
 = 0 olsun. Bu durumda (4.90) denkleminden N

ile N� vektörlerinin lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gu görülür. Bölüm 3 den bu bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla 
 6= 0 d¬r. Öyleyse (4.89) denkleminden a 6= 0 ve

a�2 � b�3 = ah� 1

elde edilir. Burada h = ��=
 dir. (4.92) denklemi (4.91) de kullan¬l¬rsa,

f 0��1N
� = (� � 
�2)N + 
�3B2 (4.93)

oldu¼gu görülür. (4.93) denklemi kendisi ile çarp¬l¬r, (4:88) ve (4:89) denklemleri

kullan¬l¬rsa

(f 0)
2
(��1)

2 =
��3[(h+ �2)

2 + �23]

2h
(4.94)
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bulunur. E¼ger

�1 =
� � 
�2
f 0��1

=
a (h+ �2)

(f 0)2 ��1
; (4.95)

�2 =

�3
f 0��1

=
�a�3
(f 0)2 ��1

(4.96)

al¬n¬rsa (4.93) denkleminden

N� = �1N + �2B2 (4.97)

bulunur. (4.97) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

���1f 0��1T � + ��3f 0��2B�1 = (�1�2 � �2�3)T + �01N � �1B1 + �02B2 (4.98)

elde edilir. Bu denklem s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

�01 = 0 ve �02 = 0 (4.99)

bulunur. �2 6= 0 oldu¼gundan, (4:95) ve (4:96) denklemlerinden

��3 = h+ �2

elde edilir. Burada � = ��1=�2 dir. (4:99) ve (4:98) denklemlerinden

���1f 0��1T � + ��3f 0��2B�1 = (�1�2 � �2�3)T � �1B1 (4.100)

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca (4.131) ve (4:100) denklemlerinden

��3f
0��2B

�

1 = A(s)T +B(s)B1

bulunur. Burada

A(s) =
�a

2 (f 0)2 ��1

�
h2 � �22 � �23

�
;

ve

B(s) =
�a

2 (f 0)2 ��1h

�
h2 � �22 � �23

�

dir. ��3f
0��2B

�

1 6= 0 oldu¼gundan dolay¬

h2 � �22 � �23 6= 0

oldu¼gu görülür.
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Tersine, kabul edelim ki � : I � R! E
4
1 e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan

birim h¬zl¬ bir Cartan null e¼gri olsun ve a 6= 0; b; h; � reel say¬lar¬ için, (4:81),

(4:82) ve (4:83) durumlar¬ sa¼glans¬n. Bu durumda bir �� e¼grisi aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlanabilir

��(s�) = �(s) + aN(s) + bB2(s): (4.101)

(4.101) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa
d��

ds
= (1 + a�2 � b�3)T � aB1 (4.102)

bulunur. (4:102) ve (4:81) denklemlerinden

d��

ds
= a[hT �B1] (4.103)

elde edilir ve bu denklem yard¬m¬yla

f 0 =
ds�

ds
=






d��

ds





 =
p
2m1a2h > 0 (4.104)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada m1 = �1 öyle ki 2m1a
2h > 0 d¬r. (4:103) denklemi

yeniden yaz¬larak

T �f 0 = a[hT �B1] (4.105)

bulunur. (4:104) denklemi (4:105) denkleminde yaz¬larak

T � =
m2p
2m1h

[hT �B1] (4.106)

elde edilir. Burada m2 = a= jaj = �1 dir. (4.106) denkleminden, g(T �; T �) =
�m1 = �

�

1 oldu¼gu görülür. (4.106) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.2) de

verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

dT �

ds�
=

m2

f 0
p
2m1h

[(h+ �2)N � �3B2] (4.107)

bulunur. (4.107) denkleminden

��1 =






dT �

ds�





 =
p
(h+ �2)2 + �23
f 0
p
2m1h

> 0 (4.108)

elde edilir. (4.107) ve (4:108) denklemlerinden

N� =
1

��1

dT �

ds�
=

m2p
(h+ �2)2 + �23

[(h+ �2)N � �3B2] (4.109)
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oldu¼gu bulunur. Buradan g(N�; N�) = 1 oldu¼gu görülür. E¼ger

�3 =
m2(h+ �2)p
(h+ �2)2 + �23

ve �4 =
�m2�3p

(h+ �2)2 + �23
(4.110)

al¬n¬rsa, (4.109) denkleminden

N� = �3N + �4B2 (4.111)

elde edilir. (4.111) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0
dN�

ds�
= (�2�3 � �3�4)T + �03N � �3B1 + �04B2 (4.112)

oldu¼gu görülür. (4:82) de s ye göre türev al¬n¬rsa,

�02�3 � (h+ �2)�03 = 0 (4.113)

elde edilir. (4:110) de s ye göre türev al¬n¬r ve (4:113) kullan¬l¬rsa

�03 = 0 ve �04 = 0 (4.114)

oldu¼gu bulunur. (4:110) ve (4.114) denklemleri (4.112) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

dN�

ds�
=
m2 (h�2 + �

2
2 + �

2
3)

f 0
p
(h+ �2)2 + �23

T � m2(h+ �2)

f 0
p
(h+ �2)2 + �23

B1 (4.115)

elde edilir. (4.106) ve (4:108) denklemlerinden,

��1�
�

1T
� =

�m2

p
(h+ �2)2 + �23
2hf 0

[hT �B1] (4.116)

oldu¼gu görülür. (4.115) ve (4:116) denklemleri birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda,

dN�

ds�
+ ��1�

�

1T
� =

m2 (�
2
2 + �

2
3 � h2)

2f 0
p
(h+ �2)2 + �23

[T +
1

h
B1] (4.117)

olarak elde edilir. (4:117) denkleminden

��2 =
j�22 + �23 � h2j

f
p
2 jhj

p
(h+ �2)2 + �23

> 0 (4.118)

oldu¼gu görülür. (4.117) ve (4:118) denklemleri birlikte düşünüldü¼günde,

B�1 =
��3
��2
[
dN�

ds�
+ ��1�

�

1T
�] =

��3m2m3

p
2 jhj

2
[T +

1

h
B1] (4.119)

30



bulunur. Burada m3 = (�22 + �
2
3 � h2) = j�22 + �23 � h2j = �1 ve ��3 = �1 dir.

(4.119) denkleminden, g(B�1 ; B
�

1) = m1 = ��3 = ���1 bulunur. Birim B�2 vektörü

B�2 = ��4N + �3B2 olarak tan¬mlanabilir, yani

B�2 =
m2�3p

(h+ �2)2 + �23
N +

m2(h+ �2)p
(h+ �2)2 + �23

B2 (4.120)

şeklinde tan¬mlanabilir. Buradan g(B�2 ; B
�

2) = 1 dir. Son olarak, (4.119) ve

(4:120) denklemlerinden

��3 = g(
dB�1
ds�

; B�2) =
��3m3

p
2 jhj�3

f 0
p
(h+ �2)2 + �23

6= 0

olarak bulunur. Sonuç olarak �� e¼grisi e¼grilik fonksiyonlar¬ s¬f¬rdan farkl¬, space-

like asli normal vektör ve ikinci binormal vektöre sahip spacelike veya timelike

bir e¼gridir ve spanfN�; B�2g =spanfN;B2g oldu¼gundan � e¼grisinin (1; 3)-Bertrand
eşlenik e¼grisidir.

Durum 4.4. � e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan bir Cartan null e¼gri ve ��

da e¼grilikleri ��1 = 1, ��2; �
�

3 6= 0 olan bir Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda

aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.4 � : I � R ! E
4
1 e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 6= 0 olan birim h¬zl¬

bir Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda � e¼grisinin, (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi

s¬f¬rdan farkl¬ üçüncü e¼grilik fonksiyonuna sahip bir Cartan null e¼gri olan (1; 3)-

Bertrand e¼grisi olmas¬ için gerek ve yeter şart her s 2 I için aşa¼g¬daki şartlar¬
sa¼glayan � 6= 0; �; 
; � 6= 0 reel say¬lar¬ vard¬r;

1 + ��2 (s)� ��3 (s) = 0; (4.121)

�22 (s) + �
2
3 (s) =

�2

�4
; (4.122)

��2 (s)
�3 (s)

= 
: (4.123)

·Ispat. Bu teoremin ispat¬ [16] makalesinde görülebilir.

4.1.1. Baz¬ Örnekler

Bu bölümde Bölüm 4.1. deki teoremlere ili̧skin örnekler verilecektir.
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Örnek 4.1 Spacelike e¼gri �

�(s) =
1p
6

�
sinh

p
3s; cosh

p
3s; 3 sin s;�3 cos s

�

olarak verilsin. � e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T (s) =
1p
2

�
cosh

p
3s; sinh

p
3s;
p
3 cos s;

p
3 sin s

�
;

N (s) =
1p
2

�
sinh

p
3s; cosh

p
3s;� sin s; cos s

�
;

B1 (s) =
1p
2

�p
3 cosh

p
3s;
p
3 sinh

p
3s; cos s; sin s

�
;

B2 (s) =
1p
2

�
sinh

p
3s; cosh

p
3s; sin s;� cos s

�

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k1 (s) =
p
3; k2 (s) = �2; k3 (s) = 1 olarak elde edilir. Teo-

rem 4.1 de a = 0, b =
p
3, h = 1=

p
3 ve � = 3 al¬n¬rsa (4.124), (4.125), (4.126) ve

(4.127) durumlar¬ sa¼glan¬r. Öyleyse � e¼grisi E41 uzay¬nda (1; 3)-Bertrand e¼grisidir

ve (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi �� timelike e¼gridir öyle ki

�� (s) =

 
2
p
6

3
sinh

p
3s;
2
p
6

3
cosh

p
3s;
p
6 sin s;�

p
6 cos s

!

olarak elde edilir. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T �(s) =
�
2 cosh

p
3s; 2 sinh

p
3s;
p
3 cos s;

p
3 sin s

�
;

N� (s) =
1p
5

�
2 sinh

p
3s; 2 cosh

p
3s;� sin s; cos s

�
;

B�1 (s) =
�
�
p
3 cosh

p
3s;�

p
3 sinh

p
3s;�2 cos s;�2 sin s

�
;

B�2 (s) =
1p
5

�
sinh

p
3s; cosh

p
3s; 2 sin s;�2 cos s

�

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) =
p
30=2, k�2 (s) = 4

p
10=5; k�3 (s) = 1=

p
10 olarak

bulunur. Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) =
3p
10
N(s) +

1p
10
B2(s);

B�2 (s) =
�1p
10
N(s) +

3p
10
B2(s):

Örnek 4.2 Timelike e¼gri �

�(s) =
�p
2 sinh s;

p
2 cosh s; sin s; cos s

�
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olarak verilsin. � e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T (s) =
�p
2 cosh s;

p
2 sinh s; cos s;� sin s

�
;

N (s) =

p
3

3

�p
2 sinh s;

p
2 cosh s;� sin s;� cos s

�
;

B1 (s) =
�
� cosh s;� sinh s;�

p
2 cos s;

p
2 sin s

�
;

B2 (s) =

p
3

3

�
sinh s; cosh s;

p
2 sin s;

p
2 cos s

�

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k1 (s) =
p
3; k2 (s) = 2

p
6=3; k3 (s) = 1=

p
3 olarak elde

edilir. Teorem 4.1 de a = 0, b =
p
6, h = �1=

p
2 ve � = �7=

p
2 al¬n¬rsa (4.124),

(4.125), (4.126) ve (4.127) durumlar¬ sa¼glan¬r. Öyleyse � e¼grisi E41 uzay¬nda (1; 3)-

Bertrand e¼grisidir ve (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi �� timelike birinci binormal

vektöre sahip spacelike e¼gridir öyle ki

�� (s) =
�
2
p
2 sinh s; 2

p
2 cosh s; 3 sin s; 3 cos s

�

olarak elde edilir. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T �(s) =
�
2
p
2 cosh s; 2

p
2 sinh s; 3 cos s;�3 sin s

�
;

N� (s) =
1p
17

�
2
p
2 sinh s; 2

p
2 cosh s;�3 sin s;�3 cos s

�
;

B�1 (s) =
�
�3 cosh s;�3 sinh s;�2

p
2 cos s; 2

p
2 sin s

�
;

B�2 (s) =
1p
17

�
3 sinh s; 3 cosh s; 2

p
2 sin s; 2

p
2 cos s

�

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) =
p
17, k�2 (s) = 12

p
34=17; k�3 (s) = �1=

p
17 olarak

bulunur. Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) =
7p
51
N(s)�

p
2p
51
B2(s);

B�2 (s) =

p
2p
51
N(s) +

7p
51
B2(s):

Örnek 4.3 Örnek 4.1 deki ayn¬ spacelike e¼gri için, Teorem 4.2 nin (ii) ş¬kk¬nda

a = 1, b = �1�
p
3, h = 1 ve � = 2+

p
3 al¬n¬rsa (4:47), (4:48), (4:49), (4:50) ve

(4:51) durumlar¬ sa¼glan¬r. Öyleyse � e¼grisi E41 uzay¬nda (1; 3)-Bertrand e¼grisidir

ve (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi �� bir Cartan null e¼gridir öyle ki

�� (s) =

 

�
p
6

3
sinh

p
3s;�

p
6

3
cosh

p
3s;�

p
2 sin s;

p
2 cos s

!
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olarak bulunur. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T (s) = � 1

2
1

4

�
cosh

p
3s; sinh

p
3s; cos s; sin s

�
;

N (s) = �1
2

�p
3 sinh

p
3s;
p
3 cosh

p
3s;� sin s; cos s

�
;

B1 (s) =
1

2
3

4

�
cosh

p
3s; sinh

p
3s;� cos s;� sin s

�
;

B2 (s) =
1

2

�
sinh

p
3s; cosh

p
3s;
p
3 sin s;�

p
3 cos s

�

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) = 1, k
�

2 (s) =
p
2=4; k�3 (s) =

p
6=4 olarak elde edilir.

Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) = �
 p

2 +
p
3

2

!

N(s)�
 

1

2
p
2 +

p
3

!

B2(s);

B�2 (s) = �
 

1

2
p
2 +

p
3

!

N(s) +

 p
2 +

p
3

2

!

B2(s):

Örnek 4.4 ([16]) Cartan null e¼gri �

�(s) =
1p
2
(sinh s; cosh s; sin s; cos s)

olarak verilsin. � e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T (s) =
1p
2
(cosh s; sinh s; cos s;� sin s) ;

N (s) =
1p
2
(sinh s; cosh s;� sin s;� cos s) ;

B1 (s) =
1p
2
(� cosh s;� sinh s; cos s;� sin s) ;

B2 (s) =
1p
2
(sinh s; cosh s; sin s; cos s)

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k1 (s) = 1; k2 (s) = 0; k3 (s) = �1 olarak elde edilir.
Teorem 4.3 de a = b = 1, h = 2 ve � = �2 al¬n¬rsa (4.81), (4.82) ve (4.83)
durumlar¬ sa¼glan¬r. Öyleyse � e¼grisi E41 uzay¬nda (1; 3)-Bertrand e¼grisidir ve

(1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi �� bir timelike e¼gridir öyle ki

�� (s) =

�
3

2

p
2 sinh s;

3

2

p
2 cosh s;

1

2

p
2 sin s;

1

2

p
2 cos s

�
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olarak bulunur. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T �(s) =

�
3

4

p
2 cosh s;

3

4

p
2 sinh s;

1

4

p
2 cos s;�1

4

p
2 sin s

�
;

N� (s) =

�
3

10

p
10 sinh s;

3

10

p
10 cosh s;� 1

10

p
10 sin s;� 1

10

p
10 cos s

�
;

B�1 (s) =

�
�1
4

p
2 cosh s;�1

4

p
2 sinh s;�3

4

p
2 cos s;

3

4

p
2 sin s

�
;

B�2 (s) =

�
1

10

p
10 sinh s;

1

10

p
10 cosh s;

3

10

p
10 sin s;

3

10

p
10 cos s

�

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) =
p
5=4, k�2 (s) = 3

p
5=20; k�3 (s) = 1=

p
5 olarak

elde edilir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) =
2p
5
N(s) +

1p
5
B2(s);

B�2 (s) =
�1p
5
N(s) +

2p
5
B2(s):

Örnek 4.5 Örnek 4.4 deki ayn¬ Cartan null e¼gri için, Teorem 4.3 de a = 1,

b = �3, h = �2 ve � = 2 al¬n¬rsa (4.81), (4.82) ve (4.83) durumlar¬ sa¼glan¬r.

Öyleyse � e¼grisi E41 uzay¬nda (1; 3)-Bertrand e¼grisidir ve (1; 3)-Bertrand eşlenik

e¼grisi �� timelike birinci binormal vektöre sahip spacelike e¼gridir öyle ki

�� (s) =
�1p
2
(sinh s; cosh s; 3 sin s; 3 cos s)

olarak bulunur. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T �(s) =
�1
2
p
2
(cosh s; sinh s; 3 cos s;�3 sin s) ;

N� (s) =
�1p
10
(sinh s; cosh s;�3 sin s;�3 cos s) ;

B�1 (s) =
1

2
p
2
(3 cosh s; 3 sinh s; cos s;� sin s) ;

B�2 (s) =
�1p
10
(3 sinh s; 3 cosh s; sin s; cos s)

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) =
p
5=4, k�2 (s) = 3

p
5=20; k�3 (s) = �1=

p
5 olarak

elde edilir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) = � 2p
5
N(s) +

1p
5
B2(s);

B�2 (s) = � 1p
5
N(s)� 2p

5
B2(s):
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Örnek 4.6 Örnek 4.4 deki ayn¬ Cartan null e¼gri için, Teorem 4.4 de � = � = 1,


 = 0 ve � = �1 al¬n¬rsa, (4.121), (4.122) ve (4.123) durumlar¬ sa¼glan¬r. Öyleyse
� e¼grisi E41 uzay¬nda (1; 3)-Bertrand e¼grisidir ve (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi �

�

bir Cartan null e¼gridir öyle ki

�� (s) =
1p
2
(sinh s; cosh s;� sin s;� cos s)

olarak bulunur. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T �(s) =
1p
2
(cosh s; sinh s;� cos s; sin s) ;

N� (s) =
1p
2
(sinh s; cosh s; sin s; cos s) ;

B�1 (s) =
1p
2
(� cosh s;� sinh s;� cos s; sin s) ;

B�2 (s) =
1p
2
(� sinh s;� cosh s; sin s; cos s)

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) = 1, k
�

2 (s) = 0; k
�

3 (s) = 1 olarak elde edilir. Ayr¬ca

aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) = B2(s) ve B�2 (s) = �N(s):

4.2. Minkowski Uzay-Zamanda Timelike (1; 3)-Normal Düzlemli Bertrand

E¼grileri

Bu bölümde, Minkowski uzay-zamanda ortak (1; 3)-normal düzlemleri time-

like olan Bertrand e¼gri çiftleri e¼grilerin farkl¬ casual karakterlerine göre ince-

lenecektir.

� : I ! E
4
1 e¼grilikleri �1; �2; �3 ve Frenet çat¬s¬ fT;N;B1; B2g olan bir

(1; 3)-Bertrand e¼grisi ve �� : I ! E
4
1 da e¼grilikleri �

�

1; �
�

2; �
�

3 ve Frenet çat¬s¬

fT �; N�; B�1 ; B
�

2g olmak üzere � n¬n (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi olsun. Kabul
edelim ki fN;B2g taraf¬ndan gerilen (1; 3)-normal düzlemi timelike düzlem olsun.
Bu durumda aşa¼g¬daki dört durum söz konusudur.

Durum 4.5 � s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve birinci binormal

vektörü B1 spacelike vektör olan bir spacelike e¼gri ve �
� da s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik

fonksiyonlar¬ ��1; �
�

2; �
�

3 ve birinci binormal vektörü B
�

1 spacelike vektör olan bir

spacelike e¼gridir.
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Durum 4.6 � s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve birinci binormal

vektörü B1 spacelike olan bir spacelike e¼gri ve �
� e¼grilikleri ��1 = 1, ��2 6= 0; ��3

olan bir pseudo null e¼gridir.

Durum 4.7 � e¼grilikleri �1 = 1, �2 6= 0; �3 olan bir pseudo null e¼gri ve �� s¬f¬rdan
farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ ��1; �

�

2; �
�

3 ve birinci binormal vektörü B
�

1 spacelike

vektör olan bir spacelike e¼gridir.

Durum 4.8 � e¼grilikleri �1 = 1, �2 6= 0; �3 olan bir pseudo null e¼gri ve �� da
e¼grilikleri ��1 = 1, �

�

2 6= 0; ��3 olan bir pseudo null e¼gridir.

S¬ras¬yla bu dört durum ayr¬ ayr¬ ele al¬nacakt¬r.

Durum 4.5 � s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve birinci binormal

vektörü B1 spacelike vektör olan bir spacelike e¼gri ve �
� da s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik

fonksiyonlar¬ ��1; �
�

2; �
�

3 ve birinci binormal vektörü B
�

1 spacelike vektör olan bir

spacelike e¼gri olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.5 � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve

birinci binormal vektörü B1 spacelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike e¼gri olsun.

Bu durumda � e¼grisinin, (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ e¼griliklere

ve spacelike birinci binormal vektöre sahip spacelike bir e¼gri olan (1; 3)-Bertrand

e¼grisi olmas¬ için gerek ve yeter şart her s 2 I için aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan a;
b; h; � 6= �1 reel say¬lar¬ vard¬r;

a�2 (s)� b�3 (s) 6= 0; (4.124)

1 = a�1 (s) + h(a�2 (s)� b�3 (s)); (4.125)

���3 (s) = h�1 (s)� �2 (s) ; (4.126)

�1 (s)�2 (s) (h
2 � 1) + h(�21 (s)� �22 (s) + �23 (s)) 6= 0: (4.127)

·Ispat. Kabul edelim ki � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1;

�2; �3 ve birinci binormal vektörü B1 spacelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike

e¼gri ve �� : I� � R ! E
4
1 e¼grisi � e¼grisinin e¼grilikleri �

�

1; �
�

2; �
�

3 s¬f¬rdan farkl¬ ve

spacelike birinci binormal vektöre B�1 sahip olan spacelike (1; 3)-Bertrand eşlenik

e¼grisi olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda
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yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s): (4.128)

Burada a(s) ve b(s), I üzerinde C1�fonksiyonlard¬r. (4.128) denkleminde s ye
göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� a�1)T + a0N + (a�2 � b�3)B1 + b0B2 (4.129)

elde edilir. Bu son eşitlik s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

a0 = 0 ve b0 = 0 (4.130)

bulunur. (4.130) denklemi (4.129) denkleminde yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� a�1)T + (a�2 � b�3)B1 (4.131)

bulunur. (4.131) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

(f 0)2 = (1� a�1)2 + (a�2 � b�3)2 (4.132)

oldu¼gu görülür. E¼ger

� =
1� a�1
f 0

ve 
 =
a�2 � b�3

f 0
; (4.133)

al¬n¬rsa (4.131) denkleminden

T � = �T + 
B1 (4.134)

elde edilir. (4.134) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

��2f
0��1N

� = �0T + �2(��1 � 
�2)N + 
0B1 � �2
�3B2 (4.135)

bulunur. Bu denklem s¬ras¬yla T ve B1 ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve 
0 = 0 (4.136)

elde edilir. Kabul edelim ki 
 = 0 olsun. Bu durumda (4.134) denkleminden N

ile N� vektörlerinin lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gu görülür. Bölüm 3 den bu bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla 
 6= 0 d¬r. Öyleyse (4.133) denkleminden

a�2 � b�3 6= 0
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ve

1 = a�1 + h(a�2 � b�3) (4.137)

elde edilir. Burada h = �=
. (4.136) denklemi (4.135) de kullan¬l¬rsa

��2f
0��1N

� = �2(��1 � 
�2)N � �2
�3B2 (4.138)

oldu¼gu görülür. (4.138) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

��2(f
0)2(��1)

2 = �2(��1 � 
�2)2 + �4
2�23 (4.139)

bulunur. (4.133) ve (4.139) denklemlerinden

��2(f
0)2(��1)

2 =
(a�2 � b�3)2

(f 0)2
[�2(h�1 � �2)2 + �4�23] (4.140)

elde edilir. (4.137) denklemi (4.132) denkleminde yaz¬l¬rsa

(f 0)2 = (a�2 � b�3)2[h2 + 1] (4.141)

oldu¼gu görülür. (4.141) ve (4.140) denklemlerinden

��2(f
0)2(��1)

2 =
1

h2 + 1
[�2(h�1 � �2)2 + �4�23] (4.142)

bulunur. E¼ger

�1 =
�2(��1 � 
�2)

��2f
0��1

=
�2(a�2 � b�3)
��2(f

0)2��1
[h�1 � �2]; (4.143)

�2 =
��2
�3
��2f

0��1
=
�2(a�2 � b�3)
��2(f

0)2��1
�3 (4.144)

al¬n¬rsa (4.138) denkleminden

N� = �1N + �2B2 (4.145)

bulunur. (4.145) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

�f 0��1T � + f 0��2B�1 = ��1�1T + �01N + (�1�2 + �2�3)B1 + �02B2 (4.146)

elde edilir. Bu denklem s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

�01 = 0 ve �02 = 0 (4.147)
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bulunur. �2 6= 0 oldu¼gundan, (4:143) ve (4:144) denklemlerinden

���3 = h�1 � �2 (4.148)

elde edilir. (4:140) den dolay¬ � = �1=�2 6= �1 d¬r. (4:147) ve (4:146) denklem-
lerinden

�f 0��1T � + f 0��2B�1 = ��1�1T + (�1�2 � �2�3)B1 (4.149)

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca (4.131) ve (4:149) denklemlerinden

f 0��2B
�

1 = A(s)T +B(s)B1

bulunur. Burada

A(s) =
��2(a�2 � b�3)
��2(f

0)2��1(h
2 + 1)

[�1�2(h
2 � 1) + h(��22 + �23 + �21)]

ve

B(s) =
�2h(a�2 � b�3)
��2(f

0)2��1(h
2 + 1)

[�1�2(h
2 � 1) + h(��22 + �23 + �21)]

dir. f 0��2B
�

1 6= 0 oldu¼gundan dolay¬

�1�2(h
2 � 1) + h(��22 + �23 + �21) 6= 0

oldu¼gu görülür.

Tersine, kabul edelim ki � : I � R! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬

�1; �2; �3 ve birinci binormal vektörü B1 spacelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike

e¼gri olsun ve a; b; h; � 6= �1 reel say¬lar¬ için, (4:124), (4:125), (4:126) ve (4:127)
durumlar¬ sa¼glans¬n. Bu durumda bir �� e¼grisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir

��(s�) = �(s) + aN(s) + bB2(s): (4.150)

(4.150) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa
d��

ds
= (1� a�1)T + (a�2 � b�3)B1 (4.151)

bulunur. (4:151) ve (4:125) denklemlerinden

d��

ds
= (a�2 � b�3)[hT +B1] (4.152)
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elde edilir ve bu denklem yard¬m¬yla

f 0 =
ds�

ds
=






d��

ds





 = m1(a�2 � b�3)
p
h2 + 1 > 0

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada m1 = �1 öyle ki m1 (a�2 � b�3) > 0 d¬r. (4:152)

denklemi yeniden yaz¬larak

T � =
m1p
h2 + 1

[hT +B1] (4.153)

elde edilir. Buradan g(T �; T �) = 1 oldu¼gu görülür. (4.153) denkleminde s ye göre

türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

dT �

ds�
=

m1�2

f 0
p
h2 + 1

[(h�1 � �2)N � �3B2] (4.154)

bulunur. (4.154) denkleminden

��1 =






dT �

ds�





 =
p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

f 0
p
h2 + 1

(4.155)

elde edilir. Burada m2 = �1 öyle ki m2[(h�1 � �2)2 � �23] > 0: (4.154) ve (4:155)
denklemlerinden

N� =
��2
��1

dT �

ds�
=

m1�
�

2�2p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

[(h�1 � �2)N � �3B2] (4.156)

oldu¼gu bulunur. Buradan g(N�; N�) = �2m2 = �
�

2 oldu¼gu görülür. E¼ger

�3 =
m1�

�

2�2(h�1 � �2)p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

ve �4 =
�m1�

�

2�2�3p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

(4.157)

al¬n¬rsa, (4.156) denkleminden

N� = �3N + �4B2 (4.158)

elde edilir. (4.158) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0
dN�

ds�
= ��3�1T + �03N + (�3�2 � �4�3)B1 + �04B2 (4.159)

oldu¼gu görülür. (4:126) de s ye göre türev al¬n¬rsa

(h�01 � �02)�3 � (h�1 � �2)�03 = 0 (4.160)
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elde edilir. (4:157) de s ye göre türev al¬n¬r ve (4:160) kullan¬l¬rsa

�03 = 0 ve �04 = 0 (4.161)

oldu¼gu bulunur. (4:157) ve (4.161) denklemleri (4.159) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

dN�

ds�
=

�m1�
�

2�2�1(h�1 � �2)
f 0
p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

T +
m1�

�

2�2[�2(h�1 � �2) + �23]
f 0
p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

B1 (4.162)

elde edilir. (4.153) ve (4:155) denklemlerinden

��1T
� =

m1

p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]
f 0(h2 + 1)

[hT +B1] (4.163)

oldu¼gu görülür. (4.162) ve (4:163) denklemleri birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda

dN�

ds�
+ ��1T

� =
P (s)

R(s)
[T � hB1] (4.164)

bulunur. Burada

P (s) = �m1�
�

2�2[�1�2(h
2 � 1) + h(�21 � �22 + �23)] 6= 0;

R(s) = f 0(h2 + 1)
q
m2[(h�1 � �2)2 � �23] 6= 0

olarak elde edilir. (4:164) denkleminden

��2 =
j�1�2(h2 � 1) + h(�21 � �22 + �23)j
f 0
p
h2 + 1

p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

(4.165)

oldu¼gu görülür. (4:164) ve (4:165) denklemlerinden

B�1 =
1

��2
[
dN�

ds�
+ ��1T

�] =
�m1m3�

�

2�2p
h2 + 1

[T � hB1] (4.166)

bulunur. Burada

m3 =
j�1�2(h2 � 1) + h(�21 � �22 + �23)j
(�1�2(h2 � 1) + h(�21 � �22 + �23))

= �1

dir. (4.166) denkleminden, g(B�1 ; B
�

1) = 1 oldu¼gu görülür. Birim B�2 vektörü

B�2 = ��4N � �3B2 olarak tan¬mlanabilir, yani

B�2 =
m1�

�

2�2�3p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

N � m1�
�

2�2(h�1 � �2)p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

B2 (4.167)

şeklinde tan¬mlanabilir. Buradan g(B�2 ; B
�

2) = m2�4 = ��4 = ���2 bulunur. Son
olarak

��3 = g(
dB�1
ds�

; B�2) =
�m3�1�3

p
h2 + 1

f 0
p
m2[(h�1 � �2)2 � �23]

6= 0
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olarak bulunur. Sonuç olarak �� e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ ��1;

��2; �
�

3 ve birinci binormal vektörü B
�

1 spacelike vektör olan bir spacelike e¼gridir

ve spanfN�; B�2g =spanfN;B2g oldu¼gundan � e¼grisinin (1; 3)-Bertrand eşlenik
e¼grisidir.

Durum 4.6 � s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve birinci binormal

vektörü B1 spacelike vektör olan bir spacelike e¼gri ve �
� e¼grilikleri ��1 = 1, �

�

2 6= 0;
��3 olan bir pseudo null e¼gri olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.6 � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1; �2; �3 ve

birinci binormal vektörü B1 spacelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike e¼gri olsun.

Bu durumda � e¼grisinin, (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ ikinci e¼grilik

fonksiyonuna sahip bir pseudo null e¼gri olan (1; 3)-Bertrand e¼grisi olmas¬ için

gerek ve yeter şart her s 2 I için aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan a; b; h; �1 6= 0,

�2 6= 0 reel say¬lar¬ vard¬r;

a�2 (s)� b�3 (s) 6= 0; (4.168)

1� a�1 (s) = h(a�2 (s)� b�3 (s)); (4.169)

h�1 (s)� �2 (s) = �1(a�2 (s)� b�3 (s)); (4.170)

�3 (s) = �2(a�2 (s)� b�3 (s)): (4.171)

Burada �21 = �
2
2.

·Ispat. Kabul edelim ki � : I � R ! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ �1;

�2; �3 ve birinci binormal vektörü B1 spacelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike

e¼gri ve �� : I� � R ! E
4
1 e¼grisi � e¼grisinin e¼grilikleri �

�

1 = 1, ��2 6= 0; ��3 olan

pseudo null (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her
s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s). (4.172)

Burada a(s) ve b(s), I üzerinde C1�fonksiyonlard¬r. (4.172) denkleminde s ye
göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.3) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� a�1)T + a0N + (a�2 � b�3)B1 + b0B2 (4.173)
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elde edilir. Bu son eşitlik s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

a0 = 0 ve b0 = 0 (4.174)

bulunur. (4.174) denklemi (4.173) denkleminde yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� a�1)T + (a�2 � b�3)B1 (4.175)

bulunur. (4.175) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

(f 0)2 = (1� a�1)2 + (a�2 � b�3)2 (4.176)

oldu¼gu görülür. E¼ger

� =
1� a�1
f 0

ve 
 =
a�2 � b�3

f 0
(4.177)

al¬n¬rsa, (4.175) denkleminden

T � = �T + 
B1 (4.178)

elde edilir. (4.178) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.3) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

��2f
0��1N

� = �0T + �2(��1 � 
�2)N + 
0B1 � �2
�3B2 (4.179)

bulunur. Bu denklem s¬ras¬yla T ve B1 ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve 
0 = 0 (4.180)

elde edilir. Kabul edelim ki 
 = 0 olsun. Bu durumda (4.178) denkleminden N

ile N� vektörlerinin lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gu görülür. Bölüm 3 den bu bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla 
 6= 0 d¬r. Öyleyse (4.177) denkleminden

a�2 � b�3 6= 0

ve

1� a�1 = h(a�2 � b�3) (4.181)

elde edilir. Burada h = �=
. (4.180) denklemi (4.179) de kullan¬l¬rsa

��2f
0��1N

� = �2(��1 � 
�2)N � �2
�3B2 (4.182)
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oldu¼gu görülür. (4.182) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

(��1 � 
�2)2 = 
2�23 (4.183)

bulunur. (4.181) denklemi (4.176) denkleminde yaz¬l¬rsa

(f 0)2 = (a�2 � b�3)2[h2 + 1] (4.184)

elde edilir. E¼ger

�1 =
�2(��1 � 
�2)

��2f
0��1

=
�2(a�2 � b�3)

(f 0)2
[h�1 � �2]; (4.185)

�2 =
��2
�3
��2f

0��1
=
�2(a�2 � b�3)

(f 0)2
�3 (4.186)

al¬n¬rsa (4.182) denkleminden

N� = �1N + �2B2 (4.187)

bulunur. (4.187) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.3) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0��2B
�

1 = ��1�1T + �01N + (�1�2 + �2�3)B1 + �02B2 (4.188)

elde edilir. Bu denklem s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

�01 = 0 ve �02 = 0 (4.189)

bulunur. (4:177), (4:183), (4:185), (4:186) ve (4:189) denklemleri kullan¬larak

h�1 � �2 = �1(a�2 � b�3);

�3 = �2(a�2 � b�3)

elde edilir. Burada �21 = �
2
2; �1; �2 2 R=f0g.

Tersine, kabul edelim ki � : I � R! E
4
1 s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬

�1; �2; �3 ve birinci binormal vektörü B1 spacelike vektör olan birim h¬zl¬ spacelike

e¼gri olsun ve a; b; h; � 6= �1 reel say¬lar¬ için, (4:168), (4:169), (4:170) ve (4:171)
durumlar¬ sa¼glans¬n. Bu durumda bir �� e¼grisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir

��(s�) = �(s) + aN(s) + bB2(s): (4.190)
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(4.190) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa
d��

ds
= (1� a�1)T + (a�2 � b�3)B1 (4.191)

bulunur. (4:191) ve (4:169) denklemlerinden

d��

ds
= (a�2 � b�3)[hT +B1] (4.192)

elde edilir ve bu denklem yard¬m¬yla

f 0 =
ds�

ds
=






d��

ds





 = m1(a�2 � b�3)
p
h2 + 1 > 0

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada m1 = �1 öyle ki m1 (a�2 � b�3) > 0: (4:192) den-

klemi yeniden yaz¬larak

T � =
m1p
h2 + 1

[hT +B1] (4.193)

elde edilir. Buradan g(T �; T �) = 1 oldu¼gu görülür. (4.193) denkleminde s ye göre

türev al¬n¬r, (2.1) de verilen Frenet denklemleri, (4.170) ve (4.171) kullan¬l¬rsa

dT �

ds�
=

�2p
h2 + 1

[�1N � �2B2] (4.194)

elde edilir. Buradan g (dT �=ds�; dT �=ds�) = 0 oldu¼gu görülür. Öyleyse (4.194)

denkleminden, ��1 = 1 ve

N� =
�2p
h2 + 1

[�1N � �2B2] (4.195)

oldu¼gu görülür. (4.195) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.1) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

dN�

ds�
=

�2
f 0 (h2 + 1)

[��1�1T + (�1�2 + �2�3)B1] (4.196)

elde edilir. (4.196) denklemi kullan¬larak

��2 =






dN�

ds�





 =

q
�21�

2
1 + (�1�2 + �2�3)

2

f 0 (h2 + 1)
6= 0 (4.197)

bulunur. (4.196) ve (4.197) denklemlerinden

B�1 =
�2q

�21�
2
1 + (�1�2 + �2�3)

2
[��1�1T + (�1�2 + �2�3)B1] (4.198)
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olarak elde edilir. Öyleyse g (N�; B�2) = 1 olacak şekilde aşa¼g¬daki gibi bir null

vektör B�2 tan¬mlanabilir

B�2 =
h2 + 1

2

�
1

�1
N +

1

�2
B2

�
: (4.199)

(4.198) ve (4.199) denklemleri kullan¬larak

��3 =
��2 (h2 + 1) (�21 + �22 � �23)

2f 0
q
�21�

2
1 + (�1�2 + �2�3)

2

elde edilir. Sonuç olarak �� e¼grisi ikinci e¼grili¼gi s¬f¬rdan farkl¬ olan bir pseudo null

e¼gridir ve spanfN�; B�2g =spanfN;B2g oldu¼gundan � e¼grisinin (1; 3)-Bertrand
eşlenik e¼grisidir.

Durum 4.7 � e¼grilikleri �1 = 1, �2 6= 0; �3 olan bir pseudo null e¼gri ve �� s¬f¬rdan
farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ ��1; �

�

2; �
�

3 ve birinci binormal vektörü B
�

1 spacelike

vektör olan bir spacelike e¼gri olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.7 � : I � R! E
4
1 e¼grisi e¼grilikleri �1 = 1, �2 6= 0; �3 olan bir pseudo

null e¼gri olsun. Bu durumda � e¼grisinin, (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi s¬f¬rdan

farkl¬ e¼griliklere ve spacelike birinci binormal vektöre sahip spacelike bir e¼gri olan

(1; 3)-Bertrand e¼grisi olmas¬ için gerek ve yeter şart her s 2 I için aşa¼g¬daki

şartlar¬ sa¼glayan a; b; h; � reel say¬lar¬ vard¬r;

a�2 (s)� b�3 (s) 6= 0; (4.200)

1 = b+ h(a�2 (s)� b�3 (s)); (4.201)

���2 (s) = h+ �3 (s) ; (4.202)

�2 (s)� 2�2 (s)�3 (s)h� �2 (s)h2 6= 0: (4.203)

·Ispat. Kabul edelim ki � : I � R ! E
4
1 e¼grisi e¼grilikleri �1 = 1, �2 6= 0; �3

olan birim h¬zl¬ bir pseudo null e¼gri ve �� : I� � R ! E
4
1 e¼grisi � e¼grisinin

e¼grilikleri ��1; �
�

2; �
�

3 s¬f¬rdan farkl¬ ve spacelike birinci binormal vektöre B
�

1 sahip

olan spacelike (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve
her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s): (4.204)

47



Burada a(s) ve b(s), I üzerinde C1�fonksiyonlard¬r. (4.204) denkleminde s ye
göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.3) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� b)T + a0N + (a�2 � b�3)B1 + b0B2 (4.205)

elde edilir. Bu son eşitlik s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

a0 = 0 ve b0 = 0 (4.206)

bulunur. (4.206) denklemi (4.205) denkleminde yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� b)T + (a�2 � b�3)B1 (4.207)

bulunur. (4.207) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

(f 0)2 = (1� b)2 + (a�2 � b�3)2 (4.208)

oldu¼gu görülür. E¼ger

� =
1� b
f 0

ve 
 =
a�2 � b�3

f 0
(4.209)

al¬n¬rsa (4.207) denkleminden

T � = �T + 
B1 (4.210)

elde edilir. (4.210) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.3) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

��2f
0��1N

� = �0T + (� + 
�3)N + 

0B1 � 
�2B2 (4.211)

bulunur. Bu denklem s¬ras¬yla T ve B1 ile çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve 
0 = 0 (4.212)

elde edilir. Kabul edelim ki 
 = 0 olsun. Bu durumda (4.210) denkleminden N

ile N� vektörlerinin lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gu görülür. Bölüm 3 den bu bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla 
 6= 0 d¬r. Öyleyse (4.209) denkleminden

a�2 � b�3 6= 0

ve

1� b = h(a�2 � b�3) (4.213)
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elde edilir. Burada h = �=
. (4.212) denklemi (4.211) de kullan¬l¬rsa

��2f
0��1N

� = (� + 
�3)N � 
�2B2 (4.214)

oldu¼gu görülür. (4.214) denklemi kendisi ile çarp¬l¬rsa

��2(f
0)2(��1)

2 = �2
�2(� + 
�3) (4.215)

bulunur. (4.209) ve (4.215) denklemlerinden

��2(f
0)2(��1)

2 =
�2�2(a�2 � b�3)2

(f 0)2
(h+ �3) (4.216)

elde edilir. (4.213) denklemi (4.208) denkleminde yaz¬l¬rsa

(f 0)2 = (a�2 � b�3)2
�
h2 + 1

�
(4.217)

oldu¼gu görülür. (4.217) ve (4.216) denklemlerinden

��2(f
0)2(��1)

2 =
�2�2
h2 + 1

(h+ �3) (4.218)

bulunur. E¼ger

�1 =
� + 
�3
��2f

0��1
=
(a�2 � b�3) (h+ �3)

��2 (f
0)2 ��1

; (4.219)

�2 =
�
�2
��2f

0��1
=
��2(a�2 � b�3)
��2 (f

0)2 ��1
(4.220)

al¬n¬rsa (4.214) denkleminden

N� = �1N + �2B2 (4.221)

bulunur. (4.221) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) ve (2.3) de verilen

Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

�f 0��1T � + f 0��2B�1 = ��2T + �01N + (�1�2 � �2�3)B1 + �02B2 (4.222)

elde edilir. Bu denklem s¬ras¬yla N ve B2 ile çarp¬l¬rsa

�01 = 0 ve �02 = 0 (4.223)

bulunur. �2 6= 0 oldu¼gundan, (4:219) ve (4:220) denklemlerinden

���2 = h+ �3 (4.224)
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elde edilir. Burada � = �1=�2 d¬r. (4:223) ve (4:222) denklemlerinden

�f 0��1T � + f 0��2B�1 = ��2T + (�1�2 � �2�3)B1 (4.225)

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca (4.207) ve (4:225) denklemlerinden

f 0��2B
�

1 = A(s)T +B(s)B1

bulunur. Burada

A(s) =
(a�2 � b�3)

��2(f
0)2��1(h

2 + 1)
[�2 � 2�2�3h� �2h2]

ve

B(s) =
�(a�2 � b�3)h
��2(f

0)2��1(h
2 + 1)

[�2 � 2�2�3h� �2h2]

dir. f 0��2B
�

1 6= 0 oldu¼gundan dolay¬

�2 � 2�2�3h� �2h2 6= 0

oldu¼gu görülür.

Tersine, kabul edelim ki � : I � R ! E
4
1 e¼grisi e¼grilikleri �1 = 1, �2 6= 0;

�3 olan birim h¬zl¬ bir pseudo null e¼gri olsun ve a; b; h; � reel say¬lar¬ için,

(4:200), (4:201), (4:202) ve (4:203) durumlar¬ sa¼glans¬n. Bu durumda bir ��

e¼grisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir

��(s�) = �(s) + aN(s) + bB2(s): (4.226)

(4.226) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.3) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa
d��

ds
= (1� b)T + (a�2 � b�3)B1 (4.227)

bulunur. (4:227) ve (4:201) denklemlerinden,

d��

ds
= (a�2 � b�3)[hT +B1] (4.228)

elde edilir ve bu denklem yard¬m¬yla

f 0 =
ds�

ds
=






d��

ds





 = m1(a�2 � b�3)
p
h2 + 1 > 0
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şeklinde tan¬mlan¬r. Burada m1 = �1 öyle ki m1 (a�2 � b�3) > 0 d¬r. (4:228)

denklemi yeniden yaz¬larak

T � =
m1p
h2 + 1

[hT +B1] (4.229)

elde edilir. Buradan g(T �; T �) = 1 oldu¼gu görülür. (4.229) denkleminde s ye göre

türev al¬n¬r ve (2.3) de verilen Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

dT �

ds�
=

m1

f 0
p
h2 + 1

[(h+ �3)N � �2B2] (4.230)

bulunur. (4.230) denkleminden

��1 =






dT �

ds�





 =
p
2m2�2(h+ �3)

f 0
p
h2 + 1

(4.231)

elde edilir. Burada m2 = �1 öyle ki m2�2(h + �3) > 0: (4.230) ve (4:231)

denklemlerinden

N� =
��2
��1

dT �

ds�
=

m1�
�

2p
2m2�2(h+ �3)

[(h+ �3)N � �2B2] (4.232)

oldu¼gu bulunur. Buradan g(N�; N�) = �m2 = �
�

2 oldu¼gu görülür. E¼ger

�3 =
m1�

�

2(h+ �3)p
2m2�2(h+ �3)

ve �4 =
�m1�

�

2�2p
2m2�2(h+ �3)

(4.233)

al¬n¬rsa, (4.232) denkleminden

N� = �3N + �4B2 (4.234)

elde edilir. (4.234) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.3) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0
dN�

ds�
= ��4T + �03N + (�3�2 � �4�3)B1 + �04B2 (4.235)

oldu¼gu görülür. (4:202) de s ye göre türev al¬n¬rsa

�03�2 � (h+ �3)�02 = 0 (4.236)

elde edilir. (4:233) de s ye göre türev al¬n¬r ve (4:236) kullan¬l¬rsa

�03 = 0 ve �04 = 0 (4.237)
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oldu¼gu bulunur. (4:233) ve (4.237) denklemleri (4.235) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

dN�

ds�
=

��2m1�2

f 0
p
2m2�2(h+ �3)

T +
��2m1�2 (h+ 2�3)

f 0
p
2m2�2(h+ �3)

B1 (4.238)

elde edilir. (4.229) ve (4:231) denklemlerinden,

��1T
� =

2m1m2�2 (h+ �3)

f 0
p
2m2�2(h+ �3) (h2 + 1)

[hT +B1] (4.239)

oldu¼gu görülür. (4.238) ve (4:239) denklemleri birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda,

dN�

ds�
+ ��1T

� =
X(s)

R(s)
T +

Y (s)

R(s)
B1 (4.240)

bulunur. Burada

X(s) = �m1m2

�
�2 � 2�2�3h� �2h2

�
6= 0;

Y (s) = m1m2h
�
�2 � 2�2�3h� �2h2

�
;

R(s) = f 0
p
2m2�2(h+ �3)

�
h2 + 1

�

olarak elde edilir. (4:240) denkleminden,

��2 =
j�2 � 2�2�3h� �2h2j

f 0
p
2m2�2(h+ �3)

p
h2 + 1

(4.241)

oldu¼gu görülür. (4:240) ve (4:241) denklemlerinden,

B�1 =
1

��2
[
dN�

ds�
+ ��1T

�] =
�m1m2m3p
h2 + 1

[T � hB1] (4.242)

bulunur. Burada

m3 =
j�2 � 2�2�3h� �2h2j
�2 � 2�2�3h� �2h2

= �1

dir. (4.242) denkleminden, g(B�1 ; B
�

1) = 1 oldu¼gu görülür. Birim B�2 vektörü

B�2 = �3N � �4B2 olarak tan¬mlanabilir, yani

B�2 =
m1�

�

2p
2m2�2(h+ �3)

[(h+ �3)N + �2B2]

şeklinde tan¬mlanabilir. Buradan g(B�2 ; B
�

2) = m2 = ��4 = ���2 bulunur. Son
olarak,

��3 = g(
dB�1
ds�

; B�2) =
m3�2

p
h2 + 1

f 0
p
2m2�2(h+ �3)

6= 0

olarak bulunur. Sonuç olarak �� e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilik fonksiyonlar¬ ��1;

��2; �
�

3 ve birinci binormal vektörü B
�

1 spacelike vektör olan bir spacelike e¼gridir
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ve spanfN�; B�2g =spanfN;B2g oldu¼gundan � e¼grisinin (1; 3)-Bertrand eşlenik
e¼grisidir.

Durum 4.8 � e¼grilikleri �1 = 1, �2 6= 0; �3 olan bir pseudo null e¼gri ve �
�

da e¼grilikleri ��1 = 1, ��2 6= 0; ��3 olan bir pseudo null e¼gri olsun. Bu durumda

aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.8 � : I � R ! E
4
1 e¼grisi e¼grilikleri �1 = 1, �2 6= 0; �3 olan bir

pseudo null e¼gri olsun. Bu durumda � e¼grisinin, (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi

s¬f¬rdan farkl¬ ikinci e¼grili¼ge sahip pseudo null bir e¼gri olan (1; 3)-Bertrand e¼grisi

olmas¬ için gerek ve yeter şart her s 2 I için aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan � 6= 0; 
;
� =2 f0; 1g reel say¬lar¬ vard¬r;

��2 (s)� ��3 (s) 6= 0; (4.243)

1 = �+ 
(��2 (s)� ��3 (s)); (4.244)


 + �3 (s) = 0: (4.245)

·Ispat. Bu teoremin ispat¬ [14] makalesinde görülebilir.

4.2.1. Baz¬ Örnekler

Bu bölümde Bölüm 4.2. deki teoremlere ili̧skin örnekler verilecektir.

Örnek 4.7 Timelike asli normale N sahip spacelike e¼gri �;

�(s) =
1p
10

�
cosh 2s; sinh 2s;

p
6 sin s;

p
6 cos s

�

olarak verilsin. � e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T (s) =
1p
5

�p
2sinh 2s;

p
2cosh 2s;

p
3cos s;�

p
3sin s

�
;

N (s) =
1p
5

�
�2
p
2 cosh 2s;�2

p
2 sinh 2s;

p
3 sin s;

p
3 cos s

�
;

B1 (s) =
1p
5

�
�
p
3sinh 2s;�

p
3cosh 2s;

p
2cos s;�

p
2sin s

�
;

B2 (s) =
1p
5

�p
3 cosh 2s;

p
3 sinh 2s;�2

p
2 sin s;�2

p
2 cos s

�

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k1 (s) = 1; k2 (s) =
p
6; k3 (s) = 2 olarak elde edilir.

Teorem 4.5 de, a = 2, b = 2
p
6, h =

p
6=12 ve � = 25

p
6=48 al¬n¬rsa (4.124),
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(4.125), (4.126) ve (4.127) durumlar¬ sa¼glan¬r. Öyleyse � e¼grisi E41 uzay¬nda

(1; 3)-Bertrand e¼grisidir ve (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi ��, timelike asli normale

N� sahip spacelike bir e¼gridir öyle ki

�� (s) =

 p
10

2
cosh 2s;

p
10

2
sinh 2s;�

p
15 sin s;�

p
15 cos s

!

olarak elde edilir. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T �(s) =
1p
5

�p
2 sinh 2s;

p
2 cosh 2s;�

p
3 cos s;

p
3 sin s

�
;

N� (s) =
1p
5

�
�2
p
2 cosh 2s;�2

p
2 sinh 2s;�

p
3 sin s;�

p
3 cos s

�
;

B�1 (s) =
1p
5

�
�
p
3 sinh 2s;�

p
3 cosh 2s;�

p
2 cos s;

p
2 sin s

�
;

B�2 (s) =
1p
5

�p
3 cosh 2s;

p
3 sinh 2s; 2

p
2 sin s; 2

p
2 cos s

�

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) = 1=5, k
�

2 (s) =
p
6=5; k�3 (s) = 2=5 olarak bulunur.

Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) =
11

5

p
2N (s) +

4
p
6

5
B2 (s) ;

B�2 (s) = �4
p
6

5
N (s)� 11

5
B2 (s) :

Örnek 4.8 Örnek 4.7 deki ayn¬ spacelike e¼gri için, Teorem 4.6 da a = �
�
1 +

p
6
�
,

b = �
�p
6 + 7

�
=2, h = 2+

p
6 ve �1 = �2 = 2 al¬n¬rsa (4.168), (4.169), (4.170) ve

(4.171) durumlar¬ sa¼glan¬r. Öyleyse � e¼grisi E41 uzay¬nda (1; 3)-Bertrand e¼grisidir

ve (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi �� bir pseudo null e¼gridir öyle ki

�� (s) =

�
2
p
2 +

p
3
�

2
p
5

(cosh 2s; sinh 2s; 4 sin s; 4 cos s)

olarak bulunur. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T �(s) =
1p
5
(sinh 2s; cosh 2s; 2 cos s;�2 sin s) ;

N� (s) =
2

p
55 + 20

p
6
(cosh 2s; sinh 2s;� sin s;� cos s) ;

B�1 (s) =
2p
5
(sinh 2s; cosh 2s;�2 cos s; 2 sin s) ;

B�2 (s) = �
p
55 + 20

p
6

4
(cosh 2s; sinh 2s; sin s; cos s)
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ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) =
p
5=4, k�2 (s) = 3

p
5=20; k�3 (s) = �1=

p
5 olarak

elde edilir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) =
2

11 + 4
p
6
[�N(s) +B2(s)] ;

B�2 (s) =
11 + 4

p
6

4
[N(s) +B2(s)] :

Örnek 4.9 [14] Pseudo null e¼gri �

�(s) =
3p
10

�
1

9
cosh 3s;

1

9
sinh 3s; sin s;� cos s

�

olarak verilsin. � e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T (s) =
3p
10
(
1

3
sinh 3s;

1

3
cosh 3s; cos s; sin s);

N (s) =
3p
10
(cosh 3s; sinh 3s;� sin s; cos s) ;

B1 (s) =
1p
10
(3 sinh 3s; 3 cosh 3s;� cos s;� sin s) ;

B2 (s) =
5

3
p
10
(� cosh 3s;� sinh 3s;� sin s; cos s)

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k1 (s) = 1; k2 (s) = 3; k3 (s) = 4=3 olarak elde edilir. Teo-

rem 4.7 de a = b = �9=16, h = �5=3 ve � = 1=9 al¬n¬rsa (4.200), (4.201), (4.202)
ve (4.203) durumlar¬ sa¼glan¬r. Öyleyse � e¼grisi E41 uzay¬nda (1; 3)-Bertrand e¼gri-

sidir ve (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi �� spacelike birinci binormal vektöre B�1

sahip spacelike e¼gridir öyle ki

�� (s) =

�
� 1
24

p
10 cosh 3s;� 1

24

p
10 sinh 3s;

9

16

p
10 sin s;� 9

16

p
10 cos s

�

olarak bulunur. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T �(s) =

�
� 2
85

p
85 sinh 3s;� 2

85

p
85 cosh 3s;

9

85

p
85 cos s;

9

85

p
85 sin s

�
;

N� (s) =

�
�2
5

p
5 cosh 3s;�2

5

p
5 sinh 3s;�3

5

p
5 sin s;

3

5

p
5 cos s

�
;

B�1 (s) =

�
� 9
85

p
85 sinh 3s;� 9

85

p
85 cosh 3s;� 2

85

p
85 cos s;� 2

85

p
85 sin s

�
;

B�2 (s) =

�
3

5

p
5 cosh 3s;

3

5

p
5 sinh 3s;

2

5

p
5 sin s;�2

5

p
5 cos s

�
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ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) = 24
p
2=85, k�2 (s) = 96

p
2=85; k�3 (s) = 8

p
2=5

olarak elde edilir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) =
1

6

p
2N (s) +

3

2

p
2B2 (s) ;

B�2 (s) =
1

6

p
2N (s)� 3

2

p
2B2 (s) :

Örnek 4.10 Örnek 4.9 deki ayn¬ pseudo null e¼gri için, Teorem 4.8 de � = �17=18,
� = �1 ve 
 = �4=3 al¬n¬rsa (4.243), (4.244) ve (4.245) durumlar¬ sa¼glan¬r.
Öyleyse � e¼grisi E41 uzay¬nda (1; 3)-Bertrand e¼grisidir ve (1; 3)-Bertrand eşlenik

e¼grisi �� bir pseudo null e¼gridir öyle ki

�� (s) =
�5
6
p
10
(cosh 3s; sinh 3s;�9 sin s; 9 cos s)

olarak bulunur. �� e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T �(s) =
1p
10
(� sinh 3s;� cosh 3s; 3 cos s; 3 sin s) ;

N� (s) =
�3
p
10

25
(cosh 3s; sinh 3s; sin s;� cos s) ;

B�1 (s) =
�3p
10
(sinh 3s; cosh 3s; 3 cos s; 3 sin s) ;

B�2 (s) =
5
p
10

12
(cosh 3s; sinh 3s;� sin s; cos s)

ve e¼grilik fonksiyonlar¬ k�1 (s) = 1, k
�

2 (s) = 12=25; k
�

3 (s) = 4=3 olarak elde edilir.

Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

N� (s) =
18

25
B2(s) ve B�2 (s) =

25

18
N(s):
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

(1; 3)-Bertrand e¼grileri ile ilgili yap¬lan makaleler dikkate al¬nd¬¼g¬nda (1; 3)-

Bertrand e¼grisi ve eşlenik e¼grisi ayn¬ casual karakterinde düşünülmüştür. Buradan

farkl¬ casual karakterindeki e¼grilerin (1; 3)-Bertrand e¼gri çifti oluşturup oluştura-

mayaca¼g¬ sorusu akla gelmi̧stir. Bu sorunun çözümünü araşt¬rmak için (1; 3)-

normal düzlemlerin casual karakterleri dikkate al¬nm¬̧st¬r. Buradan bir spacelike

e¼grisinin (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisinin spacelike e¼gri d¬̧s¬nda timelike, Cartan

null veya pseudo null e¼gri olabilice¼gi, bir timelike (1; 3)-Bertrand e¼grisinin (1; 3)-

Bertrand eşlenik e¼grisinin timelike e¼gri d¬̧s¬nda spacelike veya Cartan null e¼gri

olabilece¼gi, Cartan null (1; 3)-Bertrand e¼grisinin (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisinin

Cartan null e¼gri d¬̧s¬nda spacelike veya timelike e¼gri olabilece¼gi, pseudo null (1; 3)-

Bertrand e¼grisinin (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisinin pseudo null e¼gri d¬̧s¬nda space-

like e¼gri olabilece¼gi bulunmuştur.

Sonuç olarak, farkl¬ casual karaktere sahip e¼gri çiftlerinin de (1; 3)-Bertrand

e¼gri çifti oluşturabildi¼gi literatüre kazand¬r¬lm¬̧st¬r. Buna benzer çal¬̧smalar farkl¬

uzaylarda da çal¬̧s¬labilir. Örne¼gin, null (1; 3)-Bertrand e¼grileri 4-boyutlu 2-

indeksli yar¬-Öklidyen uzayda çal¬̧s¬lm¬̧st¬r [29].
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