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ÖZET 

 

LOKAL MORREY-TİPLİ UZAYLAR ARASINDA 

GÖMME TEOREMLERİ 
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Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Doktora tezi 

Danışman: Doç. Dr. Rza MUSTAFAYEV 

KASIM 2015, 86 sayfa 

 

 

Bu tez ilk bölümü giriş ve son bölümü tartışma ve sonuç olmak üzere toplam beş 

bölümden oluşmaktadır. 

 

İkinci bölümde diğer bölümlerde kullanılacak temel kavram ve teoremler verilmiş, 

diskretleştirme metodu anlatılmış ve tez boyunca incelenecek fonksiyon uzayları 

tanımlanmıştır. 

  

Tezin üçüncü bölümünde Hardy-tipli eşitsizlikler tanıtılmış ve yeni eşitsizlikler 

karakterize edilmiştir. 

  

Dördüncü bölümde ağırlıklı Lebesgue uzayları ve ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzaylar 

arasındaki gömmeler ve ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzaylarla komplementar ağırlıklı 

lokal Morrey-tipli uzaylar arasındaki gömmeler karakterize edilmiştir.  
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This thesis consists of five chapters including the introduction and the discussion and 

conclusion parts. 

 

Basic concepts, definitions and necessary statements for the proof of the main results 

are given in Chapter 2. Moreover, the discretization method and the weighted local 

Morrey-type spaces are introduced in this chapter. 

 

In Chapter 3, we recall the solutions of some direct and reverse Hardy-type 

inequalities and iterated Hardy-type inequalities. The characterization of some new 

reverse Hardy-type inequalities for supremal operator are given also in this chapter. 

 

Embeddings between weighted Lebesgue spaces and weighted local Morrey-type 

spaces and embeddings between weighted local Morrey-type spaces and 

complementary weighted local Morrey-type spaces are characterized in Chapter 4. 

 

 

Key words:  Local Morrey-type Spaces, Weighted Lebesgue Spaces, Hardy-type 

Inequalities, Embeddings 
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SİMGELER DİZİNİ 

 

 ( )    A üzerinde ölçülebilir fonksiyonlar sınıfı 

  ( )  ( ) nın negatif olmayan elemanlarının 

sınıfı 

 ( )    ağırlık fonksiyonları sınıfı 

  ( 
 )  p. mertebeden integrallenebilir  

 fonksiyonlar sınıfı 

  
   (  )   p. mertebeden lokal integrallenebilir 

fonksiyonlar sınıfı 

    ( 
 )   ağırlıklı Lebesgue uzayı 

  (*  +    )  ağırlıklı diskret Lebesgue uzayı 

        Morrey uzayı 

      ( 
 )   lokal Morrey-tipli uzay 

      ( 
   )  ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzay 

      ( 
 )    komplementar lokal Morrey-tipli uzay 

       ( 
   )  ağırlıklı komplementar lokal Morrey-

    tipli uzay 

      Hardy operatörü 

       n-boyutlu Hardy operatörü 

       dual Hardy operatörü 

  
      n-boyutlu dual Hardy operatörü 

      supremal operatör 

       supremal operatörün duali 

       n-boyutlu supremal operatör 

  
      n-boyutlu supremal operatörün duali 

      Maksimal operatör 



1. GİRİŞ

Reel ve harmonik analizin, maksimal operatör, kesirli maksimal operatör, Riesz potan-

siyeli, singüler integral operatör gibi, klasik operatörlerinin bir ağırlıklı Lebesgue uza-

yından diğerine sınırlılığı problemi kapsamlı bir biçimde incelenmiştir. Bahsedilen opera-

törlerin sınırlı olması için ağırlık fonksiyonları üzerindeki gerek ve yeter koşullar, sayısal

parametrelerin büyük çoğunluğu için elde edilmiştir. Literatürdeki sonuçların reel analiz

ve kısmi türevli diferensiyel denklemler teorisinde pek çok uygulamaları vardır. Kısmi

türevli diferensiyel denklemler teorisinde ağırlıklı Lebesgue uzaylarının yanısıra Morrey

uzayları ve bu uzayların genelleştirmeleri de önemli rol oynamaktadır.

Mp,λ ile gösterilen Morrey uzayları [58] de 1938 yılında C.B. Morrey tarafından Varyas-

yon Analizi’nde ortaya çıkan regülerlik problemlerinin araştırılabilmesi için 1 ≤ p <∞ ve

0 ≤ λ ≤ n olmak üzere

Mp,λ =
{
f ∈ Lloc

p (Rn) : ‖ f ‖Mp,λ <∞
}

şeklinde tanımlanmıştır. Burada B(x,r), x ∈ Rn merkezli, r yarıçaplı açık yuvar olmak

üzere

‖ f ‖Mp,λ := sup
x∈Rn,r>0

r
λ−n

p ‖ f ‖p,B(x,r)

dir. Bilindiği gibi 1 ≤ p <∞ için Mp,n = Lp, Mp,0 = L∞, ve λ < 0 veya λ > n ise Mp,λ = {0}

dır.

Bu uzaylar, özellikle, parabolik ve eliptik diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal

davranışlarının incelenmesinde oldukça kullanışlıdır (bkz., [31]). Ayrıca bu uzaylarda reel

ve harmonik analizin klasik operatölerinin sınırlılık problemleri de incelenmiş ve önemli

sonuçlar elde edilmiştir (bkz., [1–3, 21, 25, 63, 65, 70]).

LMpθ,ω ile gösterilen lokal Morrey-tipli uzaylar ve
c
LMpθ,ω ile gösterilen komplemen-
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tar lokal Morrey-tipli uzaylar ilk olarak 1994’te [45] te V.S. Guliyev tarafından doktora

tezinde tanımlanmıştır. [45] te homogen Lie grupları üzerinde tanımlanmış kesirli integral

operatörlerin ve singüler integral operatörlerin LMpθ,ω üzerinde sınırlı olması için yeterli

koşullar elde edilmiştir.

[11] de LMpθ,ω lokal Morrey-tipli uzaylar aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 0 < p, θ ≤ ∞, ω,

(0,∞) üzerinde negatif olmayan ve ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

LMpθ,ω :=
{
f ∈ Lloc

p
(
Rn) : ‖ f ‖LMpθ,ω <∞

}
uzayına lokal Morrey-tipli uzay denir. Burada

‖ f ‖LMpθ,ω :=
∥∥∥‖ f ‖p,B(0,r)

∥∥∥
θ,ω,(0,∞)

dur.

Komplementar lokal Morrey-tipli uzaylar [14] te aşağıdaki gibi tanımlanmıştır:

0 < p, θ ≤∞ ve ω, (0,∞) üzerinde negatif olmayan, ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

c
LMpθ,ω :=

 f ∈
⋂
t>0

Lp
( c

B(0, t)
)

: ‖ f ‖ cLMpθ,ω
<∞


uzayına komplementar lokal Morrey-tipli uzay denir. Burada

‖ f ‖ cLMpθ,ω
:=

∥∥∥‖ f ‖p, cB(0,r)

∥∥∥
θ,ω,(0,∞)

dur. Bu uzayların komplementar lokal Morrey-tipli uzaylar olarak adlandırılmalarının se-

bebi f fonksiyonunun yuvarın tümleyeni üzerinde normunun kullanılmasıdır.

Bu tez boyunca 0 < θ ≤∞ ve

Ωθ := {ω ∈M+(0,∞) : 0 < ‖ω‖θ,(t,∞) <∞, t > 0},
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c
Ωθ := {ω ∈M+(0,∞) : 0 < ‖ω‖θ,(0,t) <∞, t > 0}

olmak üzere, lokal Morrey-tipli uzaylar incelenirkenω ∈Ωθ ve komplementar lokal Morrey-

tipli uzaylar incelenirken ω ∈
c
Ωθ olduğu düşünülecektir.

Lokal Morrey-tipli uzaylar ve Morrey uzayları arasındaki ilişki, 0 < λ < n olmak üzere,

‖ f ‖Mp,λ = sup
x∈Rn

∥∥∥ f (x + ·)
∥∥∥

LMλ
p,∞

şeklinde verilebilir. Burada

LMλ
p,∞ := LMp∞,ω|

ω(r)=r
λ−n

p

dir.

Lokal Morrey-tipli uzaylar son yıllarda yoğun bir biçimde incelenmektedir. Çalışmalar

bir yandan reel ve harmonik analizin önemli operatörlerinin bu uzaylarda incelenmesini

(bkz., [46–48] ve [8–20]), diğer yandan bu uzayların fonksiyonel analitik özelliklerinin

ve bilinen diğer fonksiyon uzaylarıyla ilişkilerinin araştırılmasını (bkz., [4, 20, 32, 34])

kapsamaktadır.

Rn üzerinde lokal integrallenebilen bir f fonksiyonu için Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

M f (x) := sup
t>0

1
|B(x, t)|

∫
B(x,t)
| f (y)|dy

şeklinde tanımlıdır. Burada |B(x, t)|, B(x, t) yuvarının Lebesgue ölçüsüdür. M : f → M f

operatörüne, Hardy-Littlewood maksimal operatörü denir.

Maksimal operatör reel ve harmonik analizde sıklıkla kullanılan önemli bir altlineer opera-

tördür. Bu operatörün davranışı diferensiyellenebilme teorisi başta olmak üzere pek çok

alanda oldukça aydınlatıcıdır ve singüler ve potansiyel operatörlerin kontrol edilmesinde

oldukça kullanışlıdır (bkz., [30, 42, 43, 49, 71, 72]).
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Maksimal operatörün LMpθ1,ω1(Rn) uzayından LMpθ2,ω2(Rn) uzayına sınırlılığı genel ω1,

ω2 fonksiyonları için [10–13, 17] de gösterilmiştir. [11–13, 17] de, p, θ1 ve θ2 parametre-

lerinin belli durumlarında maksimal operatörün LMpθ1,ω1(Rn) uzayından LMpθ2,ω2(Rn)

uzayına sınırlı olması için ω1 ve ω2 fonksiyonları üzerindeki gerek ve yeter koşullar

elde edilmiş ve aşağıdaki teorem ispatlanmıştır:

Teorem 1.1. ([11–13, 17]) 1 < p <∞, 0 < θ1 ≤ θ2 ≤ ∞, ω1 ∈ Ωθ1 ve ω2 ∈ Ωθ2 olsun. Bu

durumda maksimal fonksiyonun, LMpθ1,ω1(Rn) uzayından LMpθ2,ω2(Rn) uzayına sınırlı

olması için gerek ve yeter koşul, her t ∈ (0,∞) için

∥∥∥∥∥ω2(r)
( r
t + r

) n
p
∥∥∥∥∥
θ2,(0,∞)

. ‖ω1‖θ1,(t,∞)

eşitsizliğinin t den bağımsız c > 0 sabitiyle sağlanmasıdır. Ayrıca,

‖M‖LMpθ1,ω1 (Rn)→LMpθ2,ω2 (Rn) ≈ sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−1
θ1,(t,∞)

∥∥∥∥∥ω2(r)
( r
t + r

) n
p
∥∥∥∥∥
θ2,(0,∞)

denkliği doğrudur.

Not 1.1. Teorem 1.1, [11–13] te θ1 ≤ p ek koşulu altında ispatlanmıştır.

θ2 < θ1 durumunda, maksimal fonksiyonun LMpθ1,ω1(Rn) uzayından LMpθ2,ω2(Rn) uzayı-

na sınırlı olması için ω1 ve ω2 üzerindeki yeter koşullar [17] de verilmiştir. Fakat, mak-

simal fonksiyonun LMpθ1,ω1(Rn) uzayından LMpθ2,ω2(Rn) uzayına sınırlı olması için ω1

ve ω2 üzerindeki gerek ve yeter koşulların bulunması problemi θ2 < θ1 durumunda hâlâ

açıktır. [10] da bu problemin çözümü θ1 =∞ ve ω1(r) ≡ 1 özel durumunda verilmiştir.

Diğer bir deyişle; [10] da, p1, p2 ve θ parametrelerinin bütün mümkün durumlarında,

maksimal fonksiyonun Lp1(Rn) = LMp1∞,1(Rn) den LMp2θ,ω(Rn) ye sınırlı olması için ω

üzerindeki gerek ve yeter koşullar elde edilmiştir.
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Teorem 1.2. ([8, 10]) 0 < p2 ≤ p1 ≤∞, 0 < θ ≤∞ ve ω ∈Ωθ olsun.

(i) 1 < p2 = p1, 0 < θ ≤∞ veya 0 < p2 < p1, 1 < p1, θ =∞ ise, bu durumda

‖M‖Lp1 (Rn)→LMp2θ,ω(Rn) ≈

∥∥∥∥∥rn
(

1
p2
− 1

p1

)
ω(r)

∥∥∥∥∥
θ,(0,∞)

sağlanır.

Özel olarak, 1 < p ≤∞, 0 < θ ≤∞ ise, bu durumda

‖M‖Lp(Rn)→LMpθ,ω(Rn) ≈ ‖ω‖θ,(0,∞)

elde edilir.

(ii) 0 < p2 < p1, 1 < p1 ve θ <∞ ise, bu durumda

‖M‖Lp1 (Rn)→LMp2θ,ω(Rn) ≈

∥∥∥∥∥tn
(

1
p2
− 1

p1

)
− 1

s ‖ω‖θ,(t,∞)

∥∥∥∥∥
s,(0,∞)

≈

∥∥∥∥∥tn
(

1
p2
− 1

p1

)
− 1

s

∥∥∥∥∥( r
r + t

) n
p2
ω(r)

∥∥∥∥∥
θ,(0,∞)

∥∥∥∥∥
s,(0,∞)

sağlanır. Burada

s =


p1θ

p1−θ
, θ < p1

∞, θ ≥ p1

(1.1)

dir.

[10] da kullanılan metot temel olarak aşağıdaki teoremlere dayanmaktadır:

Teorem 1.3. ([8, 10]) 0 < p2 ≤ p1 ≤∞, 0 < θ ≤∞ ve ω ∈Ωθ olsun.

(i) p2 = p1, 0 < θ ≤∞ veya 0 < p2 < p1, θ =∞ ise, bu durumda

‖ I‖Lp1 (Rn)→LMp2θ,ω(Rn) ≈

∥∥∥∥∥rn
(

1
p2
− 1

p1

)
ω(r)

∥∥∥∥∥
θ,(0,∞)

(1.2)

dur.
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(ii) 0 < p2 < p1 ve θ <∞ ise, bu durumda

‖ I‖Lp1 (Rn)→LMp2θ,ω(Rn) ≈

∥∥∥∥∥rn
(

1
p2
− 1

p1

)
− 1

s ‖ω‖θ,(r,∞)

∥∥∥∥∥
s,(0,∞)

(1.3)

dur. Burada s, (1.1) deki gibidir.

Teorem 1.4. X ve Y , Rn de ölçülebilir fonksiyonların kuasi-normlu vektör uzayı ve mak-

simal fonksiyon M, X te sınırlı olsun. Ayrıca, Y latis özelliğini sağlasın; yani

0 ≤ g ≤ f ⇒ ‖g‖Y . ‖ f ‖Y

olsun. Bu durumda, M nin X ten Y ye sınırlı olması için gerek ve yeter koşul X ↪→ Y dir

ve

‖M‖X→Y ≈ ‖I‖X→Y

denkliği doğrudur.

Belirtelim ki Teorem 1.4, [10] da X = Lp1(Rn) ve Y = LMp2θ,ω(Rn) durumunda ispatlan-

mıştır.

Bu doktora tezinin amacı ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzaylar arasında

LMp1θ1,ω1(Rn,v1)←↩
c
LMp2θ2,ω2(Rn,v2), (1.4)

LMp1θ1,ω1(Rn,v1) ↪→
c
LMp2θ2,ω2(Rn,v2) (1.5)

şeklindeki gömmelerin karakterize edilmesidir.

Bu problemin çözümünde duallik prensibinden yararlanılacaktır. Duallik prensibi, (1.4)

ve (1.5) gömmelerinin karakterizasyonunu, ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzaylar ile ağırlıklı

Lebesgue uzayları arasında
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Lp1,v1(Rn) ↪→ LMp2θ,ω(Rn,v2), (1.6)

Lp1,v1(Rn) ↪→
c
LMp2θ,ω(Rn,v2), (1.7)

Lp1,v1(Rn)←↩ LMp2θ,ω(Rn,v2), (1.8)

Lp1,v1(Rn)←↩
c
LMp2θ,ω(Rn,v2) (1.9)

şeklindeki gömmelerin optimal sabitlerinin hesaplanması problemine indirger. (1.6)-(1.9)

gömmelerinin karakterizasyonu için düz ve ters çok boyutlu Hardy eşitsizliklerinden yarar-

lanılacaktır (bkz., örneğin, [26, 33]) ve bu karakterizasyon, ele alınan problemi iteratif

Hardy-tipli eşitsizliklerin çözümüne indirgemektedir. Dikkat edilmelidir ki (1.6)-(1.9)

gömmeleri, (1.4)-(1.5) gömmelerinin özel bir durumudur.

(1.4)-(1.5) gömmelerinin karakterizasyonu için literatürdeki eşitsizlikler yeterli olmamak-

tadır. Bu problemlerin çözümünde supremal operatör için çok boyutlu

‖gw‖p,Rn ≤ c
∥∥∥∥v(t)‖g‖

∞,
cB(0,t)

∥∥∥∥
q,(0,∞)

(1.10)

ve

‖gw‖p,Rn ≤ c
∥∥∥v(t)‖g‖∞,B(0,t)

∥∥∥
q,(0,∞) (1.11)

şeklindeki ters Hardy-tipli eşitsizliklere ihtiyaç duyulmaktadır. Bu eşitsizlikler bu tez kap-

samında karakterize edilmiştir. (1.10)-(1.11) eşitsizliklerinin çözümünde [27] ve [33] te

verilen diskretleştirme tekniği kullanılmıştır.

(1.6)-(1.9) gömmelerinin karakterizasyonu ayrıca bir öneme de sahiptir. (1.6)-(1.7) gömme-

lerinin karakterize edilmesi, v1 ağırlık fonksiyonu Ap1 , 1< p1 <∞, Muckenhoupt sınıfından

olduğunda ‖M‖Lp1 (Rn,v1)→LMp2 θ,ω(Rn,v2) ve ‖M‖Lp1 (Rn,v1)→ cLMp2 θ,ω(Rn,v2) normlarının hesap-

lanmasına imkân vermektedir (bkz., Sonuç 4.1 ve Sonuç 4.2). Ayrıca (1.8)-(1.9) gömmeleri

yardımıyla LMpθ,ω(Rn,v) ve
c
LMpθ,ω(Rn,v) uzaylarının associate uzayları hesaplanabil-

mektedir (bkz., Teorem 4.6 ve Teorem 4.7).
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Bu tez kapsamında (1.4)-(1.5) gömmeleri karakterize edildiğinde, özel olarak, p1, p2, q1,

q2 ∈ (0,∞), p2 ≤min{p1,q2} ve u1,u2 ve v1,v2 fonksiyonları sırasıyla (0,∞) ve Rn üzerinde

ağırlık fonksiyonları olmak üzere

(∫ ∞

0

(∫
B(0,t)

f (τ)p2v2(τ)dτ
) q2

p2 u2(t)dt
) 1

q2
≤ c

(∫ ∞

0

(∫
cB(0,t)

f (τ)p1v1(τ)dτ
) q1

p1 u1(t)dt
) 1

q1

eşitsizliğinin optimal sabitleri de hesaplanmış olacaktır (bu eşitsizliğin p1 < p2 durumunda

her q1,q2 ∈ (0,∞] için yalnızca sıfıra denk fonksiyonlar için sağlanabileceği Lemma 4.1

de gösterilmiştir).
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2. MATERYAL VE YÖNTEM

Bu tez boyunca ana parametrelerden bağımsız ve satırdan satıra değişebilen sabitler c ve C

ile belirtilecektir. Fakat, c1 gibi alt indise sahip sabitler farklı durumlarda değişmemektedir.

λ > 0 ana parametrelerden bağımsız olmak üzere a ≤ λb durumu a . b (b & a) ile gösterile-

cektir. Eğer a . b ve b . a ise a ve b denktir denir ve a ≈ b ile ifade edilir. 1 ile 1(x) = 1,

x ∈ Rn fonksiyonu gösterilecektir. B(x,r), x ∈ Rn ve r > 0 olmak üzere x merkezli r

yarıçaplı açık yuvar ve bu yuvarın tümleyeni
c
B(x,r) := Rn\B(x,r) dir.

X ve Y kuasi-normlu iki vektör uzayı olmak üzere X ⊂ Y ve her z ∈ X için ‖z‖Y ≤ c‖z‖X

olacak şekilde pozitif bir c sabiti varsa, X, Y ye gömülmüştür denir ve X ↪→ Y ile gösterilir.

Eğer X ↪→ Y ve Y ↪→ X ise X = Y dir. X ↪→ Y gömmesinin en iyi sabiti ‖ I‖X→Y dir.

n ≥ 1 ve A ⊂ Rn olsun. A üzerindeki ölçülebilir fonksiyonların sınıfı M(A), M(A) nın

negatif olmayan elemanlarının sınıfı M+(A), A üzerindeki bütün ağırlık fonksiyonlarının

(ölçülebilir, hemen hemen her yerde pozitif ve sonlu fonksiyonlar) sınıfı ise W(A) ile

gösterilecektir.

p ∈ (0,∞] ve w ∈M+(A) olmak üzereM(A) üzerinde bir ‖ · ‖p,w,A fonksiyonelini

‖ f ‖p,w,A :=


(∫

A
[
| f (x)|w(x)

]p dx
)1/p

, p <∞

esssupA | f (x)|w(x), p =∞

şeklinde tanımlayalım. Eğer ek olarak w ∈W(A) ise Lp(A,w) ağırlıklı Lebesgue uzayı

Lp,w(A) ≡ Lp(A,w) := { f ∈M(A) : ‖ f ‖p,w,A <∞}

biçiminde tanımlıdır. A üzerinde w ≡ 1 olması durumunda Lp,w(A) ve ‖ · ‖p,w,A yerine

sırasıyla Lp(A) ve ‖ · ‖p,A yazılır.

Bu tezde aşağıdaki kabul ve gösterimlerden yararlanılacaktır:
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(i) Tez boyunca 0/0 = 0, 0 · (±∞) = 0 ve 1/(±∞) = 0 ve Z = Z∪{−∞,+∞} alınacaktır.

(ii)

p′ :=



p
1−p , 0 < p < 1,

∞, p = 1,
p

p−1 , 1 < p <∞,

1, p =∞.

(iii) Eğer I = (a,b) ⊆ R ve g, I üzerinde monoton ise, g(a) ve g(b) sırasıyla limx→a+ g(x)

ve limx→b− g(x) dir.

(iv) Tez boyunca

p→ q :=


pq

p−q , p > q,

∞, p ≤ q

gösterimi kullanılacaktır (bkz., [44]).

N,M ∈ Z, N ≤ M, 0 < q ≤ ∞ ve {wk} = {wk}
M
k=N pozitif terimli bir dizi olsun. Lebesgue

uzayının diskret analoğu `q({wk},N,M) aşağıdaki gibi verilmektedir: 0 < q < ∞ olmak

üzere

`q({wk},N,M) =

{ak}
M
k=N : ‖ak‖`q({wk},N,M) :=

 M∑
k=N

|akwk|
q


1
q

<∞


ve

`∞({wk},N,M) =

{
{ak}

M
k=N : ‖ak‖`∞({wk},N,M) := sup

N≤k≤M
|akwk| <∞

}
dur. Eğer wk = 1, N ≤ k ≤ M ise, `q({wk},N,M) yerine `q(N,M) yazılır.

0 < p,q ≤∞ olmak üzere diskret Hölder eşitsizliğinin direkt sonucu olan

‖{akbk}‖`q(N,M) ≤ ‖{ak}‖`r(N,M)‖{bk}‖`p(N,M) (2.1)

eşitsizliği oldukça sık kullanılacaktır. Burada 1/r := (1/q−1/p)+ ve her a ∈ R için a+ = a,

a > 0 ve a+ = 0, a ≤ 0 alınmıştır.

Çok katlı integralleri kutupsal koordinatlarda ifade etmek çoğu kez kullanışlı olmaktadır.
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S n−1 := {x ∈ Rn : |x| = 1} ile Rn de birim küre yüzeyini gösterelim. Herbir x ∈ Rn\{0} için

x in kutupsal koordinatları

r = |x| ∈ (0,∞), x′ =
x
|x|
∈ S n−1

şeklindedir.

Φ(x) = (r, x′) dönüşümüRn\{0} dan (0,∞)×S n−1 e sürekli, birebir örtendir ve onun (sürekli)

tersi Φ−1(r, x′) = rx′ dür. Φ dönüşümünün Rn deki Lebesgue ölçüsünün (0,∞)× S n−1

üzerinde türettiği Borel ölçüsünü m∗ ile gösterelim, yani: (0,∞)×S n−1 in herbir ölçülebilir

E altkümesi için

m∗(E) := m(Φ−1(E))

olsun.

(0,∞) üzerinde ρ = ρn ölçüsünü

ρ(E) =

∫
E

rn−1 dr

olarak tanımlayalım. Burada E, (0,∞) un Lebesgue ölçülebilir bir altkümesidir.

Teorem 2.1. ([29, s. 78]) S n−1 üzerinde

m∗ = ρ×σ

olacak şekilde tek σ = σn−1 Borel ölçüsü vardır.

Eğer, Rn de Borel ölçülebilir f fonksiyonu için f ≥ 0 veya f ∈ L1(Rn) ise,

∫
Rn

f (x)dx =

∫ ∞

0

∫
S n−1

f (rx′)dσ(x′)rn−1 dr

doğrudur.
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2.1. Diskretleştirme

Bu bölümde fonksiyon normları için [27] ve [33] te geliştirilmiş olan diskretleştirme

tekniği ele alınacaktır.

Tanım 2.1. N,M ∈ Z, N < M ve {τk}
M
k=N pozitif terimli bir dizi olsun.

τk ≤
1
α
τk−1, ∀k ∈ {N + 1, . . . ,M}

olacak şekilde en az bir α ∈ (1,∞) sayısı varsa, {τk}
M
k=N dizisine geometrik azalan dizi

denir.

τk ≥ ατk−1, ∀k ∈ {N + 1, . . . ,M}

olacak şekilde en az bir α ∈ (1,∞) sayısı varsa, {τk}
M
k=N dizisine geometrik artan dizi denir.

Tanım 2.2. N,M ∈ Z, N < M ve {τk}
M
k=N pozitif, hemen hemen artmayan bir dizi (yani,

τn+1 ≤ Kτn, ∃K ≥ 1) olsun.

ατk ≤ τk−L, ∀k ∈ {N + L, . . . ,M}

olacak şekilde α ∈ (1,∞) ve L ∈N sayıları varsa, {τk}
M
k=N dizisine hemen hemen geometrik

artan dizi denir.

N,M ∈ Z, N < M ve {σk}
M
k=N pozitif, hemen hemen azalmayan bir dizi (yani, σn ≤ Kσn+1,

∃K ≥ 1) olsun.

σk ≥ ασk−L, ∀k ∈ {N + L, . . . ,M}

olacak şekilde α ∈ (1,∞) ve L ∈N sayıları varsa, {σk}
M
k=N dizisine hemen hemen geometrik

azalan dizi denir.
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Not 2.1. 0 < q <∞ olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir:

(i) {τk}
M
k=N hemen hemen geometrik azalandır,

(ii) {τq
k}

M
k=N hemen hemen geometrik azalandır,

(iii) {τ−q
k }

M
k=N hemen hemen geometrik artandır.

Lemma 2.1. ([55, 56]) N,M ∈ Z, N ≤ M ve {τk}
M
k=N pozitif terimli bir dizi olsun. Her

m ∈ Z: N < m < M için
M∑

k=m

τk . τm

( m∑
k=N

τk . τm

)
eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul {τk}

M
k=N dizisinin hemen hemen ge-

ometrik azalan (hemen hemen geometrik artan) olmasıdır.

Lemma 2.2. ([55, 56]) q ∈ (0,∞], N,M ∈ Z ve N ≤ M olsun. {τk}
M
k=N hemen hemen

geometrik azalan bir dizi ise, bu durumda her a = {ak}
M
k=N : ak ≥ 0,k = N,N +1, . . .M dizisi

için ∥∥∥∥∥∥∥τk

k∑
m=N

am

∥∥∥∥∥∥∥
`q(N,M)

≈ ‖τkak‖`q(N,M)

ve ∥∥∥∥∥∥τk sup
N≤m≤k

am

∥∥∥∥∥∥
`q(N,M)

≈ ‖τkak‖`q(N,M)

denklikleri a dan bağımsız sabitlerle doğrudur.

Lemma 2.3. ([55, 56]) q ∈ (0,∞], N,M ∈ Z ve N ≤ M olsun. {σk}
M
k=N hemen hemen

geometrik artan bir dizi ise, bu durumda her a = {ak}
M
k=N : ak ≥ 0,k = N,N + 1, . . .M dizisi

için ∥∥∥∥∥∥∥σk

M∑
m=k

am

∥∥∥∥∥∥∥
`q(N,M)

≈ ‖σkak‖`q(N,M)
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ve ∥∥∥∥∥∥σk sup
k≤m≤M

am

∥∥∥∥∥∥
`q(N,M)

≈ ‖σkak‖`q(N,M)

denklikleri a dan bağımsız sabitlerle doğrudur.

Aşağıdaki iki lemma klasik Landau rezonans teoremlerinin diskret versiyonlarıdır.

Lemma 2.4. ([37]) 0 < p ≤ q ≤ ∞, N,M ∈ Z, N ≤ M ve {vk}
M
k=N ve {wk}

M
k=N pozitif terimli

iki dizi olsun. Her {ak}
M
k=N dizisi için

‖ak‖`q({wk},N,M) ≤C‖ak‖`p({vk},N,M) (2.2)

olacak şekilde en az bir C > 0 sabiti varsa, bu durumda

‖{wkv−1
k }‖`∞(N,M) ≤C

sağlanır.

Lemma 2.5. ([37]) 0 < q < p ≤ ∞, N,M ∈ Z, N ≤ M ve {vk}
M
k=N ve {wk}

M
k=N pozitif terimli

iki dizi olsun. Her {ak}
M
k=N dizisi için (2.2) sağlanıyorsa, bu durumda

‖{wkv−1
k }‖`r(N,M) ≤C

olup, burada 1/r := 1/q−1/p dir.

Lemma 2.6. ([27]) ϕ, (a,b) üzerinde negatif olmayan, azalmayan, sonlu ve sağdan sürekli

bir fonksiyon olsun. Bu durumda, terimleri (a,b) nin kapanışından olan ve aşağıdaki

özellikleri sağlayan kesin artan bir {xk}
M+1
k=N , −∞ ≤ N ≤ M ≤∞ dizisi vardır:

(i) Eğer N > −∞ ise, ϕ(xN) > 0; eğer xN > a ise, her x ∈ (a, xN) için ϕ(x) = 0;
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eğer M <∞ ise, xM+1 := b;

(ii) ϕ(xk+1−) ≤ 2ϕ(xk), N ≤ k ≤ M;

(iii) 2ϕ(xk−) ≤ ϕ(xk+1), N < k < M.

Tanım 2.3. ϕ, (a,b) üzerinde negatif olmayan, artmayan, sonlu ve sağdan sürekli bir

fonksiyon olsun. Lemma 2.6 da verilen (i)-(iii) koşullarını sağlayan, kesin artan {xk}
M+1
k=N ,

−∞ ≤ N ≤ M ≤∞ dizisine, ϕ fonksiyonunu diskretleştiren dizi denir.

Not 2.2. N = −∞ ise, xN = limk→−∞ xk alınacaktır.

Teorem 2.2. ([27]) I = (a,b) olmak üzere ν, ϕ(t) = ν(a, t] sonlu olacak şekilde, negatif

olmayan bir Borel ölçüsü olsun. {xk}
M+1
k=N , ϕ fonksiyonunu diskretleştiren dizi olmak üzere

I üzerindeki negatif olmayan ve artmayan her h fonksiyonu için

∫
(a,b)

h(t)dν(t) ≈
M∑

k=N

h(xk)ν(a, xk] (2.3)

denkliği h den bağımsız sabitlerle sağlanır.

L1 normu yerine L∞ normu alınarak Teorem 2.2 ye benzer bir teoreme ihtiyaç duyulmak-

tadır. Fakat, bu iki durum arasında önemli bir fark oluşmaktadır. Yukarıdaki durumda

ϕ(t) = ν(a, t], t ∈ I fonksiyonu sağdan sürekli olduğu halde

ϕ(t) := ‖u‖∞,(a,t],ν, t ∈ I, u ∈ M+(I)

fonksiyonu sağdan sürekli değildir. Gerçekten; I = (0,2), u = χ(0,1] + 2χ(1,2) ve ν, I da

Lebesgue ölçüsü olsun. O halde ϕ(1) = 1 olmasına rağmen ϕ(1+) = 2 dir. Bu yüzden, bir

15



sonraki teoremde ϕ fonksiyonu

ϕ(t) = ‖u‖∞,(a,t+],ν := lim
s→t+
‖u‖∞,(a,s],ν, t ∈ I

şeklinde tanımlanacaktır. Ayrıca bu durumda h üzerindeki koşullar daha ağırdır.

Teorem 2.3. ([27]) ν, I = (a,b) üzerinde negatif olmayan bir Borel ölçüsü ve u, her

t ∈ I için ‖u‖∞,(a,t],ν <∞ şartını sağlayan ölçülebilir bir fonksiyon olsun. {xk}
M+1
k=N , ϕ(t) =

‖u‖∞,(a,t+],ν, t ∈ I fonksiyonunu diskretleştiren dizi olmak üzere I üzerinde negatif ol-

mayan, artmayan ve sağdan sürekli her h fonksiyonu için

‖hu‖∞,(a,b),ν ≈ sup
N≤k≤M

h(xk)‖u‖∞,(a,xk+],ν

denkliği h den bağımsız sabitlerle sağlanır.

ϕ, (0,∞) üzerinde negatif olmayan, azalmayan, sonlu ve sağdan sürekli bir fonksiyon ol-

sun. ϕ fonksiyonunu diskretleştiren {xk}
M+1
k=N dizisi yardımıyla {Jk}

M
k=N ve {S k}

M
k=N aralıklar

dizilerini

Ji := (xi, xi+1], N ≤ i < M ve JM := (xM,∞), M <∞, (2.4)

S i := B(0, xi+1)\B(0, xi), N ≤ i < M ve S M := Rn\B(0, xM), M <∞ (2.5)

şeklinde tanımlayalım.

Teorem 2.4. ([33]) 0 < q < ∞ ve v, (0,∞) üzerinde ϕ(t) = ‖v‖qq,(0,t) sonlu olacak şekilde

bir ağırlık fonksiyonu olsun. {xk}
M+1
k=N , ϕ fonksiyonunu diskretleştiren dizi olmak üzere her

g ∈M+(Rn) için

∥∥∥∥∥∥v(t)
∫

cB(0,t)
g(y)dy

∥∥∥∥∥∥
q,(0,∞)

≈

 M∑
k=N

(∫
S k

g(y)dy
)q

‖v‖qq,(0,xk)


1
q
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ve ∥∥∥∥v(t)‖g‖
∞,

cB(0,t)

∥∥∥∥
q,(0,∞)

≈

 M∑
k=N

‖g‖q
∞,S k
‖v‖qq,(0,xk)


1
q

denklikleri g fonksiyonundan bağımsız sabitlerle doğrudur.

Teorem 2.5. ([33]) v, (0,∞) üzerinde ϕ(t) = ‖v‖∞,(0,t) sonlu olacak şekilde bir ağırlık

fonksiyonu olsun. {xk}
M+1
k=N , ϕ(t) = ‖v‖∞,(a,t+) := lims→t+ ‖v‖∞,(a,s), t ∈ (0,∞) fonksiyonunu

diskretleştiren dizi olmak üzere her g ∈M+(Rn) için

∥∥∥∥∥∥v(t)
∫

cB(0,t)
g(y)dy

∥∥∥∥∥∥
∞,(0,∞)

≈ sup
N≤k≤M

(∫
S k

g(y)dy
)q

‖v‖q
∞,(0,xk+)

ve ∥∥∥∥v(t)‖g‖
∞,

cB(0,t)

∥∥∥∥
∞,(0,∞)

≈ sup
N≤k≤M

‖g‖∞,S k‖v‖∞,(0,xk+)

denklikleri g den bağımsız sabitlerle doğrudur.

2.2. Ağırlıklı Lokal Morrey-Tipli Uzaylar

Şimdi ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzayların ve ağırlıklı komplementar lokal Morrey-tipli

uzayların tanımlarını verelim.

Tanım 2.4. 0 < p, θ ≤∞, ω ∈M+(0,∞) ve v ∈W(Rn) olsun.

LMpθ,ω(Rn,v) :=
{
f ∈ Lloc

p,v
(
Rn) : ‖ f ‖LMpθ,ω(Rn,v) <∞

}
uzayına ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzay denir. Burada

‖ f ‖LMpθ,ω(Rn,v) :=
∥∥∥‖ f ‖p,v,B(0,r)

∥∥∥
θ,ω,(0,∞)

dur.
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Tanım 2.5. 0 < p, θ ≤∞, ω ∈M+(0,∞) ve v ∈W(Rn) olsun.

c
LMpθ,ω(Rn,v) :=

 f ∈
⋂
t>0

Lp,v
( c

B(0, t)
)

: ‖ f ‖ cLMpθ,ω(Rn,v) <∞


uzayına ağırlıklı komplementar lokal Morrey-tipli uzay denir. Burada

‖ f ‖ cLMpθ,ω(Rn,v) :=
∥∥∥‖ f ‖p,v, cB(0,r)

∥∥∥
θ,ω,(0,∞)

dur.

Lemma 2.7. ([12, 14]) 0 < p, θ ≤ ∞, ω ∈M+(0,∞) ve v ∈ W(Rn) olsun. LMpθ,ω(Rn,v)

ve
c
LMpθ,ω(Rn,v) uzaylarının aşikâr uzaylar olmaması (Rn üzerinde yalnızca sıfıra denk

fonkisyonlar içermemesi) için gerek ve yeter şart sırasıyla

‖ω‖θ,(t,∞) <∞, ∃t > 0

ve

‖ω‖θ,(0,t) <∞, ∃t > 0

olmasıdır.

Not 2.3. Lemma 2.7, [12] ve [14] te LMpθ,ω(Rn) := LMpθ,ω(Rn,1) ve
c
LMpθ,ω(Rn) :=

c
LMpθ,ω(Rn,1) uzayları için ispatlanmıştır.

Lemma 2.8. (i) ‖ω‖θ,(t1,∞) =∞ olacak şekilde pozitif bir t1 sabiti varsa, bu durumda f ∈

LMpθ,ω(Rn,v) için B(0, t1) de hemen hemen her yerde f = 0 dır.

(ii) ‖ω‖θ,(0,t2) =∞ olacak şekilde pozitif bir t2 sabiti varsa, bu durumda f ∈
c
LMpθ,ω(Rn,v)

için
c
B(0, t2) de hemen hemen her yerde f = 0 dır.
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İspat.

(i) t1 > 0 için ‖ω‖θ,(t1,∞) =∞ ve f ∈ LMpθ,ω(Rn,v) olsun. Bu durumda

‖ f ‖LMpθ,ω(Rn,v) ≥
∥∥∥‖ f ‖p,v,B(0,t)

∥∥∥
θ,ω,(t1,∞) ≥ ‖ω‖θ,(t1,∞)‖ f ‖p,v,B(0,t1)

sağlanır. O halde ‖ f ‖p,v,B(0,t1) = 0 dır. Dolayısıyla B(0, t1) yuvarında hemen hemen her

yerde f = 0 dır.

(ii) t2 > 0 için ‖ω‖θ,(0,t2) =∞ ve f ∈
c
LMpθ,ω(Rn,v) olsun. Bu durumda

‖ f ‖ cLMpθ,ω(Rn,v) ≥
∥∥∥‖ f ‖p,v, cB(0,t)

∥∥∥
θ,ω,(0,t2) ≥ ‖ω‖θ,(0,t2)‖ f ‖p,v, cB(0,t2)

olduğundan ‖ f ‖p,v, cB(0,t2) = 0 dır. Yani
c
B(0, t2) üzerinde hemen hemen her yerde f = 0 dır.

Not 2.4. Lemma 2.7 ve Lemma 2.8 gösterir ki, LMpθ,ω(Rn,v) uzayları incelenirken, herbir

t > 0 için ‖ω‖θ,(t,∞) < ∞ özelliğine sahip ω ∈M+(0,∞) fonksiyonlarını ele almak yeter-

lidir. Benzer şekilde
c
LMpθ,ω(Rn,v) uzayları incelenirken, herbir t > 0 için ‖ω‖θ,(0,t) <∞

özelliğine sahip ω ∈M+(0,∞) fonksiyonlarını ele almak yeterlidir.

Tanım 2.6. 0 < θ ≤∞ olsun.

Ωθ := {ω ∈M+(0,∞) : 0 < ‖ω‖θ,(t,∞) <∞, t > 0}

ve

c
Ωθ := {ω ∈M+(0,∞) : 0 < ‖ω‖θ,(0,t) <∞, t > 0}

şeklinde tanımlanır.

v ∈W(Rn) olsun. ω ∈ Ωθ ve ω ∈
c
Ωθ olmak üzere LMpθ,ω(Rn,v) ve

c
LMpθ,ω(Rn,v) uzay-

larının kuasi-normlu vektör uzayları oldukları kolayca gösterilebilir.
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LMpθ,ω(Rn,v) ve
c
LMpθ,ω(Rn,v) uzayları bazı ağırlıklı Lebesgue uzaylarıyla çakışır.

Teorem 2.6. 0 < p ≤∞, ω ∈Ωp ve v ∈W(Rn) olsun. u(x) = v(x)‖ω‖p,(|x|,∞), x ∈ Rn olmak

üzere

LMpp,ω(Rn,v) = Lp(Rn,u)

doğrudur.

İspat. Öncelikle p <∞ olsun. Fubini Teoremi uygulanırsa,

‖ f ‖LMpp,ω(Rn,v) =

(∫ ∞

0
ω(t)p

(∫
Rn

f (x)pv(x)pχB(0,t)(x)dx
)
dt

) 1
p

=

(∫
Rn

f (x)pv(x)p
(∫ ∞

0
ω(t)pχB(0,t)(x)dt

)
dx

) 1
p

=

(∫
Rn

f (x)pv(x)p
(∫ ∞

|x|
ω(t)pdt

)
dx

) 1
p

= ‖ f ‖p,u,Rn

elde edilir.

Şimdi p =∞ olsun. Fubini Teoremi’nden

‖ f ‖∞∞,ω(Rn,v) = esssup
t∈(0,∞)

ω(t)
(
esssup
x∈B(0,t)

f (x)v(x)
)

= esssup
x∈Rn

f (x)v(x)
(
esssup
t∈(|x|,∞)

ω(t)
)

= ‖ f ‖∞,u,Rn

yazılabilir.

Teorem 2.7. 1 ≤ p <∞, ω ∈
c
Ωp ve v ∈W(Rn) olsun. Bu taktirde u(x) = v(x)‖ω‖p,(0,|x|),

x ∈ Rn olmak üzere
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c
LMpp,ω(Rn,v) = Lp(Rn,u)

dur.

İspat. İspat Teorem 2.6 in ispatına benzer şekilde yapılabilir.

Belirtelim ki Teorem 2.6 ve Teorem 2.7, v = 1 durumunda sırasıyla [12] ve [14] te ispatlan-

mıştır.
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3. HARDY-TİPLİ EŞİTSİZLİKLER

Eşitsizlikler matematiğin hemen hemen tüm dallarının önemli bir konusudur ve yakla-

şımlar teorisi, diferensiyel denklemler teorisi gibi çeşitli alanlara uygulamalarda oldukça

kullanışlı bir araçtır.

Bu bölümde eşitsizlikler teorisinin özel bir kısmı olan ağırlıklı Lebesgue uzaylarında in-

tegral eşitsizlikler ele alınacaktır. Bu ağırlıklı eşitsizlikler 1920’lerin başında G.H. Hardy

ve çağdaşlarının karakterize ettikleri eşitsizliklerin genelleştirmeleridir.

3.1. Hardy Eşitsizliğinin Klasik Formu

Ağırlıklı Lebesgue uzaylarında Hardy-tipli eşitsizlikler üzerine çalışmalar 1925 yılında

G.H. Hardy tarafından başlatılmıştır. G.H. Hardy [50] de aşağıdaki eşitsizliği ispatlamıştır:

p > 1 olmak üzere keyfi f ∈M+(0,∞) fonksiyonu için

∫ ∞

0

(1
x

∫ x

0
f (t)dt

)p
dx ≤

( p
p−1

)p ∫ ∞

0
f p(x)dx (3.1)

eşitsizliği sağlanır.

Bu eşitsizlik Hardy’nin integral eşitsizliğinin orjinal formudur. Kısa bir süre sonra [51,

Teorem 330] klasik Hardy eşitsizliğinin ilk ağırlıklı modifikasyonu olan

∫ ∞

0

(1
x

∫ x

0
f (t)dt

)p
xε dx ≤

( p
p−1− ε

)p ∫ ∞

0
f p(x)xε dx (3.2)

eşitsizliği ispatlanmıştır. Burada p > 1, ε < p−1 ve f ∈M+(0,∞) dur.

Daha sonra (3.1) eşitsizliği;
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• a,b ∈ R, −∞ ≤ a < b ≤∞,

• u ve v ağırlık fonksiyonları,

• p ve q; 0 < q <∞, 1 ≤ p <∞ sağlanacak şekilde reel parametreler

olmak üzere (∫ b

a

(∫ x

a
f (t)dt

)q
w(x)dx

) 1
q

≤ c
(∫ b

a
f p(x)v(x)dx

) 1
p

(3.3)

şeklinde genelleştirilmiştir.

Klasik Hardy eşitsizliği G.H. Hardy tarafından ispatlandığından beri bu eşitsizlik, bu eşitsiz-

liğin uygulamaları ve genelleştirmeleri üzerine çok geniş bir kaynakça oluşmuştur.

Literatürdeki sonuçların derlenmesiyle aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1. (bkz., örneğin, [53, 54, 64]) 1 ≤ p ≤∞, 0 < q ≤∞ ve v,w ∈M+(0,∞) olsun.

(H f )(t) :=
∫ t

0
f (x)dx, f ∈M+(0,∞), t > 0

olmak üzere

‖H f ‖q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖p,v,(0,∞) (3.4)

eşitsizliğinin doğru olması için gerek ve yeter koşul A(p,q) <∞ olmasıdır ve (3.4) eşitsiz-

liğinin en iyi sabiti olan

B(p,q) := sup
f∈M+(0,∞)

‖H f ‖q,w,(0,∞) /‖ f ‖p,v,(0,∞)

için B(p,q) ≈ A(p,q) sağlanır. Burada

(i) p ≤ q ise,

A(p,q) := sup
t∈(0,∞)

‖v−1‖p′,(0,t)‖w‖q,(t,∞);
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(ii) q < p ise, 1/r = 1/q−1/p olmak üzere,

A(p,q) :=
(∫ ∞

0
‖v−1‖rp′,(0,t) d

(
−‖w‖rq,(t,∞)

)) 1
r

dir.

Not 3.1. Teorem 3.1 de literatürde mevcut olan pek çok sonuç tek bir teorem altında

ifade edilmiştir. Kısaca özetlenecek olursa, (3.4) eşitsizliğinin karakterizasyonu p = q > 1

durumunda; G. Tomaselli [75], G. Talenti [74], B. Muckenhoupt [59], 1 < p ≤ q < ∞

durumunda; J.S. Bradley [7], V.S. Kokilashvili [52], V.G. Maz’ja ve A.L. Rozin [57],

1 < q < p <∞ durumunda; V.G. Maz’ja ve A.L. Rozin [57], 0 < q < 1, p > 1 durumunda

G. Sinnamon [69] ve p = 1, 0 < q < ∞ durumunda G. Sinnamon ve V.D. Stepanov [73]

tarafından yapılmıştır.

Matematiksel analizin oldukça yoğun incelenen bu alanında pek çok makale ve kitap

yayınlanmıştır. Daha kapsamlı sonuçlar ve detaylı tarihsel gelişim süreci için [53], [54] ve

[64] e bakılabilir.

Dual operatör için benzer sonuçlar aşağıdaki teoremde verilmiştir.

Teorem 3.2. (bkz., örneğin [53, 54, 64]) 1 ≤ p ≤∞, 0 < q ≤∞ ve v,w ∈M+(0,∞) olsun.

(H∗ f )(t) :=
∫ ∞

t
f (x)dx, f ∈M+(0,∞), t > 0

olmak üzere ∥∥∥H∗ f
∥∥∥

q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖p,v,(0,∞) (3.5)

eşitsizliğinin doğru olması için gerek ve yeter koşul A∗(p,q)<∞ olmasıdır ve (3.5) eşitsiz-

liğinin en iyi sabiti olan
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B∗(p,q) := sup
f∈M+(0,∞)

∥∥∥H∗ f
∥∥∥

q,w,(0,∞) /‖ f ‖p,v,(0,∞)

için B∗(p,q) ≈ A∗(p,q) sağlanır. Burada

(i) p ≤ q ise,

A∗(p,q) := sup
t∈(0,∞)

‖v−1‖p′,(t,∞)‖w‖q,(0,t);

(ii) q < p ise, 1/r = 1/q−1/p olmak üzere,

A∗(p,q) :=
(∫ ∞

0
‖v−1‖rp′,(t,∞) d

(
‖w‖rq,(0,t)

)) 1
r

dir.

Supremal operatör ve duali için aşağıdaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.3. 0 < q <∞ ve v,w ∈M+(0,∞) olsun.

(S f )(t) := esssup
x∈(0,t)

f (x), f ∈M+(0,∞), t > 0

olmak üzere

‖S f ‖q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖∞,v,(0,∞)

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,(0,t) d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

<∞

olmasıdır. Bu durumda

sup
f∈M+(0,∞)

‖S f ‖q,w,(0,∞) /‖ f ‖∞,v,(0,∞) ≈

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,(0,t) d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

doğrudur.
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İspat.

‖S f ‖q,w,(0,∞) =

∫ ∞

0

(
esssup
x∈(0,t)

f (x)
)q

d
(
−‖w‖qq,(t,∞)

) 1
q

≤ ‖ f ‖∞,v,(0,∞)

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,(0,t)d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

olduğundan

sup
f∈M+(0,∞)

‖S f ‖q,w,(0,∞) /‖ f ‖∞,v,(0,∞) ≤

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,(0,t) d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

sağlanır.

Diğer taraftan

‖S f ‖q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖∞,v,(0,∞)

eşitsizliğinin doğru olduğunu kabul edelim. f = v−1 alınırsa,

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,(0,t) d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

≤ sup
f∈M+(0,∞)

‖S f ‖q,w,(0,∞) /‖ f ‖∞,v,(0,∞)

doğrudur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.4. 0 < q <∞ ve v,w ∈M+(0,∞) olsun.

(S ∗ f )(t) := esssup
x∈(t,∞)

f (x), f ∈M+(0,∞), t > 0

olmak üzere ∥∥∥S ∗ f
∥∥∥

q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖∞,v,(0,∞)

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,(t,∞) d

(
‖w‖qq,(0,t)

)) 1
q

<∞
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olmasıdır. Bu durumda

sup
f∈M+(0,∞)

∥∥∥S ∗ f
∥∥∥

q,w,(0,∞) /‖ f ‖∞,v,(0,∞) ≈

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,(t,∞) d

(
‖w‖qq,(0,t)

)) 1
q

doğrudur.

İspat. Teoremin ispatı Teorem 3.3 tekine benzer şekilde yapılabilir.

3.2. n-Boyutlu Hardy-Tipli Eşitsizlikler

M. Christ ve L. Grafakos, [22] de n-boyutlu

∫
Rn

(
1

|B(0, |x|)|

∫
B(0,|x|)

f (y)dy
)p

dx ≤
(

p
p−1

)p ∫
Rn

f p(x)dx, 1 < p <∞

eşitsizliğinin her f ∈M+(Rn) için sağlandığını ve bu eşitsizliğin en iyi sabitinin
(
p/(p−1)

)p

olduğunu göstermişlerdir. [26] da, P. Drábek, H.P. Heining ve A. Kufner bu eşitsizliği n-

boyutlu ağırlık fonksiyonlarıyla 1 < p <∞ ve 0 < q <∞ parametrelerinin tüm durumlarına

genelleştirmişlerdir.

(∫
Rn

(∫
B(0,|x|)

f (y)dy
)q

u(x)dx
)1/q

≤C
(∫
Rn

f (x)p v(x)dx
)1/p

(3.6)

eşitsizliğininM+(Rn) üzerinde sağlanması için gerek ve yeter koşullar bir boyutlu durum-

dakine benzerdir. Kutupsal koordinatlar kullanılarak keyfi w ∈M+(0,∞) fonksiyonları için

u(x) = w(|x|)/|x|n−1, x ∈ Rn\{0} olduğunda (3.6) eşitsizliğinin

(∫ ∞

0

(∫
B(0,t)

f (y)dy
)q

w(t)dt
)1/q

≤C
(∫
Rn

f (x)p v(x)dx
)1/p

(3.7)

eşitsizliğine denk olduğu açıktır.

Böylece aşağıdaki teoremler verilebilir:
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Teorem 3.5. ([26]) 1 ≤ p ≤∞, 0 < q ≤∞, w ∈M+(0,∞) ve v ∈M+(Rn) olsun.

(Hn f )(t) :=
∫

B(0,t)
f (x)dx, f ∈M+(Rn), t > 0

olmak üzere

‖Hn f ‖q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖p,v,Rn (3.8)

eşitsizliğinin doğru olması için gerek ve yeter koşul An(p,q)<∞ olmasıdır ve (3.8) eşitsizli-

ğinin en iyi sabiti olan

Bn(p,q) := sup
f∈M+(Rn)

‖Hn f ‖q,w,(0,∞) /‖ f ‖p,v,Rn

için Bn(p,q) ≈ An(p,q) sağlanır. Burada

(i) p ≤ q ise,

An(p,q) := sup
t∈(0,∞)

‖v−1‖p′,B(0,t)‖w‖q,(t,∞);

(ii) q < p ise, 1/r = 1/q−1/p olmak üzere,

An(p,q) :=
(∫ ∞

0
‖v−1‖rp′,B(0,t) d

(
−‖w‖rq,(t,∞)

)) 1
r

dir.

Teorem 3.6. ([26]) 1 ≤ p ≤∞, 0 < q ≤∞, w ∈M+(0,∞) ve v ∈M+(Rn) olsun.

(H∗n f )(t) :=
∫

cB(0,t)
f (x)dx, f ∈M+(Rn), t > 0

olmak üzere ∥∥∥H∗n f
∥∥∥

q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖p,v,Rn (3.9)

eşitsizliğinin doğru olması için gerek ve yeter koşul A∗n(p,q)<∞ olmasıdır ve (3.9) eşitsizli-

ğinin en iyi sabiti olan
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B∗n(p,q) := sup
f∈M+(Rn)

∥∥∥H∗n f
∥∥∥

q,w,(0,∞) /‖ f ‖p,v,Rn

için B∗n(p,q) ≈ A∗n(p,q) sağlanır. Burada

(i) p ≤ q ise,

A∗n(p,q) := sup
t∈(0,∞)

‖v−1‖p′, cB(0,t)‖w‖q,(0,t);

(ii) q < p ise, 1/r = 1/q−1/p olmak üzere,

A∗n(p,q) :=
(∫ ∞

0
‖v−1‖r

p′, cB(0,t)
d
(
‖w‖rq,(0,t)

)) 1
r

dir.

Teorem 3.7. 0 < q <∞, w ∈M+(0,∞) ve v ∈M+(Rn) olsun.

(S n f )(t) := esssup
x∈B(0,t)

f (x), f ∈M+(Rn), t > 0

olmak üzere

‖S n f ‖q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖∞,v,Rn

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,B(0,t) d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

<∞

olmasıdır. Bu durumda

sup
f∈M+(Rn)

‖S n f ‖q,w,(0,∞) /‖ f ‖∞,v,Rn ≈

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,B(0,t) d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

doğrudur.
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İspat.

‖S n f ‖q,w,(0,∞) =

∫ ∞

0

(
esssup
x∈B(0,t)

f (x)
)q

d
(
−‖w‖qq,(t,∞)

) 1
q

≤ ‖ f ‖∞,v,Rn

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,B(0,t)d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

olduğundan

sup
f∈M+(Rn)

‖S n f ‖q,w,(0,∞) /‖ f ‖∞,v,Rn ≤

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,B(0,t) d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

sağlanır.

Diğer taraftan

‖S n f ‖q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖∞,v,Rn

eşitsizliğinin doğru olduğunu kabul edelim. f = v−1 alınırsa,

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,B(0,t) d

(
−‖w‖qq,(t,∞)

)) 1
q

≤ sup
f∈M+(Rn)

‖S n f ‖q,w,(0,∞) /‖ f ‖∞,v,Rn

doğrudur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.8. 0 < q <∞, w ∈M+(0,∞) ve v ∈M+(Rn) olsun.

(S ∗n f )(t) := esssup
x∈ cB(0,t)

f (x), f ∈M+(Rn), t > 0

olmak üzere ∥∥∥S ∗n f
∥∥∥

q,w,(0,∞) ≤ c‖ f ‖∞,v,Rn

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,

cB(0,t)
d
(
‖w‖qq,(0,t)

)) 1
q

<∞
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olmasıdır. Bu durumda

sup
f∈M+(Rn)

∥∥∥S ∗n f
∥∥∥

q,w,(0,∞) /‖ f ‖∞,v,Rn ≈

(∫ ∞

0
‖v−1‖

q
∞,

cB(0,t)
d
(
‖w‖qq,(0,t)

)) 1
q

doğrudur.

İspat. Teoremin ispatı Teorem 3.7 dekine benzer şekilde yapılabilir.

3.3. Ters Hardy-Tipli Eşitsizlikler

E. Sawyer, [68] de 0 < p < 1 durumunda (3.4) ve (3.5) eşitsizliklerinin yalnızca sıfıra denk

fonksiyonlarla sağlanabileceğini göstermiştir. Bu gözlem ters Hardy eşitsizliği olarak ad-

landırılan

‖H f ‖q,w,(0,∞) ≥ c‖ f ‖p,v,(0,∞) (3.10)

eşitsizliğinin 0 < p ≤ 1 durumunda araştırılmasına sebep olmuştur.

Bu eşitsizlikler E.T. Copson tarafından [23] ve [24] te karakterize edilen seriler için ters

eşitsizliklerin integral formlarıdır. Seriler için eşitsizlikler ayrıca [6] ve [44] te araştırıl-

mıştır.

(3.10) eşitsizliği ilk olarak [5] te P.R. Beesack ve H.P. Heinig tarafından incelenmiş ve 0 <

q≤ p≤ 1 durumunda v ve w ağırlık fonksiyonları üzerine ya gerek ya da yeter koşullar elde

edilmiş ve tam bir karakterizasyon yapılamamıştır. Bu eşitsizliğin diskret analoğu [44] te

karakterize edilmiş ve ispatlarda kullanılan tekniğin integral eşitsizlikler için de geçerli

olabileceği belirtilmiş ve 0 < p < 1, p < q <∞ durumunda optimal sabitler hesaplanmıştır.

0 < p,q < 1 durumunda (3.10) eşitsizliği D.V. Prokhorov tarafından [66] da karakterize

edilmiştir. Daha sonra W.D. Evans, A. Gogatishvili ve B. Opic [27] de 0 < p ≤ 1 ve

0 < q ≤ ∞ durumlarında (3.10) eşitsizliğinin tüm ölçülebilir fonksiyonlar sınıfında doğru

olması için v ve w ağırlık fonksiyonları üzerindeki gerek ve yeter şartları diskretleştirme

31



metodunu kullanarak elde etmiş ve bu eşitsizliğin tam karakterizasyonunu yapmışlardır.

n-boyutlu ters Hardy eşitsizliklerinin, yani

‖gw‖p,Rn ≤C

∥∥∥∥∥∥v(t)
∫

cB(0,t)
g(y)dy

∥∥∥∥∥∥
q,(0,∞)

(3.11)

ve

‖gw‖p,Rn ≤C

∥∥∥∥∥∥v(t)
∫

B(0,t)
g(y)dy

∥∥∥∥∥∥
q,(0,∞)

(3.12)

eşitsizliklerinin karakterizasyonu [33] te A. Gogatishvili ve R. Mustafayev tarafından 0 <

p≤ 1 ve 0< q≤∞ durumunda, [27] de verilen diskretleştirme tekniğinin n-boyutlu analoğu

kullanılarak yapılmıştır.

Belirtelim ki, (3.12) eşitsizliğinin çözümünü değişken değiştirmesi yardımıyla (3.11) in

karakterizasyonuna indirgemek mümkündür. Diskretleştirme metodu ayrıca (3.12) eşitsiz-

liğinin çözümü için de kullanılabilir.

h, I := (a,b) ⊆ R üzerinde azalmayan ve sonlu bir fonksiyon olsun. λ fonksiyonunu, I nın

alt aralıklarında

λ([y,z]) = h(z+)−h(y−),

λ([y,z)) = h(z−)−h(y−), (3.13)

λ((y,z]) = h(z+)−h(y+),

λ((y,z)) = h(z−)−h(y+)

şekilde tanımlayalım. Böylece, λ negatif olmayan, toplamsal ve regüler bir fonksiyondur.

Bilinmektedir ki, λ nın I üzerinde negatif olmayan bir Borel ölçüsüne genişlemesi tektir

(bkz., [67], 10. Bölüm).

J ⊆ I olduğunda
∫

J f dh Lebesgue-Stieltjes integrali
∫

J f dλ şeklinde tanımlanır. h art-

mayan ve sonlu bir fonksiyon olduğunda Lebesgue-Stieltjes integrali aşağıdaki şekilde
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tanımlanır: ∫
J

f dh := −
∫

J
f d(−h).

h, (a,b) üzerinde azalmayan, sonlu, sağdan sürekli bir fonksiyon ve J, (a,b) nin, (α,β),

[α,β) veya (α,β] formunda bir alt aralığı olsun. (3.13) te verilen formüller yardımıyla

∫
(α,β)

dh = h(β−)−h(α), (3.14)∫
[α,β)

dh = h(β−)−h(α−), (3.15)∫
(α,β]

dh = h(β)−h(α) (3.16)

eşitlikleri yazılabilir.

Şimdi aşağıdaki ifadeleri kabul edelim:

Kabul 3.1. I = (a,b) ⊆ R, f : I → [0,∞] ve h : I → [0,∞] olsun. h, I üzerinde artmayan

ve soldan sürekli bir fonksiyon olmak üzere eğer h : I → [0,∞) ise, bu durumda
∫

I f dh

bilinen Lebesgue-Stieltjes integralidir (Burada h fonksiyonuna karşılık gelen λ ölçüsü,

[α,β) ⊂ (a,b) ise, λ([α,β)) = h(β)− h(α) ile verilir (bkz., (3.13)). Eğer c ∈ I olmak üzere

herhangi bir (c,b) aralığı üzerinde h =∞ ise,
∫

I f dh integrali yalnızca [c,b) üzerinde f = 0

olduğunda tanımlıdır ve ∫
I

f dh =

∫
(a,c)

f dh

olarak kabul edilir.

Kabul 3.2. I = (a,b) ⊆ R, f : I→ [0,∞] ve h : I→ [−∞,0] olsun. h, I üzerinde azalmayan

ve sağdan sürekli bir fonksiyon olmak üzere eğer h : I→ (−∞,0] ise, bu durumda
∫

I f dh

bilinen Lebesgue-Stieltjes integralidir. Eğer c ∈ I olmak üzere herhangi bir (a,c) aralığında
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h = −∞ ise, bu durumda
∫

I f dh yalnızca (a,c] üzerinde f = 0 olduğunda tanımlıdır ve

∫
I

f dh =

∫
(c,b)

f dh

olarak kabul edilir.

Teorem 3.9. ([33]) v ∈M+(Rn) olsun ve w ∈M+(0,∞) fonksiyonu ‖w‖q,(t,∞) <∞, t ∈ (0,∞)

özelliğini sağlasın.

‖ f ‖p,v,Rn ≤ c‖Hn f ‖q,w,(0,∞) , f ∈M+(Rn) (3.17)

eşitsizliğinin doğru olması için gerek ve yeter koşul Cn(p,q) < ∞ olmasıdır ve (3.17)

eşitsizliğinin en iyi sabiti olan

Dn(p,q) := sup
f∈M+(Rn)

‖ f ‖p,v,Rn/‖Hn f ‖q,w,(0,∞)

için Dn(p,q) ≈Cn(p,q) sağlanır. Burada

(i) 0 < q ≤ p ≤ 1 ise,

Cn(p,q) := sup
t∈(0,∞)

‖v‖p′, cB(0,t)‖w‖
−1
q,(t,∞);

(ii) 0 < p ≤ 1, p < q ≤∞ ise, 1/r = 1/p−1/q ve ‖w‖q,(t−,∞) := lims→t− ‖w‖q,(s,∞), t ∈ (0,∞)

olmak üzere,

Cn(p,q) :=
(∫

(0,∞)
‖v‖r

p′, cB(0,t)
d
(
‖w‖−r

q,(t−,∞)

)) 1
r

+
‖v‖p′,Rn

‖w‖q,(0,∞)

dur.

Teorem 3.10. ([33]) v ∈M+(Rn) olsun ve w ∈M+(0,∞) fonksiyonu ‖w‖q,(0,t) <∞, t ∈ (0,∞)

özelliğini sağlasın.

‖ f ‖p,v,Rn ≤ c
∥∥∥H∗n f

∥∥∥
q,w,(0,∞) , f ∈M+(Rn) (3.18)
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eşitsizliğinin doğru olması için gerek ve yeter koşul C∗n(p,q) < ∞ olmasıdır ve (3.18)

eşitsizliğinin en iyi sabiti olan

D∗n(p,q) := sup
f∈M+(Rn)

‖ f ‖p,v,Rn/‖H∗n f ‖q,w,(0,∞)

için D∗n(p,q) ≈C∗n(p,q) sağlanır. Burada

(i) 0 < q ≤ p ≤ 1 ise,

C∗n(p,q) := sup
t∈(0,∞)

‖v‖p′,B(0,t)‖w‖−1
q,(0,t);

(ii) 0 < p ≤ 1, p < q ≤ ∞ ise, 1/r = 1/p−1/q ve ‖w‖q,(0,t+) := lims→t+ ‖w‖q,(0,s), t ∈ (0,∞)

olmak üzere,

C∗n(p,q) :=
(∫

(0,∞)
‖v‖rp′,B(0,t) d

(
−‖w‖−r

q,(0,t+)

)) 1
r

+
‖v‖p′,Rn

‖w‖q,(0,∞)

dur.

Not 3.2. q <∞ olsun. Bu durumda her t ∈ (0,∞) için

‖w‖q,(t−,∞) = ‖w‖q,(t,∞) ve ‖w‖q,(0,t+) = ‖w‖q,(0,t)

olduğundan Teorem 3.9 ve Teorem 3.10 daki koşullar sırasıyla

Cn(p,q) :=
(∫

(0,∞)
‖v‖r

p′, cB(0,t)
d
(
‖w‖−r

q,(t,∞)
)) 1

r

+
‖v‖p′,Rn

‖w‖q,(0,∞)

ve

C∗n(p,q) :=
(∫

(0,∞)
‖v‖rp′,B(0,t) d

(
−‖w‖−r

q,(0,t)
)) 1

r

+
‖v‖p′,Rn

‖w‖q,(0,∞)

şekline gelir.

Tezin amacında belirtilmiş olan (1.6)-(1.9) gömmelerinin karakterizasyonunu yapmak için

bazı yeni eşitsizliklerin çözümlerinin bulunmasına ihtiyaç vardır. Bundan sonraki kısımda,
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‖ f ‖p,v,Rn ≤ c
∥∥∥S ∗n f

∥∥∥
q,w,(0,∞) , f ∈M+(Rn) (3.19)

ve

‖ f ‖p,v,Rn ≤ c‖S n f ‖q,w,(0,∞) , f ∈M+(Rn) (3.20)

eşitsizliklerinin karakterizasyonu yapılacaktır.

Öncelikle aşağıdaki diskretleştirme lemmasını verelim:

Lemma 3.1. 0 < p,q ≤∞ ve v ∈W(Rn) olsun. Ayrıca, w ∈W(0,∞) için ‖w‖q,(0,t) <∞,

t ∈ (0,∞) şartı sağlansın. {xk}
M+1
k=N , ϕ(t) := ‖w‖q,(0,t+) fonksiyonunu diskretleştiren dizi ol-

mak üzere (3.19) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul,

A :=
∥∥∥∥{‖v‖p,S k‖w‖

−1
q,(0,xk+)

}∥∥∥∥
`ρ(N,M)

<∞ (3.21)

ve

xN > 0 ise, B(0, xN) üzerinde hemen hemen her yerde v = 0 (3.22)

olmasıdır. Burada 1/ρ :=
(
1/p−1/q

)
+ dır.

(3.19) eşitsizliğinin en iyi sabiti için c ≈ A doğrudur.

İspat. {xk}
M+1
k=N , ϕ(t) = ‖w‖q,(0,t+) fonksiyonunu diskretleştiren dizi ve {S k}

M
k=N , (2.5) ile

tanımlı dizi olmak üzere, Teorem 2.4 ve Teorem 2.5 ten, her f ∈M+(Rn) için

∥∥∥S ∗ f
∥∥∥

q,w,(0,∞) ≈
∥∥∥‖ f ‖∞,S k‖w‖q,(0,xk+)

∥∥∥
`q(N,M) (3.23)

doğrudur. Lemma 2.6 dan

xN > 0 ise, ‖w‖q,(0,xN ) = 0; (3.24)
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M <∞ ise, xM+1 =∞;

ve

‖w‖qq,(0,xk+1) ≤ 2‖w‖qq,(0,xk+), N ≤ k ≤ M; (3.25)

2‖w‖qq,(0,xk) ≤ ‖w‖
q
q,(0,xk+1+), N < k < M (3.26)

özellikleri sağlanır.

Yeter koşul. (3.21) ve (3.22) sağlansın.

‖ f ‖p,v,Rn =

∥∥∥∥∥{‖ f ‖p,v,S k

}∥∥∥∥∥
`p(N,M)

, f ∈M+(Rn) (3.27)

ve

‖ f ‖p,v,S k = ‖ f v‖p,S k ≤ ‖ f ‖∞,S k‖v‖p,S k , N ≤ k ≤ M (3.28)

olduğundan, (2.1) ve (3.23) kullanılarak,

‖ f ‖p,v,Rn ≤

∥∥∥∥{‖ f ‖∞,S k‖v‖p,S k

}∥∥∥∥
`p(N,M)

≤

∥∥∥∥{‖v‖p,S k‖w‖
−1
q,(0,xk+)

}∥∥∥∥
`ρ(N,M)

∥∥∥∥{‖ f ‖∞,S k‖w‖q,(0,xk+)
}∥∥∥∥
`p(N,M)

≈

∥∥∥∥{‖v‖p,S k‖w‖
−1
q,(0,xk+)

}∥∥∥∥
`ρ(N,M)

∥∥∥S ∗ f
∥∥∥

q,w,(0,∞)

elde edilir. Dolayısıyla c . A dır.

Gerek koşul. (3.19) eşitsizliği doğru olsun. O halde (3.19) ve (3.23) ten her f ∈M+(Rn)

için ∥∥∥∥{‖ f ‖p,v,S k

}∥∥∥∥
`ρ(N,M)

. c
∥∥∥∥{‖ f ‖∞,S k‖w‖q,(0,xk+)

}∥∥∥∥
`q(N,M)

(3.29)

sağlanır.

fk ∈M+(Rn), N ≤ k ≤ M fonksiyonları
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supp fk ⊂ S k, ‖ fk‖∞,S k = 1, ‖ fk‖p,v,S k & ‖v‖p,S k (3.30)

özelliklerini sağlamak üzere

f =

M∑
k=N

ak fk (3.31)

test fonksiyonunu tanımlayalım. Burada {ak}
M
k=N negatif olmayan sayıların herhangi bir

dizisidir. Bu durumda (3.29) dan

∥∥∥∥{ak‖v‖p,S k

}∥∥∥∥
`p(N,M)

. c
∥∥∥∥{ak‖w‖q,(0,xk+)

}∥∥∥∥
`q(N,M)

(3.32)

elde edilir. Lemma 2.4 ve Lemma 2.5 kullanılırsa,

A =
∥∥∥∥{‖v‖p,S k‖w‖

−1
q,(0,xk+)

}∥∥∥∥
`p(N,M)

. c (3.33)

sağlanır.

Diğer yandan, xN > 0 olmak üzere (3.19) eşitsizliği, f = χB(0,xN ) fonksiyonu ile test edilirse,

(3.24) ten, ‖v‖p,B(0,xN ) = 0 olduğu görülür. O halde B(0, xN) üzerinde hemen hemen her

yerde v = 0 olmalıdır.

Lemma 3.2. 0 < q ≤ p ≤∞ ve v ∈W(Rn) olsun. Ayrıca, w ∈W(0,∞) için ‖w‖q,(0,t) <∞,

t ∈ (0,∞) koşulu sağlansın. {xk}
M+1
k=N , ϕ(t) := ‖w‖q,(0,t+) fonksiyonunu diskretleştiren dizi

olmak üzere (3.21) ve (3.22) özelliklerinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

A1 :=
∥∥∥∥‖v‖p,(B(0,x))‖w‖−1

q,(0,x)

∥∥∥∥
∞,(0,∞)

(3.34)

olmasıdır.

Ayrıca, A ≈ A1 dir.
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İspat. Yeter koşul. A1 <∞ olsun. (3.24) kullanılarak

xN > 0 ise, ‖v‖p,(B(0,xN )) = 0 (3.35)

elde edilir. Dolayısıyla (3.22) doğrudur.

(3.25) eşitsizliği uygulanırsa,

A = sup
N≤k≤M

‖v‖p,S k‖w‖
−1
q,(0,xk+) ≤ 21/q sup

N≤k≤M
‖v‖p,S k‖w‖

−1
q,(0,xk+1)

≤ 21/q sup
N≤k≤M

‖v‖p,B(0,xk+1)‖w‖−1
q,(0,xk+1) ≤ 21/qA1

sağlanır.

Gerek koşul. (3.21) ve (3.22) nin sağlandığını kabul edelim. Bu durumda (2.4) kul-

lanılarak

A1 =
∥∥∥∥‖v‖p,B(0,x)‖w‖−1

q,(0,x)

∥∥∥∥
∞,(0,∞)

= sup
N≤k≤M

∥∥∥∥‖v‖p,B(0,x)‖w‖−1
q,(0,x)

∥∥∥∥
∞,Jk

≤ sup
N≤k≤M

‖v‖p,B(0,xk+1)

∥∥∥∥‖w‖−1
q,(0,x)

∥∥∥∥
∞,Jk

≤ sup
N≤k≤M

‖v‖p,B(0,xk+1)‖w‖−1
q,(0,xk+)

elde edilir. (3.22) ve (2.5) uygulanırsa,

A1 ≤ sup
N≤k≤M

 k∑
i=N

‖v‖pp,S i


1/p

‖w‖−1
q,(0,xk+), p <∞

ve

A1 ≤ sup
N≤k≤M

(
sup

N≤i≤k
‖v‖pp,S i

)1/p

‖w‖−1
q,(0,xk+), p =∞

yazılabilir.
{
‖w‖−1

q,(0,xk+)

}M

k=N
dizisinin hemen hemen geometrik azalan olduğu dikkate
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alınırsa, Lemma 2.2 den,

A1 . sup
N≤k≤M

‖v‖p,S k‖w‖
−1
q,(0,xk+) = A

elde edilir.

Lemma 3.3. 0< p< q≤∞, 1/r = 1/p−1/q ve v ∈W(Rn) olsun. Ayrıca, w ∈W(0,∞) için

‖w‖q,(0,t) <∞, t ∈ (0,∞) şartı sağlansın. Bu taktirde {xk}
M+1
k=N , ϕ(t) = ‖w‖q,(0,t+), t ∈ (0,∞)

fonksiyonunu diskretleştiren dizi olmak üzere (3.21) ve (3.22) özelliklerinin sağlanması

için gerek ve yeter koşul

A2 :=
(∫

(0,∞)
‖v‖rp,B(0,x)d

(
−‖w‖−r

q,(0,x+)

))1/r

+ ‖v‖p,Rn‖w‖−1
q,(0,∞) <∞

olmasıdır.

Ayrıca, A ≈ A2 dir.

İspat. {xk}
M+1
k=N , ϕ(t) = ‖w‖q,(0,t+), t ∈ (0,∞) fonksiyonunu diskretleştiren dizi ve {S k}

M
k=N ,

(2.5) ile tanımlanmış olsun. Lemma 2.6 dan (3.24)-(3.26) sağlanır. (3.26) dan

2‖w‖q,(0,xk+1) ≤ ‖w‖q,(0,xk+2+) ≤ ‖w‖q,(0,xk+3), N < k + 1 < M

eşitsizliği doğrudur. Dolayısıyla

‖w‖−r
q,(0,xk+3) ≤ 2−r‖w‖q,(0,xk+1)

sağlanır ve

‖w‖−r
q,(0,xk+1)−‖w‖

−r
q,(0,xk+3) ≥ (1−2−r)‖w‖−r

q,(0,xk+1), N ≤ k ≤ M−2

yazılabilir.

40



N ≤ M−2 olsun. (3.25) kullanılarak

Ar =

M∑
k=N

‖v‖rp,S k
‖w‖−r

q,(0,xk+)

.
M∑

k=N

‖v‖rp,S k
‖w‖−r

q,(0,xk+1)

=

M−2∑
k=N

‖v‖rp,S k
‖w‖−r

q,(0,xk+1) + ‖v‖rp,S M−1
‖w‖−r

q,(0,xM) + ‖v‖rp,S M
‖w‖−r

q,(0,xM+1)

.
M−2∑
k=N

‖v‖rp,S k

(
‖w‖−r

q,(0,xk+1)−‖w‖
−r
q,(0,xk+3)

)
+ ‖v‖rp,S M−1

(
‖w‖−r

q,(0,xM)−‖w‖
−r
q,(0,∞)

)
+ ‖v‖rp,S M

‖w‖−r
q,(0,xM+1)

elde edilir. h(t) = −‖w‖q,(0,t+), t ∈ (0,∞) ve [α,β) = [xk+1, xk+3), N ≤ k ≤M−2 veya [α,β) =

[xM,b) alınarak (3.15) ten

Ar .
M−2∑
k=N

‖v‖rp,S k

∫
[xk+1,xk+3)

d
(
−‖w‖−r

q,(0,t+)

)
+ ‖v‖p,S M−1

∫
[xM ,∞)

d
(
−‖w‖−r

q,(0,t+)

)
+ 2‖v‖rp,Rn‖w‖−r

q,(0,∞)

≤

M−2∑
k=N

∫
[xk+1,xk+3)

‖v‖rp,B(0,t)d
(
−‖w‖−r

q,(0,t+)

)
+

∫
[xM ,∞)

‖v‖rp,B(0,t)d
(
−‖w‖−r

q,(0,t+)

)
+ 2‖v‖rp,Rn‖w‖−r

q,(0,∞)

.

∫
(0,∞)
‖v‖rp,B(0,t)d

(
−‖w‖−r

q,(0,t+)

)
+ ‖v‖rp,Rn‖w‖−r

q,(0,∞)

≈ Ar
2

elde edilir ki bu durumda

A . A2 (3.36)

sağlanır.

Yeter koşul. A <∞ olsun ve (3.22) sağlansın. (3.22), (3.16) ve (3.14) uygulanarak

Ar
2 ≈

∫
(0,∞)
‖v‖rp,B(0,x)d

(
−‖w‖−r

q,(0,xk+)

)
+ ‖v‖p,Rn‖w‖−r

q,(0,∞)
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≈

M∑
k=N

∫
Jk

‖v‖rp,B(0,x)d
(
−‖w‖−r

q,(0,xk+)

)
+ ‖v‖p,Rn‖w‖−r

q,(0,∞)

≤

M−1∑
k=N

‖v‖rp,B(0,xk+1)

∫
Jk

d
(
−‖w‖−r

q,(0,xk+)

)
+ ‖v‖rp,Rn

∫
(xM ,∞)

d
(
−‖w‖−r

q,(0,xk+)

)
+ ‖v‖rp,Rn‖w‖−r

q,(0,∞)

.
M−1∑
k=N

‖v‖rp,B(0,xk+1)‖w‖
−r
q,(0,xk+) + ‖v‖rp,Rn‖w‖−r

q,(0,xM+)

elde edilir. (3.22) nin tekrar uygulanmasıyla

Ar
2 .

M∑
k=N

 k∑
i=N

‖v‖rp,S i

‖w‖−r
q,(0,xk+)

eşitsizliği sağlanır.
{
‖w‖−r

q,(0,xk+)

}M

k=N
dizisi hemen hemen geometrik azalan olduğundan,

Lemma 2.6 dan,

A2 .

 M∑
k=N

‖v‖rp,S k
‖w‖−r

q,(0,xk+)


1/r

= A (3.37)

sağlanır.

(3.36) ve (3.37) den A ≈ A2 olduğu görülür.

Şimdi (3.19) eşitsizliğinin karakterizasyonunu verebiliriz.

Teorem 3.11. 0 < p,q ≤ ∞ ve v ∈W(Rn) olsun. Ayrıca, w ∈W(0,∞) için ‖w‖q,(0,t) <∞,

t ∈ (0,∞) koşulu sağlansın.

(i) 0 < q ≤ p ≤∞ ise, (3.19) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

A1 :=
∥∥∥∥‖v‖p,B(0,x)‖w‖−1

q,(0,x)

∥∥∥∥
∞,(0,∞)

<∞

olmasıdır. Bu durumda (3.19) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ A1 dir.

(ii) 0 < p < q ≤ ∞ ve 1/r = 1/p− 1/q ise, (3.19) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve
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yeter koşul

A2 =

(∫
(0,∞)
‖v|rp,B(0,x)d

(
−‖w|−r

q,(0,x+)

))1/r

+ ‖v|p,Rn‖w|−1
q,(0,∞) <∞

olmasıdır. Bu durumda (3.19) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ A2 dir.

İspat. (i) 0 < q ≤ p ≤∞ olsun. Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 den iddianın doğruluğu görülür.

(ii) 0 < p < q ≤∞ olsun. Lemma 3.1 ve Lemma 3.3 ten iddianın doğruluğu görülür.

(3.20) eşitsizliğinin karakterizasyonu aşağıdaki teoremle verilebilir.

Teorem 3.12. 0 < p,q ≤∞ ve v ∈W(Rn) olsun. Ayrıca, w ∈W(0,∞) için ‖w‖q,(t,∞) <∞,

t ∈ (0,∞) koşulu sağlansın.

(i) 0 < q ≤ p ≤∞ ise, (3.20) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

A∗1 := sup
t∈(0,∞)

‖v‖p, cB(0,t)‖w‖
−1
q,(t,∞) <∞

olmasıdır. Bu durumda (3.20) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ A∗1 dır.

(ii) 0 < p < q ≤ ∞ ve 1/r = 1/q− 1/p ise, (3.19) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve

yeter koşul

A∗2 =

(∫
(0,∞)
‖v‖r

p, cB(0,x)
d
(
‖w‖−r

q,(x−,∞)

))1/r

+ ‖v‖p,Rn‖w‖−1
q,(0,∞) <∞

olmasıdır. Bu durumda (3.20) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ A∗2 dır.

İspat. Teoremi ispatlamak için y = F(x) :=
x
|x|2

, x , 0 dönüşümü kullanılacaktır. Bu

dönüşümün Jakobiyeni için

|det JF(x)| = |x|−2n, x , 0
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eşitliği sağlanır. Gerçekten,

JF(x) =



|x|2−2x2
1

|x|4 −
2x1x2
|x|4 · · · −

2x1xn
|x|4

−
2x2x1
|x|4

|x|2−2x2
2

|x|4 · · · −
2x2xn
|x|4

· · · · · · · · · · · ·

−
2xnx1
|x|4 −

2xnx2
|x|4 · · ·

|x|2−2x2
n

|x|4


ve

JF−1(F(x)) =



|x|2−2x2
1 −2x1x2 · · · −2x1xn

−2x2x1 |x|2−2x2
2 · · · −2x2xn

· · · · · · · · · · · ·

−2xnx1 −2xnx2 · · · |x|2−2x2
n


= |x|4nJF(x)

olduğundan

JF−1(F(x)) = |x|4nJF(x) (3.38)

sağlanır.

JF−1(F(x))JF(x) = I

ve (3.38) kullanılırsa

|x|4nJF(x)JF(x) = I.

elde edilir. Böylece

|det JF(x)| = |x|−2n

bulunur.

0 < p,q <∞ olsun. (3.20) eşitsizliğinin sol tarafına x =
y
|y|2

dönüşümü uygulanırsa,

‖ f ‖p,v,Rn =

(∫
Rn

f p(x)vp(x)dx
) 1

p

=

(∫
Rn

f p
(

y
|y|2

)
vp

(
y
|y|2

)
|y|−2ndy

) 1
p

=

(∫
Rn

(
f
(

y
|y|2

)
|y|−2n

)p (
v
(

y
|y|2

)
|y|2n

(
1− 1

p

))p

dy
) 1

p

(3.39)
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elde edilir.

x =
y
|y|2

dönüşümü için |x| = |y|−1 olduğundan, |x| ≤ t⇔ |y| ≥
1
t

doğrudur. Bu durumda

esssup
x∈B(0,t)

f (x) = esssup
y∈ cB(0, 1t )

f
(

y
|y|2

)
(3.40)

dir. (3.20) eşitsizliğinin sağ tarafına önce x =
y
|y|2

, sonra τ =
1
t

dönüşümleri uygulanırsa,

(3.40) kullanılarak,

‖S f ‖q,w,(0,∞) =

∫(0,∞)
wq(t)

 esssup
y∈ cB(0, 1t )

f
(

y
|y|2

)
q

dt


1
q

=

∫
(0,∞)

wq
(
1
τ

)
1
τ2

 esssup
y∈ cB(0,τ)

f
(

y
|y|2

)q

dτ


1
q

(3.41)

doğrudur. f
(

y
|y|2

)
|y|−2n = h(y) denilirse, (3.39) ve (3.41) den

(∫
Rn

hp(y)
(
v
(

y
|y|2

)
|y|2n

(
1− 1

p

))p

dy
) 1

p
≤ c

∫
(0,∞)

w
(
1
τ

)q 1
τ2

 esssup
y∈ cB(0,τ)

h(y)|y|2n

q

dτ


1
q

sağlanır. h(y)|y|2n = f̃ (y) denilirse,

(∫
Rn

f̃ p(y)
(
v
(

y
|y|2

)
|y|−

2n
p

)p

dy
) 1

p
≤ c

∫
(0,∞)

(
w

(
1
τ

)
1
τ2/q

)q
 esssup

y∈ cB(0,τ)
f̃ (y)

q

dτ


1
q

elde edilir. ṽ(y) := v
(

y
|y|2

)
|y|−

2n
p , w̃ := w

(
1
τ

)
1
τ2/q olmak üzere, (3.20) eşitsizliği

(∫
Rn

f̃ p(y)ṽ(y)dy
) 1

p
≤ c

∫
(0,∞)

w̃q(τ)

 esssup
y∈ cB(0,τ)

f̃ (y)

q

dτ


1
q

eşitsizliğine denktir.
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(i) 0 < q ≤ p <∞ olsun. Teorem 3.11 den

c ≈ sup
t>0
‖ṽ‖p,B(0,t)‖w̃‖−1

q,(0,t)

= sup
t>0

(∫
B(0,t)

v
(

y
|y|2

)p

|y|−2ndy
) 1

p
(∫ ∞

0
w

(
1
τ

)q 1
τ2 dτ

)− 1
q

doğrudur. y =
x
|x|2

ve τ =
1
t

dönüşümleri yapılırsa,

c ≈ sup
t>0

∫ cB(0, 1t )
vp(x)dx


1
p
∫ ∞

1
t

wq(t)dt

−
1
q

=
∥∥∥∥‖v‖p, cB(0,x)‖w‖q,(x,∞)

∥∥∥∥
∞,(0,∞)

= A∗1

elde edilir.

(ii) 0 < p < q <∞ olsun. Teorem 3.11 den

c ≈
(∫

(0,∞)
‖ṽ‖rp,B(0,x)d

(
−‖w̃‖−r

q,(0,t)

)) 1
r

+ ‖ṽ‖p,Rn‖w̃‖−1
q,(0,∞)

yazılabilir. (i) şıkkındaki dönüşümler uygulanarak c ≈ A∗2 olduğunu görmek kolaydır.

p =∞ ve q =∞ durumlarında ispat benzer şekilde yapılabilir.

Not 3.3. Belirtelim ki, (3.19) ve (3.20) eşitsizliklerinin n = 1 durumunda karakterizasyonu

[62] de daha genel durumda yapılmıştır.
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3.4. İteratif Hardy-Tipli Eşitsizlikler

Bu bölümde (1.4)-(1.5) gömmelerinin karakterizasyonu için oldukça önemli olan

(∫ ∞

0

( 1
U(t)

∫ t

0

(∫ ∞

s
h(z)dz

)p
u(s)ds

) q
p
w(t)dt

) 1
q
≤ c‖h‖θ,v,(0,∞), h ∈M+(0,∞), (3.42)

esssup
t∈(0,∞)

w(t)
( 1
U(t)

∫ t

0

(∫ ∞

s
h(z)dz

)p
u(s)ds

) 1
p
≤ c‖h‖θ,v,(0,∞), h ∈M+(0,∞) (3.43)

eşitsizlikleri ele alınacaktır. (3.42) ve (3.43) eşitsizlikleri p = 1 durumunda [28] de (ayrıca

bkz. [35]) ispatsız olarak verilmiştir. p =∞ durumu [38] de ve θ = 1 durumu [39] ve [73]

te v ağırlık fonksiyonunun özel durumunda incelenmiştir. Yakın zamanda [40] ve [41] de,

0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ durumlarında eşitsizliklerin karakterizasyonu bu tezde

ele alınan diskretleştirme tekniğinden farklı bir diskretleştirme yöntemiyle verilmiştir.

Bu bölümde u, v ve w, (0,∞) üzerinde ağırlık fonksiyonları olmak üzere U ve Vθ fonksi-

yonlarını

U(t) =

∫ t

0
u(τ)dτ ve Vθ(t) =

∫ ∞

t
v(τ)1−θ′ dτ, 1 < θ <∞

şeklinde tanımlayalım. Ayrıca, u, (0,∞) üzerinde U(t) > 0 sağlanacak şekilde bir ağırlık

fonksiyonudur.

Tanım 3.1. U, [0,∞) üzerinde kesin artan ve U(0) = 0, limt→∞U(t) = ∞ özelliklerine

sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda U fonksiyonuna admissible denir. Admissible

fonksiyonlar sınıfı Ads ile gösterilir.

U ∈ Ads olmak üzere, ϕ fonksiyonu (0,∞) üzerinde artan bir fonksiyona ve ϕ/U fonksi-

yonu (0,∞) üzerinde azalan bir fonksiyona denk ise, ϕ ye U-kuasikonkavdır denir.

lim
t→0+

ϕ(t) = lim
t→∞

1
ϕ(t)

= lim
t→∞

ϕ(t)
U(t)

= lim
t→0+

U(t)
ϕ(t)

= 0

özelliklerini sağlayan U-kuasikonkav ϕ fonksiyonuna non-degeneredir denir. Non-degenere

47



U-kuasikonkav fonksiyonlar sınıfı QU ile gösterilir.

Tanım 3.2. U ∈ Ads ve w, (0,∞) üzerinde negatif olmayan ölçülebilir bir fonksiyon olsun.

ϕ(t) = U(t)
∫ ∞

0

w(s)ds
U(s) + U(t)

, t ∈ (0,∞)

biçiminde tanımlı ϕ fonksiyonuna w-nın U-ya göre temel fonksiyonu, w(s)ds ye ise ϕ-nin

U-ya göre gösterim ölçüsü adı verilir.

Şimdi

U(x, t) :=
U(x)

U(t) + U(x)

fonksiyonununu tanımlayalım.

Not 3.4. ϕ, w-nın U-ya göre temel fonksiyonu olmak üzere,

∫ ∞

0

w(τ)dτ
U(τ) + U(t)

<∞, t > 0, ve
∫ 1

0

w(τ)dτ
U(τ)

=

∫ ∞

1
w(τ)dτ =∞

sağlanıyorsa, ϕ ∈ QU dur.

Öncelikle (3.42) eşitsizliğinin karakterizasyonunu hatırlatalım.

Teorem 3.13. ([40, Teorem 3.1]) 0 < q <∞, 0 < p <∞, 1 < θ <∞, v ve w, (0,∞) üzerinde

ağırlık fonksiyonları ve u fonksiyonu U ∈ Ads olacak şekilde bir ağırlık fonksiyonu olsun.

ϕ(x) =

∫ ∞

0
U(x, τ)

q
p w(τ)dτ, x ∈ (0,∞) (3.44)

ile tanımlı ϕ ∈ Q
U

q
p

olmak üzere (3.42) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul
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(i) θ ≤min{p,q} ise,

A1 := sup
x∈(0,∞)

(∫ ∞

0
U(x, τ)

q
p w(τ)dτ

) 1
q

sup
t∈(0,∞)

U(t, x)
1
p Vθ(t)

1
θ′ <∞

olmasıdır ve (3.42) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ A1 dir.

(ii) q < θ ≤ p ise, l = θq/(θ−q) olmak üzere,

A2 :=
(∫ ∞

0

(∫ ∞

0
U(x, τ)

q
p w(τ)dτ

) l−q
q

w(x) sup
t∈(0,∞)

U(t, x)
l
p Vθ(t)

l
θ′ dx

) 1
l
<∞

olmasıdır ve (3.42) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ A2 dir.

(iii) p < θ < q ise, r = θp/(θ− p) olmak üzere,

A3 := sup
x∈(0,∞)

(∫ ∞

0
U(x, τ)

q
p w(τ)dτ

) 1
q
(∫ ∞

0
U(t, x)

r
p Vθ(t)

r
p′ v(t)1−θ′dt

) 1
r
<∞

olmasıdır ve (3.42) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ A3 tür.

(iv) max{p,q} < θ ise, r = θp/(θ− p) ve l = θq/(θ−q) olmak üzere,

A4 :=
(∫ ∞

0

(∫ ∞

0
U(x, τ)

q
p w(τ)dτ

) l−q
q

w(x)
(∫ ∞

0
U(t, x)

r
p Vθ(t)

r
p′ v(t)1−θ′ dt

) l
r
dx

) 1
l
<∞

olmasıdır ve (3.42) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ A4 tür.

Not 3.5.

ϕ(t) = esssup
t∈(0,x)

U(t)esssup
τ∈(t,∞)

w(τ)
U(τ)

, t ∈ (0,∞)

şeklinde tanımlı ϕ fonksiyonu (0,∞) üzerinde her noktada sonlu olsun.

limsup
t→0+

w(t) = limsup
t→+∞

1
w(t)

= limsup
t→0+

U(t)
w(t)

= limsup
t→+∞

w(t)
U(t)

= 0

sağlanıyorsa, ϕ ∈ QU dur.

Şimdi (3.43) eşitsizliğinin karakterizasyonunu verelim.
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Teorem 3.14. ([40, Teorem 3.2]) 0 < p < ∞, 1 < θ ≤ ∞, v ve w, (0,∞) üzerinde ağırlık

fonksiyonları ve u, U ∈ Ads olacak şekilde bir ağırlık fonksiyonu olsun.

ϕ(t) = esssup
t∈(0,∞)

w(t)U(x, t)
1
p , x ∈ (0,∞) (3.45)

ile tanımlı ϕ ∈ Q
U

1
p

olmak üzere (3.43) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

(i) θ ≤ p ise,

B1 := sup
x∈(0,∞)

esssup
τ∈(0,∞)

w(τ)U(t, x)
1
p sup

t∈(0,∞)
U(t, x)

1
p Vθ(t)

1
θ′ <∞

olmasıdır. Bu durumda (3.43) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ B1 dir.

(ii) p < θ ise, r = θp/(θ− p) olmak üzere,

B2 := sup
x∈(0,∞)

esssup
τ∈(0,∞)

w(τ)U(x, τ)
1
p

(∫ ∞

0
U(t, x)

r
p Vθ(t)

r
p′ v(t)1−θ′ dt

) 1
r
<∞

olmasıdır. Bu durumda (3.43) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈ B2 dir.

Şimdi v bir ağırlık fonksiyonu, 0 ≤ a < b ≤∞ ve 1 ≤ p <∞ olmak üzere

vθ(a,b) =


( b∫

a
[v(t)]1−θ′ dt

) 1
θ′

, 1 < θ <∞

esssup
a<t<b

[v(t)]−1, θ = 1

fonksiyonunu tanımlayalım.

Teorem 3.15. ([38, Teorem 4.2 ve 4.4]) 1 ≤ θ <∞, 0 < q <∞ ve u ∈W(0,∞)∩C(0,∞)

olsun. v, w ∈W(0,∞) fonksiyonları için

0 <
∫ ∞

x
v(τ)dτ <∞ ve 0 <

∫ ∞

x
w(τ)dτ <∞, x > 0
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özellikleri sağlansın. Bu durumda

(∫ ∞

0

(
sup
τ∈(0,t)

u(τ)
∫ ∞

τ
h(z)dz

)q
w(t)dt

) 1
q
≤ c

(∫ ∞

0
h(t)θv(t)dt

) 1
θ

(3.46)

eşitsizliğinin doğru olması için gerek ve yeter koşul

(i) θ ≤ q ise

C1 := sup
x∈(0,∞)

[ sup
τ∈(0,x)

u(τ)
]q ∫ ∞

x
w(τ)dτ+

∫ x

0

[
sup
τ∈(0,t)

u(τ)
]q

w(t)dt
 1

q

vθ(x,∞) <∞

olmasıdır . Bu durumda (3.46) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈C1 dir.

(ii) q < θ ise, 1/r = 1/q−1/θ olmak üzere,

C2 : =

(∫ ∞

0

(∫ x

0

[
sup
τ∈(0,t)

u(τ)
]q

w(t)dt
) r
θ
[

sup
τ∈(0,x)

u(τ)
]q[

vθ(x,∞)
]r

w(x)dx
) 1

r
<∞,

C3 : =

(∫ ∞

0

(∫ ∞

x
w(τ)dτ

) r
θ
[

sup
τ∈(0,x)

[
sup

y∈(0,τ)
u(y)

]
vθ(τ,∞)

]r
w(x)dx

) 1
r
<∞

olmasıdır . Bu durumda (3.46) eşitsizliğinin en iyi sabiti c ≈C2 +C3 tür.
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4. GÖMME TEOREMLERİ

4.1. Lp1(Rn,v1) ile LMp2θ,ω(Rn,v2) ve c
LMp2θ,ω(Rn,v2) Arasındaki Gömmeler

Öncelikle (1.6) ve (1.7) gömmelerini karakterize edelim.

Teorem 4.1. 0 < p2 ≤ p1 ≤∞, 0 < θ ≤∞, v1, v2 ∈W(Rn) ve ω ∈Ωθ olsun.

(i) p1 ≤ θ ise,

‖ I‖Lp1 (Rn,v1)→LMp2 θ,ω(Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥∥v−1
1 v2

∥∥∥
p1→p2,B(0,t) ‖ω‖θ,(t,∞)

dır.

(ii) θ < p1 ise,

‖ I‖Lp1 (Rn,v1)→LMp2 θ,ω(Rn,v2) ≈

(∫
(0,∞)

∥∥∥v−1
1 v2

∥∥∥p1→θ

p1→p2,B(0,t) d
(
−‖ω‖

p1→θ
θ,(t,ı)

)) 1
p1→q

dır.

İspat. Öncelikle p2 <∞ olsun. Bu durumda

‖ I‖Lp1 (Rn,v1)→LMp2 θ,ω(Rn,v2) = sup
f∈M+(Rn)

∥∥∥‖ f ‖p2,v2,B(0,t)
∥∥∥
θ,ω,(0,∞)

‖ f ‖p1,v1,Rn

=

 sup
g∈M+(Rn)

‖Hn(|g|)‖ θ
p2
,ωp2 ,(0,∞)

‖g‖ p1
p2
,[v1v−1

2 ]p2 ,Rn


1
p2

olduğundan Teorem 3.5 uygulanarak iddianın doğru olduğu görülür.

p2 =∞ olması durumunda

‖ I‖Lp1 (Rn,v1)→LMp2 θ,ω(Rn,v2) = sup
f∈M+(Rn)

∥∥∥‖ f ‖∞,v2,B(0,t)
∥∥∥
θ,ω,(0,∞)

‖ f ‖∞,v1,Rn
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= sup
g∈M+(Rn)

‖S n(|g|)‖θ,ω,(0,∞)

‖g‖∞,v1v−1
2 ,Rn

olduğundan Teorem 3.7 nin göz önüne alınmasıyla yine iddianın doğru olduğu görülür.

Aşağıdaki teorem benzer şekilde ispatlanabilir:

Teorem 4.2. 0 < p2 ≤ p1 ≤∞, 0 < θ ≤∞, v1, v2 ∈W(Rn) ve ω ∈
c
Ωθ olsun.

(i) p1 ≤ θ ise,

‖ I‖Lp1 (Rn,v1)→ cLMp2 θ,ω(Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥∥v−1
1 v2

∥∥∥
p1→p2,

cB(0,t) ‖ω‖θ,(0,t)

dir.

(ii) θ < p1 ise,

‖ I‖Lp1 (Rn,v1)→ cLMp2 θ,ω(Rn,v2) ≈

(∫
(0,∞)

∥∥∥v−1
1 v2

∥∥∥p1→θ

p1→p2,
cB(0,t) d

(
‖ω‖

p1→θ
θ,(0,t)

)) 1
p1→q

dur.

Teorem 4.3. X ve Y , Rn de ölçülebilir fonksiyonların kuasi-normlu vektör uzayı ve mak-

simal fonksiyon X üzerinde sınırlı olsun. Ayrıca, Y latis özelliğini sağlasın, yani

0 ≤ g ≤ f ⇒ ‖g‖Y . ‖ f ‖Y

olsun. Bu durumda, maksimal fonksiyon M nin X ten Y ye sınırlı olması için gerek ve

yeter koşul X ↪→ Y dir. Bu durumda

‖M‖X→Y ≈ ‖I‖X→Y

dir.
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İspat. | f | ≤ M f olduğundan Y nin latis özelliği kullanılarak

‖I‖X→Y = sup
f/0

‖ f ‖Y
‖ f ‖X

. sup
f/0

‖M f ‖Y
‖ f ‖X

= ‖M‖X→Y

elde edilir.

Diğer yandan, her g ∈ X için ‖g‖Y ≤ ‖g‖X‖I‖X→Y olduğundan

‖M‖X→Y = sup
f/0

‖M f ‖Y
‖ f ‖X

≤

sup
f/0

‖M f ‖X
‖ f ‖X

‖I‖X→Y = ‖M‖X→X ‖I‖X→Y

yazılabilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.3, maksimal fonksiyonun Lp1(Rn,v1) uzayından LMpθ2,ω2(Rn,v2) uzayına ve

Lp1(Rn,v1) uzayından
c
LMpθ2,ω2(Rn,v2) uzayına sınırlılığının araştırılması problemini, mak-

simal fonksiyon Lp1(Rn,v1) de sınırlı olduğunda sırasıyla (1.6) ve (1.7) gömmelerinin

karakterizasyonuna indirger.

Tanım 4.1. 1 < p <∞ ve w ∈W(Rn) olsun. Rn deki her B yuvarı için

(
1
|B|

∫
B

w(x)pdx
) 1

p
(

1
|B|

∫
B

w(x)−p′dx
) 1

p′

≤ cp

sağlanacak şekilde cp > 0 sabiti varsa, w ∈ Ap dir denir.

Bilinmektedir ki, Ap Muckenhoupt sınıfı, maksimal fonksiyonun ağırlıklı Lebesgue u-

zaylarında sınırlılığını karakterize eder. Yani, M nin Lp(Rn,w) de sınırlı olması için gerek

ve yeter koşul w ∈ Ap, 1 < p <∞ olmasıdır (bkz., [60]).

Aşağıdaki ifadeler, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 nin, Teorem 4.3 ile kombinasyonunun

sonuçlarıdır.
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Sonuç 4.1. 1 < p1 <∞, 0 < p2 <∞, p2 ≤ p1, 0 < θ ≤ ∞, v1,v2 ∈W(Rn) ve ω ∈ Ωθ olsun.

Ayrıca, v1 ∈ Ap1 sağlansın.

(i) p1 ≤ θ ise,

‖M‖Lp1 (Rn,v1)→LMp2 θ,ω(Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥∥v−1
1 v2

∥∥∥
p1→p2,B(0,t) ‖ω‖θ,(t,∞)

dur.

(ii) θ < p1 ise,

‖M‖Lp1 (Rn,v1)→LMp2 θ,ω(Rn,v2) ≈

(∫
(0,∞)

∥∥∥v−1
1 v2

∥∥∥p1→θ

p1→p2,B(0,t) d
(
−‖ω‖

p1→θ
θ,(t,ı)

)) 1
p1→q

dur.

Sonuç 4.2. 1 < p1 <∞, 0 < p2 <∞, 0 < θ ≤ ∞, p2 ≤ p1, v1,v2 ∈W(Rn) ve ω ∈
c
Ωθ

olsun. Ayrıca, v1 ∈ Ap1 sağlansın.

(i) p1 ≤ θ ise,

‖M‖Lp1 (Rn,v1)→ cLMp2 θ,ω(Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥∥v−1
1 v2

∥∥∥
p1→p2,

cB(0,t) ‖ω‖θ,(0,t)

dir.

(ii) θ < p1 ise,

‖M‖Lp1 (Rn,v1)→ cLMp2 θ,ω(Rn,v2) ≈

(∫
(0,∞)

∥∥∥v−1
1 v2

∥∥∥p1→θ

p1→p2,
cB(0,t) d

(
‖ω‖

p1→θ
θ,(0,t)

)) 1
p1→q

dur.

Şimdi (1.8) ve (1.9) gömmelerinin karakterizasyonunu verelim:

Teorem 4.4. 0 < p1 ≤ p2 ≤∞, 0 < θ ≤∞, v1, v2 ∈W(Rn) ve ω ∈Ωθ olsun.
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(i) θ ≤ p1 ise,

‖ I‖LMp2 θ,ω(Rn,v2)→Lp1 (Rn,v1) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥∥v1v−1
2

∥∥∥
p2→p1,

cB(0,t) ‖ω‖
−1
θ,(t,∞)

dur.

(ii) p1 < θ ise,

‖ I‖LMp2 θ,ω(Rn,v2)→Lp1 (Rn,v1) ≈

(∫
(0,∞)

∥∥∥v1v−1
2

∥∥∥θ→p1

p2→p1,
cB(0,t) d

(
‖ω‖

−θ→p1
θ,(t−,∞)

)) 1
q→p1

+
∥∥∥v1v−1

2

∥∥∥
p2→p1,Rn ‖ω‖

−1
θ,(0,∞)

dur.

İspat. p2 <∞ olsun.

‖ I‖LMp2 θ,ω(Rn,v2)→Lp1 (Rn,v1) = sup
f∈M+(Rn)

‖ f ‖p1,v1,Rn∥∥∥‖ f ‖p2,v2,B(0,r)
∥∥∥
θ,ω,(0,∞)

=

 sup
g∈M+(Rn)

‖g‖ p1
p2
,(v1v−1

2 )p2 ,Rn

‖Hn(|g|)‖ θ
p2
,ωp2 ,(0,∞)


1/p2

olduğundan Teorem 3.9 un göz önüne alınmasıyla iddianın doğruluğu görülür.

p2 =∞ ise,

‖ I‖LMp2 θ,ω(Rn,v2)→Lp1 (Rn,v1) = sup
f∈M+(Rn)

‖ f ‖p1,v1,Rn∥∥∥‖ f ‖p2,v2,B(0,r)
∥∥∥
θ,ω,(0,∞)

= sup
g∈M+(Rn)

‖g‖p1,v1v−1
2 ,Rn

‖S n(|g|)‖θ,ω,(0,∞)

olduğundan Teorem 3.12 uygulanarak ispat tamamlanır.

Aşağıdaki teorem benzer şekilde ispatlanabilir:

Teorem 4.5. 0 < p1 ≤ p2 ≤∞, 0 < θ ≤∞, v1, v2 ∈W(Rn) ve ω ∈
c
Ωθ olsun.
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(i) θ ≤ p1 ise,

‖ I‖ cLMp2 θ,ω(Rn,v2)→Lp1 (Rn,v1) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥∥v1v−1
2

∥∥∥
p2→p1,B(0,t) ‖ω‖

−1
θ,(0,t)

dir.

(ii) p1 < θ ise,

‖ I‖ cLMp2 θ,ω(Rn,v2)→Lp1 (Rn,v1) ≈

(∫
(0,∞)

∥∥∥v1v−1
2

∥∥∥θ→p1

p2→p1,B(0,t) d
(
−‖ω‖

−θ→p1
θ,(0,t+)

)) 1
θ→p1

+
∥∥∥v1v−1

2

∥∥∥
p2→p1,Rn ‖ω‖

−1
θ,(0,∞)

dir.

Tanım 4.2. ‖ · ‖X, M+(Rn) üzerinde tanımlı homogen bir fonksiyonel olsun. ‖ f ‖X < ∞

özelliğini sağlayan fonksiyonların kümesini X ile gösterelim.

‖ f ‖X′ = sup
{∣∣∣∣∣∫
Rn

f (x)g(x)dx
∣∣∣∣∣ : ‖g‖X ≤ 1

}

olmak üzere ‖ f ‖X′ < ∞ şartını sağlayan ölçülebilir fonksiyonlar kümesine, X uzayının

associate uzayı denir.

Lokal Morrey-tipli ve komplementar lokal Morrey-tipli uzayların associate uzayları [32]

de hesaplanmıştır. Teorem 4.4 ve Teorem 4.5, ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzayların asso-

ciate uzaylarının karakterizasyonuna imkân sağlamaktadır.

Teorem 4.6. 1 ≤ p ≤∞, 0 < θ ≤∞, ω ∈Ωθ ve v ∈W(Rn) olsun.

X = LMpθ,ω(Rn,v)

olmak üzere,
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(i) θ ≤ 1 durumunda

‖ f ‖X′ ≈ sup
t∈(0,∞)

‖ f ‖p′,v−1,
cB(0,t)‖ω‖

−1
θ,(t,∞)

denkliği f fonksiyonundan bağımsız sabitlerle doğrudur;

(ii) θ > 1 durumunda

‖ f ‖X′ ≈
(∫

(0,∞)
‖ f ‖θ

′

p′,v−1,
cB(0,t)

d
(
‖ω‖−θ

′

θ,(t−,∞)

))1/θ′

+
‖ f ‖p′,v−1,Rn

‖ω‖θ,(0,∞)

denkliği f fonksiyonundan bağımsız sabitlerle doğrudur.

Teorem 4.7. 1 ≤ p ≤∞, 0 < θ ≤∞, ω ∈
c
Ωθ ve v ∈W(Rn) olsun.

X =
c
LMpθ,ω(Rn,v)

olmak üzere,

(i) θ ≤ 1 durumunda

‖ f ‖X′ ≈ sup
t∈(0,∞)

‖ f ‖p′,v−1,B(0,t)‖ω‖
−1
θ,(0,t)

denkliği f fonksiyonundan bağımsız sabitlerle doğrudur;

(ii) θ > 1 durumunda

‖ f ‖X′ ≈
(∫

(0,∞)
‖ f ‖θ

′

p′,v−1,B(0,t)d
(
‖ω‖−θ

′

θ,(0,t+)

))1/θ′

+
‖ f ‖p′,v−1,Rn

‖ω‖θ,(0,∞)

denkliği f fonksiyonundan bağımsız sabitlerle doğrudur.

4.2. LMp1θ1,ω1(Rn,v1) ve c
LMp2θ2,ω2(Rn,v2) Arasındaki Gömmeler

Bu kısımda (1.4) ve (1.5) gömmelerinin karakterizasyonu verilecektir.

58



x > 0 ve t > 0 olmak üzere

v(x) := v1(x)−1v2(x), V(x) := ‖v‖p1→p2,B(0,x), ve V(t, x) :=
V(t)

V(t) + V(x)

fonksiyonlarını tanımlayalım.

Lemma 4.1. 0< p1, p2, θ1, θ2 ≤∞ ve p1 < p2 olsun. v1,v2 ∈W(Rn), ω1 ∈
c
Ωθ1 ve ω2 ∈Ωθ2

olmak üzere
c
LMp1θ1,ω1(Rn,v1) 6↪→ LMp2θ2,ω2(Rn,v2) dir.

İspat. c
LMp1θ1,ω1(Rn,v1) ↪→ LMp2θ2,ω2(Rn,v2) gömmesinin doğru olduğunu kabul edelim.

Bu durumda

‖ f ‖LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≤ c ‖ f ‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)

eşitsizliği sağlanacak şekilde pozitif ve sonlu bir c sabiti vardır. Herhangi bir τ ∈ (0,∞)

için f ∈M(Rn): supp f ⊂ B(0, τ) olsun. O halde

‖ f ‖LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) =
∥∥∥‖ f ‖p2,v2,B(0,t)

∥∥∥
θ2,ω2,(0,∞)

≥
∥∥∥‖ f ‖p2,v2,B(0,t)

∥∥∥
θ2,ω2,(τ,∞)

≥ ‖ω2‖θ2,(τ,∞) ‖ f ‖p2,v2,B(0,τ) (4.1)

ve

‖ f ‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1) =
∥∥∥‖ f ‖p1,v1,

cB(0,t)

∥∥∥
θ1,ω1,(0,∞)

=
∥∥∥‖ f ‖p1,v1,

cB(0,t)

∥∥∥
θ1,ω1,(0,τ)

≤ ‖ω1‖θ1,(0,τ) ‖ f ‖p1,v1,B(0,τ) (4.2)

eşitsizlikleri doğrudur. (4.1) ve (4.2) birlikte ele alınırsa,

‖ω2‖θ2,(τ,∞) ‖ f ‖p2,v2,B(0,τ) ≤ c‖ω1‖θ1,(0,τ) ‖ f ‖p1,v1,B(0,τ)

sağlanır. ω1 ∈
c
Ωθ1 ve ω2 ∈ Ωθ2 olduğundan, Lp1(B(0, τ),v1) ↪→ Lp2(B(0, τ),v2) elde edilir
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ki bu bir çelişkidir, çünkü p1 < p2 dir.

Teorem 4.8. 0 < p1 = θ1 < ∞, 0 < p2 = θ2 < ∞, v1,v2 ∈W(Rn), ω1 ∈
c
Ωθ1 ve ω2 ∈ Ωθ2

olsun. Bu durumda

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≈
∥∥∥‖ω1‖

−1
p1,(0,|·|) ‖ω2‖p2,(|·|,∞)

∥∥∥
p1→p2,v,(0,∞)

sağlanır.

İspat. Teorem 2.6 ve Teorem 2.7 den, p1 = θ1, p2 = θ2 olması durumunda w1(x) =

v1(x)‖ω1‖p1,(0,|x|) ve w2(x) = v2(x)‖ω2‖p2,(|x|,∞), x ∈ Rn olmak üzere

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) = ‖ I‖Lp1 (Rn,w1)→Lp2 (Rn,w2)

≈
∥∥∥‖ω1‖

−1
p1,(0,|·|) ‖ω2‖p2,(|·|,∞)

∥∥∥
p1→p2,v,(0,∞)

doğrudur.

Teorem 4.9. 0 < p1, p2, θ1, θ2 <∞, p1 = θ1 ve p2 , θ2 olsun. v1,v2 ∈W(Rn), ω1 ∈
c
Ωθ1

ve ω2 ∈Ωθ2 olmak üzere,

(i) p1 ≤ θ2 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥∥‖ω1‖
−1
p1,(0,|·|)

∥∥∥
p1�p2,v,B(0,t)‖ω2‖θ2,(t,∞)

dur;

(ii) θ2 < p1 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0

∥∥∥‖ω1‖
−1
p1,(0,|·|)

∥∥∥p1�θ2
p1�p2,v,B(0,t) d

(
−ω2‖

p1�θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2
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dir.

İspat. Teorem 2.7 den, w1(x) = v1(x)‖ω1‖p1,(0,|x|), x ∈ Rn olmak üzere

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) = ‖ I‖Lp1 (Rn,w1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

yazılabilir. Teorem 4.1 göz önüne alınırsa, iddianın doğruluğu görülür.

Teorem 4.10. 0 < p1, p2, θ1, θ2 <∞, p1 , θ1 ve p2 = θ2 olsun. v1,v2 ∈W(Rn), ω1 ∈
c
Ωθ1

ve ω2 ∈Ωθ2 olmak üzere,

(i) θ1 ≤ p2 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−1
θ1,(0,t)

∥∥∥‖ω2‖p2,(|·|,∞)
∥∥∥

p1→p2,v,B(0,t)

dir;

(ii) p2 < θ1 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0

∥∥∥‖ω2‖p2,(|·|,∞)
∥∥∥θ1→p2

p1→p2,v,B(0,t) d
(
−‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,t)

)) 1
θ1→p2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

∥∥∥‖ω2‖p2,(|·|,∞)
∥∥∥

p1→p2,v,Rn

dir.

İspat. Teorem 2.6 dan w2(x) = v2(x)‖ω2‖p2,(|x|,∞), x ∈ Rn olmak üzere

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) = ‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→Lp2 (Rn,w2)

doğrudur. Teorem 4.5 uygulanarak ispat tamamlanır.

Aşağıdaki lemma doğrudur.
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Lemma 4.2. 0 < p1, p2, θ1, θ2 <∞, p2 ≤ p1 ve p2 < θ2 olsun. v1,v2 ∈W(Rn), ω1 ∈
c
Ωθ1

ve ω2 ∈Ωθ2 olmak üzere

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

=

 sup
g∈M+(0,∞)

‖ I‖p2

cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→Lp2

(
Rn,v2(·)H∗g(|·|)

1
p2

)
‖g‖ θ2

θ2−p2
,ω
−p2
2 ,(0,∞)


1
p2

dir.

İspat. Duallik prensibi uygulanıp, supremumların yerleri değiştirilirse,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

= sup
f∈M+(Rn)

‖ f ‖LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

‖ f ‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)

= sup
f∈M+(Rn)

1
‖ f ‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)

sup
g∈M+(0,∞)

(∫ ∞

0

(∫
B(0,τ)

f (x)p2v2(x)p2 dx
)
g(τ)dτ

) 1
p2

‖g‖
1
p2
θ2

θ2−p2
,ω
−p2
2 ,(0,∞)

= sup
g∈M+(0,∞)

1

‖g‖
1
p2
θ2

θ2−p2
,ω
−p2
2 ,(0,∞)

sup
f∈M+(Rn)

(∫ ∞

0

(∫
B(0,τ)

f (x)p2v2(x)p2 dx
)
g(τ)dτ

) 1
p2

‖ f ‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)

elde edilir. Fubini Teoremi uygulanırsa,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

= sup
g∈M+(0,∞)

1

‖g‖
1
p2
θ2

θ2−p2
,ω
−p2
2 ,(0,∞)

sup
f∈M+(Rn)

(∫
Rn

f (x)p2v2(x)p2

(∫ ∞

|x|
g
)
dx

) 1
p2

‖ f ‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)

= sup
g∈M+(0,∞)

1

‖g‖
1
p2
θ2

θ2−p2
,ω
−p2
2 ,(0,∞)

‖ I‖
cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→Lp2

(
Rn,v2(·)H∗g(|·|)

1
p2

) (4.3)

yazılabilir.
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Teorem 4.11. 0 < p1, p2, θ1, θ2 <∞, p2 < p1 ve θ1 ≤ p2 < θ2 olsun. Ayrıca v1,v2 ∈W(Rn),

ω1 ∈
c
Ωθ1 ve ω2 ∈Ωθ2 olduğunu kabul edelim. V ∈ Ads ve

ϕ1(x) := esssup
t∈(0,∞)

V(t)V(x, t) ‖ω1‖
−1
θ1,(0,t) ∈ Q

V
1

p1→p2

olmak üzere,

(i) p1 ≤ θ2 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ1(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x) ‖ω2‖θ2,(t,∞)

dur;

(ii) θ2 < p1 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ1(x)
(∫ ∞

0
V(t, x)p1→θ2 d

(
−‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

dir.

İspat. Lemma 4.2 den,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

= sup
g∈M+(0,∞)

1

‖g‖
1
p2
θ2

θ2−p2
,ω
−p2
2 ,(0,∞)

‖ I‖
cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→Lp2

(
Rn,v2(·)H∗g(|·|)

1
p2

)

eşitliği doğrudur. θ1 ≤ p2 olduğundan, Teorem [4.5, (i)] nin uygulanmasıyla,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈

 sup
g∈M+(0,∞)

sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−p2
θ1,(0,t)

∥∥∥H∗g(| · |)
∥∥∥ p1

p1−p2
,vp2 ,B(0,t)

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)


1
p2

(4.4)
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elde edilir. Kutupsal koordinatlar kullanılarak,

∥∥∥H∗g(| · |)
∥∥∥ p1

p1−p2
,vp2 ,B(0,t) =

∫
B(0,t)

v(x)
p1 p2

p1−p2

(∫ ∞

|x|
g
) p1

p1−p2 dx


p1−p2

p1

=

∫ t

0

(∫ ∞

r
g
) p1

p1−p2
(∫

S n−1
v(rx′)

p1 p2
p1−p2 rn−1dσ(x′)

)
dr


p1−p2

p1

yazılabilir. ṽ(r) :=
∫

S n−1 v(rx′)
p1 p2

p1−p2 rn−1dσ(x′) olmak üzere,

∥∥∥H∗g(| · |)
∥∥∥ p1

p1−p2
,vp2 ,B(0,t) =

∥∥∥H∗g(| · |)
∥∥∥

p1
p1−p2

,ṽ
p1−p2

p1 ,(0,t)
, t > 0

bulunur. Böylece,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈

 sup
g∈M+(0,∞)

sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−p2
θ1,(0,t)

∥∥∥H∗g
∥∥∥

p1
p1−p2

,ṽ
p1−p2

p1 ,(0,t)

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)


1
p2

elde edilir. Diğer taraftan

∫ t

0
ṽ =

∫ t

0

∫
S n−1

v(rx′)
p1 p2

p1−p2 dσ(x′)rn−1dr =

∫
B(0,t)

v
p1 p2

p1−p2 = V(t)
p1 p2

p1−p2 (4.5)

olduğu göz önüne alınırsa,

(i) θ1 ≤ p2 < p1 ≤ θ2 ise, Teorem [3.14, (i)] den,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ1(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

olur.

(ii) θ1 ≤ p2 < θ2 < p1 ise, Teorem [3.14, (ii)] den,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ1(x)
(∫ ∞

0
V(t, x)p1→θ2 d

(
−‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

64



elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur.

Not 4.1. Not 3.5 ten,

limsup
t→0+

V(t)‖ω1‖
−1
θ1,(0,t)

= limsup
t→+∞

V(t)−1‖ω1‖θ1,(0,t) = limsup
t→0+

‖ω1‖θ1,(0,t) = limsup
t→+∞

‖ω1‖
−1
θ1,(0,t) = 0

sağlanıyorsa, ϕ1 ∈ Q
V

1
p1→p2

dir.

Teorem 4.12. 0 < p1, p2, θ1, θ2 <∞, p2 < p1 ve p2 < min{θ1, θ2} olsun. v1,v2 ∈W(Rn),

ω1 ∈
c
Ωθ1 ve ω2 ∈Ωθ2 olsun. V ∈ Ads ve

ϕ2(x) :=
∫ ∞

0
[V(x, t)V(t)]θ1→p2 d

(
−‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,t)

)
∈ Q

V
1

p1→p2

olmak üzere,

(i) max{p1, θ1} ≤ θ2 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)
V(t)‖ω2‖θ2,(t,∞)

dur;

(ii) p1 ≤ θ2 < θ1 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1 ,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2 ,ω2 (Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0
ϕ2(x)

θ1→θ2 .θ1→p2
θ2→p2 V(x)θ1→p2

(
sup

t∈(0,∞)
V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

)θ1→θ2

d
(
−‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)
V(t)‖ω2‖θ2,(t,∞)

dur;
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(iii) θ1 ≤ θ2 < p1 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x)
(∫ ∞

0
V(t, x)p1→θ2d

(
−‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

(∫ ∞

0
V(t)p1→θ2d

(
−‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

dir;

(iv) θ2 < min{p1, θ1} ise,

‖ I‖ cLMp1θ1 ,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2 ,ω2 (Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0
ϕ2(x)

θ1→θ2 .θ1→p2
θ2→p2 V(x)θ1→p2

(∫ ∞

0
V(t, x)p1→θ2d

(
−‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) θ1→θ2
p1→θ2 d

(
−‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

(∫ ∞

0
V(t)p1→θ2d

(
−‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

dir.

İspat. Lemma 4.2 ve Teorem [4.5, (ii)] uygulanırsa,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

 sup
g∈M+(0,∞)

∥∥∥H∗g(| · |)
∥∥∥ p1

p1−p2
,vp2 ,Rn

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)


1
p2

+


sup

g∈M+(0,∞)

(∫ ∞

0

∥∥∥H∗g(| · |)
∥∥∥ θ1
θ1−p2

p1
p1−p2

,vp2 ,B(0,t)
d
(
−‖ω1‖

−
θ1 p2
θ1−p2

θ1,(0,t)

)) θ1−p2
θ1

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)



1
p2

(4.6)

yazılabilir. Kutupsal koordinatlara geçilirse,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

 sup
g∈M+(0,∞)

∥∥∥H∗g
∥∥∥

p1
p1−p2

,ṽ
p1−p2

p1 ,(0,∞)

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)


1
p2
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+


sup

g∈M+(0,∞)

(∫ ∞

0

∥∥∥H∗g
∥∥∥ θ1
θ1−p2

p1
p1−p2

,ṽ
p1−p2

p1 ,(0,t)
d
(
−‖ω1‖

−
θ1 p2
θ1−p2

θ1,(0,t)

)) θ1−p2
θ1

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)



1
p2

:= C1 +C2

bulunur.

Öncelikle p1 ≤ θ2 olduğunu varsayalım. Teorem [3.2,(i)] uygulanırsa,

C1 ≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)
V(t)‖ω2‖θ2,(t,∞) (4.7)

elde edilir.

(i) θ1 ≤ θ2 ise, Teorem [3.13, (i)] nin uygulanmaıyla,

C2 ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

yazılabilir.

(ii) p2 < p1 ≤ θ2 < θ1 ise, Teorem [3.13, (ii)] den,

C2 ≈

(∫ ∞

0
ϕ2(x)

θ1�θ2.θ1�p2
θ2�p2 V(x)θ1�p2

(
sup

t∈(0,∞)
V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

)θ1�θ2
d
(
−‖ω1‖

−θ1�p2
θ1,(0,x)

)) 1
θ1�θ2

sağlanır.

Şimdi θ2 < p1 olsun. Teorem [3.2,(ii)] nin uygulanmasıyla

C1 ≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

(∫ ∞

0
V(t)p1→θ2d

(
−‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

elde edilir.
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(iii) θ1 ≤ θ2 ise, Teorem [3.13, (iii)] den

C2 ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x)
(∫ ∞

0
V(t, x)p1→θ2d

(
−‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

dir.

(iv) θ2 < θ1 ise, Teorem [3.13, (iv)] uygulanarak

C2 ≈

(∫ ∞

0
ϕ2(x)

θ1�θ2 .θ1�p2)
θ2�p2 V(x)θ1�p2

(∫ ∞

0
V(t, x)p1�θ2d

(
−‖ω2‖

p1�θ2
θ2,(t,∞)

)) θ1�θ2
p1�θ2 d

(
−‖ω1‖

−θ1�p2
θ1,(0,x)

)) 1
θ1�θ2

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Not 4.2. x > 0 için ϕ2(x) <∞ olsun. Not 3.4 ten,

∫ 1

0

(∫ t

0
ωθ1

1

)− θ1
θ1−p2

ωθ1
1 (t)dt =

∫ ∞

1
V(t)

θ1 p2
θ1−p2

(∫ t

0
ωθ1

1

)− θ1
θ1−p2

ωθ1
1 (t)dt =∞,

sağlanıyorsa, bu durumda ϕ2 ∈ Q
V

1
p1→p2

dir.

Şimdi p1 = p2 = p durumunu ele alalım.

Teorem 4.13. 0 < θ1 < p < θ2 <∞ olsun. Bu taktirde v1,v2 ∈W(Rn)∩C(Rn), ω1 ∈
c
Ωθ1

ve ω2 ∈Ωθ2 olmak üzere,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥∥∥∥‖ω1‖
−1
θ1,(0,|·|)

∥∥∥∥∥
∞,v,B(0,t)

‖ω2‖θ2,(t,∞)

dur.

İspat. Lemma 4.2, ve Teorem [4.5, (i)] uygulanırsa,
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‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) =


sup

g∈M+(0,∞)

sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−p
θ1,(0,t)

sup
x∈B(0,t)

v(x)p
∫ ∞

|x|
g

(∫ ∞

0
g(x)

θ2
θ2−pω2(x)−

pθ2
θ2−p dx

) θ2−p
θ2



1
p

sağlanır. Diğer taraftan

sup
x∈B(0,t)

v(x)p
∫ ∞

|x|
g = sup

x∈(0,t)
sup
|y|=x

v(y)p
∫ ∞

|y|
g = sup

s∈(0,t)
v∗(s)

∫ ∞

s
g

yazılabilir. Burada v∗(s) := sup|y|=s v(y)p dir. Bu durumda

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) =


sup

g∈M+(0,∞)

sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−p
θ1,(0,t)

sup
s∈(0,t)

v∗(s)
∫ ∞

s
g

(∫ ∞

0
g(x)

θ2
θ2−pω2(x)−

pθ2
θ2−p dx

) θ2−p
θ2



1
p

=


sup

g∈M+(0,∞)

sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−p
θ1,(0,t)

v∗(t)
∫ ∞

t
g

(∫ ∞

0
g(x)

θ2
θ2−pω2(x)−

pθ2
θ2−p dx

) θ2−p
θ2



1
p

elde edilir. Teorem [3.2,(i)] uygulanırsa,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

‖ω2‖θ2,(t,∞)

(
sup

s∈(0,t)
‖ω1‖

−1
θ1,(0,s)v∗(s)

1
p

)
= sup

t∈(0,∞)
‖ω2‖θ2,(t,∞)

(
sup

s∈(0,t)
‖ω1‖

−1
θ1,(0,s) sup

|y|=s
v(y)

)
= sup

t∈(0,∞)
‖ω2‖θ2,(t,∞)

(
sup

s∈(0,t)
sup
|y|=s
‖ω1‖

−1
θ1,(0,|y|)v(y)

)
= sup

t∈(0,∞)
‖ω2‖θ2,(t,∞)

(
sup

x∈B(0,t)
‖ω1‖

−1
θ1,(0,|x|)v(x)

)
= sup

t∈(0,∞)
‖ω2‖θ2,(t,∞)

∥∥∥∥∥‖ω1‖
−1
θ1,(0,|·|)

∥∥∥∥∥
∞,v,B(0,t)

bulunur.

p = p1 = p2 < θ1 durumunu ele almadan önce aşağıdaki ”birleştirme” lemmasını verelim.
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Bu lemmada kullanılan metot [36, Teorem 3.1] dekine paraleldir.

Lemma 4.3. β pozitif bir sayı, u ∈ W(Rn) ve g ∈ M+(0,∞) olsun. h, (0,∞) üzerinde

negatif olmayan sürekli bir fonksiyon olmak üzere

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
U(x, t)g(t)dt

)β−1(
sup

t∈(0,∞)
U(t, x)h(t)

)β
g(x)dx

≈

∫ ∞

0

(∫ x

0
g(t)dt

)β−1(
sup

t∈(x,∞)
h(t)

)β
g(x)dx

+

∫ ∞

0

(∫ ∞

x
U(τ)−1g(τ)dτ

)β−1(
sup

t∈(0,x)
U(t)h(t)

)β
U(x)−1g(x)dx

tir.

İspat.

A1 :=
∫ ∞

0

(∫ x

0
g(t)dt

)β−1(
sup

t∈(x,∞)
h(t)

)β
g(x)dx,

A2 :=
∫ ∞

0

(∫ ∞

x
U(τ)−1g(τ)dτ

)β−1(
sup

t∈(0,x)
U(t)h(t)

)β
U(x)−1g(x)dx

olsun.

B1 :=
∫ ∞

0

(∫ x

0
g(t)dt

)β−1(
U(x)−1 sup

t∈(0,x)
U(t)h(t)

)β
g(x)dx,

ve

B2 :=
∫ ∞

0

(∫ ∞

x
U(t)−1g(t)dt

)β−1(
U(x) sup

t∈(x,∞)
h(t)

)β
U(x)−1g(x)dx

olmak üzere

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
U(x, t)g(t)dt

)β−1(
sup

t∈(0,∞)
U(t, x)h(t)

)β
g(x)dx

≈

∫ ∞

0

(∫ x

0
g(t)dt + U(x)

∫ ∞

x
U(t)−1g(t)dt

)β−1

×

(
U(x)−1 sup

t∈(0,x)
U(t)h(t) + sup

t∈(x,∞)
h(t)

)β
g(x)dx

≈ A1 + A2 + B1 + B2.
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doğrudur. Bu durumda Bi . A1 + A2, i = 1,2 olduğunu göstermek yeterlidir.

B1 . A1 +A2 olduğunu gösterelim. Bunun için
∫ ∞

0 g(t)dt <∞ durumunu göz önüne alalım.∫ ∞
0 g(t)dt =∞ olması halinde ispat çok daha kolaydır. −∞ < k ≤ M için

∫ xk

0 g(t)dt = 2k ve

2M ≤
∫ ∞

0 g(t)dt < 2M+1 sağlanacak biçimde {xk}
M
k=−∞

dizisini tanımlayalım. Bu durumda

B1 ≤

∫ ∞

0

(∫ x

0
g(t)dt

)β−1(
sup

y∈(x,∞)
U(y)−1 sup

t∈(0,y)
U(t)h(t)

)β
g(x)dx

≈

M∑
k=−∞

2kβ
(

sup
y∈(xk,∞)

U(y)−1 sup
t∈(0,y)

U(t)h(t)
)β

≈

M∑
k=−∞

2kβ
(

sup
y∈(xk,xk+1)

U(y)−1 sup
t∈(0,y)

U(t)h(t)
)β

denkliği doğrudur. Her −∞ < k ≤ M sabiti için

sup
y∈(xk,xk+1)

U(y)−1 sup
t∈(0,y)

U(t)h(t) ≤ 2U(yk)−1 sup
t∈(0,yk)

U(t)h(t)

sağlanacak şekilde bir yk ∈ (xk, xk+1) mevcuttur. Bu durumda

B1 .
M∑

k=−∞

2kβ
(
U(yk)−1 sup

t∈(0,yk)
U(t)h(t)

)β
≈

M∑
k=−∞

2kβ
(
U(yk)−1 sup

t∈(0,yk−2)
U(t)h(t)

)β
+

M∑
k=−∞

2kβ
(
U(yk)−1 sup

t∈(yk−2,yk)
U(t)h(t)

)β
:= I + II

sağlanır. −∞ < k ≤ M için 2k ≤
∫ yk

0 g(x)dx ≤ 2k+1 ve 2k−1 ≤
∫ yk

yk−1
g(x)dx ≤ 2k+1 olduğu

dikkate alınırsa,

I .
M∑

k=−∞

∫ yk

yk−2

(∫ yk

x
g(t)dt

)β−1
g(x)dx.

(
U(yk)−1 sup

t∈(0,yk−2)
U(t)h(t)

)β
≤

M∑
k=−∞

∫ yk

yk−2

(∫ yk

x
U(t)−1g(t)dt

)β−1
U(x)−1g(x)dx.

(
sup

t∈(0,yk−2)
U(t)h(t)

)β
≤

M∑
k=−∞

∫ yk

yk−2

(∫ ∞

x
U(t)−1g(t)dt

)β−1(
sup

t∈(0,x)
U(t)h(t)

)β
U(x)−1g(x)dx

.

∫ ∞

0

(∫ ∞

x
U(t)−1g(t)dt

)β−1(
sup

t∈(0,x)
U(t)h(t)

)β
U(x)−1g(x)dx
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= A2

ve

II .
M∑

k=−∞

∫ yk−2

yk−4

(∫ x

yk−4

g(t)dt
)β−1

g(x)dx.
(
U(yk)−1 sup

t∈(yk−2,yk)
U(t)h(t)

)β
≤

M∑
k=−∞

∫ yk−2

yk−4

(∫ x

0
g(t)dt

)β−1
g(x)dx.

(
sup

t∈(yk−2,∞)
h(t)

)β
≤

M∑
k=−∞

∫ yk−2

yk−4

(∫ x

0
g(t)dt

)β−1(
sup

t∈(x,∞)
h(t)

)β
g(x)dx

.

∫ ∞

0

(∫ x

0
g(t)dt

)β−1(
sup

t∈(x,∞)
h(t)

)β
g(x)dx

= A1

elde edilir. O halde B1 . A1 + A2 sağlanır.

Şimdi de B2 . A1 + A2 olduğunu gösterelim. İspat için
∫ ∞

0 U(t)−1g(t)dt < ∞ durumunu

göz önüne alalım.
∫ ∞

0 U(t)−1g(t)dt =∞ olması halinde ispat çok daha kolaydır. N ≤ k <∞

için
∫ ∞

xk
U(t)−1g(t)dt = 2−k ve 2−N <

∫ ∞
0 U(t)−1g(t)dt ≤ 2−N+1 sağlanacak biçimde {xk}

∞
k=N

dizisini tanımlayalım. Bu durumda

B2 ≤

∫ ∞

0

(∫ ∞

x
U(τ)−1g(τ)dτ

)β−1(
sup

y∈(0,x)
U(y) sup

t∈(y,∞)
h(t)

)β
U(x)−1g(x)dx

≈

∞∑
k=N

2−kβ
(

sup
y∈(0,xk)

U(y) sup
t∈(y,∞)

h(t)
)β

≈

∞∑
k=N

2−kβ
(

sup
y∈(xk−1,xk)

U(y) sup
t∈(y,∞)

h(t)
)β

sağlanır.

Her k = N,N + 1, . . . için

sup
y∈(xk−1,xk)

U(y) sup
t∈(y,∞)

h(t) ≤ 2U(yk) sup
t∈(yk,∞)

h(t)
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eşitsizliği doğru olacak şekilde bir yk ∈ (xk−1, xk) mevcuttur. O halde

B2 .
∞∑

k=N

2−kβ
(
U(yk) sup

t∈(yk,∞)
h(t)

)β
≈

∞∑
k=N

2−kβ
(
U(yk) sup

t∈(yk,yk+2)
h(t)

)β
+

∞∑
k=N

2−kβ
(
U(yk) sup

t∈(yk+2,∞)
h(t)

)β
= III + IV

yazılabilir. k = N,N + 1, . . . için

2−k−1 ≤

∫ ∞

yk

U(τ)−1g(τ)dτ ≤ 2−k

ve

2−k−1 ≤

∫ yk+2

yk

U(τ)−1g(τ)dτ ≤ 2−k

olduğundan

III .
∞∑

k=N

∫ yk+4

yk+2

(∫ yk+4

x
U(τ)−1g(τ)dτ

)β−1
U(x)−1g(x)dx.

(
U(yk) sup

t∈(yk,yk+2)
h(t)

)β
≤

∞∑
k=N

∫ yk+4

yk+2

(∫ ∞

x
U(τ)−1g(τ)dτ

)β−1(
sup

t∈(0,x)
U(t)h(t)

)β
U(x)−1g(x)dx

.

∫ ∞

0

(∫ ∞

x
U(τ)−1g(τ)dτ

)β−1(
sup

t∈(0,x)
U(t)h(t)

)β
U(x)−1g(x)dx

≈ A2

ve

IV .
∞∑

k=N

∫ yk+2

yk

(∫ x

yk

U(τ)−1g(τ)dτ
)β−1

U(x)−1g(x)dx.
(
U(yk) sup

t∈(yk+2,∞)
h(t)

)β
≤

∞∑
k=N

∫ yk+2

yk

(∫ x

yk

g(τ)dτ
)β−1

g(x)dx.
(

sup
t∈(yk+2,∞)

h(t)
)β

≤

∞∑
k=N

∫ yk+2

yk

(∫ x

0
g(τ)dτ

)β−1(
sup

t∈(x,∞)
h(t)

)β
g(x)dx

.

∫ ∞

0

(∫ x

0
g(t)dt

)β−1(
sup

t∈(x,∞)
h(t)

)β
g(x)dx

≈ A1
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elde edilir. O halde B2 . A1 + A2 sağlanır ve böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.14. 0 < θ1, θ2 < ∞, 0 < p < θ2, v1,v2 ∈ W(Rn), ω1 ∈
c
Ωθ1 ve ω2 ∈ Ωθ2 olsun.

v ∈W(Rn)∩C(Rn) ve 0 < ‖ω−1
2 ‖θ2→p,(x,∞) <∞, x > 0 olmak üzere,

(i) θ1 ≤ θ2 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2) ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)
V(t)‖ω2‖θ2,(t,∞)

dur;

(ii) θ2 < θ1 ise,

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0
ϕ2(x)

θ1→θ2.θ1→p
θ2→p V(x)θ1→p

(
sup

t∈(0,∞)
V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

)θ1→θ2
d
(
−‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)
V(t)‖ω2‖θ2,(t,∞)

dur.

İspat. Lemma 4.2 ve Teorem [4.5, (ii)] uygulanarak

‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

 sup
g∈M+(0,∞)

∥∥∥∥∥H∗g(| · |)
∥∥∥∥∥
∞,vp,Rn

‖g‖ θ2
θ2−p ,ω

−p
2 ,(0,∞)


1
p

+


sup

g∈M+(0,∞)

(∫ ∞

0

∥∥∥∥∥H∗g(| · |)
∥∥∥∥∥ θ1
θ1−p

∞,vp,B(0,t)
d
(
−‖ω1‖

−
θ1 p
θ1−p

θ1,(0,t)

)) θ1−p
θ1

‖g‖ θ2
θ2−p ,ω

−p
2 ,(0,∞)



1
p

yazılabilir. v∗(s) := sup|y|=s v(y)p olmak üzere,
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‖ I‖ cLMp1θ1,ω1 (Rn,v1)→LMp2θ2,ω2 (Rn,v2)

≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

 sup
g∈M+(0,∞)

∥∥∥H∗g
∥∥∥
∞,v∗,(0,∞)

‖g‖ θ2
θ2−p ,ω

−p
2 ,(0,∞)


1
p

+


sup

g∈M+(0,∞)

(∫ ∞

0

∥∥∥H∗g
∥∥∥ θ1
θ1−p

∞,v∗,(0,t)
d
(
−‖ω1‖

−
θ1 p
θ1−p

θ1,(0,t)

)) θ1−p
θ1

‖g‖ θ2
θ2−p ,ω

−p
2 ,(0,∞)



1
p

:= C3 +C4

yazılabilir. [Teorem 3.2, (i)] uygulanırsa,

C3 ≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)
V(t)‖ω2‖θ2,(t,∞)

elde edilir.

(i) θ1 ≤ θ2 ise, Teorem [3.15, (i)] den

C4 ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x)‖ω2‖θ2,(x,∞)

doğrudur.

ϕ2/V azalan bir fonksiyona denk olduğundan

sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x)‖ω2‖θ2,(x,∞) = sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x)V(x)−1 sup
t∈(0,x)

V(t)‖ω2‖θ2,(t,∞)

= sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞), x > 0

olur.

(ii) θ2 < θ1 ise, Teorem [3.15, (ii)] den

C4 ≈

(∫ ∞

0

(∫ ∞

x
d
(
−‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,t)

)) θ1→θ2
θ2→p

(
sup

0<τ≤x
V(τ)‖ω2‖θ2,(τ,∞)

)θ1→θ2

d
(
−‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2
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+

(∫ ∞

0

(∫ x

0
ϕ2(x)

θ1→θ2 .θ1→p
θ2→p V(x)θ1→p

(
sup

t∈(0,∞)
V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

)θ1→θ2

d
(
−‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

doğrudur. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Not 4.3. Teorem 3.12 nin ispatında olduğu gibi x =
y
|y|2 ve t = 1

τ dönüşümleri kullanılırsa,

ṽi(y) = vi

(
y
|y|2

)
|y|−

2n
pi ve ω̃i(τ) = ωi

(
1
τ

)
τ
− 2
θi , i = 1,2 olmak üzere, (1.5) gömmesinin karakte-

rizasyonu
c
LMp1θ1,ω̃1(Rn, ṽ1) ↪→ LMp2θ2,ω̃2(Rn, ṽ2)

gömmesinin karakterizasyonuna denk olur.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu doktora tezi kapsamında öncelikle supremal operatör için n-boyutlu ters Hardy-tipli

eşitsizlikler karakterize edilmiştir. Elde edilen sonuçlar ve literatürdeki diğer eşitsizlikler

yardımıyla birim operatörün ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzaylar arasında sınırlılığı incelen-

miştir.

Ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzaylar ve ağırlıklı Lebesgue uzayları arasındaki gömmeler,

ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzaylar arasındaki gömmelerin özel bir durumudur. Bu gömme-

ler yardımıyla maksimal fonksiyonun ağırlıklı Lebesgue uzaylarından ağırlıklı lokal Mor-

rey-tipli uzaylara sınırlılığı karakterize edilmiş, ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzayların asso-

ciate uzayları hesaplanmıştır.

Ağırlıklı lokal Morrey-tipli uzaylar arasındaki gömmelerin karakterizasyonunda duallik

prensibinden yararlanılmıştır. Bu yaklaşım problemin p2 ≤ θ2 ek koşulu altında çözülmesi-

ne sebep olmuştur ve dolayısıyla bu problem p2 > θ2 durumunda hâlâ açıktır.
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