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OZET

LOKAL MORREY-TIPLI UZAYLAR ARASINDA
GOMME TEOREMLERI

UNVER, Tugge
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora tezi
Danisman: Dog¢. Dr. Rza MUSTAFAYEV
KASIM 2015, 86 sayfa

Bu tez ilk bolimii giris ve son boliimii tartisma ve sonu¢ olmak iizere toplam bes

boliimden olusmaktadir.

Ikinci béliimde diger béliimlerde kullanilacak temel kavram ve teoremler verilmis,
diskretlestirme metodu anlatilmis ve tez boyunca incelenecek fonksiyon uzaylar

tanimlanmustir.

Tezin {clincii bolimiinde Hardy-tipli esitsizlikler tamitilmis ve yeni esitsizlikler

karakterize edilmistir.

Doérdiincii boliimde agirlikli Lebesgue uzaylart ve agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylar
arasindaki gdmmeler ve agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylarla komplementar agirlikli

lokal Morrey-tipli uzaylar arasindaki gémmeler karakterize edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lokal Morrey-tipli Uzaylar, Agirlikli Lebesgue Uzaylari,
Hardy-tipli Esitsizlikler, Gommeler



ABSTRACT

EMBEDDINGS BETWEEN WEIGHTED LOCAL
MORREY-TYPE SPACES

UNVER, Tugge
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Rza MUSTAFAYEV
NOVEMBER 2015, 86 pages

This thesis consists of five chapters including the introduction and the discussion and

conclusion parts.

Basic concepts, definitions and necessary statements for the proof of the main results
are given in Chapter 2. Moreover, the discretization method and the weighted local

Morrey-type spaces are introduced in this chapter.

In Chapter 3, we recall the solutions of some direct and reverse Hardy-type
inequalities and iterated Hardy-type inequalities. The characterization of some new

reverse Hardy-type inequalities for supremal operator are given also in this chapter.

Embeddings between weighted Lebesgue spaces and weighted local Morrey-type
spaces and embeddings between weighted local Morrey-type spaces and
complementary weighted local Morrey-type spaces are characterized in Chapter 4.

Key words: Local Morrey-type Spaces, Weighted Lebesgue Spaces, Hardy-type
Inequalities, Embeddings
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SIMGELER DiZiNi

IM(A) A tizerinde 6lgiilebilir fonksiyonlar sinifi

M (4) IM(A) nin negatif olmayan elemanlarinin
sinifi

W(A) agirlik fonksiyonlar sinifi

L,(R™) p. mertebeden integrallenebilir
fonksiyonlar siifi

Lg’c (R™) p. mertebeden lokal integrallenebilir
fonksiyonlar sinifi

L, (R™) agirlikli Lebesgue uzay1

11({wy},N, M) agirlikli diskret Lebesgue uzayi

My 5 Morrey uzay1

LM, ., (R™) lokal Morrey-tipli uzay

LM, ,,(R™, v) agirlikli lokal Morrey-tipli uzay

“LMyg ., (R™) komplementar lokal Morrey-tipli uzay
‘LMyg,,(R™, v) agirlikli komplementar lokal Morrey-

tipli uzay

Hf Hardy operatorii

H,f n-boyutlu Hardy operatortii

H*f dual Hardy operatorii

H,f n-boyutlu dual Hardy operatorii

Sf supremal operator

S*f supremal operatdriin duali

Suf n-boyutlu supremal operator

Shf n-boyutlu supremal operatoriin duali

Mf Maksimal operator



1. GIRIS

Reel ve harmonik analizin, maksimal operator, kesirli maksimal operator, Riesz potan-
siyeli, singiiler integral operator gibi, klasik operatorlerinin bir agirhikli Lebesgue uza-
yindan digerine sinirlilig1 problemi kapsamli bir bicimde incelenmistir. Bahsedilen opera-
torlerin sinirli olmasi icin agirlik fonksiyonlar: tizerindeki gerek ve yeter kosullar, sayisal
parametrelerin biiyiik cogunlugu icin elde edilmistir. Literatiirdeki sonuglarin reel analiz
ve kismi tiirevli diferensiyel denklemler teorisinde pek cok uygulamalari vardir. Kismi
tiirevli diferensiyel denklemler teorisinde agirlikli Lebesgue uzaylarinin yanisira Morrey

uzaylar1 ve bu uzaylarin genellestirmeleri de 6nemli rol oynamaktadir.

M), , ile gosterilen Morrey uzaylari [58] de 1938 yilinda C.B. Morrey tarafindan Varyas-
yon Analizi’nde ortaya ¢ikan regiilerlik problemlerinin arastirilabilmesi i¢in 1 < p < co ve

0 < A < n olmak lizere

My = {f € LI - 1l < oo)

seklinde tanimlanmigtir. Burada B(x,r), x € R" merkezli, r yaricapl acik yuvar olmak

uzere

Aen
Wfllm,, := sup 77 || fllp.Br)
xeR™, r>0

dir. Bilindigi gibi 1 < p <ocoi¢in My, ;, = Ly, M0 = Leo, ve A <0 veya A > nise Mp 4 = {0}
dir.

Bu uzaylar, 6zellikle, parabolik ve eliptik diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal
davraniglarinin incelenmesinde oldukga kullanighdir (bkz., [31]). Ayrica bu uzaylarda reel
ve harmonik analizin klasik operatdlerinin sinirlilik problemleri de incelenmis ve 6nemli

sonuglar elde edilmistir (bkz., [1-3,21, 25,63, 65,70]).

LM g, ile gosterilen lokal Morrey-tipli uzaylar ve CLMpg,w ile gosterilen komplemen-



tar lokal Morrey-tipli uzaylar ilk olarak 1994’te [45] te V.S. Guliyev tarafindan doktora
tezinde tanimlanmustir. [45] te homogen Lie gruplari lizerinde tanimlanmis kesirli integral
operatOrlerin ve singiiler integral operatorlerin LM g, lizerinde sinirli olmast i¢in yeterli

kosullar elde edilmistir.

[11] de LM g, lokal Morrey-tipli uzaylar asagidaki gibi tanimlanmigtir: 0 < p,6 < o0, w,

(0, 00) lizerinde negatif olmayan ve 0l¢iilebilir bir fonksiyon olmak iizere
LMpp = {f € LY*(R") : [ llLmy,, < oo
uzayina lokal Morrey-tipli uzay denir. Burada
M0 2= 111550l 0,00
dur.

Komplementar lokal Morrey-tipli uzaylar [14] te asagidaki gibi tanimlanmasgtir:

0 < p,0 < o0 ve w, (0,00) lizerinde negatif olmayan, Ol¢iilebilir bir fonksiyon olmak iizere

LM g = { £ e(VLoCBO.D) M fllepyy < oo}

>0

uzayina komplementar lokal Morrey-tipli uzay denir. Burada

1 llezat, ., = M1 280 lp.o0.00

dur. Bu uzaylarin komplementar lokal Morrey-tipli uzaylar olarak adlandirilmalarinin se-

bebi f fonksiyonunun yuvarin tiimleyeni {izerinde normunun kullanilmasidir.

Bu tez boyunca 0 < 8 < co ve

Qp := {w € MT(0,00) : 0 < ||wllg,(1,00) < 0, 1 >0},



Q1= {w € MH(0,00) : 0 < [|wllg 0. < o0, > 0}

olmak tizere, lokal Morrey-tipli uzaylar incelenirken w € €}y ve komplementar lokal Morrey-

tipli uzaylar incelenirken w € “Qy oldugu diisiiniilecektir.
Lokal Morrey-tipli uzaylar ve Morrey uzaylar: arasindaki iligki, O < A < n olmak lizere,
111z, = sup ||fCx+ )| 0
xeR” pieo
seklinde verilebilir. Burada

LM} o := LM peo |

T w(r)=r

S
%‘I
=

dir.

Lokal Morrey-tipli uzaylar son yillarda yogun bir bicimde incelenmektedir. Caligsmalar
bir yandan reel ve harmonik analizin onemli operatorlerinin bu uzaylarda incelenmesini
(bkz., [46—48] ve [8-20]), diger yandan bu uzaylarin fonksiyonel analitik 6zelliklerinin
ve bilinen diger fonksiyon uzaylariyla iligkilerinin arastinlmasini (bkz., [4, 20, 32, 34])

kapsamaktadir.

R™ {izerinde lokal integrallenebilen bir f fonksiyonu i¢in Hardy-Littlewood maksimal
fonksiyonu

M f(x) :=sup
0 1B D JBix

lfldy

seklinde tanimlidir. Burada |B(x,1)|, B(x,t) yuvarinin Lebesgue ol¢iisidiir. M : f — Mf

operatoriine, Hardy-Littlewood maksimal operatorii denir.

Maksimal operator reel ve harmonik analizde siklikla kullanilan 6nemli bir altlineer opera-
tordiir. Bu operatoriin davranis1 diferensiyellenebilme teorisi bagta olmak iizere pek cok
alanda oldukc¢a aydinlaticidir ve singiiler ve potansiyel operatorlerin kontrol edilmesinde

oldukca kullanighdir (bkz., [30,42,43,49,71,72]).



Maksimal operatoriin LM g, (,,(R") uzayindan LM g, .,,(R") uzayina simrlihigr genel wq,
wy fonksiyonlari icin [10-13, 17] de gosterilmistir. [11-13,17] de, p, 61 ve 6, parametre-
lerinin belli durumlarinda maksimal operatdriin LM g, ,, R") uzayimndan LM g, .,(R")
uzayina siirli olmasi i¢in w; ve w, fonksiyonlar1 iizerindeki gerek ve yeter kosullar

elde edilmis ve asagidaki teorem ispatlanmisgtir:

Teorem 1.1. ([11-13,17]) 1 < p <0, 0 <6 <6 <0, wy € Ly, ve wy € Qg, olsun. Bu
durumda maksimal fonksiyonun, LM pg, o, (R") uzaymdan LM, ,,,(R") uzayma smirh

olmast icin gerek ve yeter kosul, her ¢ € (0, 00) i¢in

esitsizliginin # den bagimsiz ¢ > 0 sabitiyle saglanmasidir. Ayrica,

< ”(J)] ”(91 L(t,00)
6,,(0,00)

wz(F)(L)%

t+r

RIS

-1 r
IMIILM g, o0, R)—>LM gy oy (R7) X SUP ||w1||91,(z,oo)'|w2(r)(—)

1€(0,00) t+r/ 16,,0,00)

denkligi dogrudur.

Not 1.1. Teorem 1.1, [11-13] te 8; < p ek kosulu altinda ispatlanmigtir.

6> <61 durumunda, maksimal fonksiyonun LM g, ,, (R") uzayindan LM g, .,,(R") uzayi-
na siurli olmasi icin wj ve w, iizerindeki yeter kosullar [17] de verilmistir. Fakat, mak-
simal fonksiyonun LM, ., (R") uzayindan LM g, .,,(R") uzayina smirli olmasi igin wq
ve w, lizerindeki gerek ve yeter kosullarin bulunmasi problemi 6, < 6; durumunda hala
aciktir. [10] da bu problemin ¢oziimii §; = oo ve wi(r) =1 6zel durumunda verilmistir.
Diger bir deyisle; [10] da, p1, p> ve 6 parametrelerinin biitiin miimkiin durumlarinda,
maksimal fonksiyonun Ly, (R") = LM, o 1(R") den LM 9 ,(R") ye siirli olmasi i¢in w

tizerindeki gerek ve yeter kosullar elde edilmistir.



Teorem 1.2. ([8,10]) 0 < py < p1 £ 00,0 <6< 0 ve w e Qy olsun.

) 1<pr=p1,0<b6<c0veyal< py <pi, 1 <pj, 8=c0ise, budurumda

a(L_L
rr2 17 w(r)

IMIlL,,, (&R")— LM, 4.7 =
6,(0,00)

saglanir.

Ozel olarak, 1 < p < 0, 0 < 0 < oo ise, bu durumda

IMI|L, @ — LM 0D = l0ll6,0.00)

elde edilir.

(1) 0 < p2 < p1, 1 < p1 ve B <  ise, bu durumda

1 1 1

n\ — y
||M||L,,1(Rn)—>LMp29,w(Rn)z“t Gsa *Nlwlla,z,00)

5,(0,00)

n
L_1) L/ F \i
z“tn(l’z /7 (—)pzw(r)
r+t

6,(0,00)115,(0,00)

saglanir. Burada

P10

p1—6° 0<pi

o0, 02 pi

dir.

[10] da kullanilan metot temel olarak asagidaki teoremlere dayanmaktadir:

Teorem 1.3. ([8,10]) 0 < pr» < p1 £ 00,0 < 6 < 00 ve w € Qg olsun.

(1) p2=p1,0<6 <0 veyal < py < p1, 8 = oo ise, bu durumda

a(L_L
rorz Prro(r)

LIz, (RM)y—LM, 4., ®RY) =
n rafe 6.(0,0)

dur.

(1.1)

(1.2)



(i1) 0 < pp < p1 ve 8 < oo ise, bu durumda

)

(1.3)

I LllL,, @y LM 00 @) =

dur. Burada s, (1.1) deki gibidir.

Teorem 1.4. X ve Y, R” de dl¢iilebilir fonksiyonlarin kuasi-normlu vektor uzayr ve mak-

simal fonksiyon M, X te sinirli olsun. Ayrica, Y latis 6zelligini saglasin; yani

0<g<f = lglly < llflly

olsun. Bu durumda, M nin X ten Y ye sinirhi olmasi icin gerek ve yeter kosul X < Y dir
ve

IMllx—y =~ x>y

denkligi dogrudur.

Belirtelim ki Teorem 1.4, [10] da X = L, (R") ve ¥ = LM ,9,(R") durumunda ispatlan-

migtir.

Bu doktora tezinin amaci agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylar arasinda

LM ,,0,.0,(R",v1) < ‘LM g, 0r(R", 1), (1.4)

LMpy01,00(R" V1) = LM g 0,(R",v2) (1.5)
seklindeki gommelerin karakterize edilmesidir.

Bu problemin ¢oziimiinde duallik prensibinden yararlanilacaktir. Duallik prensibi, (1.4)
ve (1.5) gdbmmelerinin karakterizasyonunu, agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylar ile agirlikli

Lebesgue uzaylar1 arasinda



LPI,VI (Rn) — LMng,w(Rn’ v2)a (1.6)

Lp oy R™) & “LM 0 ,(R", 1), (1.7)
Ly, (R") <= LM 0., (R",v2), (1.8)
Lpl,v1(Rn) < CLMpQH,w(Rna v2) (1.9)

seklindeki gbmmelerin optimal sabitlerinin hesaplanmasi problemine indirger. (1.6)-(1.9)
gommelerinin karakterizasyonu i¢in diiz ve ters ¢ok boyutlu Hardy esitsizliklerinden yarar-
lanilacaktir (bkz., 6rnegin, [26, 33]) ve bu karakterizasyon, ele alinan problemi iteratif
Hardy-tipli esitsizliklerin ¢oziimiine indirgemektedir. Dikkat edilmelidir ki (1.6)-(1.9)

gommeleri, (1.4)-(1.5) gdbmmelerinin 6zel bir durumudur.

(1.4)-(1.5) gdmmelerinin karakterizasyonu i¢in literatiirdeki esitsizlikler yeterli olmamak-
tadir. Bu problemlerin ¢oziimiinde supremal operator icin ¢ok boyutlu
lgwllzn < ¢[vOlg 00, ., (1.10)
ve

lgwllp g < € [[vDlglleom0]l 0,00 (1.11)

seklindeki ters Hardy-tipli esitsizliklere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu esitsizlikler bu tez kap-
saminda karakterize edilmistir. (1.10)-(1.11) esitsizliklerinin ¢coziimiinde [27] ve [33] te

verilen diskretlestirme teknigi kullanilmisgtir.

(1.6)-(1.9) gbmmelerinin karakterizasyonu ayrica bir oneme de sahiptir. (1.6)-(1.7) gdmme-
lerinin karakterize edilmesi, v; agirlik fonksiyonu A, , 1 < p; < oo, Muckenhoupt sinifindan
oldugunda ||M]|| Ly, (R?v1)— LM g, (R%v5) VE [|M]| Ly (B701) LM 0 (R7.12) normlarinin hesap-
lanmasina imkéan vermektedir (bkz., Sonuc¢ 4.1 ve Sonug 4.2). Ayrica (1.8)-(1.9) gdmmeleri
yardimiyla LM g ,(R",v) ve ‘LM p0,0(R",v) uzaylariin associate uzaylar1 hesaplanabil-

mektedir (bkz., Teorem 4.6 ve Teorem 4.7).



Bu tez kapsaminda (1.4)-(1.5) gommeleri karakterize edildiginde, 6zel olarak, p1, p2, g1,
g2 €(0,00), po <min{py,q2} ve uy,uz ve vy, v, fonksiyonlari sirasiyla (0, co) ve R” {izerinde

agirlik fonksiyonlart olmak tizere

2? 1 1

( fo oo( o f(T)szz(T)dT)Euz(t)dt)é Sc( fo OO( f o f(‘r)plvl(r)dr)ﬂul(t)dt)ﬂ

esitsizliginin optimal sabitleri de hesaplanmig olacaktir (bu esitsizligin p; < p> durumunda
her ¢1,q2 € (0,00] icin yalnizca sifira denk fonksiyonlar i¢in saglanabilecegi Lemma 4.1

de gosterilmistir).



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez boyunca ana parametrelerden bagimsiz ve satirdan satira degisebilen sabitler ¢ ve C
ile belirtilecektir. Fakat, ¢y gibi alt indise sahip sabitler farkl1 durumlarda degismemektedir.
A > 0 ana parametrelerden bagimsiz olmak iizere a < Ab durumu a < b (b 2 a) ile gosterile-
cektir. Eger a < b ve b < a ise a ve b denktir denir ve a ~ b ile ifade edilir. 1ile 1(x) =1,
x € R" fonksiyonu gosterilecektir. B(x,r), x € R" ve r > 0 olmak lizere x merkezli r

yaricaplt agik yuvar ve bu yuvarin tiimleyeni “B(x,r) := R"\B(x, r) dir.

X ve Y kuasi-normlu iki vektor uzayr olmak iizere X C Y ve her z € X icin ||zl]|ly < cl|zllx
olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti varsa, X, ¥ ye gomiilmiistiir denir ve X < Y ile gosterilir.

Eger X — Y ve Y — X ise X = Y dir. X < Y gommesinin en iyi sabiti ||I||x-y dir.

n>1ve AcCR" olsun. A iizerindeki Olciilebilir fonksiyonlarin sinifi Mt(A), Ni(A) nin
negatif olmayan elemanlarinin sinifi M*(A), A iizerindeki biitiin agirlik fonksiyonlarinin
(6lctilebilir, hemen hemen her yerde pozitif ve sonlu fonksiyonlar) sinifi ise W(A) ile

gosterilecektir.

p €(0,00] ve w € M*(A) olmak iizere Mi(A) tizerinde bir || -||,,,,4 fonksiyonelini

([ Ifmrax)”,  p<e

esssupy | (0w, p=oco

”f”p,w,A =

seklinde tamimlayalim. Eger ek olarak w € ‘W(A) ise L,(A,w) agirlikli Lebesgue uzay:

Lpw(A) = Lp(A,w) :={f € M(A) = [|fllpw.a <0}

bi¢iminde tamimhidir. A lizerinde w = 1 olmasi durumunda Lj,,(A) ve || -||pwa yerine

sirasiyla Ly(A) ve |- ||p4 yazilir.

Bu tezde asagidaki kabul ve gosterimlerden yararlanilacaktir:



(1) Tez boyunca 0/0 =0, 0-(+00) =0 ve 1/(xc0) =0 ve Z=7U {—00, +00} alinacaktir.

(i)
%, O<p<l,
/. OO, p:1’
p = ,
=17 1<p<00,
1, p = oo,

(i11) Eger I = (a,b) C R ve g, I iizerinde monoton ise, g(a) ve g(b) sirastyla lim,_,,4 g(x)
ve lim,_,;_ g(x) dir.

(iv) Tez boyunca

2. p>q
p—4.=

gosterimi kullanilacaktir (bkz., [44]).

NMeZ N<M,O0< q < oo ve {wy} = {wk},i"iN pozitif terimli bir dizi olsun. Lebesgue

uzayinin diskret analogu ¢9({wy}, N, M) asagidaki gibi verilmektedir: 0 < g < co olmak

uzere '
M q
Cwie), NyM) = Hadt o aklleaqog nom = [ZlakwquJ < oo
=N
ve
@ N = {{edfly : ladlemquaian = sup lawid <o)
N<k<M

dur. Eger wy =1, N <k < M ise, {4({wy}, N, M) yerine ¢4(N, M) yazilir.

0 < p,q < oo olmak tizere diskret Holder esitsizliginin direkt sonucu olan

I{akbileacn,pry < Iaicler v, lBi | er (v, ar) (2.1)

esitsizligi oldukga sik kullanilacaktir. Burada 1/r:=(1/g—1/p), vehera €R i¢cina, = a,

a>0vea; =0, a <0 alinmigtir.

Cok katl integralleri kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢ogu kez kullanish olmaktadir.
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§"1:={xeR":|x| = 1} ile R* de birim kiire yiizeyini gosterelim. Herbir x € R"\{0} icin

x in kutupsal koordinatlari

X _
r=xle(0,00), x'=—e8§"!

|x]

seklindedir.

®(x) = (r,x’) doniistimii R”\{0} dan (0, c0) X S n=1 ¢ siirekli, birebir drtendir ve onun (siirekli)
tersi ®~!(r,x") = rx’ diir. ® doniisiimiiniin R” deki Lebesgue ol¢iisiiniin (0,c0) x §"~!

iizerinde tiirettigi Borel dl¢iisiinii m, ile gosterelim, yani: (0,00)x S~ ! in herbir 6l¢iilebilir
E altkiimesi i¢in

m.(E) := m(® ' (E))

olsun.

(0, 00) tizerinde p = p,, Ol¢iisiinii

p(E):fr”_ldr
E

olarak tanimlayalim. Burada E, (0, c0) un Lebesgue oOl¢iilebilir bir altkiimesidir.

Teorem 2.1. ([29, s. 78]) S™~! iizerinde
m, =pXo

olacak sekilde tek o = 0,—; Borel 0lciisii vardir.

Eger, R" de Borel 6l¢iilebilir f fonksiyonu i¢in f > 0 veya f € Li(R") ise,
fx)dx = f frxYdo (X dr
R? 0 Jsnl

dogrudur.
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2.1. Diskretlestirme

Bu boliimde fonksiyon normlart i¢in [27] ve [33] te gelistirilmis olan diskretlestirme

teknigi ele alinacaktir.

Tanmm 2.1. N M €Z, N < M ve {Tk}]i"i N pozitif terimli bir dizi olsun.
1
T < —Tk-1, Vke{N+1,...,M}
a

olacak sekilde en az bir a € (1,00) sayisi varsa, {Tk},i‘” y dizisine geometrik azalan dizi

denir.

Tp = ATg—1, Vke{N+1,...,M}

olacak sekilde en az bir a € (1, 00) sayis1 varsa, {Tk},i"i N dizisine geometrik artan dizi denir.

Tamim 2.2. NNM €7, N < M ve {Tk}]i"i N pozitif, hemen hemen artmayan bir dizi (yani,

Tpt1 < K1y, AK > 1) olsun.
aty < Ti_L, VYke{N+L,...,M}

olacak sekilde « € (1,00) ve L € N sayilari varsa, {Tk};(”:  dizisine hemen hemen geometrik

artan dizi denir.

N.MeZ,N <M ve {O'k}][:i N pozitif, hemen hemen azalmayan bir dizi (yani, 0, < Ko+ 1,
dK > 1) olsun.

O) > Q0 k_1, Vke{N+L,...,M}

olacak sekilde a € (1,00) ve L € N sayilar varsa, {(rk},}{"i y dizisine hemen hemen geometrik

azalan dizi denir.
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Not 2.1. 0 < g < oo olmak lizere asagidaki ifadeler denktir:

@) {'rk}iW N hemen hemen geometrik azalandir,

(i) {TZ}IICVL n hemen hemen geometrik azalandir,

(ii1) {T,;q},i"i » hemen hemen geometrik artandur.

Lemma 2.1. ([55,56]) N,M € Z, N <M ve {Tk}ﬁi N pozitif terimli bir dizi olsun. Her

meZ: N <m< M igin

M m
ZTkSTm (ZTkSTm)
k=m

k=N
esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul {Tk}kM= y dizisinin hemen hemen ge-

ometrik azalan (hemen hemen geometrik artan) olmasidir.

Lemma 2.2. ([55,56]) ¢q € (0,0], NyM € Z ve N < M olsun. {Tk}]i‘/iN hemen hemen

geometrik azalan bir dizi ise, bu durumda her a = {ak}]i‘/i Nk 2 0,k=N,N+1,...M dizisi
icin
k
Tk Z m ~ ||Traglleav,pry
m=N t4(N,M)
ve
Tk SUp ap ~ ||trakllean,my
N<m<k £4(N,M)

denklikleri @ dan bagimsiz sabitlerle dogrudur.

Lemma 2.3. ([55,56]) g € (0,0], N, M € Z ve N < M olsun. {O'k},i”:N hemen hemen

geometrik artan bir dizi ise, bu durumda her a = {ak},i‘/iN cay > 0,k=N,N+1,... M dizisi

icin

= |lokaklleav,m)
4N, M)

M
> an
m=k

13



Ve

Ok Sup apm
k<m<M

= |lokaklleav,m)

denklikleri @ dan bagimsiz sabitlerle dogrudur.

4(N,M)

Asagidaki iki lemma klasik Landau rezonans teoremlerinin diskret versiyonlaridir.

Lemma 2.4. ([37]) 0< p<g< oo, NM€Z, N < M ve {i}iL ve {wiltL,, pozitif terimli

iki dizi olsun. Her {ak},’:i  dizisi i¢in
llalleacowey, vy < Cllagller vy, N, (2.2)
olacak sekilde en az bir C > 0 sabiti varsa, bu durumda
lwiv Mes v < €

saglanir.

Lemma 2.5. ([37]) 0<g < p < oo, NM€Z, N < M ve {vi}  ve {wi} , pozitif terimli

iki dizi olsun. Her {ak}liuz N dizisi i¢in (2.2) saglaniyorsa, bu durumda

{wevy Mervan < C

olup, burada 1/r:=1/g—1/p dir.

Lemma 2.6. ([27]) ¢, (a,b) lizerinde negatif olmayan, azalmayan, sonlu ve sagdan siirekli
bir fonksiyon olsun. Bu durumda, terimleri (a,b) nin kapanisindan olan ve asagidaki

ozellikleri saglayan kesin artan bir {xk}]i"i J]rvl —00 < N < M < oo dizisi vardir:

(1) Eger N > —oco ise, ¢(xy)>0; e8er xy >a ise, her xe€ (a,xy) icin ¢(x) = 0;
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eger M <oo ise, xpy41:=b;
(i) p(xx+1—) < 2¢(xk), N <k<M;

(i) 2¢(x—) < @(xxr1), N <k <M.

Tanim 2.3. ¢, (a,b) lizerinde negatif olmayan, artmayan, sonlu ve sagdan siirekli bir

M+1

fonksiyon olsun. Lemma 2.6 da verilen (i)-(iii) kosullarini saglayan, kesin artan {xz},_,

—o00 < N < M < oo dizisine, ¢ fonksiyonunu diskretlestiren dizi denir.
Not 2.2. N = —oo ise, xy = limy_,_ X alinacaktir.

Teorem 2.2. ([27]) I = (a,b) olmak iizere v, ¢(t) = v(a,t] sonlu olacak sekilde, negatif

M+1

olmayan bir Borel dlgiisii olsun. {xg}, "~ ,

¢ fonksiyonunu diskretlestiren dizi olmak tlizere

I iizerindeki negatif olmayan ve artmayan her / fonksiyonu icin

M
f( ) h(t) dv(t) ~ Z h(x)v(a, xi ] 2.3)

k=N

denkligi 4 den bagimsiz sabitlerle saglanir.

Li normu yerine Lo, normu alinarak Teorem 2.2 ye benzer bir teoreme ihtiya¢ duyulmak-
tadir. Fakat, bu iki durum arasinda onemli bir fark olugsmaktadir. Yukaridaki durumda

¢(t) = v(a,t], t € I fonksiyonu sagdan siirekli oldugu halde
@(t) = ||u||00,(a,t],1/a tel, uce M+(I)

fonksiyonu sagdan siirekli degildir. Gergekten; I = (0,2), u = x(0,1] +2x(1,2) ve v, I da

Lebesgue olgiisii olsun. O halde ¢(1) = 1 olmasina ragmen ¢(1+) = 2 dir. Bu yiizden, bir
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sonraki teoremde ¢ fonksiyonu

1) =|u = lim ||u , tel
90() ” ||00,(a,t+],v s—>t+” ||00,(a,s],v

seklinde tanimlanacaktir. Ayrica bu durumda 4 tizerindeki kosullar daha agirdir.

Teorem 2.3. ([27]) v, I = (a,b) iizerinde negatif olmayan bir Borel Ol¢iisii ve u, her
t € Ii¢in [[ul|co (a,n),» < o0 sartim1 saglayan Olgiilebilir bir fonksiyon olsun. {xk},i”: J;\,l, @(t) =
l|etllco,(a,r+],v» t € I fonksiyonunu diskretlestiren dizi olmak lizere I lizerinde negatif ol-

mayan, artmayan ve sagdan siirekli her 4 fonksiyonu icin

”I’”/tHOO,(a,b),vz sup h(xk)”u”w,(a,xkﬂ,v
N<k<M

denkligi & den bagimsiz sabitlerle saglanir.

@, (0, 00) lizerinde negatif olmayan, azalmayan, sonlu ve sagdan siirekli bir fonksiyon ol-

sun. ¢ fonksiyonunu diskretlestiren {x;}**! dizisi yardimiyla (T} ve {S )L araliklar

k=N
dizilerini

Jii=(xi,xie1]l, N<i<M ve Jy:=(xpy,0), M<oo, 2.4)
S;:=B@0,x;:1)\B0O,x;), N<i<M ve Spy:=R"\B@O,xy), M<ox 2.5

seklinde tanimlayalim.

q
q.(0,1)

, ¢ fonksiyonunu diskretlestiren dizi olmak tizere her

Teorem 2.4. ([33]) 0 < g < o0 ve v, (0,00) lizerinde (1) = ||| sonlu olacak sekilde

M+1

bir agirlik fonksiyonu olsun. {x;} Pl

g € MH(R") icin

1

M q q
~ Z( f g(y)dy) VI )
¢,(0,00) N WSk R

k=

vty | g(y)dy
B(0,1)
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Ve

M q
- q q
Hv(t)”g”m,CB(OJ)”q,(o,oo) X [Z ”g”oo,sk”\/“q,(()’x,())
k=N

denklikleri g fonksiyonundan bagimsiz sabitlerle dogrudur.

Teorem 2.5. ([33]) v, (0,00) iizerinde ¢(f) = |[v|lco,0,r) sonlu olacak sekilde bir agirhik

M+1

fonksiyonu olsun. {xi};Z%

@(1) = [Vlloo,(a,r+) 1= iMy_sry [[Vleo,(a,s), t € (0, 00) fonksiyonunu

diskretlestiren dizi olmak iizere her g € M*(R") i¢in

q
~ sup (fs 8(y)d)’) ||V||Zo,(0,xk+)
k

v(e) | gndy
00,(0,00) N<ksM

B(0,1)
ve

“v(t)llg”oo’c B0, t)Hoo,(o,oo) ~ NilgMIIglloo,Skllvlloo,(o,xk+)

denklikleri g den bagimsiz sabitlerle dogrudur.

2.2. Agirhikh Lokal Morrey-Tipli Uzaylar

Simdi agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylarin ve agirlikli komplementar lokal Morrey-tipli

uzaylarin tanimlarini verelim.

Tanim 2.4. 0 < p,0 < 00, w € M*(0,0) ve v € W(R") olsun.
LMpG,w(Rna V)= {f € Lg)f\:;(Rn) : ”f”LMpe,w(R",V) < oo}
uzayina agirlikli lokal Morrey-tipli uzay denir. Burada

IANEM ) = {11800 g 00,00

dur.
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Tanmm 2.5. 0 < p,0 < oo, w € M*(0,0) ve v € W(R") olsun.

LMy (R",) = {f €[ \Lpa(BOD) Mflleppy . enyy < oo}

>0

uzayina agirlikli komplementar lokal Morrey-tipli uzay denir. Burada

“f”CLMpe,w(R",V) = ||”f”p’v’CB(O,r)||9,w,(0,oo)

dur.

Lemma 2.7. ([12,14]) 0 < p,0 < 00, w € M*(0,00) ve v € W(R") olsun. LM g ,(R",v)
ve ‘LM 16,0(R",v) uzaylarinin agikar uzaylar olmamasi (R" iizerinde yalnizca sifira denk

fonkisyonlar icermemesi) i¢in gerek ve yeter sart sirasiyla

llwllg,(t0y <00,  Ft>0
ve

llwllg, 0, < o0, >0

olmasidir.

Not 2.3. Lemma 2.7, [12] ve [14] te LM g ,(R") := LM, (R",1) ve CLM[,g,w(R”) =

‘LM p6,0(R", 1) uzaylar i¢in ispatlanmigtir.

Lemma 2.8. (i) |lwllg,,00) = o0 olacak sekilde pozitif bir #; sabiti varsa, bu durumda f €

LM pg,(R",v) igin B(0,71) de hemen hemen her yerde f = 0 dir.

(11) l|lwllg,(0,5,) = o0 olacak sekilde pozitif bir #, sabiti varsa, bu durumda f € ‘LM 6,0(R", V)

i¢cin °B(0, ;) de hemen hemen her yerde f =0 dir.
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ispat.

(1) t1 > 0 igin ||wllg,y,00) = 00 Ve f € LM g ,(R",v) olsun. Bu durumda

I llypu @) > |11 ”p,v,B(O,t)”g’w,(tlvoo) 2 [lwllg,ty.c00)l f1p.v.BO.11)

saglamir. O halde ||f1l,,.,8(0,,) = O dir. Dolayisiyla B(0,t;) yuvarinda hemen hemen her

yerde f =0 dir.
(11) 12 > 0 i¢in [|wllg,0,,) = 0 Ve f € ‘LM 16,0(R",v) olsun. Bu durumda

ILf ||°LM,,g,w(Rn,v) z ””f ”p,v,cB(O,t)||0,w,(0,t2) 2 |lwllo,0,0)ILf ”p,v,cB(O,tz)

oldugundan || f ”p,v,c BO.ty) = 0 dir. Yani CB(O, 1) lizerinde hemen hemen her yerde f = 0 dir.

Not 2.4. Lemma 2.7 ve Lemma 2.8 gosterir ki, LM yq,.,(R", v) uzaylar incelenirken, herbir
t> 0 icin [lwllg .00y < 00 Ozelligine sahip w € M* (0, c0) fonksiyonlarini ele almak yeter-
lidir. Benzer sekilde ‘LM p6,0(R",v) uzaylan incelenirken, herbir 7 > 0 igin [|wll,0,) < o0

ozelligine sahip w € M* (0, o) fonksiyonlarini ele almak yeterlidir.

Tanim 2.6. 0 < 8 < oo olsun.

Qp = {w € M"(0,00) : 0 < [|wllg(1,00) < 00, 1> 0}
ve

Qo= fw € M (0,00) : 0 < [lwllg 0. < 0, 1> 0}
seklinde tanimlanir.

ve WRY) olsun. w € Qy ve w € C.Q.g olmak iizere LM ,(R",v) ve ‘LM 6,0(R", V) uzay-

larinin kuasi-normlu vektor uzaylart olduklar1 kolayca gosterilebilir.
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LM po,(R",v) ve ‘LM p6,0(R",v) uzaylar baz1 agirhkli Lebesgue uzaylariyla cakisir.

Teorem 2.6. 0 < p < oo, w € Q) ve ve W(R") olsun. u(x) = v(x)l|wllp,(|x,c0)> X € R olmak
uzere

LMpp,w(Rn, V) = Lp(Rns u)

dogrudur.

Ispat. Oncelikle p < co olsun. Fubini Teoremi uygulanirsa,

P

1A NLrtyp o) = f w(®)? ( fxP V(x)p)(B(O,t)(x)dx)dl)
0 R

= f (x)Pv(x)P( f w®)Py B(O’t)(x)dt)dx)p
R 0

. f f(x)Pv(x)P( f 4 w(t)pdt)dx);
Rr "

= ”f”p,u,R”

elde edilir.

Simdi p = oo olsun. Fubini Teoremi’nden

1 fllosco.w(R™, V) = esssup w(r)(ess supf(x)v(x))
te(0,00) xeB(0,1)

= esssup f (x)v(x)( esssup a)(t))

xeR” te(|x|,00)

= “fHOO,u,R”

yazilabilir.

Teorem 2.7. 1 < p< oo, we ch ve v € W(R") olsun. Bu taktirde u(x) = v(x)|lwl|,(0,/x))»

x € R" olmak iizere
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LM, (R",v) = L,(R", 1)

dur.
Ispat. Ispat Teorem 2.6 in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Belirtelim ki Teorem 2.6 ve Teorem 2.7, v = 1 durumunda sirasiyla [12] ve [14] te ispatlan-

mistir.
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3. HARDY-TIPLI ESITSIZLIKLER

Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim dallarinin onemli bir konusudur ve yakla-
simlar teorisi, diferensiyel denklemler teorisi gibi cesitli alanlara uygulamalarda oldukca

kullanigl bir aractir.

Bu boliimde esitsizlikler teorisinin 6zel bir kism1 olan agirlikli Lebesgue uzaylarinda in-
tegral esitsizlikler ele alinacaktir. Bu agirlikli esitsizlikler 1920’lerin baginda G.H. Hardy

ve ¢agdaslarinin karakterize ettikleri esitsizliklerin genellestirmeleridir.

3.1. Hardy Esitsizliginin Klasik Formu

Agirlikli Lebesgue uzaylarinda Hardy-tipli esitsizlikler lizerine calismalar 1925 yilinda

G.H. Hardy tarafindan baslatilmistir. G.H. Hardy [50] de asagidaki esitsizligi ispatlamistir:

p > 1 olmak iizere keyfi f € M*(0, c0) fonksiyonu i¢in

f ff(t)dt dx< ffp(x)dx 3.D

esitsizligi saglanir.

Bu esitsizlik Hardy’nin integral esitsizliginin orjinal formudur. Kisa bir siire sonra [51,

Teorem 330] klasik Hardy esitsizliginin ilk agirlikli modifikasyonu olan

fo m(i fo ' f(t)dz)prdx < (p_’; - 6)p fo " P Gox dx 3.2)

esitsizligi ispatlanmustir. Burada p > 1, e < p—1 ve f € M*(0, 00) dur.

Daha sonra (3.1) esitsizligi;
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e 0,beR, —c0o<a<b< o,
e u ve v agirlik fonksiyonlari,

e pveq;0<g<oo, 1< p<oosaglanacak sekilde reel parametreler

b, rx q 7 b 5
( f ( f f(t)dt) w(x)dx) SC( f fp(x)v(x)dx) (33)

seklinde genellestirilmistir.

olmak tizere

Klasik Hardy esitsizligi G.H. Hardy tarafindan ispatlandigindan beri bu esitsizlik, bu esitsiz-

ligin uygulamalar1 ve genellestirmeleri lizerine cok genis bir kaynak¢a olusmustur.

Literatiirdeki sonuglarin derlenmesiyle asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1. (bkz., 6rnegin, [53,54,64]) 1 < p < 00,0 < g < oo ve v,w € M*(0, 00) olsun.

!
= [ fwds feN @, 150
0
olmak lizere
WH £l 00,00,000 < €11l 00,00) (3.4
esitsizliginin dogru olmasi icin gerek ve yeter kosul A(p,q) < co olmasidir ve (3.4) esitsiz-

liginin en iyi sabiti olan

B(p.q):= sup  IHflly 0,000/ If1lp10,00)
FEM*(0,00)

icin B(p,q) = A(p, q) saglanir. Burada
(i) p<qise,

A(p,q) = sup Iy 0.nlWllgoo:
te(0,00)
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(i1)g<pise, 1/r=1/g—1/p olmak lizere,

1

A(p.q) := ( fo [ d( - ||W||;,(,,oo)))

dir.

Not 3.1. Teorem 3.1 de literatiirde mevcut olan pek ¢ok sonug tek bir teorem altinda
ifade edilmistir. Kisaca 0zetlenecek olursa, (3.4) esitsizliginin karakterizasyonu p = g > 1
durumunda; G. Tomaselli [75], G. Talenti [74], B. Muckenhoupt [59], 1 < p < g < o0
durumunda; J.S. Bradley [7], V.S. Kokilashvili [52], V.G. Maz’ja ve A.L. Rozin [57],
1 < g < p < co durumunda; V.G. Maz’ja ve A.L. Rozin [57],0 < ¢ < 1, p > 1 durumunda
G. Sinnamon [69] ve p =1, 0 < g < co durumunda G. Sinnamon ve V.D. Stepanov [73]

tarafindan yapilmastir.

Matematiksel analizin oldukc¢a yogun incelenen bu alaninda pek cok makale ve kitap
yayinlanmigtir. Daha kapsamli sonuclar ve detayli tarihsel gelisim siireci i¢in [53], [54] ve

[64] e bakilabilir.

Dual operator i¢in benzer sonuclar asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.2. (bkz., 6rnegin [53,54,64]) 1 < p < 00,0 < g < o0 ve v,w € M*(0,0) olsun.

(H* F)(1) := f N f(x)dx,  feM (0,00), >0
t

olmak tizere

”H*f Iq,w,(o,oo) < cllfllp,v, 0,00 (3.5)

esitsizliginin dogru olmasi icin gerek ve yeter kosul A*(p, g) < co olmasidir ve (3.5) esitsiz-

liginin en 1iyi sabiti olan
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B*(p.q):= sup ||H'f

FEMH(0,00) |q,W,(0,00) / ”f”p,v,(O,oo)

icin B*(p,q) = A*(p,q) saglanir. Burada
(1) p < q ise,

A (p,q) = sup IVl oo Wl 03

1€(0,00)

(i) g < pise, 1/r =1/q—1/p olmak iizere,

1
A(p.q) = ( fo [ P d(”WHZ,(Oﬁ))

dir.

Supremal operator ve duali i¢in agagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.3. 0 < g < oo ve v,w € M*(0, c0) olsun.

(S (@) :=esssup f(x), £ eM(0,00), t>0
x€(0,1)

olmak tizere

”Sf”q,w,(O,oo) < C”f”oo,v,((),oo)

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

R ol
( 7 ||w||q,(m))) <o

=

olmasidir. Bu durumda

SUP 115 £llg(0.00) /1 lsoe0,00) ( fo U 0 d( — Jwl

FEM*(0,00)

dogrudur.
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ispat.

IS fllgw.0,00) = (j:o (ess supf(x))qd(— ”W”Zv(l,oo)))é

x€(0,1)
N 1
~1y9 q !
Sllflloo,v,(o,oo)(f [ (Oz)d(_”W”q(wo)))
; . .

oldugundan

-

SUD 1S 1l 0.0/ 1o 0,000 < ( fo 71 (- ||w||g,(,,w)))

FEM*(0,00)

saglanir.

Diger taraftan

IS fllgw.0.00) S €l fllco,v,(0,00)

esitsizliginin dogru oldugunu kabul edelim. f = v~! alinirsa,

Q=

( fo ||v—1||zo,(0,,)d(—||w||g,(,,m))) < 3 1S lgsnio /W00

feM* (0,00

dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4. 0 < g < o0 ve v,w € M*(0,0) olsun.

(S™)() := esssup f(x), £ eM(0,00), t>0

Xx€(t,00)

olmak tizere

esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul

S*f

000y < €11l 0000

1

® ol q g
( fo v ||m,(t,oo)d(nwnq,(o,,))) <oo
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olmasidir. Bu durumda

=

* ~ * -1,9 q
s f|q,w,(0,m)/||f||oo,v,(o,m)~( fo Iv ||oo,(,,oo)d(nwnq,(o,t)))

sup |
FEMH(0,00)

dogrudur.

Ispat. Teoremin ispat: Teorem 3.3 tekine benzer sekilde yapilabilir.

3.2. n-Boyutlu Hardy-Tipli Esitsizlikler

M. Christ ve L. Grafakos, [22] de n-boyutlu

1 p b\ )
jl;n (lB(0,|x|)| B(0,|x|)f()’) y) x < (p— 1) Rnf (x)dx <p<

esitsizliginin her f € M*(R™) icin saglandigim ve bu esitsizligin en iyi sabitinin (p/(p — 1))”
oldugunu gostermiglerdir. [26] da, P. Drabek, H.P. Heining ve A. Kufner bu esitsizligi n-
boyutlu agirlik fonksiyonlariyla 1 < p < oo ve 0 < g < oo parametrelerinin tiim durumlarina

genellestirmiglerdir.

q l/q 1/p
(f (f f(y)dy) u(x)dx) < C(f f(x)pv(x)dx) (3.6)
R~ B(0,|x]) R”

esitsizliginin M+ (R") lizerinde saglanmasi icin gerek ve yeter kosullar bir boyutlu durum-
dakine benzerdir. Kutupsal koordinatlar kullanilarak keyfi w € Mt*(0, oo) fonksiyonlari i¢in

u(x) = w(x|)/|x*1, x e R*\{0} oldugunda (3.6) esitsizliginin

00 q 1/q 1/p
(f ( () dy) w(t) dt) < C(f F(xX)P v(x) dx) (3.7
0 B(0,r) R”

esitsizligine denk oldugu agiktir.

Boylece asagidaki teoremler verilebilir:
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Teorem 3.5. ([26]) 1 < p < 00,0< g <00, weM(0,00) ve ve M (R") olsun.

(Ho (1) i= f fdx,  fEMEY, 150
B0.1)

olmak lizere

”an”q,w,((),oo) < c”f”p,v,R” (38)

esitsizliginin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A, (p,g) < co olmasidir ve (3.8) esitsizli-

ginin en iyi sabiti olan

Bn(p’ (]) = sup ”Hl’lf”q,w,((),oo) / ||f||p,v’R"
feNt (R

icin B,(p,q) = An(p,q) saglanir. Burada
(1) p < q se,
An(p.@) = sup vl moolWllg oo

t€(0,00)

(i) g < pise, 1/r=1/g—1/p olmak lizere,

1

An(p,q) = ( fo VN7 g0 d(— IIWIIZ,(x,oo)))

dir.

Teorem 3.6. ([26]) 1 < p < 00,0 < g <00, we M (0,00) ve v e M (R") olsun.

Hn0= [ fodn femE). 150
B0,

olmak lizere

1 A 0009 < €I Nz (3.9)

esitsizliginin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A (p, g) < co olmasidir ve (3.9) esitsizli-

ginin en iyi sabiti olan
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Bj(p.q):= sup |H;
FEM+RM)

qW(OOO)/”f”p v,R”
icin B (p,q) = A, (p,q) saglanir. Burada
(1) p < q ise,
A, (p CI) = sup [v™ ”pr’CB(()J)||W||q,(0,t);
te(0,00)

(i) g < pise, 1/r =1/q—1/p olmak iizere,

AZ(p,q):(fo ||v_1||r/°3<oﬁ (”W”q(m)))

dir.

Teorem 3.7. 0 < g < o0, w € M*(0,0) ve v € M (R™) olsun.

(S f)() := esssup f(x), feM R, t>0
xeB(0,1)

olmak tizere

||Snf||q,w,(0,oo) < C”f”oo,v,R”

esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul

® -1
( fo 1 o - ||w||q(m))) <00

Q=

olmasidir. Bu durumda

1

0 q
sup ||Snf||q,w,<o,oo)/||f||m,V,Rnw( fo 1, o - ||w||q(,m)))

FEMH(RN)

dogrudur.
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ispat.

1
oo p p
|Wﬁmm&m:L£(““Wﬂ”)4‘WMmmn

xeB(0,1)

< 1 flloo,v, R (f I, 5o z)d( gL 00)))
; B, @

1=

oldugundan

Q=

[oe]
wplmdmm@mNVMMwﬁ(f W*ﬂmwwiﬂwﬁa@»
i B0, «

FeMH(R)

saglanir.

Diger taraftan

1S 11l .0.00) < €l f ooy men

esitsizliginin dogru oldugunu kabul edelim. f = v=! alinirsa,

Q=

(o)
(ﬁ w*mwﬂwdﬂwﬁﬁmn < s WSSl /Wl

feMm+ (R

dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.8. 0 < g < o0, w € M*(0,0) ve v € M (R") olsun.

(S, 1)) := esssup f(x), feM (R, t>0
x€°B(0,)

olmak tizere

esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul

1
~1y9 q !
(£|WH%WM4wme)<w

STl gaw0.00) < €1 llco 2
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olmasidir. Bu durumda

A -1 q !
[y 00/ Tk = ( fo 1, e d(nwuq,(o,t)))

sup |SZf

FEM+(RM)

dogrudur.

Ispat. Teoremin ispat1 Teorem 3.7 dekine benzer sekilde yapilabilir.

3.3. Ters Hardy-Tipli Esitsizlikler

E. Sawyer, [68] de 0 < p < 1 durumunda (3.4) ve (3.5) esitsizliklerinin yalnizca sifira denk
fonksiyonlarla saglanabilecegini gostermistir. Bu gozlem ters Hardy esitsizligi olarak ad-

landirilan

1 fllg,w,(0,00) Z €Il f1lp,v,(0,00) (3.10)

esitsizliginin 0 < p < 1 durumunda arastirilmasina sebep olmustur.

Bu esitsizlikler E.T. Copson tarafindan [23] ve [24] te karakterize edilen seriler i¢in ters
esitsizliklerin integral formlaridir. Seriler icin esitsizlikler ayrica [6] ve [44] te arastiril-

migtir.

(3.10) esitsizligi ilk olarak [5] te P.R. Beesack ve H.P. Heinig tarafindan incelenmis ve 0 <
q < p <1 durumunda v ve w agirlik fonksiyonlari iizerine ya gerek ya da yeter kosullar elde
edilmis ve tam bir karakterizasyon yapilamamistir. Bu esitsizligin diskret analogu [44] te
karakterize edilmis ve ispatlarda kullanilan teknigin integral esitsizlikler i¢in de gecerli

olabilecegi belirtilmis ve 0 < p < 1, p < g < co durumunda optimal sabitler hesaplanmusgtir.

0 < p,g < 1 durumunda (3.10) esitsizligi D.V. Prokhorov tarafindan [66] da karakterize
edilmigtir. Daha sonra W.D. Evans, A. Gogatishvili ve B. Opic [27] de 0 < p <1 ve
0 < g < oo durumlarinda (3.10) esitsizliginin tiim Sl¢iilebilir fonksiyonlar sinifinda dogru

olmasi icin v ve w agirlik fonksiyonlar tizerindeki gerek ve yeter sartlar diskretlestirme
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metodunu kullanarak elde etmis ve bu esitsizliin tam karakterizasyonunu yapmuslardir.

n-boyutlu ters Hardy esitsizliklerinin, yani

ligwllprn < Cliv(e) |~ g(y)dy (3.11)

B(0,1)

q(0,00)

Ve

v(1) gy)dy (3.12)

B(0,r)

llgwllprn < C

q,(0,00)

esitsizliklerinin karakterizasyonu [33] te A. Gogatishvili ve R. Mustafayev tarafindan 0 <
p <1ve0<g<ocodurumunda, [27] de verilen diskretlestirme tekniginin n-boyutlu analogu

kullanilarak yapilmistir.

Belirtelim ki, (3.12) esitsizliginin ¢oziimiinii degisken degistirmesi yardimiyla (3.11) in
karakterizasyonuna indirgemek miimkiindiir. Diskretlestirme metodu ayrica (3.12) esitsiz-

liginin ¢6ziimii i¢cin de kullanilabilir.

h, I:=(a,b) CR lizerinde azalmayan ve sonlu bir fonksiyon olsun. A fonksiyonunu, / nin

alt araliklarinda

A([y,z]) = h(z+) — h(y—),
A([y,2)) = h(z—) — h(y-), (3.13)
A((y,z]) = h(z+) — h(y+),

A(y,2)) = h(z=) = h(y+)

sekilde tanimlayalim. Boylece, A negatif olmayan, toplamsal ve regiiler bir fonksiyondur.
Bilinmektedir ki, A nin [ iizerinde negatif olmayan bir Borel 0lciisiine genislemesi tektir

(bkz., [67], 10. Boliim).

J € I oldugunda fJ fdh Lebesgue-Stieltjes integrali fj fdA seklinde tanimlanir. £ art-

mayan ve sonlu bir fonksiyon oldugunda Lebesgue-Stieltjes integrali agsagidaki sekilde
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tanimlanir:

f, fdh:=— f, fd(=h).

h, (a,b) lizerinde azalmayan, sonlu, sagdan siirekli bir fonksiyon ve J, (a,b) nin, (a,f),

[a,p) veya (a,B] formunda bir alt aralig1 olsun. (3.13) te verilen formiiller yardimiyla

f dh = h(B-) - h(a), (3.14)

(@,8)

f dh = h(B-) — h(a-), (3.15)
[a,8)

f dh = h(B)— h(a) (3.16)
(B8]

esitlikleri yazilabilir.

Simdi asagidaki ifadeleri kabul edelim:

Kabul 3.1. 7 =(a,b) CR, f:1—[0,00] ve h: I — [0,00] olsun. h, I lizerinde artmayan
ve soldan siirekli bir fonksiyon olmak iizere eger h : I — [0, 00) ise, bu durumda fl fdh
bilinen Lebesgue-Stieltjes integralidir (Burada £ fonksiyonuna karsilik gelen A ol¢iisii,
[a,B) C (a,b) ise, A([a,B)) = h(B) — h(«) ile verilir (bkz., (3.13)). Eger ¢ € I olmak iizere
herhangi bir (¢, b) aralif1 iizerinde h = oo ise, fl f dh integrali yalnizca [c,b) iizerinde f =0

oldugunda tanimlhidir ve

f fdh=| fdhn
1 (a,c)

olarak kabul edilir.

Kabul 3.2. I =(a,b)CR, f: 1 — [0,00] ve h: [ — [—00,0] olsun. A, [ iizerinde azalmayan
ve sagdan siirekli bir fonksiyon olmak tizere eger i : [ — (—o0,0] ise, bu durumda fl fdh

bilinen Lebesgue-Stieltjes integralidir. Eger ¢ € I olmak iizere herhangi bir (a, ¢) aralifinda
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h = —oo ise, bu durumda fl fdh yalmzca (a,c] iizerinde f = 0 oldugunda tanimlidir ve

ﬁfdh:L’b)fdh

olarak kabul edilir.

Teorem 3.9. ([33]) v € MF(R") olsun ve w € M* (0, co) fonksiyonu |[wllg,z,c0) < 00, 1 € (0, 00)
ozelligini saglasin.

1Al < clHnfllgp 0,00 fE€MRY (3.17)

esitsizliginin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C,(p,g) < oo olmasidir ve (3.17)
esitsizliginin en iyi sabiti olan
Dy(p.q):= sup ||fllpy.rr/I1Hnfllgmw.(0.00)
fEMH(RM)
icin Dy,(p,q) = Cn(p,q) saglanir. Burada

10<g<p<lise,

Ca(pq) = sup Ml o0 IWIl 0o
)

te(0,00

(i)0<p<l,p<g=oaise, l/r=1/p—1/qve |Wlg,i-co) := limg;— [[Wllg (5,000, £ € (0,00)

olmak iizere,

VIl p7 R

1
Cu(p,q) := (f Ivll”, d(llWll_r_ )) +—"
P4 (Oc0) P BOD 4:(1=:00) [1Wllg.(0,00)

dur.

Teorem 3.10. ([33]) v €M™ (R") olsun ve w € M (0, oo) fonksiyonu |[wll 0,1 < 00,1 € (0, 00)

Ozelligini saglasin.

Ifllpyrn < c||Hif feM (R (3.18)

|q,w,(0,°°) ’
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esitsizliginin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C;(p,g) < co olmasidir ve (3.18)

esitsizliginin en iyi sabiti olan

Dy (p,q):= sup | fllpvre/IHy, fllgw.(0,00)
FeMH(RN)

icin Dj(p,q) = C;(p,q) saglanir. Burada
1) 0<g<p<lise,
Cr(p,@) = sup [Vl Bo.nlWll (o,

1€(0,00)

) 0<p<l,p<g=<ooise, 1/r=1/p—1/q ve |Wllg©0,+) :=limg.y [Wllg 0,5, t € (0,00)

olmak lizere,

VIl p7 R

1
cwnqy=(f M, 4—mm* » L L
" ©00) T 801 70.4+) IWllg,(0,00)

dur.

Not 3.2. g < oo olsun. Bu durumda her 7 € (0, o) icin

Wllg,(1=,00) = [Wllg,(r,00) Ve IWllg 0,04) = [IWllg,0.0)

oldugundan Teorem 3.9 ve Teorem 3.10 daki kosullar sirasiyla

1
T Wl re
Cu(p.q) :=(f Ivl", d(wll,, o )) t—
! Oc0) P> BON TN T il 6
ve |
Wl re
C(p,q) = (f I, d(—Iwll, )) o
" (0,00) p’,BOY 700 ”W”q,((),oo)
sekline gelir.

Tezin amacinda belirtilmis olan (1.6)-(1.9) gbmmelerinin karakterizasyonunu yapmak icin

bazi yeni esitsizliklerin ¢6ziimlerinin bulunmasina ihtiya¢ vardir. Bundan sonraki kisimda,
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I lpzr < €IS aslly omy:  f €M@Y (3.19)

veE

1Ay mr < ClSnfllgw 00, f€MTRY (3.20)

esitsizliklerinin karakterizasyonu yapilacaktir.

Oncelikle asagidaki diskretlestirme lemmasini verelim:

Lemma 3.1. 0 < p,g < 0o ve v e W(R") olsun. Ayrica, w € W(0, 00) igin |[wlly,(0,) < oo,

M+1

t € (0,00) sart1 saglansimn. {xg}Zy,

@(t) := [[Wllg,(0,r+) fonksiyonunu diskretlestiren dizi ol-

mak iizere (3.19) esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

e A (3.21)

< o0
P(N,M)

ve

xy >0 ise, B(0,xy) iizerinde hemen hemen her yerde v =20 (3.22)

olmasidir. Burada 1/p :=(1/p—1/q), dir.

(3.19) esitsizliginin en iyi sabiti i¢in ¢ ~ A dogrudur.

M+1

k=N’ @(t) = |Iwllg,0,+) fonksiyonunu diskretlestiren dizi ve {S dM o 2.5) ile

Ispat. {x;} Mo

tanimli dizi olmak iizere, Teorem 2.4 ve Teorem 2.5 ten, her f € M*(R") icin

S Flly 0,00y = MM 11,0, po o ay (3.23)

dogrudur. Lemma 2.6 dan

xy >0 ise, [wllg©0,xy) =0s (3.24)
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M < oo ise, Xyl = 00;

ve

q q .
Ml 0,101y < 2Mlg 0,500y NV <K< M (325
q q
2||W||q’(0’xk) < ||W||6],(O,xk+1+)’ N<k<M (3.26)

ozellikleri saglanir.

Yeter kosul. (3.21) ve (3.22) saglansin.

, fEM R (3.27)

U llpozr = H{ufnp,v,sk}
eP(N,M)

Ve

WA llpw.si = 1 Vpsi < I flleo,s i IVllp,s,, N<k<M (3.28)

oldugundan, (2.1) ve (3.23) kullanilarak,

1A lpvn < |{LAlloo.s Vs, }

¢P(N,M)

(N, M) ”{”f”""’sk”W”q,(O,xﬁ)}

S*f

-1
<
< {1V W o) v

&

|q,W,(0,°°)

-1
{00591 o el o |

elde edilir. Dolayisiyla ¢ < A dir.

Gerek kosul. (3.19) esitsizligi dogru olsun. O halde (3.19) ve (3.23) ten her f € M*(R")
icin

1o, Wllg.0.5,+) (3.29)

(TN

<
P(NM) ™~ ¢ H{ £4(N,M)

saglanir.

S € MF(R™), N < k < M fonksiyonlart
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supp fic € Sk W fielloo,s, = 1, W fellpvsi 2 [Vllp,s, (3.30)

ozelliklerini saglamak iizere

M
f=) afi (3.31)
k=N

test fonksiyonunu tanimlayalim. Burada {ak}g’i  hegatif olmayan sayilarin herhangi bir

dizisidir. Bu durumda (3.29) dan

el ey = € a0 oy (3.32)
elde edilir. Lemma 2.4 ve Lemma 2.5 kullanilirsa,
-1
A= {1 sl o |, - (3.33)

saglanir.

Diger yandan, xy > 0 olmak lizere (3.19) esitsizligi, f = x p(0,xy) fonksiyonu ile test edilirse,
(3.24) ten, ||y, B0,xy) = 0 oldugu goriiliir. O halde B(0, xy) tizerinde hemen hemen her

yerde v = 0 olmalidir.

Lemma 3.2. 0 < g < p <ocoveve WR") olsun. Ayrica, w € W(0, o0) icin |[wllg 0, < o0,

M+1

t € (0,00) kosulu saglansin. {x};7%;,

@(t) := [Wllg,0,r+) fonksiyonunu diskretlestiren dizi

olmak tizere (3.21) ve (3.22) ozelliklerinin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul

(3.34)

Av =Ml eo il o

olmasidir.

Ayrica, A = A; dir.
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Ispat. Yeter kosul. A; < oo olsun. (3.24) kullanilarak

xn >0 ise, [Vl B0,xy) =0 (3.35)
elde edilir. Dolayisiyla (3.22) dogrudur.
(3.25) esitsizligi uygulanirsa,

A= sup [Wlps Wil . <27 sup [vilys,lIwll; !
N<keM POk q,(0,x;+) N<keM POk 4,(0,xk41)

1/q 1/q
<2 NilklgM”v”p B(0, xk+1)||W||q (0, ka) <2V9A4

saglanir.

Gerek kosul. (3.21) ve (3.22) nin saglandigim1 kabul edelim. Bu durumda (2.4) kul-

lanilarak

A = H||V||p,B(0,X)||W”;,1(Osx) 00,(0,00)

= sup [l fo.of
N<k<M

< sup ||v||p3<0xk+l)Huwnq@x)
N<k<M

< sup ”V”p B(0, xk+1)||W||q (0,x:+)
N<k<M

elde edilir. (3.22) ve (2.5) uygulanirsa,

I/p
A< sup [Zuvn ] W fosyy P <

N<k<M
ve
1/p
Ap < sup ( sup ”V” ) ”W”q Ox+) P=

N<k<M \N<i<k

M
yazilabilir. {||w||q 0. +)} dizisinin hemen hemen geometrik azalan oldugu dikkate
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alinirsa, Lemma 2.2 den,

-1 —
Ar s sup [Wllps W ) =A
N<k<M

elde edilir.

Lemma33. 0<p<g<oco,1/r=1/p—1/gveveWR") olsun. Ayrica, w € W(0, o) icin

IWllg,0.) < ©0, 1 € (0,00) sart1 saglansin. Bu taktirde {xi}4], @(1) = [[Wllg,0,04+), 1 € (0, 00)

fonksiyonunu diskretlestiren dizi olmak iizere (3.21) ve (3.22) 6zelliklerinin saglanmasi

icin gerek ve yeter kosul

1/r
Ap = (f IVIL, 30,09 (‘”W”;,?o,xn)) HVp ol 0,00 < 00
(0,00)
olmasidir.
Ayrica, A = A; dir.

M+1
k=N~

M

Ispat. {x;} @(1) = [Wllg,0,1+), 1 € (0, 00) fonksiyonunu diskretlestiren dizi ve {S¢},_,

(2.5) ile tanimlanmig olsun. Lemma 2.6 dan (3.24)-(3.26) saglanir. (3.26) dan
2/Wllg,0,x51) = IWllg,0,x0100) = Wlg,0,5043) N<k+1<M
esitsizligi dogrudur. Dolayisiyla
WL f0z) < 27 IWlg,0,341)
saglanir ve

||W||;7r(03xk+1) - ||w||;s(09-xk+3) Z (1 - 2_r)||W||;,r(Osxk+1), N S k S M_ 2

yazilabilir.
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N < M -2 olsun. (3.25) kullanilarak

M
ro__
A= M 5 W o)

Mti

”v”p Sk”W” J(0,x%41)

T
=

-2
> I, I o 15 o M5, 1

gk

=
)

$ D s (9110 gy = I o) + I, (W0 2y = I )

T
=

+IvIl, 5, WL

PSS m q,(0,xp141)

elde edilir. () = —[lwllg,0,+), € (0,00) ve [@,B) = [Xi+1, Xk+3), N <k <M -2 veya [a,B) =

[xa1,b) alinarak (3.15) ten

M-
Zuvn,,sk f d(=IWI 0 1)+ 9l1p.s f d(-Iwll %0 1))
=N (X1, X543) )

[xpr,00

+ 2||V||p Rn”W”q (0,00)
M-=-2

< Zf VI, 0.0 (~IWl 0. 00)) + f ”V”pB(Or) (=11l o)
(Xt 1-Xk43) [xps,00

k=N

20 Wl
< L 10, 0y (=910 1) + IV 17,

~ r

elde edilir ki bu durumda

A<SA (3.36)

saglanir.

Yeter kosul. A < oo olsun ve (3.22) saglansin. (3.22), (3.16) ve (3.14) uygulanarak

A f(o )“v“;,B(o,x)d (=10 1) * Wl 1915
,00
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M
~ ) f VP g0.00@ (W1 o) + IVllpza I o)
k=N 7k

M-1
< Z”V||p3(o,xk+1>f d(- ”W”q<0xk+>)+”v”pR"f (=W 0. )
=N Jk (xp1,00)

IV gl W

<

”V”p B0, Xk+1)|| ”q (0,x,+) + ”V”p Rn”W”q (0,x3/+)

>~
l
=

elde edilir. (3.22) nin tekrar uygulanmasiyla

M
2353 [Z M, ]nwnq )
k=N

M
esitsizligi saglanir. {||w||;z0 o +)} dizisi hemen hemen geometrik azalan oldugundan,
A k=N

Lemma 2.6 dan,

M l/r
< [Z ||v||;,,5k||w||,;§0,xk+)] =A (3.37)

k=N

saglanir.
(3.36) ve (3.37) den A =~ A, oldugu goriiliir.

Simdi (3.19) esitsizliginin karakterizasyonunu verebiliriz.

Teorem 3.11. 0 < p,g < o0 ve v € W(R") olsun. Ayrica, w € W(0, 00) icin [[wlly 0,5 < o,

t € (0,00) kosulu saglansin.

(1) 0 < g < p<Looise, (3.19) esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

< 00

00,(0,00)

. -1
Al = H”V”p,B(O,X)”W”q,(O,x)

olmasidir. Bu durumda (3.19) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ ~ A; dir.

i) 0<p<g<oovel/r=1/p—1/q ise, (3.19) esitsizlifinin saglanmasi icin gerek ve
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yeter kosul

1/r
Ay = (f IVl}, 30,04 (—|IW|;,Zo,x+))) +lp RolW; g ) < 0
(0,00)

olmasidir. Bu durumda (3.19) esitsizliginin en 1yi sabiti ¢ = A, dir.

Ispat. (i) 0 < ¢ < p < oo olsun. Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 den iddianin dogrulugu goriiliir.

(i1) 0 < p < g < o0 olsun. Lemma 3.1 ve Lemma 3.3 ten iddianin dogrulugu goriiliir.

(3.20) esitsizliginin karakterizasyonu agagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 3.12. 0 < p,q < oo ve v € W(R") olsun. Ayrica, w € W(0, 00) igin [|wl|g,(1,00) < 00,

t € (0, 00) kosulu saglansin.

(1) 0 < g < p < coise, (3.20) esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

S 0 -1
Al o )”V||p,°B<0,r)”W”q,<t,oo> <\

olmasidir. Bu durumda (3.20) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ ~ A} dir.

(i) 0<p<g<oovel/r=1/g—1/p ise, (3.19) esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

1/r
* _ r —-r -1
%—“@W@Wmmwwﬂ” + Ml 2o Wl {o o) < 00

olmasidir. Bu durumda (3.20) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ ~ A7 dir.

Ispat. Teoremi ispatlamak icin y = F(x) := %, x # 0 dontisiimi kullanilacaktir. Bu
X

doniisiimiin Jakobiyeni i¢in
|detJp(x)] = |x7>", x#0
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esitligi saglanir. Gergekten,

|x|2—2x% _ 2x1x _ 2x1xp
|xi* |xt* [xf*
_2xx] |x|2—2x§ _2x0xp
Jp(x) = [x[* |x[* |xf*
_2xpx1 _ 2xuX2 |X|2—2X%
|x* |xi* |x*
ve
|x]? - Zx% —2x1x2 =2x1x,
—2xx1 |- 2x§ —2x2Xy, 4
Jp-1(F(x)) = = [x[""JF(x)
—2Xx,X1 —2X,X2 |x|? - 2x,2Z
oldugundan
Tp-1(F(x)) = |x*" T p(x) (3.38)
saglanir.
Jp-1(F(x))Jp(x) =1
ve (3.38) kullanilirsa
™" T F ()T F(x) = 1.
elde edilir. Boylece
|det Jp(x)] = [ ~>"
bulunur.
0 < p,g < oo olsun. (3.20) esitsizliginin sol tarafina x = % doniistimii uygulanirsa,
y
1
P
f 1l pvre = JPoP (X)dx)
Rn
1
y y -2n r
(LAl
fR” ) Ayl
1
p BN ARY
(L e of o
R\ \ [yl Iyl
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elde edilir.

1
x= 2 doniislimii icin |x| = Iyl‘l oldugundan, |x| <t & |y| > " dogrudur. Bu durumda

y?

esssup f(x) = esssup f( ) (3.40)
xeB(0.1) ye°B0. 1) yl?

1
dir. (3.20) esitsizliginin sag tarafina 6nce x = | |2, sonra T = — dOniisiimleri uygulanirsa,
y

(3.40) kullanilarak,

Q=

q
IS £l g, 0.00) = f wi(r) esssup f( ) dt
(0,00) ye®B(0,1) bI?

1\ 1 .
= f wq( ) > (esssup f( ) d‘r) (3.41)
000 \T/ 7| jeopor \DP

<=

dogrudur. f(ly%) |y|_2" = h(y) denilirse, (3.39) ve (3.41) den

y on(1-1 p 1—17 1 q 1 q 611
( f hP(y)(v(—z)|y| g —,;)) ay) < f w(—) 5| esssup P
R Iyl 0.00) \T)] T\ eB0.1)
saglanir. h(y)|y[*" = f(y) denilirse,
- P Np 1\ 1\ BRI
()7 (y)( (| P )'y' ) o) se fm,m)(w(?)ﬂ_/q) on )
elde edilir. ¥(y) —v(l 2 )lyl , W —w(l) 21 I olmak tizere, (3.20) esitsizligi
y

1 q zlz
(f fp(y)fz(y)dy)p SC[f Wq(T)(esssup f(y)) dr)
R” (0,00) ye®B(0,7)

esitsizligine denktir.
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(1) 0 < g < p < oo olsun. Teorem 3.11 den
¢ = supl[¥lp.80.0 17,
>0
1 1
p P 00 1 q 1 3
= sup(f v(lz) |y|_2"dy) (f w(—) —zd‘r)
0 \JB0.n \IYI 0 T T
y X |
dogrudur. y = |_ ve T = " doniistimleri yapilirsa,

x?
1 _1
p 00 q
cx sup( f VP (x)dx f wq(t)dt]
>0 \J°B(0,1) 1

”'|V”p,°B(o,x>”W“q’(x""’)Hoo,(o,oo>

= A
elde edilir.

(i1) 0 < p < g < oo olsun. Teorem 3.11 den

cz( f ||v||;,,B(0,x)d(—||wn;;0,t))) [l 111 o,
(0,00)

yazilabilir. (i) sikkindaki doniigiimler uygulanarak ¢ ~ A3 oldugunu gérmek kolaydir.

p = o ve g = co durumlarinda ispat benzer sekilde yapilabilir.

Not 3.3. Belirtelim ki, (3.19) ve (3.20) esitsizliklerinin n = 1 durumunda karakterizasyonu

[62] de daha genel durumda yapilmistir.
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3.4. Iteratif Hardy-Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde (1.4)-(1.5) gdmmelerinin karakterizasyonu i¢in olduk¢a énemli olan

1

fo U(t)f f h(z)dz “(S)ds) W(t)df) < cllhllgy .00y hEMF(0,00), (3.42)

1
esssup W(f) f f h(z)dz M(S)ds) < clllloy, 0,00, hEMT(0,00)  (3.43)
1€(0,00) U(r)

esitsizlikleri ele alinacaktir. (3.42) ve (3.43) esitsizlikleri p = 1 durumunda [28] de (ayrica
bkz. [35]) ispatsiz olarak verilmistir. p = co durumu [38] de ve 8 = 1 durumu [39] ve [73]
te v agirlik fonksiyonunun 6zel durumunda incelenmistir. Yakin zamanda [40] ve [41] de,
0<p<oo,0<g< oo, 1 <0< 00 durumlarinda esitsizliklerin karakterizasyonu bu tezde

ele alinan diskretlestirme tekniginden farkli bir diskretlestirme yontemiyle verilmistir.

Bu boliimde u, v ve w, (0, 0o) iizerinde agirlik fonksiyonlar: olmak iizere U ve Vj fonksi-

yonlarini

lﬂﬂzjnMﬂdT‘m van:ijﬁﬂ*ﬂn 1<6<oo
0 t

seklinde tanimlayalim. Ayrica, u, (0,0) iizerinde U(¢) > 0 saglanacak sekilde bir agirlik

fonksiyonudur.

Tammm 3.1. U, [0, 0) lizerinde kesin artan ve U(0) = 0, lim;_, U(t) = oo Ozelliklerine
sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda U fonksiyonuna admissible denir. Admissible

fonksiyonlar sinifit Ads ile gosterilir.

U € Ads olmak iizere, ¢ fonksiyonu (0, co) lizerinde artan bir fonksiyona ve ¢/U fonksi-

yonu (0, c0) lizerinde azalan bir fonksiyona denk ise, ¢ ye U-kuasikonkavdir denir.

o _ U@ _

Jlim (1) = lim (0 = U0 T 0

ozelliklerini saglayan U-kuasikonkav ¢ fonksiyonuna non-degeneredir denir. Non-degenere
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U-kuasikonkav fonksiyonlar sinifi Qy ile gosterilir.

Tanmm 3.2. U € Ads ve w, (0, o) lizerinde negatif olmayan 6lciilebilir bir fonksiyon olsun.

B w(s)ds
@(r) = U(t)f o)+ U0 1€(0,00)

biciminde taniml1 ¢ fonksiyonuna w-nin U-ya gore temel fonksiyonu, w(s)ds ye ise ¢-nin

U-ya gore gosterim Olgiisii ad1 verilir.

Simdi
U(x)

ﬂ(x,t) = m

fonksiyonununu tanimlayalim.

Not 3.4. ¢, w-nin U-ya gore temel fonksiyonu olmak iizere,

* w(r)dr "wmde ~
fom<OO,t>O, Vefo U —j; w(T)dt = 0

saglanmyorsa, ¢ € Qp dur.

Oncelikle (3.42) esitsizliginin karakterizasyonunu hatirlatalim.

Teorem 3.13. ([40, Teorem 3.1]) 0 <g<o00,0< p <00, 1 <6< o00,vvew, (0,c0) lizerinde

agirlik fonksiyonlar: ve u fonksiyonu U € Ad's olacak sekilde bir agirlik fonksiyonu olsun.

p(x) = foo U(x, T)%W(T) dr, x€(0,00) (3.44)
0

ile tanimli ¢ € QU g olmak iizere (3.42) esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul
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(1) 0 < min{p, g} ise,
1

A1 := sup (f (Ll(x,r)%w(‘r)d‘r)a sup ‘Ll(t,x)%Vg(t)é% < o0
0

x€(0,00) te(0,00)
olmasidir ve (3.42) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ ~ Ay dir.

(i) g< @< pise, | =6g/(0—q) olmak iizere,

l=q

A ::( j; Oo( fo oofu(x,r)%w(f)df)Tw(x) sup W(r,x)ﬁvg(t)eifdx) <0

te(0,00)

~I—

olmasidir ve (3.42) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ = A, dir.

(i) p< @< qgise, r =60p/(0— p) olmak iizere,

A= sup ( fo mﬂ(x,r)%w(r)dr)a( fo Oo(u(t,x)??vg(t)ﬁv(t)l—e’dt); < oo

x€(0,00)
olmasidir ve (3.42) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ = A3 tiir.

(iv) max{p,q} <8 ise, r =0p/(@—p) ve | = 0g/(0 — q) olmak iizere,

A4::( fo OO( fo oo(LI(x,T)%w(T)d‘r)%qw(x)( fo M(L[(t,x)éVg(t)ﬁv(t)l_e,dt)%dx)% <00

olmasidir ve (3.42) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ = A4 tiir.

Not 3.5.

e

() = esssup U(t)esssup t € (0,00)

1€(0,x) re(t.o0) U(T)

seklinde tanimli ¢ fonksiyonu (0, co) iizerinde her noktada sonlu olsun.

) ) 1 ) U(t) w(t)
limsupw(?) = limsup —— = limsup —— = limsup — =
-0+ t—+00 W) 1500 W) 1o+ UD)

saglaniyorsa, ¢ € Qp dur.

Simdi (3.43) esitsizliginin karakterizasyonunu verelim.
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Teorem 3.14. ([40, Teorem 3.2]) 0 < p < 00, 1 < < o0, v ve w, (0, 00) tizerinde agirlik

fonksiyonlar1 ve u, U € Ads olacak sekilde bir agirlik fonksiyonu olsun.

(t) = esssupw(t)U(x, t)llﬂ, x € (0,00) (3.45)
te(0,00)

ile taniml ¢ € QU olmak iizere (3.43) esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul

1
p

(1) 6 < pise,

1 1 1
By := sup esssupw(r)U(t,x)? sup U(t,x)? Vy(t)¥ < oo
x€(0,00) T€(0,00) te(0,00)

olmasidir. Bu durumda (3.43) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ ~ B dir.
(i) p < Bise, r = 0p/(6— p) olmak lizere,

00 1
By := sup esssupw(T)U(x, T)ll’(f U(t,x)r Vg(t)Vv(t)l_el dt)r <
0

x€(0,00) 7€(0,00)

olmasidir. Bu durumda (3.43) esitsizliginin en 1yi sabiti ¢ = B, dir.

Simdi v bir agirlik fonksiyonu, 0 <a <b < oo ve 1 < p < oo olmak lizere

b >
(Joora)”, 1<o<e
vgla,b) =4 ¢
esssup [v()] 7!, 0=1
a<t<b

fonksiyonunu tanimlayalim.
Teorem 3.15. ([38, Teorem 4.2 ve 4.4]) 1 <0< 00,0 < g < oo veue W(0,00)NC(0,0)

olsun. v, w € W(0, co) fonksiyonlar1 i¢in

0<f v(T)dr < o0  ve 0<f w(t)dr <oco, x>0
X X
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ozellikleri saglansin. Bu durumda

( j; m( sup u(7) mh(z)dz)qw(t)dt)é < fo ) h(r)%(r)dr)é (3.46)

7€(0,1) T
esitsizliginin dogru olmasi icin gerek ve yeter kosul
(1) @< gqgise

q 00 X q q
Cy:= sup ([ sup u(r)] f w(T)dT+‘[0 [ sup u(r)] w(t)dt) vg(x,00) < 00

x€(0,00) \L 7€(0,x) 7€(0,1)
olmasidir . Bu durumda (3.46) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ = C dir.

1
-

(i) g<8@ise, 1/r=1/g—1/6 olmak iizere,
q g q r
sup u(T)] w(r) dt) [ sup u(T)] [VQ(x, oo)] wx) a’x) < oo,

(oo} X
([
0 0 Lre(0.r) 7€(0,x)
Cs: :(f (f w('r)d'r)e[ sup
0 X 7€(0,x)

olmasidir . Bu durumda (3.46) esitsizliginin en iyi sabiti ¢ % C» + C3 tiir.

rw(x) a,’)c)7 <00

sup u(y)]vQ(T,OO)
y€(0,7)
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4. GOMME TEOREMLERI

4.1. L, (R",vy)ile LMp,g,(R",17) ve ‘LM m0,0R",12) Arasindaki Gommeler

Oncelikle (1.6) ve (1.7) gommelerini karakterize edelim.

Teorem 4.1. 0 < py < p1 <00,0< 6 < 00, vy, vy € WR?) ve w € Qy olsun.

(1) p1 <0Oise,

-1
WLz, Rev)—LM,, 60®R v, X SUD |[V] V2 llwllo,z,00)
Py 1 Pbw 2 te(O,oo)” 1 ||p1—>P2,B(0J)

dir.

(i1) 8 < p ise,

1

~ -1, ||P1—¢ pi—=6)|"17
”I||Lp1(anvl)_’LMpzﬂ,m(Rn,VZ) ~ (L) o0) ”vl V2| p1—p2,B(0,1) d(_ o] 6,(t.1) ))

dir.

Ispat. Oncelikle p» < oo olsun. Bu durumda

1711800l 0 0,009

Il 2y —LM,, g 0R ) = SUDP
i PO ey 11y R
€
”Hn(lgl)”%’wl’z,(o,oo) 2
=| sup

geM*(RM) ”g”%’[vlvgl]pz,Rn

oldugundan Teorem 3.5 uygulanarak iddianin dogru oldugu goriiliir.

p2 = oo olmasi durumunda

1 T0,5,80.0 .0, (0.009

ITllL, ®rv)—>LM, gu®1v,) = SUP
P1 1 P2 b.w 2 _fEﬁUﬁ (R ||f||00,V1 JR7
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B 1S n(18Dl,e0.(0.00)

geM+(RM) ||g||oo,v1v51,Rn

oldugundan Teorem 3.7 nin gz Oniine alinmasiyla yine iddianin dogru oldugu goriiliir.

Asagidaki teorem benzer sekilde ispatlanabilir:

Teorem 4.2. 0 < py) < p; <00,0<O< 00, v, vy e WR") vew € CQg olsun.

(1) p1 < 0Oise,

- -1
Tz, @0y LM g Rv0) ® tes(lollzo) [[vi v 1o .80 19ll6.0.0

dir.

(i1) 8 < p ise,

1

g 1 (e P16
”I”Lpl(Rn’vl)—)cLMpze,w(RnsVZ) ~ (f(;) oo)“Vl V2| p1—>p2,cB(O,t) d(”wl &(O,t)))

dur.

Teorem 4.3. X ve Y, R" de ol¢iilebilir fonksiyonlarin kuasi-normlu vektor uzay1 ve mak-

simal fonksiyon X iizerinde smurli olsun. Ayrica, Y latis 6zelligini saglasin, yani

0<g<f = lglly < Iflly

olsun. Bu durumda, maksimal fonksiyon M nin X ten Y ye sinirli olmasi igin gerek ve

yeter kosul X < Y dir. Bu durumda

IMllx-y = [Hllx—y

dir.
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Ispat. |f| < M f oldugundan Y nin latis 6zelligi kullanilarak

il IMF]
Al Y My

|l x—y = su <su
A S P A

elde edilir.

Diger yandan, her g € X i¢in ||g|ly < |lgllx|//||x—y oldugundan

|M||x—y = sup

||Mf||Y<( 1M fllx
0 Ifllx

sup )||I||X—>Y = IMllx-x llx-y
70 Ifllx

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3, maksimal fonksiyonun L, (R",v{) uzayindan LM g, .,(R",v2) uzayna ve
L, (R",v1) uzayindan ‘LM 6.y (R, v2) uzayina simirlihigmin aragtirilmasi problemini, mak-
simal fonksiyon L, (R",v;) de sinirli oldugunda sirasiyla (1.6) ve (1.7) gommelerinin

karakterizasyonuna indirger.

Tanim 4.1. 1 < p < co ve w € W(R") olsun. R" deki her B yuvari i¢cin

(%Lw(x)pdx); (éﬁw(x)‘p,dx)_/ <cp

sa8lanacak sekilde ¢, > 0 sabiti varsa, w € A, dir denir.

S|

Bilinmektedir ki, A, Muckenhoupt sinifi, maksimal fonksiyonun agirlikli Lebesgue u-
zaylarinda sinirhili§ini karakterize eder. Yani, M nin L,(R",w) de sinirhi olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul w € A, 1 < p < co olmasidir (bkz., [60]).

Asagidaki ifadeler, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 nin, Teorem 4.3 ile kombinasyonunun

sonuglaridir.
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Sonuc¢4.1. 1 <p; <00,0< py <00, pr <p1,0<O<L00,v,v0 € W(RY) ve w € Q olsun.

Ayrica, vi € A, saglansin.

(1) p1 < H@ise,

llwllo,z,00)

N -1
”M”Lm(an"l)_)LMpzf”w(R"’VZ) ~ IES(SIZO)HVI V2||p1—>P2,B(0,t)

dur.
(i1) 8 < p ise,

1

- 1. ;10 p1—0\\174
”M”Lm(R",VIHLMpze.w(R”’Vz)”( fo v v2|p1—>p2,B(0,I) d(_”‘”l 6.(t.1) ))

( ’OO)

dur.

Sonu¢c 4.2. 1 <p; <o, 0<pr<oo, 0<B< 00, pr <pi1, vi,v2 € WRY) ve weCQg

olsun. Ayrica, v| € Aj, saglansin.

(i) p1 <0Oise,

~ -1
ML, @)=L (B 2) o 7' v2ll,, 00 el

dir.
(i1) 8 < p ise,

1
p1—0

M ~ vi'val (e |
Lpy ()= LMy a0 ®) | o V1 V215, ps,%B00,0 A\ N0

dur.

Simdi (1.8) ve (1.9) gobmmelerinin karakterizasyonunu verelim:

Teorem 4.4. 0 < p; < pr <00,0<6 < 00, vy, vy € W(R?) ve w € Qy olsun.
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(1) 6 < p; 1se,

N -1 -1
W2,y 60 02) Ly ®01) = l;‘éﬁ’o) vy pa—sp1. B0 1@l 2,00

dur.

(ii) p1 < @ ise,
1
" —11|9—p1 6—p1 Eid
Wisenmteemn = 12 v it )
-1 -1
+ ||V1V2 ||p2—>p1,R” ”wHQ,(O,oo)
dur.

Ispat. p, < o olsun.

”f”pl,vl,R”

1 1p2.02.80.0lg 0, 0,00
1/p2

LM, .0 RE ) =Ly, R 1) =

sup
FeM+ (RY)

||g||1’1 (V1V 1)P2 R™

sup
gew(Rn) I|H, (IgI)II L wh2,(0,00)

oldugundan Teorem 3.9 un g6z Oniine alinmasiyla iddianin dogrulugu goriiliir.

p2 = o ise,

”f”pl,vl,R”
1 1p22.50.0) g 00,00

[ ——

LM, (R Vo) =Ly, (R =

su
feM+(RM)

= sup
gEM+(RM) IN n(|g|)||9,w,(o,oo)

oldugundan Teorem 3.12 uygulanarak ispat tamamlanir.

Asagidaki teorem benzer sekilde ispatlanabilir:

Teorem 4.5. 0 < p; < pr<00,0<O< 00, v, vy e WR) vew e CQQ olsun.
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(1) 6 < p; 1se,

N -1 -1
“I||°LMp257w(R”,v2)—>Lp1(R”,vl) ~ ;es(ggo) ”"1"2 ||p2—>p1,B(0,t) llwllg 0.
dir.

(i) p1 < @ise,

1
9—>p1
" 11f—=p1 _ -0—-p
”I”CLMng’w(Rn,\;z)—mpl(R”,vl)N(f [vivz ||p2—>p1,B((),t) d( ”“’”9,(0,t+)))

+ ||V1V51 ||p2—>p1,R” ”wlle_&o,oo)

dir.

Tanim 4.2. |- |[x, M*(R") iizerinde tanimli homogen bir fonksiyonel olsun. ||f||x < oo

0zelligini saglayan fonksiyonlarin kiimesini X ile gosterelim.

IAlx = SUP{'Lnf(X)g(X)dx = llgllx < 1}

olmak iizere ||f||xr < oo sartin1 saglayan Olciilebilir fonksiyonlar kiimesine, X uzayinin

associate uzay1 denir.

Lokal Morrey-tipli ve komplementar lokal Morrey-tipli uzaylarin associate uzaylari [32]
de hesaplanmistir. Teorem 4.4 ve Teorem 4.5, agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylarin asso-

ciate uzaylarinin karakterizasyonuna imkan saglamaktadir.

Teorem 4.6. 1 < p<o00,0<6< 00, weQyveve W(R" olsun.
X = LMpg,(R",v)

olmak tizere,
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(1) 8 < 1 durumunda

-1
Wl ~ sup 1711 cmonllollzh o
t€(0,00)

denkligi f fonksiyonundan bagimsiz sabitlerle dogrudur;

(i) 8 > 1 durumunda

1Lyt o

1/9/
! ||X/z( f A o d(lell? ) po R
/ (0,00) ! P/ B0 ( 8.~ )) llwllg,(0,00)

denkligi f fonksiyonundan bagimsiz sabitlerle dogrudur.

Teorem4.7. 1 < p<o0,0<f< 00, weE ‘Qgveve WR") olsun.
X = ‘LM ,y,([R",v)

olmak iizere,
(1) 6 < 1 durumunda

-1
il = sup 1ALyt mooliolls o
te(0,00)

denkligi f fonksiyonundan bagimsiz sabitlerle dogrudur;

(i1) 8 > 1 durumunda

o _ 1/0, ||f||p’,\/—l,R”
e ~{ | A1, 1 sond(lollglo )|+

+
llewllg,(0,00)

denkligi f fonksiyonundan bagimsiz sabitlerle dogrudur.

4.2. LM, g, o, (R",v1) ve ‘LM 6, (R, v2) Arasindaki Gommeler

Bu kisimda (1.4) ve (1.5) gommelerinin karakterizasyonu verilecektir.
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x>0 ve t> 0 olmak lizere

V(@)

V() =10 (), V@) =Wl sprsog, Ve V(L) = V() + V(x)

fonksiyonlarin1 tanimlayalim.

Lemma 4.1. 0 < py, p2,01,6, < o0 ve py < pa olsun. vy, v € W(R"), w; € Cle ve wy € Qp,

olmak iizere ‘LM g, w, (R",v1) > LM 9, 0, (R", v2) dir.

ispat. ‘LM 161, R",v1) = LM),,6, o, (R",v2) gdbmmesinin dogru oldugunu kabul edelim.

Bu durumda

UMy R < € Wflegpg, o

esitsizligi saglanacak sekilde pozitif ve sonlu bir ¢ sabiti vardir. Herhangi bir 7 € (0, o)

icin f € M(R™): supp f € B(0,7) olsun. O halde

00 B2 = [ 28600 g, 50,0
> (1120280 lg, 0 00y

> [lwallay, (r,00) 1 f 11 pyva.B(0,7) 4.1)

veE

oL, o oy @y = Iy 2500l or.0.00

= ||||f||p1,v1,cB(0,l)||9] w1,(0,7)

< llw1llgy,.0) 1f11py.v1.B0,0) 4.2)
esitsizlikleri dogrudur. (4.1) ve (4.2) birlikte ele alinirsa,
lw2ll6,,(7,00) 1 1l pava, B0, 1) < cllwitllgy 0,00 11l py v1,B0,7)

saglanir. w € Cle ve wy € Qy, oldugundan, L, (B(0,7),v1) < L,,(B(0,7),v,) elde edilir
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ki bu bir ¢eliskidir, ¢linkii p; < p; dir.

Teorem 4.8. 0 < p; =) <00, 0 < py = 6 < o0, vi,v2 € W(R"), wy € Qp, Ve wy € Qy,

olsun. Bu durumda

N -1
X rt, g, 0 R0 LMy 0y (R ) = eorlly ) o1y o2l 100l 2 0.0

saglanir.

ispat. Teorem 2.6 ve Teorem 2.7 den, p; = 61, p» = 6> olmasi durumunda wi(x) =

villwillpy©,x) Ve wa(x) = v2(0)llwallp,,(1x,00)> ¥ € R" olmak iizere

” I ”CLMplé’l W] (R",VI)_)LMﬂzf?z,wz (R",v2) = ” I ”LPI (Rn’wl)_)LPZ ®R"w2)

- -1
~ o1l 0 102llpaiieoll - s 0,00

dogrudur.

Teorem 4.9. 0 < py, p2,61,0, < 00, p; =61 ve py # 6 olsun. vi,v; € W(R"Y), w € cle

ve wy € )y, olmak iizere,
(i) p1 < 6 ise,

VL0t 112y By = SO0 (011 0101 010210000
dur;

(ii) 6, < P1 ise,

11| CLMm@pwl Rv1)= LMy 0wy (R, v2)
1

o0 —_—
N -1 p1—62 _ p1—6> p1—0
~ (‘fO‘ ||”w1”171,(0,|'|)| p1—p2.v.B(0,1) d( w2”92,(h°°)))
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dir.
ispat. Teorem 2.7 den, wi(x) = vi(0)|lwillp, x> x € R" olmak lizere

” I || CLMpll?l,wl (R”,Vl)—’LMp202,w2 (R™,v») = ” | ”Lp1 (R”,WI)_)LMpzez,wz (R",vp)

yazilabilir. Teorem 4.1 g6z Oniine alinirsa, iddianin dogrulugu goriiliir.

Teorem 4.10. 0 < py, 2,601,602 < 0o, py # 6 Ve pa = 65 olsun. vi,v2 € W(R"), w; € Qg

ve wy € (p, olmak lizere,
(1) 6; < D2 ise,

Il LM p,0, 0, R".V1)—>LMp, gy 0y R12) ~ tes(g’go) llws ”511’(01)”||w2”p2’(|'|’°°)||p1—>p2,v,3(0,l)
dir;

(ii) P2 < 01 ise,

I ||"LM,,19l w RLY1)=LM 0, 0, (R",12)
1

(o] —_—
N 61-p> —015p2 |\ 772
& ( fo ||||w2||pz,<|-|,oo>||,,1szvv,B(O,,)d(—Ilellgl,(O,,)

+Hlwtllg, o eyllzllps. 4ol p, vz

dir.
ispat. Teorem 2.6 dan wa(x) = v2(X)llw2ll py,(x,00)» X € R" olmak iizere

oL, 0, 0y G > LMy Rt = WleLag, o @)L R0
dogrudur. Teorem 4.5 uygulanarak ispat tamamlanir.

Asagidaki lemma dogrudur.
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Lemma 4.2. 0 < py,p2.601,6, < 0, py < py Ve pa < 6 olsun. vi,v; € W(R"), w € Qg

ve wy € Ly, olmak iizere

IIT lchMPl"l"“l R V1)—=LMp, 0y 0, R",v2)

1
1172 N
— sup LM,y g (R 01)= Ly, (R v2()H* g(1)72)
o+ lgll e -»
gEM*(0,00) Ty 2:(0.00)

dir.
Ispat. Duallik prensibi uygulanip, supremumlarin yerleri degistirilirse,

IIT ||CLMp191 w RV LM 0, 0, (R,v2)
A6, 6 0 RE2)

= sup

FeM+RM) ||f||°LMp191,w1(Rn,vl)
o0 1
( f ([ fervmwrama)”
1 0 B(0,7)
= sup sup 1
semr@n Wfllepps, o ®rvp) geMm+(0,00) )
11:41 lgll™, _,,
Bory @2 0
o 1
( f ([ rervmerdsmar)”
1 0 B(0,7)
= sup 1 sup
gEMH(0.0) o) 72 FEMH(RY) 1oL s, g 0y B01)
g 0.9
elde edilir. Fubini Teoremi uygulanirsa,
||I||CLM]7]9[,LU[(Rnsvl)_)LMngz,wz(Rn"Q)
o 1
([ reorvacor( f g)dx)”
1 R I
= sup 1 sup
2€M(0,00) ||g||5 feMH(RM) ||f||cLMp191,w1(RnsV1)
o0
1
= sup N IITII, 1 4.3)
gEMH(0,00) | 1173 LM, 9, o, R"1)—Lp, (R"v2()H*g(1) P2 )
lgll™,  _,,
Ty 2(0,00)

yazilabilir.
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Teorem 4.11. 0 < p1, p2,601,0, < 00, py < p1 ve 01 < py < 6, olsun. Ayrica vy, vy € W(R"),

w1 € Qg ve wy € Qg, oldugunu kabul edelim. V € Ads ve

1(x) ;= esssup VO V(x,0) lwilly 0 €Q.

1€(0,00) VP1I—=P2
olmak iizere,

(i) p1 < 6 ise,

I||c n N x) sup V(, x)||lw
I 11| LMy, 10y (R"01)—LM 0, 00 (R,12) xe(O,IZO)(pl( )te(O,Igo) (7, %) [|w2llg,.(z,00)

dur;

(ii) 6, < P1 iSC,

I ”CLMP191 w] RV = LM gy 0y (R",v2)
1

00 . N p1—0
X sup ng(x)(f V(t,x)" ezd(_”wz”gzl(loi))) 1702
x€(0,00) 0 -

dir.
Ispat. Lemma 4.2 den,

IIT ||CLMP191a‘U1 (R = LMy cry (R7,12)

1
= sup 1 111, 1
gEWO0) |1 72 LMy, 6, w0, R"v1)= Ly, (R1,02()H*g(1)72 )
0 -p
Ty 0 (0:00)

esitligi dogrudur. 8; < p; oldugundan, Teorem [4.5, (i)] nin uygulanmasuyla,

I ||CLMP191sw1 RV = LM 0,0, (R"2)

sup [lwilly . |H*5(1- |)||p+,vP2,B(O,t)

1€(0.00) P1-12 (4.4)

~ sup ’
2€M*(0,00) ||g| | 929__2[)2’(0;172 ,(0,00)
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elde edilir. Kutupsal koordinatlar kullanilarak,

PP
3 17P2

) Sy @ o]
ool _ w(x 1—2( g) X
2800 | S0 .
P1=p2

! 00 Plp—lpz P12 Pl
= f(f g) (f v(rx’)l’l‘l’2r”_1d0'(x'))dr
0 \Jr sn-1

P12
yazilabilir. ¥(r) := fs,,_l v(rx)) 7172 1 do(x') olmak iizere,

1780 DI_ts_ om0y = IH8AD] L,y ma o 10

S
e ,0,6)

bulunur. Boylece,

[T LMy, 01 oy (R 91— LMy (R7,02)

—P2 *
sup llwill,% 1 el oo )72
1€(0,00) 61,(0.0 plpflpz,f) Pr (0,0
= gl
+ [Z —p
gEM*(0.00) 8ll 22 72 0.0)

elde edilir. Diger taraftan

! ! P1r . P1P) 130
f v= f f v(rx' )2 do(x' )" Ldr = f VPP = V()P (4.5)
0 0 Jsr-1 B(0,1)

oldugu goz Oniine alinirsa,

(1) 61 < p2 < p1 <6, 1se, Teorem [3.14, (1)] den,

I||c ~ su x) sup Vi, x)||lw
il LMp,6y.0; R 1) LMpy0; 0, R".v2) xe(O,lZO)SDI( )te(O,Eo) (- Dlk2lo .o

olur.

(i1) 61 < p2 <6, < p; ise, Teorem [3.14, (ii)] den,

I ||CLMP161 oy BRIV LM 60 0 (R7,02)
1

00 R N P10y
~ sup (pl(x)(j(; V(t, x)P! 92d(—||w2||g;’([’z§)))m 2

x€(0,00)
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elde edilir ve boylece ispat tamamlanmig olur.

Not 4.1. Not 3.5 ten,

limsup V(9)||w; ||§11,(0,z)
t—0+

=limsup V()™ lwillg, 0. = limsup [lw1 llg, 0.1 = limsup ||w; ||§11,(0,,) =0

t—+00 t—0+ t—+00

saglamyorsa, o1 € Q _ 1 dir.
VP17P2

Teorem 4.12. 0 < p1,p2,01,02 <0, pp < p; ve pr <min{#;,60} olsun. vi,vr, € W(R"),

c
w1 € Qp, ve wy €8y, olsun. V € Ads ve

P2(0) = j; [V nV I P d(— ||w1||gf;0j§72) €0

1
%)
olmak lizere,

(1) max{p1,0;} < 6, ise,
||I||CLMP191»CU1(R”’vl)_)LMPZHZsUJZ(Rn’VZ)z sup @2(x) sup V(z,x)llwzllg, (.00)

x€(0,00) te(0,00)

+Hlwilly 0,00 Jup V(Ollw2llos, r.00)

dur;

(1) p1 £ 6, <0 ise,

WLler0, 4, o B2 00 LM R
1

* a-rabion 01—p 01062 -61-p2\\17%
([ @ =@ sup Ve Dol o) d( - lloil57))
0 1€(0,00)

Hlwil g S5 VOl e

dur;
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(111) 01 < 6> < p; ise,

(28] LMy 01 o (R1 VD= LMy 0y (R7,02)
1

x€(0,00) 0 b (¢,

oo 1
B - 0 p1—6)
w15 fo V= el %)
dir;

(iv) 6 < min{p1,6;} ise,

IIT ”CLMm 0101 R'V1)=LMpy 05 0y (R",2)

* Uohhon 6 -0 p1—6
([ o FE vt [ vt 1ol
) I

1
-1 —4 —0 P16
+||w1||61,(0,m)(f V() 92d(—||a)2||gzl . 02)))
) «

01—6) 1

e —0,— 616,
(- tenlly 22

dir.
ispat. Lemma 4.2 ve Teorem [4.5, (i1)] uygulanirsa,

11| °LM,,1 01.0] RV = LM )0, 0y (R, v2)

[H80DI o 5

-1
~ llwilly o sup
100 ) e (0,00) ||g|| 22 w;7,0.0)

01py . 1=P2 \ o

( fo [ |)||"‘ - o1l )

+4  sup (46)
g€9R+(0,00) ||g||629__2p2,w;pz’(0,00)

yazilabilir. Kutupsal koordinatlara gegilirse,

I ||CLMp]91 ) RYY)=LM p, 65 0p (R?,12)

L
P2

pP1=rP2

Pl 5P
T ,(0,00)

-1
~llwillg, 0.00)  SUP
geM+(0,00)  NIgIl 62 s (0.00)

32— W 2
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00 91 _ b1, (’IH"IPZ P2
|| f1-P2 01-r2
([ el oy a(=tnl o5

P17 0,0

p1—pr2°
. oup | |2| [
b
gEM*(0,00) Bl 0,7 (0.09)
= C1 + C2

bulunur.
Oncelikle p; < 6, oldugunu varsayalim. Teorem [3.2,(i)] uygulanirsa,

C1 = lwillg, 000y 5UP VDllw2llgy.(r.c0) 4.7)
te(0,00)

elde edilir.

(i) 61 < 6, ise, Teorem [3.13, (1)] nin uygulanmaziyla,

Cr~ sup @a(x) sup V(& 0)llwallg,,(1,00)
x€(0,00) te(0,00)

yazilabilir.

(1) p2 < p1 £ 6, <0 ise, Teorem [3.13, (ii)] den,

1

« f=babi2r 01— 61-62 —01—-p2 810y
Co~ | f 20 o VIR sup Vi loale)  d( =Tl 7))
0 1€(0,00) A

saglanir.

Simdi 6, < pj olsun. Teorem [3.2,(i1)] nin uygulanmasiyla

1

_ o0 -6, \\P1—%
€1~ ol .o f var=d( - lealf) %)
0 “

elde edilir.
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(iii) 61 < 6, ise, Teorem [3.13, (ii1)] den
1

Cy~ sup goz(x)(f (V(t,x)p‘_mzd(—||a)2||§1_’92 ))m—wz
0 2:(1,00)

x€(0,00)
dir.

(iv) 6, < 6 ise, Teorem [3.13, (iv)] uygulanarak

() 1

p1—bp ) 01 —6y
d(~llnlly/sg 7))

e 0126201 ~>py) 01— 0 N p1—62
Cy = ( a(x) 22 V()™ pz( Ve, 0" zd( ~llezlly, w)))
0 0 N

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Not 4.2. x > 0 i¢in ¢>(x) < oo olsun. Not 3.4 ten,
4l

1 -
(™
o

0o \Jo

saglamyorsa, bu durumda ¢, € Q 1 dir.
Y P1=P2

91

© by g (1 e
W (t)dt = f v f oft) "l (e = o,
1 0

Simdi p| = p» = p durumunu ele alalim.
Teorem 4.13. 0 < 0 < p < 6 < oo olsun. Bu taktirde vi,v, € W(R")NCR"), w; € cle
ve wy € )y, olmak iizere,

I||e X su w17} w
(TSRS [ riotts O e

dur.

Ispat. Lemma 4.2, ve Teorem [4.5, (i)] uygulanirsa,
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sup ||w1|| sup v(x)” f g
1€(0,00 0100 B0.1) Ix]

sup

I c =
|11l LMy 6, 0y R v1)=LM 6, wr (R",v2) €M+ (0.00) . 6 0 f%_;p
([ sm7 o = 7ax)
0

saglanir. Diger taraftan

sup v(x)? f g = sup supv(y)’ f g = sup vi(s) f
xeB(0,1) Ix] x€(0,1) [yl=x Iyl 5€(0,0)

yazilabilir. Burada v.(s) := SUP)yi—g v(y)? dir. Bu durumda

<=

sup [lwilly” o, Sup ve(s) f

t€(0,00) s€(0,1)

I|e = su
Pty 10 R Lty 2 geﬂn+£,w) L P6) R
( f )T wa(x) de)
0

sup 6115700 [ e

te(0,00

<=

= sup

g€+ (0,00) 0 62
( f g T an(x) pdx)
0

elde edilir. Teorem [3.2,(1)] uygulanirsa,

”I”CLM/:IFJ],w] RV LM, 05 00, (R",v2) ~ e S(l(.)lp )”0)2”02 (£,00) szz)p ||w1||9 ,(0, S)v*(s)p)

= sup w2l oo S0P 0l (Os)supv(w)

(
Jup el
(
(2

= sup_ [l oo S0P supllwilly o170
1€(0,00) s€(0,0) |yl=s

= sup |lwallg,,(r,00)
t€(0,00)

sup. ol e)

-1
= sup ||wz||92,<t,m)H||w1||91,(0,|.D‘

1€(0,00) 00,v,B(0,1)

bulunur.

p = p1 = p2 < 6 durumunu ele almadan 6nce asagidaki “birlestirme” lemmasini verelim.
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Bu lemmada kullanilan metot [36, Teorem 3.1] dekine paraleldir.

Lemma 4.3. 3 pozitif bir say1, u € WR") ve g € M*(0,00) olsun. A, (0,00) iizerinde

negatif olmayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere

fom(j(;m(u(x,t)g(t)dt)ﬁ_l( sup (L{(Z,x)h(t))ﬁg(x)dx

t€(0,00)

~ fo oo( fo xg(t)dt)ﬁ_l(tes&m}:o )h(t))ﬁg(x)dx

00 o0 ﬁ_l ’3
+ f ( f U(T)_lg(r)dr) ( sup U(t)h(t)) U g(x)dx
0 x

te(0,x)

tir.
Ispat.
oo —1 ﬁ
f f g(r)dt (sup h@) gy
0 re(x,00)
oo ol s
= f f Uy g(T)dT) (sup U(t)h(t)) U g(x)dx
0 1e(0,x)
olsun.
S SV s
By := f ( f g(t)dt) (U(x) sup U(t)h(t)) 2(x)dx,
0 0 te(0,x)
ve

00 00 1 ﬁ_l ﬂ 1
By:= fo ( f 0 g(t)dt) (U(x) sup h(t)) U~ g(x)dx

te(x,00)

olmak tizere

Lm(ﬁmﬂ(x,t)g(t)dt)ﬁ_l( sup ﬂ(l,x)h(t))ﬁg(x)dx

1€(0,00)

00 X 00 £-1
~ f ( f ey di+ U(x) f U(t)_]g(t)dt)
0 0 X

8
><(U(x)—1 sup U(Dh(1)+ sup h(t)) 2(x)dx

t€(0,x) te(x,00)

~A|+Ay+ By + Bs.
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dogrudur. Bu durumda B; < A1+ A, i = 1,2 oldugunu gostermek yeterlidir.

B <A1 +Aj oldugunu gosterelim. Bunun i¢in fooo g(t)dt < oo durumunu goz Oniine alalim.
fooo g(t)dt = oo olmasi halinde ispat ¢cok daha kolaydir. —co < k < M i¢in foxk g(H)dt =2 ve

2M < fooo g(nde < 2M+1 saglanacak bicimde {xk}]i‘/i _o dizisini tanimlayalim. Bu durumda

o, e gl | 8
B < f ( f g(t)dt) ( sup U(y)~" sup U(t)h(t)) 2(x)dx
0 0

YE(x,00) 1€(0,y)

M B
~ Z 2kﬁ( sup U(y)™! sup U(t)h(f))

k=——oo VE(Xg,00) te(0,y)
M
kB -1 A
~ 2 ( sup Uy~ sup U(t)h(t))
k=—co YEXksXpe+1) t€(0,y)

denkligi dogrudur. Her —oo < k < M sabiti i¢in

sup U(y)™! sup Uh(r) <2U(p)™" sup U@)h(r)
ye(xkyxk+l) le(O,y) ZE(O,yk)

saglanacak sekilde bir yj € (xx, xx+1) mevcuttur. Bu durumda

M d i s
Bis ), 2%V sup U@

k=—00 1€(0,yx)

M B M B
~ ) Zkﬁ(U(yk)_l sup U(t)h(t)) Py 2"/3(U(yk)—1 sup U(t)h(t))

j— t€(0,y5-2) k——oo 1€(Vr-2,Yk)

saglanir. —oco < k < M igin 2% < Oyk g(x)dx < 21 ve 21 < fy z: g(x)dx < 281 oldugu

dikkate alinirsa,

Vi B-1 . B
f g(r)dr) g(x)dx.(U@kr sup U(r)h(r))

1€(0.yx-2)

1€(0,yk-2)

[
< i a ( f " U(t)‘lg(t)dt)ﬁ_lU(x)_lg(X)dx.( sup U(t)h(t))ﬁ
(

OOU(t)‘l )ﬁ_l( C U
g(ndt sup U(Hh()| U(x)" g(x)dx

k=—o0 ¥ Vk-2 1€(0,x)
(oe]

o p-1 s
< ( f U(t)'lg(t)dt) ( sup U(r)h(r)) Ux) " g(x)dx
0 X

1€(0,x)
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ve

M Vik— 2 £-1 B
sy f g0di] g0dx(UG™ sup UKD
ke —oo ¥ Yi—4 Vk—4 1€(Yk-2,Yk)
M Vi~ 2 X ,8 1 S
< Z f f g(t)dt g(x)dx.( sup h(t))
k=—oo ¥ Vi—4 1€(yk-2,00)
M~y 2 /3—1 8
<> f g(t)dt ( sup h(t)) 2(x)dx
k=—oo ¥ Yk-4 te(x,00)
X —1 ﬁ
( f g(t)dt ( sup h(t)) 2(x)dx
0 0 te(x,00)

Ay

elde edilir. O halde B; < A1 + A; saglanir.

Simdi de By < A1 + A> oldugunu gosterelim. Ispat icin fooo U(f)"'g(t)dt < co durumunu
g0z Oniine alalim. fooo U(f)~'g(t)dt = oo olmast halinde ispat cok daha kolaydir. N < k < co
igin [ ‘:’ Uty 'gydt =27 ve 27N < [F U1~ g(t)dt < 27N* saglanacak bigimde {x}52

dizisini tanimlayalim. Bu durumda

S 51 5
By < f ( f U@ g@dr) ( sup UG sup ho)] U g dx
0 X

ve(0,x) te(y,o0)

~Zz kﬁ( sup U(y) sup h(t))

ve(0,xz) te(y,00)

k=N
~ 3 ﬁ( sup U(y) sup h(t))
k=N YE(XE—1,%k) 1€(y,00)

saglanir.

Her k=N,N+1,... icin

sup U(y) sup h(t) <2U(yx) sup h(t)

YEXk—-1,Xk) 1€(y,) 1€(yk,0)
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esitsizligi dogru olacak sekilde bir y € (xg—1, xx) mevcuttur. O halde

(U sup h(r))ﬂ

1€(yg,00)

9060 swp hof + > (von s wo|

1€(Vk:Yk+2) =N 1€(Vk+2,00)

yazilabilir. k= N,N+1,... i¢in

27 < f U(r) 'g(rydr<27*
Yk

ve
Vi+2
2kl < Ur) ' g(r)dr <27F
Yk
oldugundan
0 )’k+4 Vi+4 B-1 B
1<y f U@ gmdr] U g dx (UG sup b))
=N Y Yk+2 1€(VkYi+2)
b Vi+4 B-1 I
< Zf f U(T)_lg(‘l')d‘l') ( sup U(t)h(t)) U(x)_lg(x)dx
k= YVi+2 te(0,x)
Ve N p-1 R
< ( f U g(T)dT) ( sup U(t)h(t)) U~ g(x)dx
0 x 1€(0,x)
=~ A2
ve
0 yk+2 £-1 4
s f U@ g@dr) U g@dx (U sup o)
k=N Yk Yk 1€(Vk+2,00)
0 Vi+2 X B
< Z f g(T)dT g(x)dx.( sup h(t))
=N ¥ Yk Yk 1€(Yk+2,00)
i Vi+2 X B-1 B
<y ( f g(‘r)dT) ( sup h(t)) 2(x)dx
=N ¥ Yk 0 te(x,00)

< Om( fo xg(r)dr)ﬁ_l(tes(ligo )h(z))ﬁgu)dx

zA]

73



elde edilir. O halde B, < A1 + A, saglanir ve bdylece ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 4.14. 0 < 61,6, < 00, 0 < p < 6, vi,v2 € W(R"), w1 € ‘Qp, Ve wy € Qg, olsun.

ve WRMNNCRY) ve 0 < [|w) llgy—p,xe0) < 00, x > 0 olmak iizere,

(l) 91 < 92 ise,
I Cc n n ~ Su S (V b
” ” LMUI("I"UI(R vi)—l1 Mgzgz,( Z(R V2) ( ’p )()02(-;()1‘ (U’p) (l x)”w2||92,(t,00)

+llwilly, 0,00 Sup VOl oo
,00

dur;

(ii) 6, < 0y ise,

IIT ”CLMPl("lvwl R"v1)—>LMpy0, 0, (R",v2)

o0 oty 6162 0,5 p |\
~ f 20 = Ve sup Vi Dlonlie)  d( ol
0 te(0,00) e

+llwilly, (000 Jup V(Ollw2llos, r.00)

dur.

Ispat. Lemma 4.2 ve Teorem [4.5, (ii)] uygulanarak

[T LMy, 01 oy (R VD)= LMy oy (R702)

(D)

oo, P R”

-1 ‘
~ |lwilly sup
1,(0,00)
sen0 Il 22 or e
1
op =P\

. o o1-p

" o1-p “o-p \\ &1
Hg(-) d(—||w1|| | ))
(fo H oo, B(0,1) 61,0.0)

gEMH(0,00) llg ”(,j—Ep,wgp ,(0,00)

—+

yazilabilir. v.(s) := Supyy|— s V(y)? olmak iizere,
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IIT ||°L1;4p101,w1 (R 1) = LMy ary (R712)

<=

2V,(0,00)

-1
llwllg 0.0 SUP
gEM(0,00) 118 7o w037 (0,09)

91 =p

991 96“) o ’
P P
([ el - ol )
oo el
M+(0.0o gll o n
gEJJE (0,00) 22p I,(O,OO)
=C3+Cy
yazilabilir. [Teorem 3.2, (1)] uygulanirsa,
C3 % tllg 0y 5P VIOl o0
€(0,00)
elde edilir.
(1) 61 < 0, ise, Teorem [3.15, (1)] den
Ca~ sup @2(X)llw2llg,.(x.00)
x€(0,00)
dogrudur.
¢2/V azalan bir fonksiyona denk oldugundan
sup @2(Dllwzlley ro0) = sUp @20 V()™ sup V(D)llwallgy,r.c0)
x€(0,00) x€(0,00) te(0,x)
= sup @a(x) sup V(,x)llwallg, 1.00), x>0

x€(0,00) te(0,00)

olur.

(i1) 6, < 6y ise, Teorem [3.15, (ii)] den

| fo | f Cd( ol )

01 4»62

91—)92
"( sup VOl ) o =l

O<7<x
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1

< 012620, -p b1—p 0—6, 61|\
[ (] w0 = v sup Vi olosloee)  d=loilyl))
0 0 T

t€(0,00)

dogrudur. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Not 4.3. Teorem 3.12 nin ispatinda oldugu gibi x = Iy% vet= % doniistimleri kullanilirsa,
_2n _2
Vi(y) = Vi(w%)m Pi ve @;(T) = wi(%)r %,i=1,2 olmak iizere, (1.5) gdbmmesinin karakte-

rizasyonu

C ~ ~
LMplel,(I)l (Rna V]) — LMngz,(Z)z (Rna V2)

gdmmesinin karakterizasyonuna denk olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu doktora tezi kapsaminda Oncelikle supremal operator i¢in n-boyutlu ters Hardy-tipli
esitsizlikler karakterize edilmigtir. Elde edilen sonuglar ve literatiirdeki diger esitsizlikler
yardimiyla birim operatoriin agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylar arasinda sinirlilig1 incelen-

migtir.

Agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylar ve agirlikli Lebesgue uzaylari arasindaki gommeler,
agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylar arasindaki gdmmelerin 6zel bir durumudur. Bu gomme-
ler yardimiyla maksimal fonksiyonun agirlikli Lebesgue uzaylarindan agirlikli lokal Mor-
rey-tipli uzaylara sinirlilif1 karakterize edilmis, agirlikli lokal Morrey-tipli uzaylarin asso-

ciate uzaylar1 hesaplanmistir.

Agirliklt lokal Morrey-tipli uzaylar arasindaki gdmmelerin karakterizasyonunda duallik
prensibinden yararlanilmistir. Bu yaklagim problemin py <6, ek kosulu altinda ¢6ziilmesi-

ne sebep olmustur ve dolayisiyla bu problem p> > 6, durumunda hala aciktir.
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