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OZET

MAKSIMAL FONKSIYONLARIN KOMUTATORU VE BAZI
UYGULAMALARI

AGCAYAZI, Miijdat
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Dog. Dr. Rza MUSTAFAYEV
KASIM 2015, 91 Sayfa

Bu tez, giris, tartisma ve sonug¢ kisimlarini igeren yedi boliimden olugsmaktadir. Te-
mel kavramlar, teoremler ve bazi fonksiyon uzaylarinin tanimlar1 2. Béliimde veril-
mistir. 3. Boliimde, M, (M) i¢in noktasal kestirimler incelenmistir. C,, [M, b] ve
[M*, b] icin noktasal kestirimler, norm kestirimleri ve u¢ nokta kestirimleri 4. Bo-
limde elde edilmistir. 5. Bolimde, Zygmund-Morrey uzaylarinda Hardy-Littlewood
maksimal operatoriiniin sinirli olmadigi gosterilmis, bu operatoriin Zygmund-Morrey
uzaylarinda radyal azalan fonksiyonlar i¢in sinirlt oldugu ispatlanmistir. 6. Boliimde,
M? operatérii i¢in Morrey uzaylarinda zayif norm esitsizlikleri ispatlanmistir. 7. Bo-
liim Cp, [M, b] ve [M¥, b] operatorleri i¢in Morrey uzaylarinda zayif norm esitsizlik-

lerini icermektedir.

Anahtar Kelimeler: Hardy-Littlewood Maksimal Operatdrii, Kesin Maksimal
Operator, Komutator, Morrey Uzayi, Zygmund-Morrey Uzayi,
Zayif Zygmund-Morrey Uzay.



ABSTRACT

COMMUTATORS OF MAXIMAL FUNCTIONS AND SOME APPLICATIONS

AGCAYAZI, Miijdat
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph.D. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Rza MUSTAFAYEV
NOVEMBER 2015, 91 pages

This thesis consists of seven chapters including the introduction, discussion and
conclusion parts. Basic concepts, theorems and definitions of some function spaces
are given in Chapter 2. In Chapter 3, pointwise estimates for M, (M) are investigated.
Pointwise estimates, norm estimates and endpoint estimates for the operators C,,
[M, b] and [M?¥, b] are obtained in Chapter 4. In Chapter 5, it is shown that Hardy-
Littlewood maximal operator is not bounded on Zygmund-Morrey spaces and proved
that it is bounded on Zygmund-Morrey spaces for radially decreasing functions.
Weak type norm estimates for the operator M? in Morrey spaces are proved in
Chapter 6. Chapter 7 includes the weak type norm estimates in Morrey spaces for the
operators Cp, [M, b] and [M?, b].

Key Words: Hardy-Littlewood Maximal Operator, Sharp Maximal Operator,
Commutator, Morrey Spaces, Zygmund-Morrey Spaces, Weak
Zygmund-Morrey Spaces.
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SIMGELER DiZiNi

Il % X uzayinda tanimli norm

0 sifira denk fonksiyonlar sinifi

fr f nin artmayan yeniden diizenlenmesi
M, kesir maksimal fonksiyon

M#* kesin maksimal fonksiyon

L,(R™) p. mertebeden integrallenebilir

fonksiyonlar sinifi
Ll,;’C(]R{") p. mertebeden lokal integrallenebilir

fonksiyonlar smifi

Ly o (R™) Lorentz uzayi

L(1+1log* L) (R™) Zygmund uzay1

Cp maksimal komutator

[M,b] maksimal fonksiyonun komutatorii

[M*, b] kesin maksimal fonksiyonun komutatérii

M, 5 (R™) Morrey uzayi

Lo (R™) Orlicz uzay1

M1 1410g* ) a (R™) Zygmund-Morrey uzay1

WM (1410g* 1)1 (R™) zayif Zygmund-Morrey uzayi
KISALTMALAR DIiZiNi

BMO Bounded Mean Oscillation

h.h.y hemen hemen her yerde



1. GIRIS

Bu doktora tezinde, lokal integrallenebilen bir b fonksiyonu ile Hardy-Littlewood mak-
simal fonksiyonunun ve Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonunun komutatorii i¢in
kesin noktasal esitsizlikler elde edilmis ve elde edilen noktasal kestirimler yardimiyla ko-

mutator operatorleri i¢in fonksiyon uzaylarinda norm esitsizlikleri arastirilmigtr.

f e L*(R"),0 < a < nvex € R"igin kesir maksimal fonksiyon

Mo (@) : =50 Q1" [ 170l
Q> Q
~sup BT [ |fw)]dy,
B>x B
~sup Bar)| ' [ rwldy
>0 B(z,r)
seklinde tanimlanir. Burada B(z,r), R™ de x merkezli r yarigapli yuvar olmak iizere
|B(x,r)|,  merkezli r yaricapli yuvarin Lebesgue Ol¢iisti olup supremum, sirasiyla x
i iceren yan ayritlar1 eksenlere paralel tiim () kiipleri, x i iceren tiim B yuvarlar1 ve x
merkezli tiim yuvarlar iizerinden alinmaktadir. M, : f — M, f operatoriine kesir mak-

simal operator denir. Ozel olarak o = 0 alindiginda, M,, Hardy-Littlewood maksimal

operatOrii olarak bilinir ve M ile gosterilir.

Bilindigi tizere M, giiclii (p,p) ve zayif (1, 1) esitsizliklerini saglar, yani 1 < p < oo

oldugunda

1M fllp < el flp,

p = 1 oldugunda ise,
t{z e R" : M f(z) >t} <c [ |f(zx)|dx
Rn

esitsizlikleri f den bagimsiz sabitlerle saglanir.



Hardy-Littlewood maksimal operatorii integrallenebilir degildir. Bunun yerine B, R" de
herhangi bir yuvar olmak iizere f € L'(B) ve supp f C B oldugunda [, M f(x)dz < oo

olmast igin gerek ve yeter sart f € L(1 + log™ L)(B) olmasidir, yani

/B|f(9€)|(1 +logt |f(2)])dx < oo

dur.

Maksimal operatorler, harmonik ve reel analizin en 6nemli operatorlerindendir ve singiiler
integraller teorisinde, potansiyel teoride, diferensiyellenebilme teorisinde ve diferensiyel
denklemler teorisinde genis Olgiide kullanilmaktadirlar (bakimz, [32], [36], [37], [42],
[72]-[74]).

Herhangi bir f € LP¢(R") ve x € R™ igin

M#(f)(x) = f# () := sup |7;| /Q |f(y) = foldy = Sup i&g/@ |f(y) — aldy

Q>

fonksiyonuna, Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu denir. Burada fq, f fonksiyo-

nunun () tizerinden ortalama degeridir.
Bu operator ilk defa [31] de C. Fefferman ve E. Stein tarafindan tanimlanmusgtir.
M7* f(x) < 2M f(x)

oldugundan Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu, Hardy-Littlewood maksimal fonk-
siyonunun sagladi@1 birgok 6zelligi saglar. Ornegin, 1 < p < oo i¢in M#, giiclii (p, p) ve

zayif (1, 1) esitsizliklerini saglar.
Sabit bir 9 > 0, uygun bir g fonksiyonu ve x € R" icin

Msg(x) := [M(|g|")(2)]'"°,

M g(x) := [M*(|g*)()]"/?



olarak tanimlanir.

Q, sifirinci dereceden homojen, S"~! birim yuvar yiizeyi iizerinde sonsuz kez diferensi-
yellenebilir ve [, , Q = 0 6zelliklerini saglayan bir fonksiyon olsun. K (z) = Q(z)/|z|"

cekirdek fonksiyonu olmak iizere

Tf(x):=pv. | Klx—y)f(y)dy

R’I’L

operatoriine Calder6n-Zygmund singiiler integral operatorii denir. Burada p.v. Cauchy

esas degeri anlamindadir.
f € L'¢(R") olmak iizere

W &Y .
Illovo = 171 = sup 5 /Q ) — foldy

yarmormu sonlu ise, f fonksiyonu BMO(R™) uzayma aittir denir ve f € BMO(R")
seklinde gosterilir. Burada supremum, R"™ de yan ayritlar1 eksenlere paralel tiim kiipler
tizerinden alinmaktadir. R. Coifman, R. Rochberg ve G. Weiss, [24] te gostermislerdir ki

b € BMO(R") ise, bu durumda f € LS (R™) olmak iizere

[T, 0](f) == T(bf) = bT'(f) (1.1)

seklinde tanimlanan [T, b] komutator operatorii, L,(R™) de 1 < p < oo igin simrhdir.

[T, b], L,(R™) de sinirl ise b € BMO(R™) oldugunu S. Janson, [45] te gdstermistir.

b € BMO(R") oldugunda [T, b] operatoriiniin zayif (1,1) esitsizligini saglamadig1 bir
ornekle C. Pérez tarafindan [64] te gosterilmistir. [T, ] operatorii, zayif (1,1) esitsizligi

yerine zayif L(1 + log* L) esitsizligini, yani

{z e R™ : |[T,0)(f)(x)] > A} < C/n &;)’ (1 + log™ (@)) der  (1.2)

esitsizligini gercekler (bakiniz [64]).



Bu tezde, olg¢iilebilir bir b fonksiyonu ile Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin ve

Fefferman-Stein kesin maksimal operatoriiniin komutatorii ele alinmistir.

Tamim 1.1. f € LP°(R"™) olmak iizere, lgiilebilir bir b fonksiyonu ile Hardy-Littlewood
maksimal operatoriiniin ve Fefferman-Stein kesin maksimal operatoriiniin komutatorii her

x € R" icin sirasiyla

[Mb](f)(x) - = M(bf)(x) — b(z)M f(x),
[MP B (f) () : = M*(bf)(x) — b(a) M7 f(x)

seklinde tanimlanir.

[M, b] operatérii, 6rnegin, BMO ve H' Hardy uzayindan olan iki fonksiyonun ¢arpimina
anlam vermek istenildiginde ortaya ¢ikmustir (Belirtelim ki bu iki fonksiyonun ¢arpimi
lokal integrallenebilir olmayabilir) (bakiniz [12]). Reel interpolasyon tekniklerini kulla-
narak, M. Milman ve T. Schonbek, [57] de b > 0 oldugunda [, b] operatoriiniin L,-
stnirhiligim ispatlamigtir.  J. Bastero, M. Milman ve J. Ruiz, [6] da asagidaki teoremi

ispatlamiglardir (Ayrica bakiniz [7]):

Teorem 1.1. ([6]) 1 < p < oo olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir:
(i) [M,b], L,(R™) de sinirhidur.

(i) b € BMO(R") ve b~ € Lo (R"). !

(iii) [M#,b], L,(R™) de sinirhdir.

Su ana kadar sadece [6] ve [57] de Lebesgue uzaylarinda maksimal fonksiyonlarin komu-

tatoriiniin sinirlilig1 incelenmistir.

[M, b] operatoriiniin 6zelliklerini aragtirmak igin 6nce incelenmesi daha kolay olan maksi-

5% (z) = maks{b(z),0} ve b~ (z) = —min{b(z),0} ile tamimlanir. Sonug olarak b = b+ — b~ ve
b =bT +b".



mal komutator ile ise baglayacagiz.

Tamim 1.2. Olgiilebilir bir b fonksiyonu ve her z € R™ icin, Cy( f) maksimal komutatorii

Co(f) () = sup |Q,/w oI ()ldy

Q>z

seklinde tanimlanir.

Cy operatorii, BMO sembollii singiiler integral operatorlerin komutatorlerinin aragtiril-
masinda onemli rol oynar (bakimiz [33], [56], [68], [69]). J. Garcia Cuerva, E. Harboure,

C. Segovia ve J. Torrea tarafindan [33] te asagidaki teorem ispatlanmustir:

Teorem 1.2. ([33]) 1 < p < oo olsun. C}, operatoriiniin L,(R"™) de sinirli olmast igin

gerek ve yeter sart b € BMO(R™) olmasidir.
Cy, operatorii zayif L(1 + log’ L) esitsizligini saglar.

Teorem 1.3. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) Her f € L(1 + log™ L)(R™) ve her bir A > 0 icin

H{z € R" : Cp(f)(z) > A} SC/n@@—HogJ“ <@>>d$ (1.3)

esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

(i) b € BMO(R™).

Not 1.1. (i1) den (1) nin elde edilmesi [43] te gOsterilmistir. Burada farkli bir ispat verile-

cektir.



(), operatorii igin oncelikle asagidaki noktasal kestirim ispatlanacaktir:

Teorem 1.4. b € BMO(R") ve 0 < § < 1 olsun. Bu durumda, her f € LP°(R") i¢in

Ms(Co(f))(@) < cllbll.MPf(z)  (z €R)

esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ = ¢5 > 0 sabiti vardir.

Not 1.2. [44, Lemma 1] deki esitsizlik, yani
MF(Cy(f)) (@) S |Ib]l. M f ()
esitsizligi, (1.4) esitsizliginden elde edilir. Ger¢ekten de, M, f < Mj oldugundan
M (Cy()) () S Ms(Co(f))(@) < cllp|l.M3f(z) (xR
saglanir.

Teorem 1.4 ten asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 1.5. b € BMO(R") olsun. Bu durumda her f € L°°(R") igin
Co(f)(@) < clp.M?*f(z)  (z €R")
esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Teorem 1.5 ten C', operatorii icin esas teoremimizi verebiliriz:

(1.4)

(1.5)



Teorem 1.6. b € BMO(RR") olsun. X, R" iizerinde tanimlanan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin

bir Banach uzay1 olsun ve latis 6zelligini saglasin, yani

0<f<g hhy=|fllx S lgllx

olsun. Ayrica farz edelim ki M, X iizerinde sinirhidir. Bu durumda, Cj, operatorii X

tizerinde siirhidir ve

1Cofllx < cllbll][ fllx

olacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Cy ile [M,b] ve [M# b] operatérleri birbirlerinden farkli 6zelliklere sahiptirler. Ornegin,
C), operatérii pozitif ve altlineer olmasina ragmen, [M, b] ve [M# b] operatérleri pozitif ve
altlineer degildir. Ancak, b iizerine ek kosullar konulursa Cj, operatorii, [M, b] ve [M# b]

operatorlerini kontrol eder.

Lemma 1.1. b € L*°(R") ve b > 0 olsun. Bu durumda her f € L!°°(R") i¢in

M b]()(20)] < Co(f)(x), (xR (1.6)
(M7, 8](f)(@)] < 2Co(f)(z) (v €R) (1.7)

esitsizlikleri gecerlidir.

b € LP¢(R™) olsun. Bu durumda her f € L°(R") i¢in

M 0)(f) ()| < Co(f) (@) +2b" (1) M f(x),  (z €R")

(M7, 8](f)(@)] < 2C(f) () + 467 (2) M f(x) +4M (b~ f)(z) (v €R")

dogrudur.



Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 1.7. b € BMO(R") ve b~ € L. (R") olsun. Bu durumda, her f € LY¢(R") igin

M B](£) (@) < e (17 ]l + 167 loo) M2 f (), (z €R) (1.8)

M7, 8] () (@) < c(lb ]l + 1107 lloo) M2 () (x €R") (1.9)
esitsizlikleri saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Teorem 1.7, [M, b] ve [M#  b] operatorleri igin asagidaki teoremi ifade etmeye imkan verir:

Teorem 1.8. b € BMO(R") ve b~ € L,(R"™) olsun. X, R" iizerinde tanimlanan 6l¢iilebilir
fonksiyonlarin latis 6zelligini saglayan bir Banach uzayi1 olsun. Ayrica M nin, X iizerinde
stmirli oldugunu kabul edelim. Bu durumda, [M,b] ve [M7,b] operatorleri X iizerinde

sinirhidir ve

1M, DI llx < e(llo™ [l + 167 o) 1 fI1x

M, 0)(H)llx < et + 167 o) 111

esitsizlikleri saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Teorem 1.7, ayni zamanda [ M, b] ve [M# b operatorleri igin zayif L(1+log™ L) esitsizligi-

ni ispatlamaya yardim eder.

Teorem 1.9. b € BMO(R") ve b= € L. (R") olsun. Bu durumda her f € L(1 +



log™ L)(R™) ve her A > 0 igin

o e RS L@ > M| < ey [ L (1+1og+ ('f(j“)')) dr,
{z € R™ : |[M*,5(f)(x)] > A} < cco / @ (1 +log* (@)) dz

esitsizlikleri saglanacak sekilde f ve b den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir. Burada
co = ([[6" 1 4 1167 [lso) (1 + log™ (67« + [[67 [loo))
dur.

Elde edilen noktasal kestirimler yardimiyla komutator operatorlerinin bazi fonksiyon uzay-

larinda sinirliligini inceleyebiliriz.
1 <p<oove0<A<nolsun. M, ,(R") Morrey uzay1

My = MpaR") = {f € L*(R") : || fllam,n < 00}
seklinde tanimlanir. Burada norm

A-n
I flla,n = sup 77 [[fllL, B
z€R™, r>0

~sup (1817 [ Ifo)rac)
~sup (10 [ (1))

ile verilir.

M, » Morrey uzayinda maksimal fonksiyonun sinirliligi [23] te incelenmis ve asagidaki

sonug elde edilmistir:



Teorem 1.10. ([23]) 1 < p < oo ve 0 < A < n olsun. Bu durumda

1M fllag, s < cpll Fllag, (1.10)

esitsizligi f den bagimsiz bir ¢, > 0 sabitiyle saglanir. p = 1 durumunda ise
tHe € R" : Mf(x) >t} N Ba, )| < crr" | fllmy.,
esitsizligi f, ¢t ve r den bagimsiz bir ¢; > 0 sabitiyle saglanir.

Teorem 1.10 dan yararlanarak C), operatorii i¢in asagidaki karakterizasyonu verebiliriz:

Teorem 1.11. 1 < p < cove 0 < A < n olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine
denktir:

(i) C} operatorii M,, \ uzayinda sinirhdir.

(i) b € BMO(R").

Not 1.3. (ii) den (i) nin elde edilmesi [38] de gosterilmistir.

[M, b] ve [M#,b] operatorleri i¢in de agagidaki teoremler gegerlidir:

Teorem 1.12. 1 < p < 00,0 < A < n, b € BMO(R") ve b~ € L, (R") olsun. Bu

durumda [M, b] ve [M# b] operatrleri M,, \ uzayinda siirhdir.
R™ de radyal azalan fonksiyonlar sinifini
M R") = {f € MR") = f(2) = ¢(|z]), ¢ € M0, 00)}

seklinde gosterelim. f € 9 4+(R") ise M f ~ H,, f dir. Burada H,,, n-boyutlu Hardy

10



operatorii olup

1
(@) = T / LI

dir. Agikur ki f € MM 4+(R™) oldugunda H,, f € 9%+(R") dir.

Teorem 1.13. ([34]) 0 < A < n olsun. Bu durumda her f € 9t"%4+(R"™) igin

1M fllans < ell Fllaes (L.11)

esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.
Bu teorem ve elde ettigimiz noktasal kestirimler yardimiyla asagidaki teoremleri verebili-

riz:

Teorem 1.14. 0 < A < n ve b € BMO(R") olsun. Bu durumda C}, operatorii M; ,(R™)N
mred-H(R™) den M 5 (R™) ye stmrhdur.

Teorem 1.15. 0 < A < n, b € BMO(R") ve b~ € L. (R"™) olsun. Bu durumda [M, ] ve
[M#,b] operatdrleri M 5 (R™) N 92%+HR™) den My 5 (R™) ye sirhdar.

Tamim 1.3. ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu azalmayan, soldan siirekli, ¢(0) = 0 ve

(0, 00) araliginda sifir degerini almayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

B(t) = /0 ' o(s)ds

ile tanimlanan ¢ fonksiyonuna Young fonksiyonu denir.
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Tanim 1.4. (Orlicz Uzay1) ® Young fonksiyonu olsun. Bu durumda
Lo = Lo(R™) := {f e M(R") : / O (k|f(x)]) < oo olacak bigimde k > 0 sayist Var}

seklinde verilen Lg(R™) fonksiyon uzayina Orlicz uzay1 denir.

Orlicz uzayinda norm

Hﬂh¢:hﬁ{A>o:/;¢<U§ﬂ)dyg1}

ile verilir. Bu norma Luxemburg normu da denir.

Tanmim 1.5. &, Young fonksiyonu olsun. Bu durumda bir f fonksiyonunun @) kiipii izerinden

® ortalamalar1 ve zayif ® ortalamalari sirasiyla

leg =inf {30210y [ () av<a),

| fllweLeo :=inf {t >0: zlilg ’22‘ {zec@: (i))l > at}| >, 1}

seklinde verilir.

Tamim 1.6. ® : [0,00) — [0, 00) Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

D(At) > 2AD(t)

olacak bicimde A > 1 varsa @, V, kosulunu saglar denir ve € V, seklinde gosterilir.

Orlicz uzaylarinda Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun sinirliligi birgok matematik-

¢i tarafindan arastirilmis ve onemli sonuglar elde edilmistir (bakimiz [11], [22], [49]).
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Teorem 1.16. ([22]) & € V, ise bu durumda M, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Lg uzaymda siirhdir.

Bu sonugtan yararlanarak asagidaki teoremlerimizi verebiliriz:

Teorem 1.17. ® € V; olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) Cy, Lg uzayinda sinirhdir.

(i) b € BMO(R™).

[M, b] ve [M# b] operatérleri i¢in de asagidaki teoremler gegerlidir:

Teorem 1.18. ® € V; olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) [M,b], Ly uzayinda sinirhdir.

(ii) b € BMO(R") ve b~ € Lo (R™).

(iii) [M#,b], Ly uzayinda smirlidir.

Simdi Zygmund-Morrey ve zayif Zygmund-Morrey uzaylarinin tanimlarini verelim:

Tanim 1.7. 0 < A < n olsun. Bu durumda M 0.+ 1) A (R") = My e+ 1)

Zygmund-Morrey uzayi

ML(I—HOng L)y,\(Rn) = {f c W(R") : ||f||ML(1+log+ DA < OO}

seklinde tanimlanir. Burada norm

A
‘|fHML(1+10g+ DA Sgp Q[ Hf”L(1+1og+ L),Q <

dur.
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Tanim 1.8. 0 < A < n olsun. Bu durumda WM 1100+ 1) A (R") = WM 14006+ 1)1

zay1f Zygmund-Morrey uzay1

WM 1 10g+ L),/\(Rn> = {f € MR") : |’fHWML(1+lOg+ o < OO}
seklinde tanimlanir. Burada norm

A
Hf”V\/AAL(HIOgJr DA Sgp Q| HfHWL(1+log+ L),Q <0

dur.

Zygmund-Morrey uzayi, Tanim 2.18 de verilecek Orlicz-Morrey uzayinin 6zel bir halidir.
Gergekten de L4 ¢ de, ¢(t) = t* ve ®(t) = t(1 + log™ t) alinirsa, Zygmund-Morrey uzay1

elde edilmis olur. Zayif Zygmund-Morrey uzay1 bu haliyle ilk defa [35] te tanimlanmustur.

M 410g+ 1),2 Zygmund-Morrey uzayida Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu sinirh

degildir. Bunu bir 6rnekle gosterebiliriz.

Ornek 1.1. Kolaylik olmasi acisindan n = 1 ve A = 1/2 olsun. f ¢ift fonksiyonu

fx) =

X[k2 In2 (k+e€),k2 In2 (k+e)+1] (z), x>0

NE

il

0

seklinde tanimlansin. Bu durumda || f1| v < 00, || M fllm = oo dur.

L(14log® L)X L(14logt L),A

Gortildiigii tizere M, Zygmund-Morrey uzaymda smirli degildir. Ancak radyal azalan

fonksiyonlar i¢in asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 1.19. 0 < A < n olsun. Bu durumda her f € M4+ (R") i¢in

HMf”ML(l-Hog“' L)\ S CHfHML(1+1og+ L)\ (1'12)
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esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 vardir.

Elde edilen noktasal kestirimler ve Teorem 1.19 dan, asagidaki teoremleri verebiliriz:

Teorem 1.20. 0 < A\ < n ve b € BMO(R") olsun. Bu durumda her f € 9"%%+(R") i¢in

||Cb(f)||ML(1+log+ L),)\ S C||b||*||f||ML(1+log+ L),)\

esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 vardir.

Benzer sonuglari [M, b] ve [M# b] operatorleri igin de verebiliriz:

Teorem 1.21. 0 < A < n, b € BMO(R") ve b~ € L, (R") olsun. Bu durumda her
[ € Mmred-+(R") igin,

M B My e 90 < €UBT M 107 o) e 100

M B) Py ey < DT I A+ 107 NIl g 10

esitsizlikleri saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 vardir.

Komutator operatorlerinin Zygmund-Morrey uzaylarinda sinirhililigini aragtirmak i¢in 6nce-

likle, M? nin bu uzaylarda simrhiligim arastiracagiz.

Teorem 1.22. 0 < A\ < n olsun. Bu durumda

2
HM f”WML(1+log+ L)\ S C|’fHML(1+1og+ L)\ (1'13)

esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.
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Teorem 1.22, asagidaki teoremleri ispatlamaya imkéan vermektedir:

Teorem 1.23. 0 < A\ < n olsun. Bu durumda agagidakiler birbirine denktir:
(D) Cp: Mp1410g+ £y = WM 1410+ 1), sinrhdir.,

(i) b € BMO(R™).

[M, b] ve [M#b] operatérleri i¢in de asagidaki teoremleri verebiliriz:

Teorem 1.24. 0 < A\ < n, b € BMO(R") ve b~ € L. (R™) olsun. Bu durumda [M, ] ve

[M#b] operatorleri M L(1+logt L)) den WM o0+ 1y 5 ye simrhidir ve sirasiyla

M B WA e 1y n <UD+ 1D o) 1t gy 10

N B sty s o1 x < 8 e+ 10 ) bty s

esitsizlikleri f den bagimsiz bir ¢ > 0 ile saglanir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

Bu doktora tezinde ¢, ana parametrelerden bagimsiz, her bir satirda degisebilen pozitif bir
sabit olarak kabul edilecektir. Herhangi bir A, B icin, A < ¢B olacak sekilde pozitif bir
c sabiti varsa bu durumda A < B yazilir. Eger A < B ve B < A ayni anda saglanirsa

A ~ B yazlacak, A ve B birbirine denktir denilecektir.

Olgiilebilir bir F kiimesi icin yz, E kiimesinin karakteristik fonksiyonunu tanimlar. Tez
boyunca kullanilacak kiiplerin yan ayritlarinin, koordinat eksenlerine paralel oldugu kabul
edilecektir. Bir A > 0 ve @ kiipii i¢in A(), merkezi () nun merkezi ile ayn1 ve yan ayrit
uzunlugu, () nun yan ayrit uzunlugunun A kati olan bir kiip belirtir. p € [1,00) igin,
p nin eslenigi p’ = p/(p — 1) dir. Herhangi bir ol¢iilebilir £ kiimesi ve E iizerinde
integrallenebilir bir f fonksiyonu i¢in fgz, f fonksiyonunun F iizerinden ortalama degerini

belirtmektedir, yani fp = (1/|E|) [, f(z)dz. ©, sifira denk fonksiyonlar kiimesi olsun.

Simdi tezdeki konu biitiinliigiiniin saglanmasi acisindan kullanilacak uzaylarin tanimla-

rin1 ve bazi 6zelliklerini verelim:

A, R™ nin 6lgiilebilir bir altkiimesi olsun. 9t(A) ile A iizerinde tiim 6l¢iilebilir fonksiyon-
lar sinifin1 , My(A) ile A tlizerinde hemen hemen her yerde sonlu deger alan 6lgiilebilir
fonksiyonlar sinifin1, 91" (A) ile A iizerinde negatif deger almayan 6lgiilebilir fonksiyon-
lar siifin1 gésterelim. DMT+(0, 00) (IMTT(0, 00)) ile (0, 00) lizerinde azalan (artan) ve
negatif deger almayan Olciilebilir fonksiyonlar sinifin1 gosterelim. R" iizerinde tiim radyal

azalan fonksiyonlar siifim

MH(R?) o= {f € MR") : f(x) = p(|z]), ¢ € MT(0,00)}

seklinde gosterelim.
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A lizerinde tiim agirlik fonksiyonlari ailesi

W(A) ={w e M (A): 0 <w(x) < oo, hhyx € A}

ile gosterilecektir. p € (0, oo] vew € MT(A) icin, M(A) tizerindeki ||-||,, 4., fonksiyoneli

([, @) Pw(@)de)?,  p<oo
1f it =14 "

esssup,y | f(x)|w(x), p =00

ile tanimlanir. Buna ek olarak, w € W (A) ise, bu durumda L,(A, w) agirlikli Lebesgue

uzay1
Lpw(A) = Ly(A, w) == {f € M(A) : [| fllp.aw < 00}

ile verilir ve bu haliyle || - ||, 4., bir kuasi-norm tanimlar. A iizerinde w = 1 oldugunda

kolaylik agisindan L,(A, w) ve || - ||, yerine sirastyla L,(A) ve || - ||,.4 yazilacaktir.

R™ nin herbir K kompakt altkiimesi i¢in [, |f(z)[Pw(z)dz < oo ise, bu durumda f lokal

integrallenebilirdir denir ve f € L;,‘ffu(R”) ile gosterilir.

Tanmim 2.1. Bir f fonksiyonun supportu (destegi, tasiyicisi), sifirdan farkli deger aldigi

noktalar kiimesinin kapanigidir, yani

supp(f) == {z : f(z) # 0}.

LS (R™) olarak, R™ de kompakt supportlu ve sinirli fonksiyonlar sinifi tanimlansin, yani

LS (R™) :={f € Loo(R") : supp f kompakt kiimedir}.
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Tanmim 2.2. f € 9 (R™) olsun. Her o > 0 sayisi i¢in (0, co) araliginda artmayan ve

{t € (0,00): f(t) > a}| = [{z e R": [f(2)] > a}]

ozelligini saglayan f* fonksiyonuna, f nin artmayan yeniden diizenlenmesi denir. Bu

fonksiyon sagdan siirekli ise,
ffO)y=imf{A>0: {z eR": |f(zx)] >} <t} (0<t<o0)

esitligi ile tek bir bi¢imde tanimlanir (bakiniz [10, s. 39]).

Teorem 2.1. (Hardy-Littlewood) f, g € My(R™) ise, bu durumda

> * * d
Rn\fgl S/O fr(t)g™(t)dt

dir (bakiniz [10, s. 44]).

Tamim 2.3. f € 9% (R"™) olsun. Bu durumda f* fonksiyonunun maksimal fonksiyonu

UEEY RO

seklinde tanimlanir. (M f)* ~ f** oldugu bilinmektedir (bakiniz [10, s. 122]).

Tanmim 2.4. p € [1, 00) olsun. Bu durumda L,, .. (R") Lorentz uzay1

Lyeo(R) = {7 € MalR) 111y = 500 £77°(0) < 0
<o

ile tanimlanir (bakiniz [10, s. 216]).

19



2.1. BMO Uzay
Tamm 2.5. f € L'°°(R") olsun. Bu durumda

1
L = SUp — — fold
I f1] Sgp 0] /Q!f(y) foldy

yarmormu sonlu ise, f fonksiyonu BMO(R"™) uzayna aittir denir ve f € BMO(R")

seklinde gosterilir.

BMO(RR™) uzay1, 1961 yilinda F. John ve L. Nirenberg tarafindan [47] de tanimlanmigtir
ve fonksiyon uzaylar1 ve singiiler integraller teorisi basta olmak {izere modern harmonik

analizin gelisiminde onemli rol oynamaktadir (bakiniz [19], [20]).

Tamm 2.6. Her f € L'°°(R") ve x € R" igin

1
M#* f(z) = f#(z) = SQin@/QV(y) — foldy %Zggigﬂg/cg |f(y) — aldy

seklinde tanimlanan fonksiyona, Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu denir. Bu-

radan agiktir ki
f € BMO & M#*f e Ly

tir. [31] deki 6nemli sonuglardan biri de 1 < p < oo igin

11l < ellF 1,
esitsizliginin saglanmasidir.
@, R™ de bir kiip olsun.
1
Mqf(x) == sup § =+ [ [f(W)ldy pxelx), 2.1
oca Q'] Jo
">z

20



Ve

BN 1 _ ot
f5 (@) %E%{l@\/@f‘f fQI}XQ@c)

fonksiyonlar1 sirastyla () ya gore lokal maksimal fonksiyon ve () ya gore lokal kesin mak-
simal fonksiyon olarak adlandirilir. Burada supremum () nun x noktasini i¢eren tiim @’

altkiipleri lizerinden alinmaktadir.

Teorem 2.2. ([10,s. 379]) f € LY¢(R"), @ C R" olsun. Bu durumda

Q] d
(f — fo)xal™(t) < ¢ / (Ere®. <0<t<%>
esitsizligi dogrudur.

BMO uzayi ile ilgili en onemli sonug, F. John ve L. Nirenberg tarafindan elde edilen

asagidaki teoremdir (bakimz [47], [10] s. 381, [32] s. 164).

Teorem 2.3. ([10, John-Nirenberg lemmasi]) Her f € BMO(R"), @ C R” kiipleri ve her
t > 01icin

(7 = fo)val'®) < 1. gt { T2 @2)

olacak sekilde f ve () dan bagimsiz bir ¢ sabiti vardir. Buna denk olarak her f € BMO(R"),

tiim @ kiipleri ve her ¢ > 0 icin

€ Q:15a) = fol > )] < oiQlexp { - | @3)

saglanacak sekilde f ve () dan bagimsiz bir ¢ sabiti vardr.

Lemma 2.1. ([32, s. 166]) f € BMO(R") olsun. Bu durumda 0 < A < ¢/|| f|]. 6zelligini
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saglayan her \ sayis1 i¢in

ap ﬁ /Q exp{ () — fol}dz < oo

dogrudur. Burada c, (2.3) esitsizliginde ortaya ¢ikan sabit ile aynidir.

Konu biitiinliigii acisindan asagidaki lemmanin ispatini verelim:

Lemma 2.2. ([47] ve [8]) p € (0, 00) igin BMO,(R") = BMO(R"). Burada

1 pd 1/1’
Il e = sup (@ /Q ) = fol y)

dir.
ispat. 0 < p < 1 olsun.

I lBmo, () < || flIBMO(ERR)

esitsizligi Holder esitsizliginden kolayca elde edilebilir.

Iflemo@ny S [ fllBMmoO, (7Y

(9]

esitsizligini ispat edelim. Teorem 2.2 den 0 < ¢ < £ igin

(fxQ)™(8) = [(f = fo)xq + foxel ™ (1)

< [(f = fo)xal™ () + (foxq)™(t)

1R d
<c [T+

yazilabilir.
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f € BMO,(R") olsun. Bu durumda

1P oo = supﬁ / 1@ = (FP)oldy

Nsuplnf—/ f@W)|P — cdy
Q <k |[Q)] | |

- _ pd
Ssgp@/Qny fol?|dy

1
— — f5lPd
Ssgp‘Q’/Qlf(y) folPdy

bulunur. Buradan da |f|? € BMO(R") oldugu goriiliir. Boylece Teorem 2.2 den

@l <
(%)) < e [ (UFPE) ()5 + (1o

elde edilir.

Diger yandan

(117 =sup{‘ | / P - (77 Idy}XQ(fv)

Q'CQ

Q

sup inf

oo o=k | [Q \/ 1£(y) _C|d?/}XQ()

2%%{@\ / 1) |fQ/\P|dy}xQ<x>

sup{|Q| / ) fo|pdy}xQ<x> = ()

Q'cQ

IN

IN

oldugundan, 0 < ¢ < % icin

(fPxQ)™ (1) < c/t (ST (s)— + (1f")e

dogrudur. Buradan da

p ] .
(= tanar®) < [Tl @S + 5 [ 1500~ s,
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boylece

(((f—fQ>XQ>*<>) < el f v, Rn)log@+@| / () = fol?dy

esitsizligi dogrudur. O halde,

(((f - fQ)XQ)*(t>> < ¢ fEvo, @) (1 + log @)

elde edilir. Yani

, QN
((f — fa)xa)"(®) < ¢ | fllsmio, @ (1 T log )
dir.
Diger taraftan % <t < |Q] igin,

tg*(t) < tg™(t) < llglh

esitsizligi, g = (f — fo)"x¢ fonksiyonuna uygulanirsa,

(1~ folxr®) = (7 - farrar ()
< (- reror (2))

_ _ p
< |Q|/|f fal

< 6[1 FfEo, @)

bulunur. Buradan da

((f = fa)x@)"(t) < I flBymo, @)

olur. Elde edilenler birlestirilirse,

Q
|17 = talde= [ s = ooyt
Q 0
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</Q|/6 /QI ) f I ) )*(t) "
al/e QJ)XQ
|Ql/6 ’Q| Q]
S & HfHBMOp(R”) (/0 (1 + log ) dt —+ /Q|/6 dt)
|Ql/6
ScufHBMop(Rn)( / (1og 'Q') it + |@\)

o logl/py
=C |Q‘ ||fHBMOp(R”) (/ 2 dy+1) = C|Q\ ||f||BMop (R™)
6

oldugu goriiliir. Bu da

I fllemo@n) S | fllBMO, R

olmas1 demektir.
Simdide 1 < p < oo oldugunu kabul edelim. Bu durumda

| fllBMo®ny < || f IBMO, R

esitsizligi direkt Holder esitsizliginden bulunur.
Teorem 2.3 ten, R™ deki her () kiipii i¢in

1 ) B 1 Q| B o
o /Q 106) = faldy = A7 = folval ¥ ()t

T M)P
s 1y (42

o du
= 6¢ || f [ Baro@ny (/6 log? Uu_) = |l fIBmoen

dogrudur. Once her iki tarafin 1/p. kuvvetleri aliip sonra her iki taraftan tiim () kiipleri

tizerinden supremuma gegilirse,

|fllsmo, @) S [ fllBMO®R)

oldugu elde edilir ki bu da ispati1 tamamlar.
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2.2. Orlicz Uzayr

Tanmm 2.7. ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu azalmayan, soldan siirekli, ¢(0) = 0 ve

(0, 00) arahiginda sifir degerini almayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

O(t) = /0 t¢(s)ds

ile tanimlanan ¢ fonksiyonuna Young fonksiyonu denir.

Tanim 2.8. (Orlicz Uzay1) ® Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

Lo = Lo(R") := {f e M(R") : / O(k|f(z)]) < oo olacak bigimde & > 0 sayist Var}

n

seklinde verilen Lg(R™) fonksiyon uzayia Orlicz uzay: denir (bakiniz [51], [52], [65]).

Orlicz uzayinda norm

£z ::mf{»o:/n@(@) iy < 1}

ile verilir. Bu norma Luxemburg normu da denir. Orlicz uzay1 bu normla birlikte bir

Banach uzayidir. 1 < p < oo igin ®(t) = ¥ alinirsa || f|| ., = || f]|, elde edilir.

Orlicz uzaylan teorisinde dnemli yer tutan Ornekler 1 < p < oo ve a > 0 sayisi i¢in

O(t) = tPlog*(1 +t) ve D(t) = expt® — 1 dir.

® bir Young fonksiyonu olmak iizere, bu fonksiyonun komplementar Young fonksiyonu,
t € [0,00) igin

U(t) = sup{ts — (s)}

>0
ile tamimlanir. Ornek olarak eger 1 < p < oo ve ®(t) = #*/p ise, bu durumda U (t) =

' /p' diir.
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Orlicz uzayinda genellestirilmis Holder esitsizligi

- \fW)aW)ldy <2 flleallgllne (2.4)

seklindedir. Burada ® ve W birbirlerinin komplementar Young fonksiyonlaridir.

Tamim 2.9. Olgiilebilir bir f fonksiyonunun () kiipii iizerinden ® ortalamalar1 ve zayif ®

ortalamalar1 sirasiyla

||f||¢7Q::inf{A>0:ﬁ/©< ) },
|f (@

i t
[ fllwLe o = = inf {t >0: Sup o o 1 {ze@: (i) | > at} - 1}

ile tanimlanir.

Orlicz ortalamalari i¢in genellestirilmis Holder esitsizligi

o / FW)e)ldy < 2l floollgloo @.5)

seklindedir. Burada @ ve ¥ birbirlerinin komplementar Young fonksiyonlaridir.

Tanmim 2.10. ¥ bir Young fonksiyonu olmak iizere, dlciilebilir bir f fonksiyonunun ¥ ye

gore maksimal fonksiyonu

My f(x) = sup || fllw
Qa2

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyona Orlicz maksimal fonksiyonu da denir.

Kullanacagimiz temel 6rnek ®(t) = ¢(1 + log™ ¢) dir. ® ye gore maksimal fonksiyon
M 14105+ 1) seklinde yazilir. Bu fonksiyonun komplementar Young fonksiyonu U(t) = e

dir. Bu durumda ¥ ye gore maksimal fonksiyon M.y, 1, seklinde gosterilir.
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Tamim 2.11. ® : [0,00) — [0, 00) Young fonksiyonu olsun. Bu durumda
@
P(2t) < c ()

esitsizligi saglanacak bicimde ¢ > 1 varsa, ¢, A, kosulunu saglar denir ve & € A,

seklinde yazilir.
(ii)
O(At) > 2AD(t)

olacak bigcimde A > 1 varsa, ®, V, kosulunu saglar denir ve & € V, seklinde yazilir.

Onerme 2.1. ®, € V, olacak sekilde bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

[0 20 2

dir (bakiniz [66]).

Onerme 2.2. ([71]) f € M(R") ve t > 0 olsun. Bu durumda

e € R": Mf(z) > t}] < 9/ \f (2)|dz 2.7)
{zeR™:|f(z)|>5}

esitsizligi f ve t den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

Tezin biitiinliigliniin korunmasi agisindan asagidaki teoremin [66] daki ispatin1 verelim.

Teorem 2.4. ([66, s. 464]) ® € V5 ise, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu Lg Orlicz

uzayinda sinirlhidir.
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Ispat. A\ > 0 ve f € L\© olsun. Bu durumda

/nq’ (%@)) do = ;/Ooogzﬁ(%) {z € R : Mf(z) > 2t}|dt

dir. (2.7) esitsizligi ve Fubini teoremi uygulanarak

Lo CR) 25 [0 (5) o) 7
(3

) D@ gy
YA ( / ¢<t>7) dr

elde edilir. (2.6) esitsizligi kullanilirsa,

/02)\1|f($)| cb(t)ﬂ < (@) (2|f(:v)!>

t A

yazilabilir. Demek ki

(2 f (20

olacak sekilde f den bagimsiz bir ¢y > 1 sabiti vardir. & € V5 oldugundan

[ (M) g [ a(2)

dogrudur. A = ¢||f||z, segilirse,

/ o (M) i < 1
R \Collfllzs
elde edilir. Luxemburg normu tanimindan

1M fllze < coll fllza

bulunur. Boylelikle ispat tamamlanir.
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2.3. Morrey Uzay1
Tanim 2.12. 1 < p < oo ve 0 < A < n olsun. Bu durumda
MAR™) = My = {f € L*(R") : || flla,, < o0}
seklinde tanimlanan fonksiyon uzayina M,, (R™) Morrey uzay1 denir. Burada norm

A=n
I fllm,, = sup S £l 2, (B,

zeR™, r>

A—n %
A sup (lBl " / If(l")lpdl’)
B B

<sup (|@|n /Q rf<x>rpda:)

ile verilir.

1938 yilinda C. B. Morrey tarafindan [58] de tanimlanan bu uzaylar, kismi tiirevli diferen-
siyel denklemler teorisindeki bir¢ok problemin ¢alisiimasinda, 6zellikle parabolik ve elip-
tik diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglarinin incelenmesinde oldukca
kullaniglidir. Ayrica bu uzaylarda reel ve harmonik analizin klasik operatorlerinin sinirlilik
problemleri de incelenmis ve onemli sonuclar elde edilmistir (bakimiz [1]-[4], [13]-[18],
[23], [29], [38], [39], [48], [60]-[63], [70]). Bilindigi iizere p > 1 i¢cin Morrey uzayi

yukarida verilen normla bir Banach uzaydir.

Teorem 2.5. p € [1, c0) olsun. Bu durumda
() Mpn = Ly,

(ii) Mpo = L,

(iii) A < 0ve A > nise, M, , = O dir.
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Teorem 2.6. ([23]) 1 < p < 00, 0 < A < n olsun. Bu durumda
IM fll o < coll fllat (2.8)
esitsizligi f den bagimsiz ¢, > 0 sabiti ile saglanir. p = 1 durumunda ise
t{r e R" : M f(z) >t} N B(x,r)| < ¢ 7"”_’\||f||/\/[LA
esitsizligi f, ¢ ve r den bagimsiz bir ¢; > 0 sabiti ile saglanir.

p = 1 durumunda radyal azalan fonksiyonlar i¢in asagidaki teorem gecerlidir:

Teorem 2.7. ([34]) 0 < A\ < n olsun. Bu durumda her f € 97%+(R") i¢in

IM fllam sy < ell fllm s

esitsizligi f den bagimsiz sabitle saglanir.

Tanim 2.13. 1 < p < oo ve w € W(R") olsun. w fonksiyonu

s, =5 (i / woite) (o / w(x)plldx)pl < o0

ozelligini saglarsa, w, Muckenhoupt sinifindandir denir ve w € A, seklinde gosterilir.

Burada supremum, R" deki tiim kiipler iizerinden alinmaktadir.

Hemen hemen her x icin

Muw(x) < cw(x)

saglanacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa w € A; dir denir.
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Herhangi bir () kiipii ve ol¢iilebilir her £ C () kiimesi i¢in

ozelligi saglanacak sekilde bir § > 0 ve ¢ > 0 varsa, bu durumda w € A, dur denir.

B. Muckenhoupt, [59] da agirlikli Lebesgue uzaylarinda M, Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonunun sinirliliginin karakterizasyonunu vermistir.

Teorem 2.8. ([59]) 1 < p < oo olsun. Bu durumda M nin L, ,,(R") agirlikl Lebesgue

uzayinda sinirl olmasi i¢in gerek ve yeter sart w € A, olmasidir.

Tanim 2.14. (Agirlikli genellestirilmig Morrey uzay1) 1 < p < oo ve w(x,r), R" x (0, 00)
da taniml, pozitif ve siirekli bir fonksiyon, v € W (R™) olsun. Bu durumda agirlikli

genellestirilmis Morrey uzay1
My (v) = Mpo(R",0) = {f € L3(R") : [[fllmy ) < 00}

seklinde tanimlanir. Burada norm

1
[l oy = sup w(@,r) 2| fllz, . (B@r)
zER™ r>0
ile verilir v = 1 durumunda M, ,(v) := M, (1) uzaymna, genellestirilmis Morrey
n—X\

uzay1 denir. v = 1 ve w(x,r) = 7r almursa, agirlikli genellestirilmis Morrey uzayi,
klasik Morrey uzayi ile cakisir. M, ,, uzaymda M nin siirhiligi igin w iizerindeki yeterli

kosullar, ([15]-[18]) ve [61] de elde edilmistir.
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Tanmim 2.15. w;,wy € MH(R™ x (0,00)) ve v € W(R™) olsun. Her x € R™, ¢ > 0 i¢in

essinf, <500 w1 (2, 5) wo(x, t)

2.9

ess sup <
t<r<oo HUHLl(B(xm)) ||U||L1(B(x,t))

saglanacak sekilde bir ¢ > 0 sayisi varsa, (wy,ws2) € 2y, (v) dir denir. Eger w; = ws ise,

kisacaw € 2y ,(v) yazilir.

t—0+

A:{wemﬁﬂam»:mnﬂwzo}

olsun.

Tanim 2.16. u, (0, 00) da negatif olmayan ve siirekli bir fonksiyon olsun. g € (0, co)

fonksiyonlar1 ve ¢ € (0, c0) i¢in

(5ug)(#) := ([t gl| Lo (t,00)

seklinde tanimlanan S, operatoriine supremal operator denir.

Teorem 2.9. ([17]) u, (0,00) da negatif olmayan siirekli bir fonksiyon ve her ¢ > 0
i¢in v1 ve va, 0 < |||l Lctor) < 00,4 = 1,2. ozelligini saglayan negatif olmayan
dlgiilebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda A konisinde S, operatoriiniin L, (0, 00)

dan L ,,(0, 00) a simirlt olmasi i¢in gerek ve yeter sart

02Ss (Il o) ||y <20 (2.10)

s 700)

olmasidir.

Lemma 2.3. ([60]) 1 < p < oo, v € A, ve f € L

C
b,v

(R™) olsun. Bu durumda R" deki
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herbir B = B(x,r) yuvarl i¢in
1 _1
M fllL,. @) < cllvllz, g sup 10l el L. Bes) (21D
t>2r
esitsizligi saglanacak bicimde f ve B den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat. fi = fxop olmak iizere f = f, + f5 olsun. Her B = B(z,r) yuvari icin M nin

alttoplamsallik 6zelliginden
IM [l o8y < IM(fx28)llL,.0) + 1M (Fxem@s) L, .8) (2.12)
oldugu goriiliir. M : L, ,(R") — L, ,(R") sagladigindan
IM(fx28)lz,.8) S W flz,.em)

elde edilir. v € A, fonksiyonu, doubling kosulunu sagladig1 i¢in (bakiniz [32] s. 396)

1 _1
1 llzso28) = 1 Fllswem 0Nz, 25) S92 1012 50 0

[un

1 1
S Hvllil(m tSsz HUHLf(B(m,t))HfHLp,v(B(w,t))
bulunur. Boylece
1 1
1M (x2p) Ly0m) S N0NZ ) 9P VI e | W o (B0 (2.13)

saglanir.

y, B de keyfi nokta olsun. Eger B(y,t) N {R"\(2B)} # 0 ise, bu durumda ¢ > r dir.
Gergekten de z € B(y,t) N{R™\(2B)} ise, budurumdat > |y —z| > |[x — 2| — [z —y| >
2r —r = relde edilir. Diger taraftan B(y,t)N{R"\(2B)} C B(x, 2t) saglanir. Ger¢ekten

z € B(y,t) N{R"\(2B)} alimirsa, |z — 2| < |y — z| + |x — y| < t + r < 2t elde edilir.
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Boylece, her y € B i¢in

M(fxze\2m)(y) = sup B o/, |f(2)]dz
B(y,t)n{R"\(2B)}
<= gt [
= S T o, VO
dir. Holder esitsizligi uygulanarak
e

M(fxem2p))(y) < 2" sup ||f||va B(x.t))
et |B(x, )]

elde edilir. Burada v € A,, yani
. _1
1B] ~ 0ll?, ol L1, ) 2.14)
oldugu kullanilirsa,
1
M(fxeem) () < 2% sup [[0] e | F Ly (5o
bulunur. Boylece

”M(fXR"\(ZB))”LpUB)N||U||L1(B SupHvHLl B I 1Ly (2.15)

dir. (2.12), (2.13) ve (2.15) birlestirilirse, (2.11) elde edilir.
Not 2.1. Lemma 2.3, v = 1 durumunda [17] de ispatlanmustir.

Teorem 2.10. ([60]) 1 < p < o0, v € A, Ve (wy,w2) € Zy,(v) olsun. Bu durumda M,

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu M, ,, (v) den M,, ., (v) ye sinirhidir.
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Ispat. Lemma 2.3 ve Teorem 2.9 dan

1 1 _1
< _1
HMfHMp,wQ(v) ~ IE§E£>OW2(% r)r |‘U||21(B(x,r)) <Stl>113 ||U|’L1”(B(x7t))HfHLp,U(B(a:,t)))

_1
S osup o wi(, ) fll, ) = 1My, @)
z€R™,r>0

elde edilir.

2.4. Zygmund-Morrey ve zayif Zygmund-Morrey Uzay1

Bu boliimde Zygmund-Morrey ve zayif Zygmund-Morrey uzaylarinin tanimlar1 yapila-

caktir.

Tamim 2.17. ([67]) ® bir Young fonksiyonu, ¢ : [0,00) — [0, 00) azalmayan ve ¢(t)t"

artmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda £, ¢ (R™) Orlicz-Morrey fonksiyon uzay1

Loa(R") ={f € LY R") : [|fllz,0 = sup U@ lleq < oo}

seklinde tanimlamir. Burada [(Q), ) nun yan ayrit uzunlugu olup supremum tiim kiipler
tizerinden alinmaktadir. Orlicz-Morrey uzayinda harmonik ve reel analizin klasik opera-
torlerinin sinirlililik 6zellikleri arastirilmis ve 6nemli sonuglar elde edilmigtir (bakiniz

[40], [41], [67]).

Tanim 2.18. 0 < A < n olsun. Bu durumda M 160+ 1) = Mpasiegt 0)a(R")

Zygmund-Morrey uzay1i

Migriiogr a®) = {F € MR 21ty e, < 00
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seklinde tanimlanir. Burada norm

N
||fHML(1+10g+ Do Sgp Q» ||f||L(1+1og+ 0, <

dur.

Tanim 2.19. 0 < A < n olsun. Bu durumda WM 1 166+ 1) 0 = WM 14100+ )0 (RT)

zayif Zygmund-Morrey uzay1

WML(1+lOg+ L)7/\(Rn) = {f c m(R”) . ||f||WML(1+log+L)7)\ < OO}

seklinde tanimlanir. Burada norm

2
n

HfHWML(1+1og+ DA Sgp |Q f||WL(1+1og+ L),Q <0

dur.

Zygmund-Morrey uzayi, Tanim 2.18 de verilen Orlicz-Morrey uzayinin 6zel bir halidir.
Gergekten de L4 ¢ de, ¢(t) = t* ve ®(t) = t(1 + log™ t) alinirsa, Zygmund-Morrey uzay1

elde edilmis olur. Zayif Zygmund-Morrey uzay1 bu haliyle ilk defa [35] te tanimlanmustir.

2.5. L,(-) Uzayr
Olgiilebilir bir p(-) : R® — [1, 00) fonksiyonu igin
mif.p)i= [ 1f@P ds
konveks modiilerini tanimlayalim. Buna gére L,.)(R"™) fonksiyon sinifi
Lyy = Lpy(R") == {f € MR"™) : m(f/A,p) < oo olacak bigimde A > 0 var}
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ile tanimlanir. Bu simif

p(x)
1l = 1 1,0y = inf {A S0 m(f/Ap) = / n (@) iz < 1}

seklinde tanimlanan Luxemburg-Nakano normuna gore Banach uzayidir.

Degisken iislii fonksiyon uzaylari teorisi, son yirmi yildir yogun bir sekilde ¢alisilmak-
tadir. Hardy-Littlewood maksimal operatdriiniin ve singiiler integral operatoriiniin sinirli-
liginin karakterize edilmesi, bu teorinin en dnemli problemlerinden biridir (bakiniz, [27],

[28], [30], [50], [76], [77]).

1 < p_ :=essinf p(z), py = esssup p(x) < oo (2.16)

r€eR™ rERM

ozellikleri saglanirsa, bu durumda p'(z) := p(x)/(p(z) — 1) iyi tamimhdir ve p'(z) de

(2.16) ozelligini saglar.

Z(R") = {p(:) : R" — [1,00) olgiilebilir: 1 <p_, py < o0},

ABR") = {p(-) € Z(R") : M operatérii L, lizerinde smirlidir}
olsun. p(:) € Z(R") ve her z, y € R™ i¢in

Ip(x) — p(y)| C2le—y[ <1

< =
~ log(|z —y|)

|p($) _p(y>| )7 ‘:L‘| < ‘y’

S e
log(e + |z|

esitsizlikleri saglanacak sekilde ¢ > 0 sayis1 varsa, p(-) € 22'°¢(R") dir denir.

D. Cruz-Uribe, A. Fiorenza ve C. J. Neugebauer, [27] de asagidaki teoremi ispatlamiglardir:

Teorem 2.11. ([27]) p(-) € 22'°¢(R") ise, p(-) € B(R") dir.
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3. M,(M)ICIN NOKTASAL KESTIiRIMLER

Harmonik analizde klasik operatorler i¢in noktasal kestirimlerin elde edilmesi, opera-
torlerin simirlilig: probleminde énemli rol oynamaktadir. Ornegin, A. Cordoba ve C. Fef-

ferman [26] da 1 < p < oo olmak iizere 7', Calderén-Zygmund integral operatorii i¢in

(TH*(z) < c,M,f(x) 3.1)

esitsizligini elde etmis ve bu esitsizlik yardimiyla 7" nin, agirlikli Lebesgue uzaylarinda

stnirhiligimi ispatlamiglardir. A. Lerner, [55] te

(Tf)*(z) < cM?f(x)

esitsizligini elde etmistir. Bu esitsizlik (3.1) esitsizliginden daha kesindir. Ciinkii R. Coif-

man ve R. Rochberg tarafindan [25] te 1 < p < oo ve her z € R" i¢in ispatlanmig

M(M,f)(x) < cM,f(x)

esitsizligine gore

M f(x) < M(M,[)(z) < cM,f(x)

dogrudur.

Noktasal kestirimler komutatdr operatorlerinin arastirilmasinda da kullanilmistir. Ornegin,
[T', b] komutatr operatorii igin C. Pérez, [64] te zayif L(1 + log™ L) esitsizligini elde ede-
bilmek icin 6ncelikle M? icin noktasal kestirim elde etmis, daha sonra noktasal kestirim

yardimuyla zayif L(1 + log™ L) esitsizligini ispat etmistir.

Esas teoremlerimizi ispatlayabilmek i¢in asagidaki sonuglara ihtiyac vardir:
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Teorem 3.1. 0 < a < n olsun. Bu durumda her f € LP°(R") igin

M,(Mf)(x) = sup Q] /Mf

~ ZUP Q1|1 £, (1+log™ L),Q

/ /) (1 T log* %) dy

saglanir.

Teorem 3.1 in ispatinda agagidaki lemmalardan yararlanilacaktir:

Lemma 3.1.

[ M@= [ 17 (1410 )

denkligi her f € L°(R") i¢in, f ve ) dan bagimsiz sabitlerle saglanur.

Ispat. R™ de sabit bir @ kiipii alalim. Oyle pozitif ¢; < 1 ve ¢, > 1 sabitleri vardir ki her

f € LP°(R™) ve her t > |f|g i¢in

01/ deﬁ|{m€Q:M(fXQ)(x)>t}|SCQ/ Mdm
(zeQ|f@)>t) ¢

{zeQilf(@)|>t/2y T

saglanir (bakiniz [71]). Bu durumda

/ M(fxg)(x)dz = / Tle € Q: M(Frg)(@) > AHldr
Q 0

[fle
N /0 {z € Q: M(fxq)(x) > A}|dA

+/OO {z € Q: M(fxq)(z) > A}dA
Ifle

= 1Qlflo+ [ I{r € @: M(sxa)(w) > A}

[fle

> dA
d -
= 1@l e /|fQ (/{er:|f(x>>A} e x) A

IF@1 g\
= + d
fle + ey /{rEerf(z)>|f|Q} </|fQ ) Jldr
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\f(x)\)
- 1 d
Qllflo+a /{meQ o (@) og( ) o
. <>|)
/’f (”1 flo ) ¥

elde edilir.
Diger yandan

[ e = | T e € @ M(fro)(x) > AYdA
Q 0
~ / (o € Q: M(fxo)(x) > 27}
Iflo
- / (o € Q: M(fxo)(x) > 2}
-/ T e € Q: M(fxo)(x) > 20} [dA
[fle

3 dA
Y s /|fQ (/{IEQIIf(I)>/\} 7l dli) Ry

I ax
= + d
Qe 62/{er:|10<$>>|]0|@} (/m A) H)lde

e >\)
- 1 d
Qllflo + /{er oyl ( )

<02/|f (1+log #)

elde edilir ki boylece ispat tamamlanur.

Lemma 3.2.

1
@ /Q | f(z)] (1 + log™ ’{;—TQ)') dzr = || fll L(1410e* 10,0

denkligi her f € L°(R"™) icin, f ve Q dan bagimsiz sabitlerle saglanir.

ispat.

@I, L If(x)l( 1+|f(x)|)d
! \@|/Qrf|Q ””§|Q\/Q\f\Q blog™ A )

41



saglandigindan Luxemburg normu tanimindan

|f|Q < ”f||L(1+10g;+ L),Q

yazilabilir. a,b > 0 igin log* (ab) < log™ a + log™ b esitsizligi kullanilarak

l%/@uw (1+1og+ 'fc;—i;)’) da

_ L + |f($)\ Hf||L(1+1og+ L),Q
= 0] /Q|f(:v)| (1+log dx

Hf“L(1+10g+ L),Q ’f’Q

. |f ()]
1 1+log* !
= Q| /Q|f($)|< e HfHL(Hlog*L)vQ) )

1 HfHL(1+1o +L),Q>
- log™ £ d
| |Q|/Qrf<x>| o5 ( 7 v

||f||L(1+log+ L),Q)
| fle

< N fllcasiogt 00 + 1flQ log™* (

bulunur. ¢ > 1 icin log¢ < ¢ oldugundan

dur.

Diger taraftan Luxemburg normu tanimindan

1 f() (HM /(@) >dx:1
)@ )Q

‘Q| Q ||f“L(1+1og+L HfHL(1+10g+L

elde edilir.

|f|Q < ||f||L(1+log+ L),Q

esitsizligi kullanilirsa,

1
I sss 10 < 7 17 (141087 )

saglanir. Boylece ispat tamamlanir.
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Lemma 3.3.

1 /
Mf(y)dy < sup ||f oat , (3.2)
|Q| 0 ( ) aco || HL(I—H ¢ L),Q

esitsizligi her f € LI°°(R") igin, f ve ) dan bagimsiz sabitler i¢in saglanir.

Ispat. @, R" de bir kiip ve f; = fx3g olmak iizere f = f, + f, olsun. Maksimal

fonksiyonun alttoplamsallik 6zelliginden,

1 1 1
@/QMf(y)dyé @/QMﬁ(y)dy—l-@/QMfg(y)dy (3.3)

elde edilir.

Sabit bir x € Q i¢in bir Q' kiipii, Q' > x ve Q'N(3Q)¢ # D 6zelliklerini saglarsa, Q C 3Q’

oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda

1 1
M fy(x) = ATeT /Q/ | f2(y)|dy < s @/Q, |f(y)|dy

elde edilir. Sonuc olarak

1
_ <
|Q|/QMf2(y)dyN sup |f(y)|dy (3.4

oco Q'] Jor

bulunur. Her @’ kiipii icin Lemma 3.2 den

31 o 170145 < 1t
oldugundan
ﬁ /Q M fo(y)dy < sup I £l £ istogt £).0r (3.5)
diir.
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Diger taraftan supp f C () olacak sekilde her f igin

1
—/ Mf(y)dy S Hf||L(1+1og+ L),Q (3.6)
Ql Jq

saglandigindan (bakimiz [64], s. 174)

1 1
o1 L MAG S o [ MAG S Wl nae 6D

bulunur.

Boylelikle (3.3), (3.5) ve (3.7) den

1
—/ Mfy)dy S sup (| fllcasioet ). + 1l Latogt )30
1@l Jq QCQ

S SUPI ||f”L(1+log+ L),Q

Qce

elde edilir ki bu da lemmay1 ispatlar.

Sonuc 3.1.

M?f(x) = My gt 1) f( NZ%I; |Q|/\f (1+1 og* ||fJE|)|>dy (3.8)

denkligi her z € R" ve f € LY°(R™) igin, f ve Q dan bagimsiz sabitlerle saglanir.

Sonuc 3.2. 0 < A < n olsun. Bu durumda

IM Fllatis 2 I My gt 190 =

SN (1 T log" M) By (39)
Q | flo

denkligi her f € LY¢(R") icin, f ve Q dan bagimsiz sabitlerle saglanir.

Belirtelim ki (3.8) denkliginin birinci kismi, [64] te ispatlanmistir (ayrica bakiniz [37],

s.159). (3.8) denkliginin ikinci kismu i¢in [21], [53] ve [54] e bakilabilir. (3.9) denkliginin
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birinci kismi, [67] deki Lemma 3.5 in 6zel bir durumudur.

Konu biitiinliigii icin asagidaki lemmay1 ispati ile birlikte verelim:

Lemma 3.4. ([64, Lemma 1.6]) Her f € L(1 + log™ L)(R") fonksiyonu ve her A > 0

sayi1sl icin

{x € R : M?f(x) > A} Sc/ @ <1+10g+ <@>)d:¢ (3.10)
esitsizligi saglanacak sekilde f ve A dan bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat. K kompakt bir kiime olmak iizere
K C{z €R": My nyf(@) > A}
olsun. Standart Ortii lemmas1 geregi

K C U3Qi7 Il Lot 0.0 > A i=1,....,m
=1

saglanacak sekilde i¢leri ayrik Q)1, ..., Q,, kiipleri se¢ebiliriz. O halde Luxemburg norm

tanimindan

@il < 5 @ (1 +log* (@)) dz

esitsizligi saglanir. Dolayisiyla

K< 1B <010
k=1 k=1
—~ [ /(@) |/ ()]
< ; o SN (1 + log™* (T)) dx

< [ IO (1 ()
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elde edilir. Lebesgue olciisii i¢ regiiler oldugundan

K C {ZE < Rn . ML(1+10g+ L)f(l‘) > /\}

Ozelligini saglayan tiim kompakt K kiimeleri lizerinden supremuma gegilirse, ispat tamam-

lanir.
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4. Cy, [M,b] VE [M#,b] ICIN KESTIRIMLER

Bu boliimde Cy, [M, b] ve [M# b] operatérleri i¢in sirasiyla noktasal kestirimler, fonksiyon

uzaylarinda norm kestirimleri ve u¢ nokta kestirimleri elde edilecektir.

4.1. C,,[M,b] ve [M# b] Icin Noktasal Kestirimler

Cy ile [M,b] ve [M*,b] operatorleri, birbirlerinden farkli 6zelliklere sahiptirler. Ornek
olarak C}, operatérii pozitif ve altlineer olmasina ragmen, [M, b] ve [M# b] operatorleri ne
pozitif ne de altlineerdir. Ancak, b iizerine ek kosullar konulursa, C}, operatorii [M, b] ve

[M#,b] operatdrlerini kontrol eder.

Lemma 4.1. b € L'*°(R") ve b > 0 olsun. Bu durumda her f € L'**(R") i¢in

M, b)(f) ()] < Co(f)() (4.1)

esitsizligi dogrudur.

Ispat. Her f, g € L'°(R") icin

(M f(z) — Mg(z)| < M(f — g)(z) 4.2)

noktasal kestiriminin saglandigi goriilebilir. b > 0 ve (4.2) den

[M0)(f) ()| = [M(bf)(x) = b(x)M f ()| = |M(bf)(x) — M(b(x)f) ()]
< MQOf =b(z)f)(x) = M((b—b(2))f)(x) = Co(f)(x)

elde edilir.
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Lemma 4.2. b € L'°°(R") olsun. Bu durumda her f € L!°¢(R") i¢in

|[M0](f)(2)] < Co(f) () + 267 (2) M f () (4.3)

esitsizligi dogrudur.

ispat.

(M 0](f) () = [M, [b]](f) ()] < 207 (2) M [ ()

oldugundan (bakiniz [6], s. 3330)

|[M, () ()| < [[M, [bl](f) ()] + 267 () M f () (4.4)

saglamir. Her # € R™ igin Cyy(f)(x) < Cy(f)() oldugundan Lemma 4.1 den

[M, () ()] < Cyy(f) (@) + 267 (@) M f () < Cp(f) () + 26 () M f ()

elde edilir.

Teorem 4.1. b € BMO(R") ve 0 < § < 1 olsun. Bu durumda, her f € LP¢(R") i¢in

Ms(Co(f))(2) < csllb M f(z)  (x €R") 4.5)

saglanacak sekilde f ve z ten bagimsiz bir ¢; > 0 sabiti vardir.

Ispat. z € R" ve sabit bir Q: Q > z alahm. f; = fx3q olmak lizere f = f1 + fo olsun.

Her y € R" i¢in

Co(f)(y) = M((b = b(y))f)(y) = M((b—bsq + bsg — b(y)) f)(y)

< M((b = bsq) f1)(y) + M((b— bsq)f2)(y) + [b(y) — bsq|M f(y)
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oldugundan

L cnw)’ay) < M~ baah )0y
() (3 f -t
(@L/”[ ~h) )
+ (@/le(y) —baQ\aMf(y)‘sdy)é

=T 11+ 111 (4.6)

elde edilir.

IQ\
/Afb—mQﬁ A M((b—bsg) )" (B) dt

* )
< [ sup ¢ (M((b—bsg)f1))" (t)] /0 t=0dt

0<t<|Q)|

oldugundan, M nin L, (R"™) den L; o(R") ye simrliligi kullanilarak

éme@m@%sW—%mmmwwﬂ

= 10 = bs@) fll 13| Q1T

yazilabilir. Boylelikle
1
1S oo [ 1) = bl 5wy
13Q J3q “

bulunur. (2.5) ten

LS b = b3llexp £,3@ 1 f L 10g £.30

saglanir. Lemma 2.1 den

16 = bellexp .o < |0+

esitsizligi saglanacak sekilde () dan bagimsiz bir ¢ > 0 vardir. Dolayisiyla

LS bl My p10g+ 1) f () 4.7

elde edilir.
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IT ifadesi, inf,cq M ((b—bsq) f)(y) ile karsilastirilabilir oldugundan (bakimz [32], s. 160)

ILS M((b = bsg) f)(x)

tir. (2.5) ve Lemma 2.1 den

II< sup 16 = bsqllexp L3l fllLrog 2,30 S N0/l My j0g+ 1y f () (4.8)
re

bulunur.

d < e < 1 olsun. III yi degerlendirmek i¢in » = ¢/§ > 1 alimp Holder esitsizligi

uygulanirsa,

1
T

11 < (ﬁ /Q () — ngPr’dy);’”' (ﬁ /Q (Mf(y))‘”"dy>6

saglanir. Lemma 2.2 den

I < [b]. (ﬁ /Q (Mf(y))gdyy < bl ML(M ) () .9)

elde edilir.

Son olarak Sonug 3.1, (4.6)-(4.9) kullanilirsa,
Ms(Co(f)) () < cllbll (Me(M f)(x) + M*f(z)) (4.10)

bulunur.

0 <e<licin

M(Mf)(x) < M*f(x)

oldugundan (4.5) elde edilir.
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Teorem 4.2. b € BMO(R") olsun. Bu durumda, her f € LI°(R") igin

Co(f)(@) < cllbll.M?f(x)  (z€RT)

saglanacak sekilde f ve z ten bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat. Lebesgue Diferensiyellenebilme Teoremi’nden

Co(f)(x) < Ms(Co(f))()

olup sonug, Teorem 4.1 den elde edilir.

4.11)

Teorem 4.3. b € BMO(R") ve b~ € L.(R") olsun. Bu durumda, her f € LY(R") igin

M, B)(F)(@)] < e (167 [ + 167 [loc) MZf(2)
saglanacak sekilde f ve z ten bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat. Lemma 4.2 ve Teorem 4.2 den

M, 8](f)(@)] < e (oM f(z) + b (2) M f(2))

4.12)

(4.13)

yazilabilir. f < Mf ve ||b]l« < [[bT|[« + [[b7 |l S [|6F]]« + |67 || oldugundan ispat

tamamlanir.

Asagidaki lemma dogrudur:

Lemma 4.3. b € LY°(R") ve b > 0 olsun. Bu durumda her 2 € R" igin

(M7, B](f) ()] < 2C5(f)(2)
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saglanir.

Ispat. Gercekten de

(M7, 5](f) ()]
IM#(bf () = b(a) M7 (f) ()]

— gl a / bW)f ) = (bF)aldy = b(z) S‘;f; ] / 1) f@‘dy\

sup = / ) (5) = (5 oldy = stp o / () fldy‘
o5 Q) ¢ - Q] ¢

<sup ,Q‘/]rb - (bf)ol ~ o) <y>—ba:fQ\\dy

Q>

o o1 . B 0) = (4)a = b1 (0) 4 ) Sl

< sup — /|b y)|dy + sup — /|b — (bf)oldy
Qs Q) Q3 || ¢

< 2G,(f)(@)

elde edilir.

Lemma 4.4. b € L'(R") olsun. Bu durumda her = € R”
(M7, B (f) (@) < 4(Co(f) (@) + M(bf)(z) + 07 (2)M f(x))  (z €R")
saglanur.
Ispat.
[MF0)(f) () = [M7, ) () ()] < 2M% (b7 f)(x) + 2b7 (2) M7 f ()
oldugundan, Lemma 4.3 geregince

[[M7,5](F) ()] < |[MF [Bl](f) ()] + 2M7 (b7 f) () + 207 (2) M7 f (2)
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< 4(Cu()@) + M~ f)(a) + b (2)M f ()

bulunur.

Sonu¢ 4.1. b € BMO(R") ve b~ € L., (R") olsun. Bu durumda, her f € L¢(R") i¢in

M7, 8] () (@) < e(llb ]l + 107 lloo) M2 f(2)  (x €R") (4.14)

olacak sekilde f ve x ten bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat. f < M f oldugundan, Lemma 4.4 ve Sonug 4.2 den

(M7 0)() ()] S ol f () + (167 e M f ()

S (IB* s + 1167 [lo) M2 f ()

elde edilir.

4.2. C,, [M,b] ve [M#,b] icin Norm Kestirimleri

Bu kistmda Cj, [M, b] ve [M#b] operatorleri icin norm kestirimleri énceki boliimlerde

elde edilen noktasal kestirimler yardimiyla ispatlanacaktir.

Teorem 4.4. b € BMO(R") olsun. X, R™ iizerinde tanimlanan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin

bir Banach uzay1 olsun ve latis 6zelligini saglasin, yani

0<f<g, hhy=|flx < lglx

olsun. Ayrica farz edelim ki M, X iizerinde sinirhdir. Bu durumda, Cj operatorii X
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tizerinde sinirhidir ve

ICofllx < cllbll I fllx

olacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat. Teorem 4.2, X uzaymin latis 6zelligi ve M nin X iizerinde sinirl oldugu kul-

lanilirsa,

ICflx < llellbll M2 fllx = ellbll A2 fllx < ellbll]Ifllx

saglanir.

Teorem 4.5. b € BMO(R") ve b~ € L,,(R") olsun. X, R" iizerinde tanimlanan 6l¢iilebilir
fonksiyonlarin latis 6zelligini saglayan bir Banach uzay1 olsun. Ayrica M nin, X iizerinde
stirlt oldugunu kabul edelim. Bu durumda, [M,b] ve [M# b] operatorleri X iizerinde

sinirhidir ve

A B)(A)llx < e(llo™ [l + 107 o)l f I

IM#, 8] () [1x < (Il + 107 o) ILf 1l x

esitsizlikleri saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat. Sadece [M, b] icin ispat yapilacak, [M#, b] icin ispat benzer diisiinceyle yapilabilir.

Teorem 4.3, X uzayinin latis 6zelligi ve M nin X iizerinde sinirlt oldugu kullanilirsa,

1M, 0] fllx < leClIb* [l + 16 [loo) M2 £ x
= c([Ib" [l + 1107 lloo) 107 £l x

< c([[o7 [ + 1167 1o 1f Il

saglanir.
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4.2.1 L,(R") Uzerinde Norm Kestirimleri

Asagidaki teorem [33] te ispatlanmis olup, burada farkl: bir ispat verilecektir.

Teorem 4.6. 1 < p < oo ve b € BMO(RR") olsun. Bu durumda C), operatérii L,(R™) de

sinirhidir.

Ispat. 1 < p < co oldugundan M, L,(R"™) de sinirlidir. Dolayisiyla Teorem 4.4 ten ispat

tamamlanir.

Asagidaki teorem [6] da ispatlanmis olup burada farkli bir ispat verilecektir.

Teorem 4.7. 1 < p < 00, b € BMO(R"™) ve b~ € Lo (R") olsun. Bu durumda [M, b] ve
[M#,b], L,(R™) de sinirhdir ve sirastyla

MBIl < eClIB™ 1« + 167 o) 1 £l

1Ny < eI e+ 117 o)1 £

esitsizlikleri saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat. 1 < p < oo oldugundan M, L,(R™) de smirhdir. Dolayisiyla Teorem 4.5 ten ispat

tamamlanir.

4.2.2 L, (R") Uzerinde Norm Kestirimleri

Bu boliimde L,(.,(R™) uzayinda C,, M, b] ve [M#, b] operatérlerinin sinirhihigy, elde edilen

noktasal kestirimler yardimiyla verilecektir.

Asagidaki teoremler sirasiyla J. S. Xu tarafindan [76] da ve P. Zhang ve J. Wu tarafindan
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[77] de ispatlanmistur.

Teorem 4.8. ([76]) b € BMO(R") ve p(-) € £'°8(R") olsun. Bu durumda Cj, L,.,(R")

de simirhidir.

Teorem 4.9. ([77]) b € LP¢(R") ve p(-) € 22°¢(R") olsun. Bu durumda agagidakiler
birbirine denktir:

(i) [M,b], Ly (R™) de sinirhdir.

(ii)) b € BMO(R"™) ve b~ € Lo(R™).

(iil) [M#,b], Ly (R™) de sinirhdir.

Teorem 4.4, asagidaki sonucu ifade etmeye imkan verir:

Teorem 4.10. p(-) € Z(R") olsun. Bu durumda agagidakiler birbirine denktir:
(i) Cy, operatorii Ly.)(R™) de sinirlidar.
(ii) b € BMO(R").

Ispat. (ii) = (i). p(-) € Z(R") oldugundan M, L,.,(R") de sinirhdir. Ispat Teorem 4.4
ten elde edilir.
(i) = (ii). @, R™ de keyfi bir kiip ve f = x olsun. Her z € () i¢in
1
Co(xQ)(@) 2 al s [b(y) — baldy ¢ xo() (4.15)

esitsizligi saglandigindan

1
Il 2 (@ /Q b(y) — bQ|dy) Ialle,,
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dogrudur.

1C(x)llL,, < clixallL,,

oldugundan

1
— b — byldy <
|Q|/Q|<y> oldy < e

elde edilir ki boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.11. p(-) € Z(R") olsun. Bu durumda agagidakiler birbirine denktir:
(i) [M,b], Ly (R™) de sinirhdir.

(i) b € BMO(R") ve b~ € Loo(R™).

(iii) [M#,b], Ly (R™) de sinirhdir.

Ispat. (ii) = (i) A (ii) = (iii). p(-) € Z(R") oldugundan M, L,,(R") de simrhdr.
Ispat Teorem 4.5 ten elde edilir.

(i) = (ii) A (iii) = (ii). Ispat [77] Teorem 1.2 ye benzer sekilde yapilabilir.

4.2.3 Lg(R") Uzerinde Norm Kestirimleri

Bu kisimda Cj, [M,b] ve [M#,b] operatorlerinin Lg Orlicz uzaymda sinirliligi ince-

lenecektir.

Teorem 4.12. ® € V, olsun. Bu durumda

(i) Cy, Lo uzayinda sinirhdir.

(i) b € BMO(R™).
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Ispat. (ii) = (i). Teorem 2.4 ten M, Lg uzayinda sinirlidir. Dolayistyla Teorem 4.4 ten

1Co (e < cllbllllfll s

elde edilir.

(i) = (ii). @, R™ de keyfi bir kiip ve f = x¢ olsun. Bu durumda

> 1

1Co(x)llLe 2 {177 [ 16(y) —boldy ) [IxallLs
Ql Jq

dogrudur.

1Cs(x@)llzs < cllxallLs
oldugundan

o o)~ baldy <

A Y) — Yy e

Ql Jo p

elde edilir ki boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.13. ® € V; olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) [M,b], Ly de sinirhdir.

(ii)) b € BMO(R"™) ve b~ € Lo(R™).

(iii) [M#,b], Lg de sinirhdir,

Ispat. Sadece [M, b] icin ispat yapilacak, [M#, b] icin ispat benzer diisiinceyle yapilabilir.

(ii) = (i). Teorem 2.4 ten M, L¢ uzaymnda smirhdir. Dolayisiyla Teorem 4.5 ten

MBI ()2 < e (1] + 117 lloo) [1£1]2s

elde edilir.
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(i) = (ii). @ sabit kiipii i¢in f = x¢ olsun. (i) den

1M 0] (xe) |z < cllxell

oldugu goriilebilir.

Ayrica

M(bxq)xq = Mq(b) ve M(xq)Xq = Xq

esitlikleri dogru oldugundan

|Mq(b) — bxol = [M(bxo)xo — bM(xqo)Xxq|

< [M(bxq) — bM(xQ)| = |[M, b](xq)l

elde edilir (Burada Mg, (2.1) de tammlanan lokal maksimal fonksiyondur). Dolayisiyla

1Mq(b) = bxqllze < [IIM,0](xe)llLs

bulunur. O halde (i) den

[Mq(b) — bxollze S lIxolls

yazilabilir. (2.4) esitsizligi uygulanirsa,

/Q b(y) — Mo()(®)|dy < 11— Mo(®)za I xallze

saglanir. Burada U, ® ye komplementar Young fonksiyonudur. ||x¢llz, X0l =~ |Q]

denkligi yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa,

ﬁ /Q b(y) — Mo(B)(w)ldy < ¢

elde edilir.
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E={reQ:bx)<by}, F={xe@:b(x)> by} olsun. Bu durumda

/E|b(t)—bQ|dt:/F|b(t)—bedt

oldugu agiktir. b(z) < by < Mg(b) esitsizligi, her = € E igin saglandigindan

1 2
@/Q|b(t)—bQ|dt: |Q—|/E|b(t)—bQ|dt

2
< 1 1) = Mo o))
2
< /Q Ib(t) — Mo(b)(1)]dt < ¢

bulunur. Buda b € BMO(R™) olmasi demektir.

b~ € Loo(R") oldugunu gostermek i¢in, Mq(b)(x) > |b(z)|,x € Q esitsizliginden yarar-

lanacagiz. Bu durumda

0 <0 (z) = [b(x)| = b7 (x) < Mo(b)(z) — b (x) + b~ (z) = Mq(b)(z) — b(x)

dir. Elde edilenleri birlegtirirsek, her () kiipii i¢in

(b7)g <c

bulunur. Lebesgue Differensiyellenebilme Teoremi’nden 6~ nin sinirliligi elde edilir.

424 M, \(R") Uzerinde Norm Kestirimleri

Bu kisimda komutator operatorlerinin Morrey uzayinda sinirhiligi arastirilacaktir.

Teorem 4.14. 1 < p < oo, v € Ay, w € Zy,(v) ve b € BMO(R") olsun. Bu durumda C,

operatdrii M, ,(v) Morrey uzayinda sinirlidir.
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Ispat. Teorem 2.10 ve Teorem 4.4 ten

IC (M rp oy < €llBINF Nl Aty o)

elde edilir.

Teorem 4.15. 1 < p < 00, v € A,, w € Zy,(v), b € BMO(R™) ve b~ € Loo(R™) olsun.

Bu durumda [M, b] ve [M#b] operatorleri M, ,(v) uzayinda sinirhdur.

Ispat. Teorem 2.10 ve Teorem 4.5 ten

M, B ()l vty o) < € 0T+ 1187 [loo) 11l Aty

IIM#, 01 (F) Lty < € (107N + 107 Nloo) 1l

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.16. 1 < p < cove 0 < A < n olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine
denktir:

(i) Cj operatorii M, \ uzayinda smirhdir.

(i) b € BMO(R™).

Ispat. (ii) = (i). b € BMO(R") olsun. Teorem 4.14 den C}, operatorii M,, , Morrey
uzayinda sinirhdir. Bunun igin v = 1 ve w(x,r) = r" Az € R™, r > 0 almak yeterlidir.

(i) = (ii). Her f € M, i¢in

1C(F) [ wyn < el Fllag, 0

esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir ¢ > 0 olsun.
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@, R™ de sabit bir kiip ve f = x¢ olsun. Bu durumda

1

1
I A=n P / 1y A=n \ p
Il ~ sup (IQ| : /Q |xQ<y>|pdy) —sup (1 NQIQIT)’
Q/ ’ Q’

/

— s (1Q1Q1°7)" = Q% (4.16)

Q'CQ

oldugu kolaylikla goriiliir.

Diger yandan (4.15) esitsizligi kullanilarak

1Ch ()l = sup (|Q’|*%” / cb<XQ><x)pdx) ’”
Q' !
A1
> 1Q[ / Ib(y) — boldy 4.17)
al /.

elde edilir. (i), (4.16) ve (4.17) den

1
@/Qﬂ?(y) —bgldy < c

bulunur ki bu da b € BMO(R™) olmas1 demektir.

Teorem 4.17. 0 < A < nve b € BMO(R") olsun. Bu durumda C}, operatorii M; ,(R™)N
Mot (R™) den My x(R™) ye siirhdr.,

Ispat. Teorem 4.2 ve Teorem 2.7 den ispat elde edilir.

Asagidaki teorem Q. Xie tarafindan [75] te ispatlanmugtir.

Teorem 4.18. ([75]) 0 < A < n ve b, R" de reel degerli lokal integrallenebilir bir fonk-
siyon olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir:

(i) [M, b], M, \ uzayinda simrl olacak sekilde p € (1, c0) vardur.

(ii)) b € BMO(R"™) ve b~ € Lo(R™).
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(iii) [M#,b], M,, , uzayinda sinirh olacak sekilde p € (1, 00) vardur.

Not 4.1. (ii)) = (i) ve (ii) = (iii) nin ispat1 sirasiyla Teorem 4.5 ve Teorem 1.10 kul-

lanilarak yapilabilir.

Teorem 4.19. 0 < A < n, b € BMO(R") ve b~ € L (R™) olsun. Bu durumda [M, b] ve
[M#,b] operatdrleri M 5 (R™) N 92%+HR™) den M A (R™) ye sirhdar.

Ispat. Teorem 4.3 ve Teorem 2.7 den ispat kolayca elde edilir.

4.3. Cy, [M,b] ve [M# b] I¢in U¢ Nokta Kestirimleri

Bu kisimda, elde edilen noktasal kestirimler yardimiyla Cy, [M, b] ve [M# b] igin ug nokta
kestirimleri ispatlanacaktir. Ayrica [M, b] operatoriiniin zayif (1, 1) esitsizligini saglamadigi

bir ornekle gosterilecektir.

Teorem 4.20. Asagidakiler birbirine denktir:
() Her f € L(1 +log* L)(R™) ve herbir A > 0 igin

H{z e R" : Cp(f)(z) > A} < C/n @ <1 +log™* (@)) dx (4.18)

esitsizligi saglanacak sekilde f ve A dan bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

(ii) b € BMO(R™) dir.

Ispat. (i) = (ii). Qo, R™ de herhangi bir kiip ve f = x¢, olsun.

b(z) — by | < |@—1oy [ o)~ )iy
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oldugundan herbir A > 0 i¢in

{z e R": Ci(xq)(x) > A}

1
= [{z € R" : sup —
T€Q |Q| QNQo

1
> {x € Qo : sup —
z€EQ ’Q| QNQo

1
0ol o, |b(z) — b(y)ldy > A}

> {z € Qo [b(x) = bgy| > A}

() — b(y)|dy > N}
b(z) — b(y)|dy > N}

> {z € Qo:

dogrudur. Hipotezden

{z € Qo :[b(x) —bg,| > A} < C|Q0|% <1 + log™ %)

dir.

0 <0< 1ligin

b(z) — bo,|°dx = 5/0 N7 2 € Qo - [b(x) — bg,| > AY|dA

= 5{/01+/100} N7 x € Qo - [b(x) — bg,| > AY|dA

1 0o 1
§6|Q0|/ )\51d)\+c6|Q0|/ /\‘HX (1+1og X) dA

)1l

bulunur. Boylece b € BMO4(R™) dir. Lemma 2.2 den b € BMO(R™) elde edilir.

Qo

|Q0|+05|Q0|/ A 2dN = (1+c

(ii) = (i). Teorem 4.2 ve Lemma 3.4 ten

{z € R Gy(f)(2) > M| < H SR : Mf(z) > cuzu*}'

<o [ AU (e (AN 4,
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dogrudur.
(1+1log™ ab) < (1 +log™ a)(1 + log* b) (4.19)
esitsizligi her a, b > 0 icin saglandigindan

Hz e R": Cy(f)(x) > A}
< c||b][(1 +log™ ||]].) /R |f&x)| <1 +log? <@>) o

bulunur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.21. b € BMO(R") ve b~ € L. (R") olsun. Bu durumda her f € L(1 +
log™ L)(R™) ve her A > 0 igin

{z € R : |[M,b)(f)(z)] > \}| < cco/ (o) (1 +log* (M)) dr, (4.20)

g \
{z € R : [[M*,8](f)(z)| > \}| < cco/n W;” (1 +log* (@)) dr  (4.21)

esitsizlikleri saglanacak sekilde f ve A dan bagimsiz ¢ > 0 sabitleri vardir. Burada
co = ([6" 1 + 167 [lso) (1 + log ™ (67 1« + 167 [|oo))
dir.

Ispat. Ispati sadece [M, D] icin yapacagiz. [M#,b] icin ispat benzer sekilde yapilabilir.

Lemma 4.2 den

{z € R : |[M,0](f)(z)] > A}

< {x eR": Cy(f)(z) > %
{xeRn  Cy(f) () >%

<

}' + Hx ER": |26 | M f(z) > %H
\

f

{x € R" : 2|67 || M f(z) > %H (4.22)



elde edilir. (4.18) den

Hx ER": Cy(f)(x) > %}'

< ol (1 tog o) [ L5 (1 T log (@)) e (423)

bulunur.

Diger taraftan, M maksimal operatorii zayif (1, 1) esitsizligini sagladigindan

Hx €ER™: 2007 |0 M f(z) > %H

<l [ Sy,

< c||b\|oo/n @ (1 +log™® (@)) dr  (4.24)

dir. (4.22), (4.23) ve (4.24) ten (4.20) elde edilir.

Not 4.2. [M, b] operatoriiniin genelde zayif (1, 1) esitsizligini saglamadigin1 gostermek
icin C. Pérez’in [64, s. 175] te verdigi 6rnekten yararlanacagiz. b(z) = log|l + z| ve
f(x) = x(0,1)(2), z € R olsun. Her x < 0 igin

t 1

M ~ —
/() os<g£)1t—x 1—a

oldugu goriilebilir.

Diger yandan, her z < 0 i¢in

t
log |1 + y|d 1+t log(l+t)—t 2log2—1
M(bf)(z) ~ sup Jo log |1+ yldy — sup (1+1t)log(1+1¢) _ 2log
0<t<1 t—ux o<t<1 t—x 11—z

elde edilir. Boylece

(M, b](f)(x) = 2log2 —1  log|l + x|

1—=x 1—=zx
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saglanir.

Eger x < —100 ise

1
log |1+ x| —(2log2 —1) > §log|x|

bulunur. O halde, her A > 0 i¢in

Az € R [[M,b](f)(x)] > A} = A
> A

> A

{x<0:‘

{SE < —100:

{x < —100 :

2log2—1 log |1+ x|
11—z

l1—2z >)\}’

=
&

1log |x|
21—z
1log |z|
4

|

= A[—100 — ¢ 1 (4))]

dir. Burada ¢ : (—o0,—¢) — (0,e7!) ve p(x) = log|z|/|z|. Buradan goriilebilir ki

kestirimin sag tarafi A — 0 iken sinirsizdir. Gergekten de

lim Adp~ () =

A—0

dur.
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5. MAKSIMAL FONKSIYON VE ZYGMUND-MORREY UZAYLARI

0 < A < nigin My e+ 1)1 Zygmund-Morrey uzayinda M, Hardy-Littlewood mak-

simal fonksiyonu sinirli degildir. Bunu bir 6rnekle gosterebiliriz:

Ornek5.1. n=1ve =1 /2 olsun. f ¢ift fonksiyonunu = > 0 i¢in
f(z) = Z X2 12 (ke 2 n? (k-+¢) 1) (T)
k=0

sekinde tanimlayalim.

Kolayca goriiliir ki M f ve M2 f de ¢ift fonksiyondur. A¢iktir ki z > 0 igin

[M]¢

Mf(x) ~ X[k2 In? (k+e€),k2 In2 (k+e)+1] (z)

ol

=()

1
Py 2 1n2(k: + G)X[kQ In?(k+e)+1,k2 In? (k+e)+my] (55)

+
NE

k=0
> 1
+ Z (k: + 1)2 1n2(k +e+ 1) +1— xX[kZ In?(k4e)+14my,(k+1)2 In? (k+e4-1)] (55)
k=0
dir. Burada
k+1)21In*(k 1) — k2 1n*(k -1
mk:( +1)°In“(k+e+1) n(k +e) k=0,1,2, ..

2

dir. Bu durumda

_1
1 50 M P,y = sup 11 [ 01

< sup |I]72 [ Mf+ sup |I|_%/Mf2:A+B
1

L|I<1 I I|I|>1

yazilabilir.
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A= sup [I]72 [ Mf< sup 1]z <1
I:|I<1 I I:|I1<1

oldugu kolayca goriilebilir.

Diger taraftan

k2 In?(k+e)
/ Mf(@)de ~ (1+2n(1+my)),  k=0,1,2..
k2 1n2(k4-e)

oldugundan

B = sup |I|” 2/Mf

I:|I|>1

=sup  sup \I\_% /Mf(w)dx
I

m2>2 I'm—1<|I|<m

< supm_;/ M f(z)dz

m>2
L (j4+1)2 In2(j+e+1)
< supm 2 Z / M f(z)dz
m>2 212 (jtre)< 21n?(j+e)
1
A~ supm 2 1+2In(1+m;
supm™t 37 (1+2mn(1+my)

721n2%(j+e)<m

1
<supm” 2 Z In(j+e)
m>2 12
72 In*(j+e)<m
11
Ssupm zmz =1
m>2

elde edilir. Bu da

<1l14+1=2<o

L(1+logt L), 4 ™~

[FalRY

olmasit demektir.

Diger taraftan her z € [k?In®(k + ¢) + e, k2 In?(k + ) + my] icin

1 v dt
M? > /
fl@) = z— (K2In*(k +e) + 1) iewme(peyrr t — K20 (k + e)
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_ In(z— K In’(k +e))
C (z—k2I*(k4e)+1)
- In(z — k*In®(k + e))
— oz —k2In*(k+e)

saglanir. Boylece

. In(z — k2 In®(k +¢))
MZf(I) > kz; v 12 1n2(k: te) X[k2 In? (k+e)+e,k2 1n2(k+e)+mk}($)

bulunur. Sonug olarak

|| *]\4—']c.||/\/llz(l+logJr L),% (R)

= [|M*fllp,

k2 1n?(k+e)
- sup(k‘ln (k+e) / f(z)dx

k—

PP (e tmy (0 _ 12 12 (k +e
> sup(k In(k + ¢))! Z/ ( - Ii )
4 o1 SR te) e z — k2 In*(k + e)

mjl
up(kIn(k +¢)) Z/ ﬂdx

>sup(k1n (k+e)) Zln m;

>sup(k‘1n (k+e)) Zln j+e)

> sup(kln(k + e)) 'k In®(k + ¢)
k

=sup(kln(k +¢)) 'kIn®*(k + ¢)
k

=supln(k +e) =00
k
elde edilir.

M, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu M+ 1)\ Zygmund-Morrey uzayinda
siirli olmamasina ragmen M, bu uzayda radyal azalan fonksiyonlar icin sinirlidir. Bunu

ispat etmek icin asagidaki lemmalara ihtiya¢ duyacagiz:
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Lemma 5.1. 0 < A\ < n ve f € 9M 4+ (R") olsun. Bu durumda

||f||ML(1+log+L))\ ~ Supx ”/ / lo(p)|p"™ ldpdt

denkligi f(-) = ¢(| - |) olmak iizere f den bagimsiz sabitlerle saglanur.
Ispat. Sonug 3.2 den, her f € M(R™) igin

A—n
5t 0 500 B [ M7 = DR

elde edilir. M,(f)(y) 2 |B(0, |ym%—1 fB(OvlyI) |f(2)|dz ve M f ~ H,f olduklarin1 kul-

lanip, kutupsal koordinatlara gecersek,

1
M A~ & MF(2)|dz
U |B(0, [y[)[* jL/B<0|y|>‘ f2)l

1 /
N —————— |H, f(2)|dz
1B(O, [y])|"~* /B0yl

1 / /
y w)|dwdz
!B(O,\y!)l“% B(0,]y)) ‘B 0 |2])] |z|)
1 / s »
— 5 |2| ”/ lp(p)|p" dpdz
!B(O D" B0

A—n ‘yll n 1
~ |yl !so dpdt

elde edilir. Sonug olarak

\y|1 t
12 e 21 Zesssuplle”/ ;/ [(p) " dpdt
0 0

yeR™

L [t -
= esssup 2 /;/ o(p)|p"~ dpdt
>0 0 0

bulunur. Burada f(-) = ¢(] - |) dir.
Diger taraftan Teorem 2.1 den

| B
105ty 0 500 | / (M) (1)t
0
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i8]
~sup Bl [ f()dt
B

0
A—n ‘B‘l t
:sup]B\n/ —/ f*(s)dsdt
B o tJo
A—n ‘B‘l t 1
—sp B [ [t jasar
Bl ptm
~ sup |B| / / Y p"tdpdt

L
%suplBV/ / o(p)lp" " dpdz
B
:supx)‘”/ / lo(p)|p" tdpdt
>0

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 5.1. 0 < \ < n ve f € M*+(R") olsun. Bu durumda

Ehl
HMfHML(1+10g+ L),A ~ supa: / / / |30 P 1dpdtdy

denkligi f(-) = ¢(| - |) olmak iizere f den bagimsiz sabitlerle saglanr.

Ispat. f € 94 (R™) olsun. M f ~ H,f ve H,f € M **(R") oldugundan Lemma

5.1 kullanilirsa,

xr
IV Wt 0 50 [

|dy> t"dtdy
/ ( O|t||/0|t

e [0 [
A~ sup 2 -

33>18 0 t

/ " Ldpdtdy

LSLI- |+

elde edilir.

Lemma 5.2. 0 < A\ < n olsun. Bu durumda

x 1 Yy 1 t
supx)‘”/ —/ —/ lo(p)|p" tdpdtdy < sup 2™~ / / lo(p)|p" Ldpdt
z>0 o YJo tJo z>0
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esitsizligi tim ¢ € 9M™+(0, 00) i¢in ¢ den bagimsiz sabitle saglanir.

Ispat. Gercekten de:

Y1
sup 7~ / / / lo(p)|p" Ldpdtdy
x>0
—SUISZE n/ yn A— ly)\ n/ / |<’0 n 1d,0dtdy
x>
< ! 1 n 1d dt - -n n—/\—ld
supy’~ \so p sup = y
y>0 >0
Y1
~ supy " / n / lo(p)|p" dpdt.
y>0 0 0

Bu sonuclari birlestirirsek asagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 5.1. 0 < A\ < n olsun. Bu durumda her f € 9"*+(R") igin

”Mf||ML(1+1og+ L),x ™~ Hf||ML<1+log+ L),

esitsizligi f den bagimsiz sabitle saglanir.

Ispat. Lemma 5.2, Lemma 5.1 ve Sonug 5.1 den elde edilir.
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6. M? ICIN MORREY UZAYLARINDA ZAYIF NORM ESITSIZLIiGI

Bu béliimde, M? operatdriiniin Zygmund-Morrey uzayindan zayif Zygmund-Morrey uza-

yina sinirliligr ispatlanacaktir.

Teorem 6.1. 0 < A\ < n olsun. Bu durumda M? operatdrii M L(1+log* L),x Uzaymndan

WM 1 10+ 1),» Uzayina siirhdir ve

2
HM fHWML(1+log+ L)\ < CHfHML(1+1og+ L)\ (6'1)

esitsizligi f den bagimsiz sabitle saglanir.

Ispat. Q, R" de bir kiip ve f; = fxaq olmak iizere f = f; + f5 olsun. M? nin alttoplam-
salligindan

M?f < MPfy+ M fy
bulunur.
2 €20NQ" ve Q'N(4Q)°¢ # () bzelligini saglayan her @’ kiipii igin ) C 4@’ saglandigindan
M) = M(fxagr)@) < s ar | 15)ldy ©2)
qciq Q|

esitsizligi her z € 2() i¢in dogrudur. Boylece her z € R" i¢in

M fo(2) < x2q(2) sup

|f(W)|dy + x20)(2)M f(2) (6.3)
QcAQ’ |Q| @

yazilabilir. Her y € () i¢in (6.3) esitsizliginin her iki tarafina maksimal fonksiyon uygu-

lanirsa,

M? fo(y) < M(x2)(y) sup =

; ]f(z)]dz + M(x 20 M f)(y) (6.4)
QC4Q’ |Q ’
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elde edilir. y € @ igin M (x20)(y) = 1 oldugundan (6.2) esitsizligi kullanilarak

1
M2fy(y) < sup — / F@ldy+ swp — [ Mf@)dy
QCaQ’ |Q ac2q Q'] Jo
< sup M f(y)dy (6.5)
Qco |Q | Jor

bulunur. Sonug olarak y € () i¢in

M?f(y) S M?*(fxaq)(y) + sup

M f(y)d 6.6
ST Ly f(y)dy (6.6)

saglanir.
Her o > 0 ve t > 0 i¢in (3.10) esitsizligi kullanilarak

{z € Q: M*(fxaq)(x) > at}]

< {z €R": M*(fxaq)(x) > at}|

SC/n |fxi($)| <1+1Og+ (|fxﬁ(x)|>>dx
Scé <1+1 a) /4Q |f(t)| (1+log+ (@))dm

bulunur. Buradan

o € Q: MP(fxaQ)@) > at}] / @) <1+1Og+ (M))dx
<) 5 .

(1 +log™ 1)

dir. Sonug olarak

L1 € Q2 M2 (fxig) () > ot}
TG (Y

o 12 o ()

veE

. 1 {z € Q: M?(fxa)(z) > at}|
mf{t “UeRal Tl +log' 1) = 1}
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1
§inf{t>0: / lf
14Q] Jag

ginf{t>0: L / lf
14Q] Jag

elde edilir. Boylece

z)| <1+10g+ (\f(txﬂ)) e < 1}
2 (1 tog (L) ) gr 1)

(
t
(
t

HMz(fX4Q)HWL(1+10g+ 0nQ =< ||CfHL(1+1og+ 0),4Q = CHfHL(1+10g+ L),4Q (6.7)

bulunur.

(6.6) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci toplam i¢in (3.2) esitsizligini uygularsak,

1 1
up MfH < sup — [ MF S swp [ fllrgs 1o
QCQ’ |Q | Q' WL(+log™t L),Q QCQ’ |Q l Q' QCQ’

olur. Buradan da
HM2f”WL(1+1og+ L),Q < csup ”f||L(1+1og+ L),Q’ (6.8)
QCR’
yazilabilir. Boylece (6.8) den

A A
sup |Q|~ ||M2fHWL(1+1og+ £),Q Scsup Q[ sup ”f||L(1+1og+ L),Q
Q Q QCQ’

A
n

A _A
< (sup|c2|nsup o n)supmz' st 1o
Q QCQ’ Q
A
%Sgp |Q‘" ||fHL(1+1og+ L),Q

yani

2
HM f”WML(1+log+ L)\ S CHfHML(l-‘,—]ogJF L)\

dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.
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7. ZYGMUND-MORREY UZAYLARINDA NORM ESITSIZLIKLERI

Bu bolimde, ¢, maksimal komutatdrinii M 4105+ 1) » den WM o0+ 1) 5 Y€ stnurh
yapan fonksiyonlar kiimesi karakterize edilecektir. Ayrica, [M, b] ve [M# b] operatorleri

icin de zayif norm esitsizlikleri ispatlanacaktir.

Teorem 7.1. 0 < A < n olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
@) Cp: Mpiogt pa(R™) = WM 14106+ 1) (R") simirhidir.
(ii) b € BMO(RR™) dir.

Ispat. (ii) = (i). b € BMO(R") olsun. Teorem 4.2 ve Teorem 6.1 den C, operatorii

M paiogt ) @D WM 40+ 1) ye sturhdir ve

||Ob(f)||WML(1+1og+ L)X = C||f||ML(1+1og+ L)\ (71)

esitsizligi f den bagimsiz sabitle saglanir.

(i) = (ii).
||Ob(f)||WML(1+log+ L)\ S C||f||ML(1+10g+ L)\ (7'2)

esitsizligi f den bagimsiz bir sabitle saglansin. ()y, R™ de keyfi bir kiip ve f = ¢, olsun.

Sonug 3.2 den

~ Aon XQo ()
||XQO||ML(1+log+ I35 Sgp |Q| " /QXQO (y) (1 + 10g+ L0077 ) dy
Q

(XQO)
) ngﬂ%l( 1 IQ|)
oo e e g ag

yazilabilir. Aciktir ki

A
HXQOHML(1+10g+ L), Z ‘QO’”
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dir. € € (0,1 — 2) olsun. (1 + log t)/¢t* fonksiyonu [1, co) araliginda sinirl oldugundan

n

ngﬂQo|< Q )
|

<
S N/ L 75 Tl ATo T Yo

Q:QNQo#D
_ A | 1—¢
= sup [Q[»TQ N Qo
Q:QNQo#D

3>

Ao _
= sup |Q»* QN Qo' = Qo
QCQo

bulunur. Boylece

A
X0 My 1o 10 & [Qol (7.3)

elde edilir.
Diger taraftan

A
1Co(XQo ) WMy 1 1t 192 = Sup QI |Co(xqo)lwra+iog+ 1,0

A
= |Q0’" HCb(XQo)||WL(1+1og+ L),Qo

dir. Ayrica

|| Cb(XQo) ||WL(1+1og+ L),Qo

=inf< A > 0:sup L Hre Qf : Cb(XQOJz(lx) > A} <1
>0 |Qo F(1T+1log™ $)
2
> inf {)\ >0: @\{x € Qo : Ch(xgy)(x) > 2A} < 1}
0
yazilabilir. Her = € () i¢in
Colxa)(@) = = [ 1b(@) = b)ldy = s— [ 1b{y) — bauldy
P Q0| Jo, ~ 2|Qol Jg, Qo
oldugundan
e aa > 15 [ 10 - boular | =2
— ST : (T — b, =
|Qol 0 Trke 41Qo| Jo, Y @l
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saglanir. Boylece

1
HCb(XQo)||WL(1+1og+ L),Qo > m o |b(y) - bQo|d?J

bulunur. Sonug olarak

A 1
1C(XQo) WMy g 1ogs 1y 2 [Qol™ 1b(y) — b, |dy
’ 1Qol Jo,

elde edilir. (7.2)-(7.4) den

1
= [ [b(y) = bg,ldy S c
1Qol Jo, Qo

yazilabilir. Bu da b € BMO(RR") olmasin1 gerektirir.

(7.4)

Teorem 7.2. 0 < A\ < n ve b € BMO(R") olsun. Bu durumda her f € 9M"4+(R") igin

HCb(f)||ML(1+log+ L),k S c”b||*||fHML(1+log+ L),)\

esitsizligi f den bagimsiz bir ¢ > 0 ile saglanir.

Ispat. Teoremin ispat: Teorem 4.2 ve f € INT*H(R") icin M f ~ H,f € Mot (R")

olmasindan yararlanarak Teorem 5.1 yardimu ile yapilir.

Teorem 7.3. 0 < A < n,b € BMO(R") ve b~ € Lo (R") olsun. Bu durumda [M, b] ve

[M#b] operatorleri M L(1+logt L)) den WM o0+ 1y 5 ye simrhidir ve sirasiyla

M B W e 10 < CUDT e A+ 107 o) 1t gy 110

I D Wy gt 1y < BN A+ 107 oo ) Ity 10

esitsizlikleri f den bagimsiz ¢ > 0 sabitleri ile saglanir.
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Ispat. Teoremin ispat1 Teorem 4.3 ve Sonug 4.1 den Teorem 6.1 kullanilarak yapilir.

Teorem 7.4. 0 < A < n, b € BMO(R") ve b~ € L, (R™) olsun. Bu durumda her
f € Mmredt(R") igin

N Bty 1, < O 14 10 oIty 1

NN ry s s < BT A 15 T 1ty s 1

esitsizlikleri f den bagimsiz ¢ > 0 sabitleri ile saglanir.

Ispat. Teoremin ispat1 Teorem 4.3 ve Sonug 4.1 den f € MradH(R™) icin M f ~ H,f €

9tradt(R™) olmasindan yararlanarak Teorem 5.1 yardimu ile yapilir.
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8. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, maksimal komutator, Hardy-Littlewood maksimal operatorii ve kesin mak-
simal operatoriin komutatorleri ele alinmigtir. M, (M) operatorii i¢in noktasal kestirim-
ler elde edilmistir. Daha sonra, komutator operatorleri icin sirasiyla noktasal kestirimler,
fonksiyon uzaylarinda norm kestirimleri ve u¢ nokta kestirimleri elde edilmistir. Ayrica,
Zygmund-Morrey uzaylarinda Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun sinirli olmadig,
fakat bu uzayda radyal azalan fonksiyonlar i¢in stmirl oldugu gosterilmistir. M? operatdrii
icin Zygmund-Morrey uzaylarinda zayif norm kestirimi elde edilmis, bu norm kestirimi
yardimiyla komutator operatorleri i¢in de Zygmund-Morrey uzaylarinda zayif norm kesti-

rimleri ispatlanmisgtir.
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