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ÖZET 

 

MAKSİMAL FONKSİYONLARIN KOMUTATÖRÜ VE BAZI 

UYGULAMALARI 

 

AĞCAYAZI, Müjdat 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Doktora Tezi 

Danışman: Doç. Dr. Rza MUSTAFAYEV 

KASIM 2015, 91 Sayfa 

 

 

Bu tez, giriş, tartışma ve sonuç kısımlarını içeren yedi bölümden oluşmaktadır. Te-

mel kavramlar, teoremler ve bazı fonksiyon uzaylarının tanımları 2. Bölümde veril-

miştir. 3. Bölümde, 𝑀𝛼(𝑀)  için noktasal kestirimler incelenmiştir. 𝐶𝑏 , [𝑀, 𝑏]  ve 

[𝑀, 𝑏] için noktasal kestirimler, norm kestirimleri ve uç nokta kestirimleri 4. Bö-

lümde elde edilmiştir. 5. Bölümde, Zygmund-Morrey uzaylarında Hardy-Littlewood 

maksimal operatörünün sınırlı olmadığı gösterilmiş, bu operatörün Zygmund-Morrey 

uzaylarında radyal azalan fonksiyonlar için sınırlı olduğu ispatlanmıştır. 6. Bölümde,  

𝑀2 operatörü için Morrey uzaylarında zayıf norm eşitsizlikleri ispatlanmıştır. 7. Bö-

lüm 𝐶𝑏, [𝑀, 𝑏] ve [𝑀, 𝑏] operatörleri için Morrey uzaylarında zayıf norm eşitsizlik-

lerini içermektedir. 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü, Kesin Maksimal  

                                   Operatör, Komutatör, Morrey Uzayı, Zygmund-Morrey Uzayı,  

                                   Zayıf Zygmund-Morrey Uzayı. 
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ABSTRACT 

 

COMMUTATORS OF MAXIMAL FUNCTIONS AND SOME APPLICATIONS 

 

AĞCAYAZI, Müjdat 

Kirikkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics, Ph.D. Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Rza MUSTAFAYEV 

NOVEMBER 2015, 91 pages 

 

 

This thesis consists of seven chapters including the introduction, discussion and 

conclusion parts. Basic concepts, theorems and definitions of some function spaces 

are given in Chapter 2. In Chapter 3, pointwise estimates for 𝑀𝛼(𝑀) are investigated. 

Pointwise estimates, norm estimates and endpoint estimates for the operators 𝐶𝑏 , 

[𝑀, 𝑏] and [𝑀, 𝑏] are obtained in Chapter 4. In Chapter 5, it is shown that Hardy-

Littlewood maximal operator is not bounded on Zygmund-Morrey spaces and proved 

that it is bounded on Zygmund-Morrey spaces for radially decreasing functions. 

Weak type norm estimates for the operator 𝑀2  in Morrey spaces are proved in 

Chapter 6. Chapter 7 includes the weak type norm estimates in Morrey spaces for the 

operators 𝐶𝑏, [𝑀, 𝑏] and [𝑀, 𝑏]. 
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1. GİRİŞ

Bu doktora tezinde, lokal integrallenebilen bir b fonksiyonu ile Hardy-Littlewood mak-

simal fonksiyonunun ve Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonunun komutatörü için

kesin noktasal eşitsizlikler elde edilmiş ve elde edilen noktasal kestirimler yardımıyla ko-

mutatör operatörleri için fonksiyon uzaylarında norm eşitsizlikleri araştırılmıştır.

f ∈ Lloc
1 (Rn), 0 ≤ α < n ve x ∈ Rn için kesir maksimal fonksiyon

Mαf(x) : = sup
Q3x
|Q|

α−n
n

∫
Q

|f(y)| dy,

≈ sup
B3x
|B|

α−n
n

∫
B

|f(y)| dy,

≈ sup
r>0
|B(x, r)|

α−n
n

∫
B(x,r)

|f(y)| dy

şeklinde tanımlanır. Burada B(x, r), Rn de x merkezli r yarıçaplı yuvar olmak üzere

|B(x, r)|, x merkezli r yarıçaplı yuvarın Lebesgue ölçüsü olup supremum, sırasıyla x

i içeren yan ayrıtları eksenlere paralel tüm Q küpleri, x i içeren tüm B yuvarları ve x

merkezli tüm yuvarlar üzerinden alınmaktadır. Mα : f → Mαf operatörüne kesir mak-

simal operatör denir. Özel olarak α = 0 alındıḡında, M0, Hardy-Littlewood maksimal

operatörü olarak bilinir ve M ile gösterilir.

Bilindiḡi üzere M, güçlü (p, p) ve zayıf (1, 1) eşitsizliklerini saḡlar, yani 1 < p < ∞

olduḡunda

‖Mf‖p ≤ c‖f‖p,

p = 1 olduḡunda ise,

t|{x ∈ Rn : Mf(x) > t}| ≤ c

∫
Rn
|f(x)|dx

eşitsizlikleri f den baḡımsız sabitlerle saḡlanır.
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Hardy-Littlewood maksimal operatörü integrallenebilir deḡildir. Bunun yerine B,Rn de

herhangi bir yuvar olmak üzere f ∈ L1(B) ve supp f ⊂ B olduḡunda
∫
B
Mf(x)dx <∞

olması için gerek ve yeter şart f ∈ L(1 + log+ L)(B) olmasıdır, yani

∫
B

|f(x)|(1 + log+ |f(x)|)dx <∞

dur.

Maksimal operatörler, harmonik ve reel analizin en önemli operatörlerindendir ve singüler

integraller teorisinde, potansiyel teoride, diferensiyellenebilme teorisinde ve diferensiyel

denklemler teorisinde geniş ölçüde kullanılmaktadırlar (bakınız, [32], [36], [37], [42],

[72]-[74]).

Herhangi bir f ∈ Lloc
1 (Rn) ve x ∈ Rn için

M#(f)(x) ≡ f#(x) := sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|dy ≈ sup
Q3x

inf
a∈R

∫
Q

|f(y)− a|dy

fonksiyonuna, Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu denir. Burada fQ, f fonksiyo-

nunun Q üzerinden ortalama deḡeridir.

Bu operatör ilk defa [31] de C. Fefferman ve E. Stein tarafından tanımlanmıştır.

M#f(x) ≤ 2Mf(x)

olduḡundan Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu, Hardy-Littlewood maksimal fonk-

siyonunun saḡladıḡı birçok özelliḡi saḡlar. Örneḡin, 1 < p ≤ ∞ için M#, güçlü (p, p) ve

zayıf (1, 1) eşitsizliklerini saḡlar.

Sabit bir δ > 0, uygun bir g fonksiyonu ve x ∈ Rn için

Mδg(x) := [M(|g|δ)(x)]1/δ,

M#
δ g(x) := [M#(|g|δ)(x)]1/δ

2



olarak tanımlanır.

Ω, sıfırıncı dereceden homojen, Sn−1 birim yuvar yüzeyi üzerinde sonsuz kez diferensi-

yellenebilir ve
∫
Sn−1 Ω = 0 özelliklerini saḡlayan bir fonksiyon olsun. K(x) = Ω(x)/|x|n

çekirdek fonksiyonu olmak üzere

Tf(x) := p.v.
∫
Rn
K(x− y)f(y) dy

operatörüne Calderón-Zygmund singüler integral operatörü denir. Burada p.v. Cauchy

esas deḡeri anlamındadır.

f ∈ Lloc
1 (Rn) olmak üzere

‖f‖BMO ≡ ‖f‖∗ := sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|dy

yarınormu sonlu ise, f fonksiyonu BMO(Rn) uzayına aittir denir ve f ∈ BMO(Rn)

şeklinde gösterilir. Burada supremum, Rn de yan ayrıtları eksenlere paralel tüm küpler

üzerinden alınmaktadır. R. Coifman, R. Rochberg ve G. Weiss, [24] te göstermişlerdir ki

b ∈ BMO(Rn) ise, bu durumda f ∈ Lc∞(Rn) olmak üzere

[T, b](f) := T (bf)− bT (f) (1.1)

şeklinde tanımlanan [T, b] komutatör operatörü, Lp(Rn) de 1 < p < ∞ için sınırlıdır.

[T, b], Lp(Rn) de sınırlı ise b ∈ BMO(Rn) olduḡunu S. Janson, [45] te göstermiştir.

b ∈ BMO(Rn) olduḡunda [T, b] operatörünün zayıf (1, 1) eşitsizliḡini saḡlamadıḡı bir

örnekle C. Pérez tarafından [64] te gösterilmiştir. [T, b] operatörü, zayıf (1, 1) eşitsizliḡi

yerine zayıf L(1 + log+ L) eşitsizliḡini, yani

|{x ∈ Rn : |[T, b](f)(x)| > λ}| ≤ c

∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx (1.2)

eşitsizliḡini gerçekler (bakınız [64]).
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Bu tezde, ölçülebilir bir b fonksiyonu ile Hardy-Littlewood maksimal operatörünün ve

Fefferman-Stein kesin maksimal operatörünün komutatörü ele alınmıştır.

Tanım 1.1. f ∈ Lloc
1 (Rn) olmak üzere, ölçülebilir bir b fonksiyonu ile Hardy-Littlewood

maksimal operatörünün ve Fefferman-Stein kesin maksimal operatörünün komutatörü her

x ∈ Rn için sırasıyla

[M, b](f)(x) : = M(bf)(x)− b(x)Mf(x),

[M#, b](f)(x) : = M#(bf)(x)− b(x)M#f(x)

şeklinde tanımlanır.

[M, b] operatörü, örneḡin, BMO ve H1 Hardy uzayından olan iki fonksiyonun çarpımına

anlam vermek istenildiḡinde ortaya çıkmıştır (Belirtelim ki bu iki fonksiyonun çarpımı

lokal integrallenebilir olmayabilir) (bakınız [12]). Reel interpolasyon tekniklerini kulla-

narak, M. Milman ve T. Schonbek, [57] de b ≥ 0 olduḡunda [M, b] operatörünün Lp-

sınırlılıḡını ispatlamıştır. J. Bastero, M. Milman ve J. Ruiz, [6] da aşaḡıdaki teoremi

ispatlamışlardır (Ayrıca bakınız [7]):

Teorem 1.1. ([6]) 1 < p <∞ olsun. Bu durumda aşaḡıdakiler birbirine denktir:

(i) [M, b], Lp(Rn) de sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn). 1

(iii) [M#, b], Lp(Rn) de sınırlıdır.

Şu ana kadar sadece [6] ve [57] de Lebesgue uzaylarında maksimal fonksiyonların komu-

tatörünün sınırlılıḡı incelenmiştir.

[M, b] operatörünün özelliklerini araştırmak için önce incelenmesi daha kolay olan maksi-

1b+(x) = maks{b(x), 0} ve b−(x) = −min{b(x), 0} ile tanımlanır. Sonuç olarak b = b+ − b− ve
|b| = b+ + b−.
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mal komutatör ile işe başlayacaḡız.

Tanım 1.2. Ölçülebilir bir b fonksiyonu ve her x ∈ Rn için, Cb(f) maksimal komutatörü

Cb(f)(x) := sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|b(x)− b(y)||f(y)|dy

şeklinde tanımlanır.

Cb operatörü, BMO sembollü singüler integral operatörlerin komutatörlerinin araştırıl-

masında önemli rol oynar (bakınız [33], [56], [68], [69]). J. Garcı́a Cuerva, E. Harboure,

C. Segovia ve J. Torrea tarafından [33] te aşaḡıdaki teorem ispatlanmıştır:

Teorem 1.2. ([33]) 1 < p < ∞ olsun. Cb operatörünün Lp(Rn) de sınırlı olması için

gerek ve yeter şart b ∈ BMO(Rn) olmasıdır.

Cb operatörü zayıf L(1 + log+ L) eşitsizliḡini saḡlar.

Teorem 1.3. Aşaḡıdaki ifadeler birbirine denktir:

(i) Her f ∈ L(1 + log+ L)(Rn) ve her bir λ > 0 için

|{x ∈ Rn : Cb(f)(x) > λ}| ≤ c

∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx (1.3)

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

(ii) b ∈ BMO(Rn).

Not 1.1. (ii) den (i) nin elde edilmesi [43] te gösterilmiştir. Burada farklı bir ispat verile-

cektir.
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Cb operatörü için öncelikle aşaḡıdaki noktasal kestirim ispatlanacaktır:

Teorem 1.4. b ∈ BMO(Rn) ve 0 < δ < 1 olsun. Bu durumda, her f ∈ Lloc
1 (Rn) için

Mδ(Cb(f))(x) ≤ c‖b‖∗M2f(x) (x ∈ Rn) (1.4)

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c = cδ > 0 sabiti vardır.

Not 1.2. [44, Lemma 1] deki eşitsizlik, yani

M#
δ (Cb(f))(x) . ‖b‖∗M2f(x)

eşitsizliḡi, (1.4) eşitsizliḡinden elde edilir. Gerçekten de, M#
δ .Mδ olduḡundan

M#
δ (Cb(f))(x) .Mδ(Cb(f))(x) ≤ c‖b‖∗M2f(x) (x ∈ Rn)

saḡlanır.

Teorem 1.4 ten aşaḡıdaki teorem elde edilir:

Teorem 1.5. b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda her f ∈ Lloc
1 (Rn) için

Cb(f)(x) ≤ c‖b‖∗M2f(x) (x ∈ Rn) (1.5)

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

Teorem 1.5 ten Cb operatörü için esas teoremimizi verebiliriz:

6



Teorem 1.6. b ∈ BMO(Rn) olsun. X , Rn üzerinde tanımlanan ölçülebilir fonksiyonların

bir Banach uzayı olsun ve latis özelliḡini saḡlasın, yani

0 ≤ f ≤ g, h.h.y⇒ ‖f‖X . ‖g‖X

olsun. Ayrıca farz edelim ki M , X üzerinde sınırlıdır. Bu durumda, Cb operatörü X

üzerinde sınırlıdır ve

‖Cbf‖X ≤ c‖b‖∗‖f‖X

olacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

Cb ile [M, b] ve [M#, b] operatörleri birbirlerinden farklı özelliklere sahiptirler. Örneḡin,

Cb operatörü pozitif ve altlineer olmasına raḡmen, [M, b] ve [M#, b] operatörleri pozitif ve

altlineer deḡildir. Ancak, b üzerine ek koşullar konulursa Cb operatörü, [M, b] ve [M#, b]

operatörlerini kontrol eder.

Lemma 1.1. b ∈ Lloc
1 (Rn) ve b ≥ 0 olsun. Bu durumda her f ∈ Lloc

1 (Rn) için

|[M, b](f)(x)| ≤ Cb(f)(x), (x ∈ Rn) (1.6)

|[M#, b](f)(x)| ≤ 2Cb(f)(x) (x ∈ Rn) (1.7)

eşitsizlikleri geçerlidir.

b ∈ Lloc
1 (Rn) olsun. Bu durumda her f ∈ Lloc

1 (Rn) için

|[M, b](f)(x)| ≤ Cb(f)(x) + 2b−(x)Mf(x), (x ∈ Rn)

|[M#, b](f)(x)| ≤ 2Cb(f)(x) + 4b−(x)Mf(x) + 4M(b−f)(x) (x ∈ Rn)

doḡrudur.
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Böylece aşaḡıdaki teorem verilebilir:

Teorem 1.7. b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda, her f ∈ Lloc
1 (Rn) için

|[M, b](f)(x)| ≤ c
(
‖b+‖∗ + ‖b−‖∞

)
M2f(x), (x ∈ Rn) (1.8)

|[M#, b](f)(x)| ≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)M2f(x) (x ∈ Rn) (1.9)

eşitsizlikleri saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

Teorem 1.7, [M, b] ve [M#, b] operatörleri için aşaḡıdaki teoremi ifade etmeye imkân verir:

Teorem 1.8. b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. X , Rn üzerinde tanımlanan ölçülebilir

fonksiyonların latis özelliḡini saḡlayan bir Banach uzayı olsun. Ayrıca M nin, X üzerinde

sınırlı olduḡunu kabul edelim. Bu durumda, [M, b] ve [M#, b] operatörleri X üzerinde

sınırlıdır ve

‖[M, b](f)‖X ≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖X ,

‖[M#, b](f)‖X ≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖X

eşitsizlikleri saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

Teorem 1.7, aynı zamanda [M, b] ve [M#, b] operatörleri için zayıfL(1+log+ L) eşitsizliḡi-

ni ispatlamaya yardım eder.

Teorem 1.9. b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda her f ∈ L(1 +
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log+ L)(Rn) ve her λ > 0 için

|{x ∈ Rn : |[M, b](f)(x)| > λ}| ≤ cc0

∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx,

|{x ∈ Rn : |[M#, b](f)(x)| > λ}| ≤ cc0

∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx

eşitsizlikleri saḡlanacak şekilde f ve b den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır. Burada

c0 := (‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)
(
1 + log+(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)

)
dur.

Elde edilen noktasal kestirimler yardımıyla komutatör operatörlerinin bazı fonksiyon uzay-

larında sınırlılıḡını inceleyebiliriz.

1 ≤ p <∞ ve 0 ≤ λ ≤ n olsun.Mp,λ(Rn) Morrey uzayı

Mp,λ ≡Mp,λ(Rn) := {f ∈ Lloc
p (Rn) : ‖f‖Mp,λ

<∞}

şeklinde tanımlanır. Burada norm

‖f‖Mp,λ
= sup

x∈Rn, r>0
r
λ−n
p ‖f‖Lp(B(x,r))

≈ sup
B

(
|B|

λ−n
n

∫
B

|f(x)|pdx
) 1

p

≈ sup
Q

(
|Q|

λ−n
n

∫
Q

|f(x)|pdx
) 1

p

ile verilir.

Mp,λ Morrey uzayında maksimal fonksiyonun sınırlılıḡı [23] te incelenmiş ve aşaḡıdaki

sonuç elde edilmiştir:
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Teorem 1.10. ([23]) 1 < p <∞ ve 0 < λ < n olsun. Bu durumda

‖Mf‖Mp,λ
≤ cp‖f‖Mp,λ

(1.10)

eşitsizliḡi f den baḡımsız bir cp > 0 sabitiyle saḡlanır. p = 1 durumunda ise

t|{x ∈ Rn : Mf(x) > t} ∩B(x, r)| ≤ c1r
n−λ‖f‖M1,λ

eşitsizliḡi f , t ve r den baḡımsız bir c1 > 0 sabitiyle saḡlanır.

Teorem 1.10 dan yararlanarak Cb operatörü için aşaḡıdaki karakterizasyonu verebiliriz:

Teorem 1.11. 1 < p < ∞ ve 0 < λ < n olsun. Bu durumda aşaḡıdakiler birbirine

denktir:

(i) Cb operatörüMp,λ uzayında sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn).

Not 1.3. (ii) den (i) nin elde edilmesi [38] de gösterilmiştir.

[M, b] ve [M#, b] operatörleri için de aşaḡıdaki teoremler geçerlidir:

Teorem 1.12. 1 < p < ∞, 0 < λ < n, b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu

durumda [M, b] ve [M#, b] operatörleriMp,λ uzayında sınırlıdır.

Rn de radyal azalan fonksiyonlar sınıfını

Mrad,↓(Rn) := {f ∈M(Rn) : f(x) = ϕ(|x|), ϕ ∈M+,↓(0,∞)}

şeklinde gösterelim. f ∈ Mrad,↓(Rn) ise Mf ≈ Hnf dir. Burada Hn, n-boyutlu Hardy
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operatörü olup

Hnf(x) =
1

|B(0, |x|)|

∫
B(0,|x|)

|f(y)| dy

dir. Açıktır ki f ∈Mrad,↓(Rn) olduḡunda Hnf ∈Mrad,↓(Rn) dir.

Teorem 1.13. ([34]) 0 < λ < n olsun. Bu durumda her f ∈Mrad,↓(Rn) için

‖Mf‖M1,λ
≤ c‖f‖M1,λ

(1.11)

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

Bu teorem ve elde ettiḡimiz noktasal kestirimler yardımıyla aşaḡıdaki teoremleri verebili-

riz:

Teorem 1.14. 0 < λ < n ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda Cb operatörüM1,λ(Rn)∩

Mrad,↓(Rn) denM1,λ(Rn) ye sınırlıdır.

Teorem 1.15. 0 < λ < n, b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda [M, b] ve

[M#, b] operatörleriM1,λ(Rn) ∩Mrad,↓(Rn) denM1,λ(Rn) ye sınırlıdır.

Tanım 1.3. φ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu azalmayan, soldan sürekli, φ(0) = 0 ve

(0,∞) aralıḡında sıfır deḡerini almayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Φ(t) =

∫ t

0

φ(s)ds

ile tanımlanan Φ fonksiyonuna Young fonksiyonu denir.
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Tanım 1.4. (Orlicz Uzayı) Φ Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

LΦ ≡ LΦ(Rn) :=

{
f ∈M(Rn) :

∫
Rn

Φ(k|f(x)|) <∞ olacak biçimde k > 0 sayısı var
}

şeklinde verilen LΦ(Rn) fonksiyon uzayına Orlicz uzayı denir.

Orlicz uzayında norm

‖f‖LΦ
:= inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ

(
|f(y)|
λ

)
dy ≤ 1

}

ile verilir. Bu norma Luxemburg normu da denir.

Tanım 1.5. Φ, Young fonksiyonu olsun. Bu durumda bir f fonksiyonununQ küpü üzerinden

Φ ortalamaları ve zayıf Φ ortalamaları sırasıyla

‖f‖Φ,Q := inf

{
λ > 0 :

1

|Q|

∫
Q

Φ

(
|f(y)|
λ

)
dy ≤ 1

}
,

‖f‖WLΦ,Q
:= inf

{
t > 0 : sup

α>0

1

|Q|
|{x ∈ Q : |f(x)| > αt}|

Φ( 1
α

)
≤ 1

}

şeklinde verilir.

Tanım 1.6. Φ : [0,∞) −→ [0,∞) Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

Φ(At) ≥ 2AΦ(t)

olacak biçimde A > 1 varsa Φ,∇2 koşulunu saḡlar denir ve Φ ∈ ∇2 şeklinde gösterilir.

Orlicz uzaylarında Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun sınırlılıḡı birçok matematik-

çi tarafından araştırılmış ve önemli sonuçlar elde edilmiştir (bakınız [11], [22], [49]).
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Teorem 1.16. ([22]) Φ ∈ ∇2 ise bu durumda M, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

LΦ uzayında sınırlıdır.

Bu sonuçtan yararlanarak aşaḡıdaki teoremlerimizi verebiliriz:

Teorem 1.17. Φ ∈ ∇2 olsun. Bu durumda aşaḡıdaki ifadeler birbirine denktir:

(i) Cb, LΦ uzayında sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn).

[M, b] ve [M#, b] operatörleri için de aşaḡıdaki teoremler geçerlidir:

Teorem 1.18. Φ ∈ ∇2 olsun. Bu durumda aşaḡıdaki ifadeler birbirine denktir:

(i) [M, b], LΦ uzayında sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn).

(iii) [M#, b], LΦ uzayında sınırlıdır.

Şimdi Zygmund-Morrey ve zayıf Zygmund-Morrey uzaylarının tanımlarını verelim:

Tanım 1.7. 0 < λ < n olsun. Bu durumda ML(1+log+ L),λ(Rn) ≡ ML(1+log+ L),λ

Zygmund-Morrey uzayı

ML(1+log+ L),λ(Rn) :=
{
f ∈M(Rn) : ‖f‖ML(1+log+ L),λ

<∞
}

şeklinde tanımlanır. Burada norm

‖f‖ML(1+log+ L),λ
:= sup

Q
|Q|

λ
n‖f‖L(1+log+ L),Q <∞

dur.
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Tanım 1.8. 0 < λ < n olsun. Bu durumda WML(1+log+ L),λ(Rn) ≡ WML(1+log+ L),λ

zayıf Zygmund-Morrey uzayı

WML(1+log+ L),λ(Rn) :=
{
f ∈M(Rn) : ‖f‖WML(1+log+ L),λ

<∞
}

şeklinde tanımlanır. Burada norm

‖f‖WML(1+log+ L),λ
:= sup

Q
|Q|

λ
n‖f‖WL(1+log+ L),Q <∞

dur.

Zygmund-Morrey uzayı, Tanım 2.18 de verilecek Orlicz-Morrey uzayının özel bir halidir.

Gerçekten de Lφ,Φ de, φ(t) = tλ ve Φ(t) = t(1 + log+ t) alınırsa, Zygmund-Morrey uzayı

elde edilmiş olur. Zayıf Zygmund-Morrey uzayı bu haliyle ilk defa [35] te tanımlanmıştır.

ML(1+log+ L),λ Zygmund-Morrey uzayında Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu sınırlı

deḡildir. Bunu bir örnekle gösterebiliriz.

Örnek 1.1. Kolaylık olması açısından n = 1 ve λ = 1/2 olsun. f çift fonksiyonu

f(x) =
∞∑
k=0

χ[k2 ln2(k+e),k2 ln2(k+e)+1](x), x ≥ 0

şeklinde tanımlansın. Bu durumda ‖f‖ML(1+log+ L),λ
<∞, ‖Mf‖ML(1+log+ L),λ

=∞ dur.

Görüldüḡü üzere M, Zygmund-Morrey uzayında sınırlı deḡildir. Ancak radyal azalan

fonksiyonlar için aşaḡıdaki teorem elde edilir:

Teorem 1.19. 0 < λ < n olsun. Bu durumda her f ∈Mrad,↓(Rn) için

‖Mf‖ML(1+log+ L),λ
≤ c‖f‖ML(1+log+ L),λ

(1.12)
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eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 vardır.

Elde edilen noktasal kestirimler ve Teorem 1.19 dan, aşaḡıdaki teoremleri verebiliriz:

Teorem 1.20. 0 < λ < n ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda her f ∈Mrad,↓(Rn) için

‖Cb(f)‖ML(1+log+ L),λ
≤ c‖b‖∗‖f‖ML(1+log+ L),λ

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 vardır.

Benzer sonuçları [M, b] ve [M#, b] operatörleri için de verebiliriz:

Teorem 1.21. 0 < λ < n, b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda her

f ∈Mrad,↓(Rn) için,

‖[M, b](f)‖ML(1+log+ L),λ
≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖ML(1+log+ L),λ

,

‖[M#, b](f)‖ML(1+log+ L),λ
≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖ML(1+log+ L),λ

eşitsizlikleri saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 vardır.

Komutatör operatörlerinin Zygmund-Morrey uzaylarında sınırlılılıḡını araştırmak için önce-

likle, M2 nin bu uzaylarda sınırlılıḡını araştıracaḡız.

Teorem 1.22. 0 < λ < n olsun. Bu durumda

‖M2f‖WML(1+log+ L),λ
≤ c‖f‖ML(1+log+ L),λ

(1.13)

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.
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Teorem 1.22, aşaḡıdaki teoremleri ispatlamaya imkân vermektedir:

Teorem 1.23. 0 < λ < n olsun. Bu durumda aşaḡıdakiler birbirine denktir:

(i) Cb:ML(1+log+ L),λ→WML(1+log+ L),λ sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn).

[M, b] ve [M#, b] operatörleri için de aşaḡıdaki teoremleri verebiliriz:

Teorem 1.24. 0 < λ < n, b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda [M, b] ve

[M#, b] operatörleriML(1+log+ L),λ denWML(1+log+ L),λ ye sınırlıdır ve sırasıyla

‖[M, b](f)‖WML(1+log+ L),λ
≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖ML(1+log+ L),λ

,

‖[M#, b](f)‖WML(1+log+ L),λ
≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖ML(1+log+ L),λ

eşitsizlikleri f den baḡımsız bir c > 0 ile saḡlanır.
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2. MATERYAL VE YÖNTEM

Bu doktora tezinde c, ana parametrelerden baḡımsız, her bir satırda deḡişebilen pozitif bir

sabit olarak kabul edilecektir. Herhangi bir A,B için, A ≤ cB olacak şekilde pozitif bir

c sabiti varsa bu durumda A . B yazılır. Eḡer A . B ve B . A aynı anda saḡlanırsa

A ≈ B yazılacak, A ve B birbirine denktir denilecektir.

Ölçülebilir bir E kümesi için χE , E kümesinin karakteristik fonksiyonunu tanımlar. Tez

boyunca kullanılacak küplerin yan ayrıtlarının, koordinat eksenlerine paralel olduḡu kabul

edilecektir. Bir λ > 0 ve Q küpü için λQ, merkezi Q nun merkezi ile aynı ve yan ayrıt

uzunluḡu, Q nun yan ayrıt uzunluḡunun λ katı olan bir küp belirtir. p ∈ [1,∞) için,

p nin eşleniḡi p′ = p/(p − 1) dir. Herhangi bir ölçülebilir E kümesi ve E üzerinde

integrallenebilir bir f fonksiyonu için fE , f fonksiyonununE üzerinden ortalama deḡerini

belirtmektedir, yani fE = (1/|E|)
∫
E
f(x)dx. Θ, sıfıra denk fonksiyonlar kümesi olsun.

Şimdi tezdeki konu bütünlüḡünün saḡlanması açısından kullanılacak uzayların tanımla-

rını ve bazı özelliklerini verelim:

A, Rn nin ölçülebilir bir altkümesi olsun. M(A) ile A üzerinde tüm ölçülebilir fonksiyon-

lar sınıfını , M0(A) ile A üzerinde hemen hemen her yerde sonlu deḡer alan ölçülebilir

fonksiyonlar sınıfını, M+(A) ile A üzerinde negatif deḡer almayan ölçülebilir fonksiyon-

lar sınıfını gösterelim. M+,↓(0,∞) (M+,↑(0,∞)) ile (0,∞) üzerinde azalan (artan) ve

negatif deḡer almayan ölçülebilir fonksiyonlar sınıfını gösterelim. Rn üzerinde tüm radyal

azalan fonksiyonlar sınıfını

Mrad,↓(Rn) := {f ∈M(Rn) : f(x) = ϕ(|x|), ϕ ∈M+,↓(0,∞)}

şeklinde gösterelim.
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A üzerinde tüm aḡırlık fonksiyonları ailesi

W (A) = {w ∈M+(A) : 0 < w(x) <∞, h.h.yx ∈ A}

ile gösterilecektir. p ∈ (0,∞] vew ∈M+(A) için, M(A) üzerindeki ‖·‖p,A,w fonksiyoneli

‖f‖p,A,w :=


(
∫
A
|f(x)|pw(x)dx)1/p, p <∞

ess supA |f(x)|w(x), p =∞

ile tanımlanır. Buna ek olarak, w ∈ W (A) ise, bu durumda Lp(A,w) aḡırlıklı Lebesgue

uzayı

Lp,w(A) ≡ Lp(A,w) := {f ∈M(A) : ‖f‖p,A,w <∞}

ile verilir ve bu haliyle ‖ · ‖p,A,w, bir kuasi-norm tanımlar. A üzerinde w ≡ 1 olduḡunda

kolaylık açısından Lp(A,w) ve ‖ · ‖p,A,w yerine sırasıyla Lp(A) ve ‖ · ‖p,A yazılacaktır.

Rn nin herbir K kompakt altkümesi için
∫
K
|f(x)|pw(x)dx <∞ ise, bu durumda f lokal

integrallenebilirdir denir ve f ∈ Lloc
p,w(Rn) ile gösterilir.

Tanım 2.1. Bir f fonksiyonun supportu (desteḡi, taşıyıcısı), sıfırdan farklı deḡer aldıḡı

noktalar kümesinin kapanışıdır, yani

supp(f) := {x : f(x) 6= 0}.

Lc∞(Rn) olarak, Rn de kompakt supportlu ve sınırlı fonksiyonlar sınıfı tanımlansın, yani

Lc∞(Rn) := {f ∈ L∞(Rn) : supp f kompakt kümedir}.
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Tanım 2.2. f ∈M0(Rn) olsun. Her α > 0 sayısı için (0,∞) aralıḡında artmayan ve

|{t ∈ (0,∞) : f ∗(t) > α}| = |{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|

özelliḡini saḡlayan f ∗ fonksiyonuna, f nin artmayan yeniden düzenlenmesi denir. Bu

fonksiyon saḡdan sürekli ise,

f ∗(t) = inf {λ > 0 : |{x ∈ Rn : |f(x)| > λ}| ≤ t} (0 < t <∞)

eşitliḡi ile tek bir biçimde tanımlanır (bakınız [10, s. 39]).

Teorem 2.1. (Hardy-Littlewood) f, g ∈M0(Rn) ise, bu durumda

∫
Rn
|fg| ≤

∫ ∞
0

f ∗(t)g∗(t)dt

dir (bakınız [10, s. 44]).

Tanım 2.3. f ∈M0(Rn) olsun. Bu durumda f ∗ fonksiyonunun maksimal fonksiyonu

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds, (t > 0)

şeklinde tanımlanır. (Mf)∗ ≈ f ∗∗ olduḡu bilinmektedir (bakınız [10, s. 122]).

Tanım 2.4. p ∈ [1,∞) olsun. Bu durumda Lp,∞(Rn) Lorentz uzayı

Lp,∞(Rn) :=

{
f ∈M0(Rn) : ‖f‖Lp,∞(Rn) := sup

0<t<∞
t1/pf ∗(t) <∞

}

ile tanımlanır (bakınız [10, s. 216]).
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2.1. BMO Uzayı

Tanım 2.5. f ∈ Lloc
1 (Rn) olsun. Bu durumda

‖f‖∗ := sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|dy

yarınormu sonlu ise, f fonksiyonu BMO(Rn) uzayına aittir denir ve f ∈ BMO(Rn)

şeklinde gösterilir.

BMO(Rn) uzayı, 1961 yılında F. John ve L. Nirenberg tarafından [47] de tanımlanmıştır

ve fonksiyon uzayları ve singüler integraller teorisi başta olmak üzere modern harmonik

analizin gelişiminde önemli rol oynamaktadır (bakınız [19], [20]).

Tanım 2.6. Her f ∈ Lloc
1 (Rn) ve x ∈ Rn için

M#f(x) ≡ f#(x) := sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|dy ≈ sup
Q3x

inf
a∈R

∫
Q

|f(y)− a|dy

şeklinde tanımlanan fonksiyona, Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu denir. Bu-

radan açıktır ki

f ∈ BMO ⇔ M#f ∈ L∞

tir. [31] deki önemli sonuçlardan biri de 1 < p <∞ için

‖f‖p ≤ c‖f#‖p

eşitsizliḡinin saḡlanmasıdır.

Q, Rn de bir küp olsun.

MQf(x) := sup
Q′⊆Q
Q′3x

{
1

|Q′|

∫
Q′
|f(y)| dy

}
χQ(x), (2.1)
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ve

f#
Q (x) := sup

Q′⊆Q
Q′3x

{
1

|Q′|

∫
Q′
|f − fQ′ |

}
χQ(x)

fonksiyonları sırasıyla Q ya göre lokal maksimal fonksiyon ve Q ya göre lokal kesin mak-

simal fonksiyon olarak adlandırılır. Burada supremum Q nun x noktasını içeren tüm Q′

altküpleri üzerinden alınmaktadır.

Teorem 2.2. ([10, s. 379]) f ∈ Lloc
1 (Rn), Q ⊂ Rn olsun. Bu durumda

[(f − fQ)χQ]∗∗(t) ≤ c

∫ |Q|
t

(f#
Q )∗(s)

ds

s
,

(
0 < t <

|Q|
6

)

eşitsizliḡi doḡrudur.

BMO uzayı ile ilgili en önemli sonuç, F. John ve L. Nirenberg tarafından elde edilen

aşaḡıdaki teoremdir (bakınız [47], [10] s. 381, [32] s. 164).

Teorem 2.3. ([10, John-Nirenberg lemması]) Her f ∈ BMO(Rn), Q ⊂ Rn küpleri ve her

t > 0 için

[(f − fQ)χQ]∗(t) ≤ c‖f‖∗ log+

{
6|Q|
t

}
(2.2)

olacak şekilde f veQ dan baḡımsız bir c sabiti vardır. Buna denk olarak her f ∈ BMO(Rn),

tüm Q küpleri ve her t > 0 için

|{x ∈ Q : |f(x)− fQ| > t}| ≤ 6|Q| exp

{
− t

c‖f‖∗

}
(2.3)

saḡlanacak şekilde f ve Q dan baḡımsız bir c sabiti vardır.

Lemma 2.1. ([32, s. 166]) f ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda 0 < λ < c/‖f‖∗ özelliḡini
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saḡlayan her λ sayısı için

sup
Q

1

|Q|

∫
Q

exp{λ|f(x)− fQ|}dx <∞

doḡrudur. Burada c, (2.3) eşitsizliḡinde ortaya çıkan sabit ile aynıdır.

Konu bütünlüḡü açısından aşaḡıdaki lemmanın ispatını verelim:

Lemma 2.2. ([47] ve [8]) p ∈ (0,∞) için BMOp(Rn) = BMO(Rn). Burada

‖f‖BMOp(Rn) := sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|pdy
)1/p

dir.

İspat. 0 < p < 1 olsun.

‖f‖BMOp(Rn) ≤ ‖f‖BMO(Rn)

eşitsizliḡi Hölder eşitsizliḡinden kolayca elde edilebilir.

‖f‖BMO(Rn) . ‖f‖BMOp(Rn)

eşitsizliḡini ispat edelim. Teorem 2.2 den 0 < t < |Q|
6

için

(fχQ)∗∗(t) = [(f − fQ)χQ + fQχQ]∗∗(t)

≤ [(f − fQ)χQ]∗∗(t) + (fQχQ)∗∗(t)

≤ c

∫ |Q|
t

(f#
Q )∗(s)

ds

s
+ |f |Q

yazılabilir.
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f ∈ BMOp(Rn) olsun. Bu durumda

‖|f |p‖BMO = sup
Q

1

|Q|

∫
Q

||f(y)|p − (|f |p)Q|dy

≈ sup
Q

inf
c∈R

1

|Q|

∫
Q

||f(y)|p − c|dy

≤ sup
Q

1

|Q|

∫
Q

||f(y)|p − |fQ|p|dy

≤ sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|pdy

bulunur. Buradan da |f |p ∈ BMO(Rn) olduḡu görülür. Böylece Teorem 2.2 den

(|f |pχQ)∗∗(t) ≤ c

∫ |Q|
t

((|f |p)#
Q)∗(s)

ds

s
+ (|f |p)Q

elde edilir.

Diḡer yandan

(|f |p)#
Q(x) = sup

Q′⊆Q
x∈Q′

{
1

|Q′|

∫
Q′
||f(y)|p − (|f |p)Q′|dy

}
χQ(x)

≈ sup
Q′⊆Q
x∈Q′

inf
c∈R

{
1

|Q′|

∫
Q′
||f(y)|p − c|dy

}
χQ(x)

≤ sup
Q′⊆Q
x∈Q′

{
1

|Q′|

∫
Q′
||f(y)|p − |fQ′ |p|dy

}
χQ(x)

≤ sup
Q′⊆Q
x∈Q′

{
1

|Q′|

∫
Q′
|f(y)− fQ′|pdy

}
χQ(x) := (fpQ(x))p

olduḡundan, 0 < t < |Q|
6

için

(|f |pχQ)∗∗(t) ≤ c

∫ |Q|
t

[(fpQ)∗]p(s)
ds

s
+ (|f |p)Q,

doḡrudur. Buradan da

(
((f − fQ)χQ)∗(t)

)p
≤ c

∫ |Q|
t

[(fpQ)∗]p(s)
ds

s
+

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|pdy,
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böylece

(
((f − fQ)χQ)∗(t)

)p
≤ c ‖f‖pBMOp(Rn) log

|Q|
t

+
1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|pdy

eşitsizliḡi doḡrudur. O halde,

(
((f − fQ)χQ)∗(t)

)p
≤ c ‖f‖pBMOp(Rn)

(
1 + log

|Q|
t

)

elde edilir. Yani

((f − fQ)χQ)∗(t) . c ‖f‖BMOp(Rn)

(
1 + log

|Q|
t

)1/p

dir.

Diḡer taraftan |Q|
6
< t < |Q| için,

tg∗(t) ≤ tg∗∗(t) ≤ ‖g‖1

eşitsizliḡi, g = (f − fQ)pχQ fonksiyonuna uygulanırsa,

(
((f − fQ)χQ)∗(t)

)p
=

(
((f − fQ)pχQ)∗(t)

)
≤
(

((f − fQ)pχQ)∗
(
|Q|
6

))
≤ 6

|Q|

∫
Q

|f − fQ|p

≤ 6‖f‖pBMOp(Rn)

bulunur. Buradan da

((f − fQ)χQ)∗(t) . ‖f‖BMOp(Rn)

olur. Elde edilenler birleştirilirse,

∫
Q

|f − fQ| dx =

∫ |Q|
0

((f − fQ)χQ)∗(t) dt
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=

(∫ |Q|/6
0

+

∫ |Q|
|Q|/6

)
((f − fQ)χQ)∗(t) dt

≤ c ‖f‖BMOp(Rn)

(∫ |Q|/6
0

(
1 + log

|Q|
t

)1/p

dt+

∫ |Q|
|Q|/6

dt

)
. c ‖f‖BMOp(Rn)

(∫ |Q|/6
0

(
log
|Q|
t

)1/p

dt+ |Q|
)

= c |Q| ‖f‖BMOp(Rn)

(∫ ∞
6

log1/p y

y2
dy + 1

)
≈ c |Q| ‖f‖BMOp(Rn)

olduḡu görülür. Bu da

‖f‖BMO(Rn) . ‖f‖BMOp(Rn)

olması demektir.

Şimdi de 1 < p <∞ olduḡunu kabul edelim. Bu durumda

‖f‖BMO(Rn) ≤ ‖f‖BMOp(Rn)

eşitsizliḡi direkt Hölder eşitsizliḡinden bulunur.

Teorem 2.3 ten, Rn deki her Q küpü için

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|p dy =
1

|Q|

∫ |Q|
0

{[(f − fQ)χQ]∗}p (t) dt

≤ c
‖f‖pBMO(Rn)

|Q|

∫ |Q|
0

log

(
6|Q|
t

)p
dt

= 6c ‖f‖pBMO(Rn)

(∫ ∞
6

logp u
du

u2

)
= c‖f‖pBMO(Rn)

doḡrudur. Önce her iki tarafın 1/p. kuvvetleri alınıp sonra her iki taraftan tüm Q küpleri

üzerinden supremuma geçilirse,

‖f‖BMOp(Rn) . ‖f‖BMO(Rn)

olduḡu elde edilir ki bu da ispatı tamamlar.
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2.2. Orlicz Uzayı

Tanım 2.7. φ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu azalmayan, soldan sürekli, φ(0) = 0 ve

(0,∞) aralıḡında sıfır deḡerini almayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Φ(t) =

∫ t

0

φ(s)ds

ile tanımlanan Φ fonksiyonuna Young fonksiyonu denir.

Tanım 2.8. (Orlicz Uzayı) Φ Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

LΦ ≡ LΦ(Rn) :=

{
f ∈M(Rn) :

∫
Rn

Φ(k|f(x)|) <∞ olacak biçimde k > 0 sayısı var
}

şeklinde verilen LΦ(Rn) fonksiyon uzayına Orlicz uzayı denir (bakınız [51], [52], [65]).

Orlicz uzayında norm

‖f‖LΦ
:= inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ

(
|f(y)|
λ

)
dy ≤ 1

}

ile verilir. Bu norma Luxemburg normu da denir. Orlicz uzayı bu normla birlikte bir

Banach uzayıdır. 1 ≤ p <∞ için Φ(t) = tp alınırsa ‖f‖LΦ
= ‖f‖p elde edilir.

Orlicz uzayları teorisinde önemli yer tutan örnekler 1 ≤ p < ∞ ve α > 0 sayısı için

Φ(t) = tp logα(1 + t) ve Φ(t) = exp t2 − 1 dir.

Φ bir Young fonksiyonu olmak üzere, bu fonksiyonun komplementar Young fonksiyonu,

t ∈ [0,∞) için

Ψ(t) = sup
s>0
{ts− Φ(s)}

ile tanımlanır. Örnek olarak eḡer 1 < p < ∞ ve Φ(t) = tp/p ise, bu durumda Ψ(t) =

tp
′
/p′ dür.
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Orlicz uzayında genelleştirilmiş Hölder eşitsizliḡi

∫
Rn
|f(y)g(y)|dy ≤ 2‖f‖LΦ

‖g‖LΨ
(2.4)

şeklindedir. Burada Φ ve Ψ birbirlerinin komplementar Young fonksiyonlarıdır.

Tanım 2.9. Ölçülebilir bir f fonksiyonunun Q küpü üzerinden Φ ortalamaları ve zayıf Φ

ortalamaları sırasıyla

‖f‖Φ,Q : = inf

{
λ > 0 :

1

|Q|

∫
Q

Φ

(
|f(y)|
λ

)
dy ≤ 1

}
,

‖f‖WLΦ,Q
: = inf

{
t > 0 : sup

α>0

1

|Q|
|{x ∈ Q : |f(x)| > αt}|

Φ( 1
α

)
≤ 1

}

ile tanımlanır.

Orlicz ortalamaları için genelleştirilmiş Hölder eşitsizliḡi

1

|Q|

∫
Q

|f(y)g(y)|dy ≤ 2‖f‖Φ,Q‖g‖Ψ,Q (2.5)

şeklindedir. Burada Φ ve Ψ birbirlerinin komplementar Young fonksiyonlarıdır.

Tanım 2.10. Ψ bir Young fonksiyonu olmak üzere, ölçülebilir bir f fonksiyonunun Ψ ye

göre maksimal fonksiyonu

MΨf(x) := sup
Q3x
‖f‖Ψ,Q

şeklinde tanımlanır. Bu fonksiyona Orlicz maksimal fonksiyonu da denir.

Kullanacaḡımız temel örnek Φ(t) = t(1 + log+ t) dir. Φ ye göre maksimal fonksiyon

ML(1+log+ L) şeklinde yazılır. Bu fonksiyonun komplementar Young fonksiyonu Ψ(t) ≈ et

dir. Bu durumda Ψ ye göre maksimal fonksiyon MexpL şeklinde gösterilir.
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Tanım 2.11. Φ : [0,∞) −→ [0,∞) Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

(i)

Φ(2t) ≤ c Φ(t)

eşitsizliḡi saḡlanacak biçimde c > 1 varsa, Φ, ∆2 koşulunu saḡlar denir ve Φ ∈ ∆2

şeklinde yazılır.

(ii)

Φ(At) ≥ 2AΦ(t)

olacak biçimde A > 1 varsa, Φ,∇2 koşulunu saḡlar denir ve Φ ∈ ∇2 şeklinde yazılır.

Önerme 2.1. Φ, Φ ∈ ∇2 olacak şekilde bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

∫ t

0

φ(s)

s
ds .

Φ(t)

t
(2.6)

dir (bakınız [66]).

Önerme 2.2. ([71]) f ∈M(Rn) ve t > 0 olsun. Bu durumda

|{x ∈ Rn : Mf(x) > t}| ≤ c

t

∫
{x∈Rn:|f(x)|> t

2
}
|f(x)|dx (2.7)

eşitsizliḡi f ve t den baḡımsız bir c > 0 sabiti ile saḡlanır.

Tezin bütünlüḡünün korunması açısından aşaḡıdaki teoremin [66] daki ispatını verelim.

Teorem 2.4. ([66, s. 464]) Φ ∈ ∇2 ise, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu LΦ Orlicz

uzayında sınırlıdır.
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İspat. λ > 0 ve f ∈ LΦ\Θ olsun. Bu durumda

∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

λ

)
dx =

2

λ

∫ ∞
0

φ

(
2t

λ

)
|{x ∈ Rn : Mf(x) > 2t}|dt

dir. (2.7) eşitsizliḡi ve Fubini teoremi uygulanarak

∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

λ

)
dx .

1

λ

∫ ∞
0

φ

(
2t

λ

)(∫
{x∈Rn:|f(x)|>t}

|f(x)|dx
)
dt

t

=
1

λ

∫
Rn
|f(x)|

(∫ |f(x)|

0

φ

(
2t

λ

)
dt

t

)
dx

=
1

λ

∫
Rn
|f(x)|

(∫ 2λ−1|f(x)|

0

φ(t)
dt

t

)
dx

elde edilir. (2.6) eşitsizliḡi kullanılırsa,

∫ 2λ−1|f(x)|

0

φ(t)
dt

t
. λ|f(x)|−1Φ

(
2|f(x)|
λ

)

yazılabilir. Demek ki

∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

λ

)
dx ≤ c0

∫
Rn

Φ

(
2|f(x)|
λ

)
dx

olacak şekilde f den baḡımsız bir c0 > 1 sabiti vardır. Φ ∈ ∇2 olduḡundan

∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

λ

)
dx ≤

∫
Rn

Φ

(
c0|f(x)|

λ

)
dx

doḡrudur. λ = c0‖f‖LΦ
seçilirse,

∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

c0‖f‖LΦ

)
dx ≤ 1

elde edilir. Luxemburg normu tanımından

‖Mf‖LΦ
≤ c0‖f‖LΦ

bulunur. Böylelikle ispat tamamlanır.
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2.3. Morrey Uzayı

Tanım 2.12. 1 ≤ p <∞ ve 0 ≤ λ ≤ n olsun. Bu durumda

Mp,λ(Rn) =Mp,λ = {f ∈ Lloc
p (Rn) : ‖f‖Mp,λ

<∞}

şeklinde tanımlanan fonksiyon uzayınaMp,λ(Rn) Morrey uzayı denir. Burada norm

‖f‖Mp,λ
= sup

x∈Rn, r>0
r
λ−n
p ‖f‖Lp(B(x,r))

≈ sup
B

(
|B|

λ−n
n

∫
B

|f(x)|pdx
) 1

p

≈ sup
Q

(
|Q|

λ−n
n

∫
Q

|f(x)|pdx
) 1

p

ile verilir.

1938 yılında C. B. Morrey tarafından [58] de tanımlanan bu uzaylar, kısmi türevli diferen-

siyel denklemler teorisindeki birçok problemin çalışılmasında, özellikle parabolik ve elip-

tik diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışlarının incelenmesinde oldukça

kullanışlıdır. Ayrıca bu uzaylarda reel ve harmonik analizin klasik operatörlerinin sınırlılık

problemleri de incelenmiş ve önemli sonuçlar elde edilmiştir (bakınız [1]-[4], [13]-[18],

[23], [29], [38], [39], [48], [60]-[63], [70]). Bilindiḡi üzere p ≥ 1 için Morrey uzayı

yukarıda verilen normla bir Banach uzayıdır.

Teorem 2.5. p ∈ [1,∞) olsun. Bu durumda

(i)Mp,n = Lp,

(ii)Mp,0 = L∞,

(iii) λ < 0 ve λ > n ise,Mp,λ = Θ dir.
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Teorem 2.6. ([23]) 1 < p <∞, 0 < λ < n olsun. Bu durumda

‖Mf‖Mp,λ
≤ cp‖f‖Mp,λ

(2.8)

eşitsizliḡi f den baḡımsız cp > 0 sabiti ile saḡlanır. p = 1 durumunda ise

t|{x ∈ Rn : Mf(x) > t} ∩B(x, r)| ≤ c1 r
n−λ‖f‖M1,λ

eşitsizliḡi f, t ve r den baḡımsız bir c1 > 0 sabiti ile saḡlanır.

p = 1 durumunda radyal azalan fonksiyonlar için aşaḡıdaki teorem geçerlidir:

Teorem 2.7. ([34]) 0 < λ < n olsun. Bu durumda her f ∈Mrad,↓(Rn) için

‖Mf‖M1,λ
≤ c‖f‖M1,λ

eşitsizliḡi f den baḡımsız sabitle saḡlanır.

Tanım 2.13. 1 ≤ p ≤ ∞ ve w ∈ W (Rn) olsun. w fonksiyonu

[w]Ap := sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w(x)−
1
p−1dx

)p−1

<∞

özelliḡini saḡlarsa, w, Muckenhoupt sınıfındandır denir ve w ∈ Ap şeklinde gösterilir.

Burada supremum, Rn deki tüm küpler üzerinden alınmaktadır.

Hemen hemen her x için

Mw(x) ≤ c w(x)

saḡlanacak şekilde bir c > 0 sayısı varsa w ∈ A1 dir denir.
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Herhangi bir Q küpü ve ölçülebilir her E ⊂ Q kümesi için

w(E)

w(Q)
≤ c

(
|E|
|Q|

)δ

özelliḡi saḡlanacak şekilde bir δ > 0 ve c > 0 varsa, bu durumda w ∈ A∞ dur denir.

B. Muckenhoupt, [59] da aḡırlıklı Lebesgue uzaylarında M, Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonunun sınırlılıḡının karakterizasyonunu vermiştir.

Teorem 2.8. ([59]) 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda M nin Lp,w(Rn) aḡırlıklı Lebesgue

uzayında sınırlı olması için gerek ve yeter şart w ∈ Ap olmasıdır.

Tanım 2.14. (Aḡırlıklı genelleştirilmiş Morrey uzayı) 1 ≤ p <∞ ve ω(x, r), Rn×(0,∞)

da tanımlı, pozitif ve sürekli bir fonksiyon, v ∈ W (Rn) olsun. Bu durumda aḡırlıklı

genelleştirilmiş Morrey uzayı

Mp,ω(v) ≡Mp,ω(Rn, v) :=
{
f ∈ Lloc

p,v(Rn) : ‖f‖Mp,ω(v) <∞
}

şeklinde tanımlanır. Burada norm

‖f‖Mp,ω(v) = sup
x∈Rn,r>0

ω(x, r)−
1
p‖f‖Lp,v(B(x,r))

ile verilir. v ≡ 1 durumunda Mp,ω(v) := Mp,ω(1) uzayına, genelleştirilmiş Morrey

uzayı denir. v ≡ 1 ve ω(x, r) = rn−λ alınırsa, aḡırlıklı genelleştirilmiş Morrey uzayı,

klasik Morrey uzayı ile çakışır. Mp,ω uzayında M nin sınırlılıḡı için ω üzerindeki yeterli

koşullar, ([15]-[18]) ve [61] de elde edilmiştir.
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Tanım 2.15. ω1, ω2 ∈M+(Rn × (0,∞)) ve v ∈ W (Rn) olsun. Her x ∈ Rn, t > 0 için

ess sup
t<r<∞

ess infr<s<∞ ω1(x, s)

‖v‖L1(B(x,r))

≤ c
ω2(x, t)

‖v‖L1(B(x,t))

(2.9)

saḡlanacak şekilde bir c > 0 sayısı varsa, (ω1, ω2) ∈ Z0,n(v) dir denir. Eḡer ω1 = ω2 ise,

kısaca ω ∈ Z0,n(v) yazılır.

A :=

{
ϕ ∈M+,↑(0,∞) : lim

t→0+
ϕ(t) = 0

}
olsun.

Tanım 2.16. u, (0,∞) da negatif olmayan ve sürekli bir fonksiyon olsun. g ∈ M(0,∞)

fonksiyonları ve t ∈ (0,∞) için

(S̄ug)(t) := ‖u g‖L∞(t,∞)

şeklinde tanımlanan Su operatörüne supremal operatör denir.

Teorem 2.9. ([17]) u, (0,∞) da negatif olmayan sürekli bir fonksiyon ve her t > 0

için v1 ve v2, 0 < ‖vi‖L∞(t,∞) < ∞, i = 1, 2. özelliḡini saḡlayan negatif olmayan

ölçülebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda A konisinde S̄u operatörünün L∞,v1(0,∞)

dan L∞,v2(0,∞) a sınırlı olması için gerek ve yeter şart

∥∥∥v2S̄u

(
‖v1‖−1

L∞(·,∞)

)∥∥∥
L∞(0,∞)

<∞ (2.10)

olmasıdır.

Lemma 2.3. ([60]) 1 < p < ∞, v ∈ Ap ve f ∈ Lloc
p,v(Rn) olsun. Bu durumda Rn deki
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herbir B = B(x, r) yuvarı için

‖Mf‖Lp,v(B(x,r)) ≤ c‖v‖
1
p

L1(B) sup
t>2r
‖v‖

− 1
p

L1(B(x,t))‖f‖Lp,v(B(x,t)) (2.11)

eşitsizliḡi saḡlanacak biçimde f ve B den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

İspat. f1 = fχ2B olmak üzere f = f1 + f2 olsun. Her B = B(x, r) yuvarı için M nin

alttoplamsallık özelliḡinden

‖Mf‖Lp,v(B) ≤ ‖M(fχ2B)‖Lp,v(B) + ‖M(fχRn\(2B))‖Lp,v(B) (2.12)

olduḡu görülür. M : Lp,v(Rn)→ Lp,v(Rn) saḡladıḡından

‖M(fχ2B)‖Lp,v(B) . ‖f‖Lp,v(2B)

elde edilir. v ∈ Ap fonksiyonu, doubling koşulunu saḡladıḡı için (bakınız [32] s. 396)

‖f‖Lp,v(2B) ≈ ‖f‖Lp,v(2B)‖v‖
1
p

L1(2B) sup
t>2r
‖v‖

− 1
p

L1(B(x,t))

. ‖v‖
1
p

L1(B) sup
t>2r
‖v‖

− 1
p

L1(B(x,t))‖f‖Lp,v(B(x,t))

bulunur. Böylece

‖M(fχ2B)‖Lp,v(B) . ‖v‖
1
p

L1(B) sup
t>2r
‖v‖

− 1
p

L1(B(x,t))‖f‖Lp,v(B(x,t)) (2.13)

saḡlanır.

y, B de keyfi nokta olsun. Eḡer B(y, t) ∩ {Rn\(2B)} 6= ∅ ise, bu durumda t > r dir.

Gerçekten de z ∈ B(y, t)∩{Rn\(2B)} ise, bu durumda t > |y− z| ≥ |x− z|− |x− y| >

2r−r = r elde edilir. Diḡer taraftanB(y, t)∩{Rn\(2B)} ⊂ B(x, 2t) saḡlanır. Gerçekten

z ∈ B(y, t) ∩ {Rn\(2B)} alınırsa, |x − z| ≤ |y − z| + |x − y| < t + r < 2t elde edilir.
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Böylece, her y ∈ B için

M(fχRn\(2B))(y) = sup
t>0

1

|B(y, t)|

∫
B(y,t)∩{Rn\(2B)}

|f(z)|dz

≤ 2n sup
t>r

1

|B(x, 2t)|

∫
B(x,2t)

|f(z)|dz

= 2n sup
t>2r

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz

dir. Hölder eşitsizliḡi uygulanarak

M(fχRn\(2B))(y) ≤ 2n sup
t>2r

‖v−
1
p‖Lp′ (B(x,t))

|B(x, t)|
‖f‖Lp,v(B(x,t))

elde edilir. Burada v ∈ Ap, yani

|B| ≈ ‖v‖
1
p

L1(B)‖v
− 1
p‖Lp′ (B) (2.14)

olduḡu kullanılırsa,

M(fχRn\(2B))(y) ≤ 2n sup
t>2r
‖v‖

− 1
p

L1(B(x,t))‖f‖Lp,v(B(x,t))

bulunur. Böylece

‖M(fχRn\(2B))‖Lp,v(B) . ‖v‖
1
p

L1(B) sup
t>2r
‖v‖

− 1
p

L1(B(x,t))‖f‖Lp,v(B(x,t)) (2.15)

dir. (2.12), (2.13) ve (2.15) birleştirilirse, (2.11) elde edilir.

Not 2.1. Lemma 2.3, v = 1 durumunda [17] de ispatlanmıştır.

Teorem 2.10. ([60]) 1 < p < ∞, v ∈ Ap ve (ω1, ω2) ∈ Z0,n(v) olsun. Bu durumda M,

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonuMp,ω1(v) denMp,ω2(v) ye sınırlıdır.
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İspat. Lemma 2.3 ve Teorem 2.9 dan

‖Mf‖Mp,ω2 (v) . sup
x∈Rn,r>0

ω2(x, r)−
1
p‖v‖

1
p

L1(B(x,r))

(
sup
t>r
‖v‖

− 1
p

L1(B(x,t))‖f‖Lp,v(B(x,t))

)
. sup

x∈Rn,r>0
ω1(x, r)−

1
p‖f‖Lp,v(B(x,t)) = ‖f‖Mp,ω1 (v)

elde edilir.

2.4. Zygmund-Morrey ve zayıf Zygmund-Morrey Uzayı

Bu bölümde Zygmund-Morrey ve zayıf Zygmund-Morrey uzaylarının tanımları yapıla-

caktır.

Tanım 2.17. ([67]) Φ bir Young fonksiyonu, φ : [0,∞) → [0,∞) azalmayan ve φ(t)t−n

artmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda Lφ,Φ(Rn) Orlicz-Morrey fonksiyon uzayı

Lφ,Φ(Rn) ≡ {f ∈ Lloc
1 (Rn) : ‖f‖Lφ,Φ = sup

Q
φ(l(Q))‖f‖Φ,Q <∞}

şeklinde tanımlanır. Burada l(Q), Q nun yan ayrıt uzunluḡu olup supremum tüm küpler

üzerinden alınmaktadır. Orlicz-Morrey uzayında harmonik ve reel analizin klasik opera-

törlerinin sınırlılılık özellikleri araştırılmış ve önemli sonuçlar elde edilmiştir (bakınız

[40], [41], [67]).

Tanım 2.18. 0 < λ < n olsun. Bu durumda ML(1+log+ L),λ ≡ ML(1+log+ L),λ(Rn)

Zygmund-Morrey uzayı

ML(1+log+ L),λ(Rn) :=
{
f ∈M(Rn) : ‖f‖ML(1+log+ L),λ

<∞
}
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şeklinde tanımlanır. Burada norm

‖f‖ML(1+log+ L),λ
:= sup

Q
|Q|

λ
n‖f‖L(1+log+ L),Q <∞

dur.

Tanım 2.19. 0 < λ < n olsun. Bu durumdaWML(1+log+ L),λ ≡ WML(1+log+ L),λ(Rn)

zayıf Zygmund-Morrey uzayı

WML(1+log+ L),λ(Rn) :=
{
f ∈M(Rn) : ‖f‖WML(1+log+ L),λ

<∞
}

şeklinde tanımlanır. Burada norm

‖f‖WML(1+log+ L),λ
:= sup

Q
|Q|

λ
n‖f‖WL(1+log+ L),Q <∞

dur.

Zygmund-Morrey uzayı, Tanım 2.18 de verilen Orlicz-Morrey uzayının özel bir halidir.

Gerçekten de Lφ,Φ de, φ(t) = tλ ve Φ(t) = t(1 + log+ t) alınırsa, Zygmund-Morrey uzayı

elde edilmiş olur. Zayıf Zygmund-Morrey uzayı bu haliyle ilk defa [35] te tanımlanmıştır.

2.5. Lp(·) Uzayı

Ölçülebilir bir p(·) : Rn → [1,∞) fonksiyonu için

m(f, p) :=

∫
Rn
|f(x)|p(x) dx

konveks modülerini tanımlayalım. Buna göre Lp(·)(Rn) fonksiyon sınıfı

Lp(·) ≡ Lp(·)(Rn) := {f ∈M(Rn) : m(f/λ, p) <∞ olacak biçimde λ > 0 var}
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ile tanımlanır. Bu sınıf

‖f‖Lp(·) ≡ ‖f‖Lp(·)(Rn) := inf

{
λ > 0 : m(f/λ, p) =

∫
Rn

(
|f(x)|
λ

)p(x)

dx ≤ 1

}

şeklinde tanımlanan Luxemburg-Nakano normuna göre Banach uzayıdır.

Deḡişken üslü fonksiyon uzayları teorisi, son yirmi yıldır yoḡun bir şekilde çalışılmak-

tadır. Hardy-Littlewood maksimal operatörünün ve singüler integral operatörünün sınırlı-

lıḡının karakterize edilmesi, bu teorinin en önemli problemlerinden biridir (bakınız, [27],

[28], [30], [50], [76], [77]).

1 < p− := ess inf
x∈Rn

p(x), p+ := ess sup
x∈Rn

p(x) <∞ (2.16)

özellikleri saḡlanırsa, bu durumda p′(x) := p(x)/(p(x) − 1) iyi tanımlıdır ve p′(x) de

(2.16) özelliḡini saḡlar.

P(Rn) : = {p(·) : Rn → [1,∞) ölçülebilir : 1 < p− , p+ <∞},

B(Rn) : = {p(·) ∈P(Rn) : M operatörü Lp(·) üzerinde sınırlıdır}

olsun. p(·) ∈P(Rn) ve her x, y ∈ Rn için

|p(x)− p(y)| ≤ −c
log(|x− y|)

, 2|x− y| ≤ 1

|p(x)− p(y)| ≤ c

log(e+ |x|)
, |x| ≤ |y|

eşitsizlikleri saḡlanacak şekilde c > 0 sayısı varsa, p(·) ∈P log(Rn) dir denir.

D. Cruz-Uribe, A. Fiorenza ve C. J. Neugebauer, [27] de aşaḡıdaki teoremi ispatlamışlardır:

Teorem 2.11. ([27]) p(·) ∈P log(Rn) ise, p(·) ∈ B(Rn) dir.
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3. Mα(M) İÇİN NOKTASAL KESTİRİMLER

Harmonik analizde klasik operatörler için noktasal kestirimlerin elde edilmesi, opera-

törlerin sınırlılıḡı probleminde önemli rol oynamaktadır. Örneḡin, A. Cordoba ve C. Fef-

ferman [26] da 1 < p <∞ olmak üzere T , Calderón-Zygmund integral operatörü için

(Tf)#(x) ≤ cpMpf(x) (3.1)

eşitsizliḡini elde etmiş ve bu eşitsizlik yardımıyla T nin, aḡırlıklı Lebesgue uzaylarında

sınırlılıḡını ispatlamışlardır. A. Lerner, [55] te

(Tf)#(x) ≤ cM2f(x)

eşitsizliḡini elde etmiştir. Bu eşitsizlik (3.1) eşitsizliḡinden daha kesindir. Çünkü R. Coif-

man ve R. Rochberg tarafından [25] te 1 < p <∞ ve her x ∈ Rn için ispatlanmış

M(Mpf)(x) ≤ cMpf(x)

eşitsizliḡine göre

M2f(x) ≤M(Mpf)(x) ≤ cMpf(x)

doḡrudur.

Noktasal kestirimler komutatör operatörlerinin araştırılmasında da kullanılmıştır. Örneḡin,

[T, b] komutatör operatörü için C. Pérez, [64] te zayıf L(1 + log+ L) eşitsizliḡini elde ede-

bilmek için öncelikle M2 için noktasal kestirim elde etmiş, daha sonra noktasal kestirim

yardımıyla zayıf L(1 + log+ L) eşitsizliḡini ispat etmiştir.

Esas teoremlerimizi ispatlayabilmek için aşaḡıdaki sonuçlara ihtiyaç vardır:
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Teorem 3.1. 0 ≤ α < n olsun. Bu durumda her f ∈ Lloc
1 (Rn) için

Mα(Mf)(x) = sup
Q3x
|Q|

α−n
n

∫
Q

Mf(y)dy

≈ sup
Q3x
|Q|

α
n ‖f‖L(1+log+ L),Q

≈ sup
Q3x
|Q|

α−n
n

∫
Q

|f(y)|
(

1 + log+ |f(y)|
|f |Q

)
dy

saḡlanır.

Teorem 3.1 in ispatında aşaḡıdaki lemmalardan yararlanılacaktır:

Lemma 3.1. ∫
Q

M(fχQ)(x)dx ≈
∫
Q

|f(x)|
(

1 + log+ |f(x)|
|f |Q

)
dx

denkliḡi her f ∈ Lloc
1 (Rn) için, f ve Q dan baḡımsız sabitlerle saḡlanır.

İspat. Rn de sabit bir Q küpü alalım. Öyle pozitif c1 < 1 ve c2 > 1 sabitleri vardır ki her

f ∈ Lloc
1 (Rn) ve her t > |f |Q için

c1

∫
{x∈Q:|f(x)|>t}

|f(x)|
t

dx ≤ |{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > t}| ≤ c2

∫
{x∈Q:|f(x)|>t/2}

|f(x)|
t

dx

saḡlanır (bakınız [71]). Bu durumda

∫
Q

M(fχQ)(x)dx =

∫ ∞
0

|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > λ}|dλ

=

∫ |f |Q
0

|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > λ}|dλ

+

∫ ∞
|f |Q
|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > λ}|dλ

= |Q||f |Q +

∫ ∞
|f |Q
|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > λ}|dλ

≥ |Q||f |Q + c1

∫ ∞
|f |Q

(∫
{x∈Q:|f(x)|>λ}

|f(x)| dx
)
dλ

λ

= |Q||f |Q + c1

∫
{x∈Q:|f(x)|>|f |Q}

(∫ |f(x)|

|f |Q

dλ

λ

)
|f(x)| dx
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= |Q||f |Q + c1

∫
{x∈Q:|f(x)|>|f |Q}

|f(x)| log

(
|f(x)|
|f |Q

)
dx

≥ c1

∫
Q

|f(x)|
(

1 + log+ |f(x)|
|f |Q

)
dx

elde edilir.

Diḡer yandan

∫
Q

M(fχQ)(x)dx =

∫ ∞
0

|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > λ}|dλ

≈
∫ ∞

0

|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > 2λ}|dλ

=

∫ |f |Q
0

|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > 2λ}|dλ

+

∫ ∞
|f |Q
|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > 2λ}|dλ

≤ |Q||f |Q + c2

∫ ∞
|f |Q

(∫
{x∈Q:|f(x)|>λ}

|f(x)| dx
)
dλ

λ

= |Q||f |Q + c2

∫
{x∈Q:|f(x)|>|f |Q}

(∫ |f(x)|

|f |Q

dλ

λ

)
|f(x)| dx

= |Q||f |Q + c2

∫
{x∈Q:|f(x)|>|f |Q}

|f(x)| log

(
|f(x)|
|f |Q

)
dx

≤ c2

∫
Q

|f(x)|
(

1 + log+ |f(x)|
|f |Q

)

elde edilir ki böylece ispat tamamlanır.

Lemma 3.2.

1

|Q|

∫
Q

|f(x)|
(

1 + log+ |f(x)|
|f |Q

)
dx ≈ ‖f‖L(1+log+ L),Q

denkliḡi her f ∈ Lloc
1 (Rn) için, f ve Q dan baḡımsız sabitlerle saḡlanır.

İspat.

1 =
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|
|f |Q

dx ≤ 1

|Q|

∫
Q

|f(x)|
|f |Q

(
1 + log+ |f(x)|

|f |Q

)
dx
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saḡlandıḡından Luxemburg normu tanımından

|f |Q ≤ ‖f‖L(1+log+ L),Q

yazılabilir. a, b > 0 için log+(ab) ≤ log+ a+ log+ b eşitsizliḡi kullanılarak

1

|Q|

∫
Q

|f(x)|
(

1 + log+ |f(x)|
|f |Q

)
dx

=
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|

(
1 + log+ |f(x)|

‖f‖L(1+log+ L),Q

‖f‖L(1+log+ L),Q

|f |Q

)
dx

≤ 1

|Q|

∫
Q

|f(x)|

(
1 + log+ |f(x)|

‖f‖L(1+log+ L),Q

)
dx

+
1

|Q|

∫
Q

|f(x)| log+

(‖f‖L(1+log+ L),Q

|f |Q

)
dx

≤ ‖f‖L(1+log+ L),Q + |f |Q log+

(‖f‖L(1+log+ L),Q

|f |Q

)

bulunur. t ≥ 1 için log t ≤ t olduḡundan

1

|Q|

∫
Q

|f(x)|
(

1 + log+ |f(x)|
|f |Q

)
dx ≤ 2‖f‖L(1+log+ L),Q

dur.

Diḡer taraftan Luxemburg normu tanımından

1

|Q|

∫
Q

|f(x)|
‖f‖L(1+log+ L),Q

(
1 + log+ |f(x)|

‖f‖L(1+log+ L),Q

)
dx = 1

elde edilir.

|f |Q ≤ ‖f‖L(1+log+ L),Q

eşitsizliḡi kullanılırsa,

‖f‖L(1+log+ L),Q ≤
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|
(

1 + log+ |f(x)|
|f |Q

)
dx

saḡlanır. Böylece ispat tamamlanır.
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Lemma 3.3.

1

|Q|

∫
Q

Mf(y)dy . sup
Q⊂Q′

‖f‖L(1+log+ L),Q′ (3.2)

eşitsizliḡi her f ∈ Lloc
1 (Rn) için, f ve Q dan baḡımsız sabitler için saḡlanır.

İspat. Q, Rn de bir küp ve f1 = fχ3Q olmak üzere f = f1 + f2 olsun. Maksimal

fonksiyonun alttoplamsallık özelliḡinden,

1

|Q|

∫
Q

Mf(y)dy ≤ 1

|Q|

∫
Q

Mf1(y)dy +
1

|Q|

∫
Q

Mf2(y)dy (3.3)

elde edilir.

Sabit bir x ∈ Q için birQ′ küpü,Q′ 3 x veQ′∩(3Q)c 6= ∅ özelliklerini saḡlarsa,Q ⊂ 3Q′

olduḡu kolayca görülebilir. Bu durumda

Mf2(x) = sup
Q′3x

1

|Q′|

∫
Q′
|f2(y)|dy ≤ sup

Q⊂3Q′

1

|Q′|

∫
Q′
|f(y)|dy

elde edilir. Sonuç olarak

1

|Q|

∫
Q

Mf2(y)dy . sup
Q⊂Q′

1

|Q′|

∫
Q′
|f(y)|dy (3.4)

bulunur. Her Q′ küpü için Lemma 3.2 den

1

|Q′|

∫
Q′
|f(y)|dy ≤ ‖f‖L(1+log+ L),Q′

olduḡundan
1

|Q|

∫
Q

Mf2(y)dy . sup
Q⊂Q′

‖f‖L(1+log+ L),Q′ (3.5)

dür.
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Diḡer taraftan supp f ⊂ Q olacak şekilde her f için

1

|Q|

∫
Q

Mf(y)dy . ‖f‖L(1+log+ L),Q (3.6)

saḡlandıḡından (bakınız [64], s. 174)

1

|Q|

∫
Q

Mf1(y)dy .
1

|3Q|

∫
3Q

Mf1(y)dy . ‖f‖L(1+log+ L),3Q (3.7)

bulunur.

Böylelikle (3.3), (3.5) ve (3.7) den

1

|Q|

∫
Q

Mf(y)dy . sup
Q⊂Q′

‖f‖L(1+log+ L),Q′ + ‖f‖L(1+log+ L),3Q

. sup
Q⊂Q′

‖f‖L(1+log+ L),Q′

elde edilir ki bu da lemmayı ispatlar.

Sonuç 3.1.

M2f(x) ≈ML(1+log+ L)f(x) ≈ sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)|
(

1 + log+ |f(y)|
|f |Q

)
dy (3.8)

denkliḡi her x ∈ Rn ve f ∈ Lloc
1 (Rn) için, f ve Q dan baḡımsız sabitlerle saḡlanır.

Sonuç 3.2. 0 < λ < n olsun. Bu durumda

‖Mf‖M1,λ
≈ ‖f‖ML(1+log+ L),λ

≈ sup
Q
|Q|

λ−n
n

∫
Q

|f(y)|
(

1 + log+ |f(y)|
|f |Q

)
dy (3.9)

denkliḡi her f ∈ Lloc
1 (Rn) için, f ve Q dan baḡımsız sabitlerle saḡlanır.

Belirtelim ki (3.8) denkliḡinin birinci kısmı, [64] te ispatlanmıştır (ayrıca bakınız [37],

s.159). (3.8) denkliḡinin ikinci kısmı için [21], [53] ve [54] e bakılabilir. (3.9) denkliḡinin
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birinci kısmı, [67] deki Lemma 3.5 in özel bir durumudur.

Konu bütünlüḡü için aşaḡıdaki lemmayı ispatı ile birlikte verelim:

Lemma 3.4. ([64, Lemma 1.6]) Her f ∈ L(1 + log+ L)(Rn) fonksiyonu ve her λ > 0

sayısı için

|{x ∈ Rn : M2f(x) > λ}| ≤ c

∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx (3.10)

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f ve λ dan baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

İspat. K kompakt bir küme olmak üzere

K ⊂ {x ∈ Rn : ML(1+log+ L)f(x) > λ}

olsun. Standart örtü lemması gereḡi

K ⊂
m⋃
i=1

3Qi, ‖f‖L(1+log+ L),Qi
> λ, i = 1, . . . ,m

saḡlanacak şekilde içleri ayrık Q1, . . . , Qm küpleri seçebiliriz. O halde Luxemburg norm

tanımından

|Qi| ≤
∫
Qi

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx

eşitsizliḡi saḡlanır. Dolayısıyla

|K| ≤
m∑
k=1

|3Qi| .
m∑
k=1

|Qi|

≤
m∑
k=1

∫
Qi

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx

≤
∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx
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elde edilir. Lebesgue ölçüsü iç regüler olduḡundan

K ⊂ {x ∈ Rn : ML(1+log+ L)f(x) > λ}

özelliḡini saḡlayan tüm kompaktK kümeleri üzerinden supremuma geçilirse, ispat tamam-

lanır.
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4. Cb, [M, b] VE [M#, b] İÇİN KESTİRİMLER

Bu bölümdeCb, [M, b] ve [M#, b] operatörleri için sırasıyla noktasal kestirimler, fonksiyon

uzaylarında norm kestirimleri ve uç nokta kestirimleri elde edilecektir.

4.1. Cb , [M, b] ve [M#, b] İçin Noktasal Kestirimler

Cb ile [M, b] ve [M#, b] operatörleri, birbirlerinden farklı özelliklere sahiptirler. Örnek

olarak Cb operatörü pozitif ve altlineer olmasına raḡmen, [M, b] ve [M#, b] operatörleri ne

pozitif ne de altlineerdir. Ancak, b üzerine ek koşullar konulursa, Cb operatörü [M, b] ve

[M#, b] operatörlerini kontrol eder.

Lemma 4.1. b ∈ Lloc
1 (Rn) ve b ≥ 0 olsun. Bu durumda her f ∈ Lloc

1 (Rn) için

|[M, b](f)(x)| ≤ Cb(f)(x) (4.1)

eşitsizliḡi doḡrudur.

İspat. Her f, g ∈ Lloc
1 (Rn) için

|Mf(x)−Mg(x)| ≤M(f − g)(x) (4.2)

noktasal kestiriminin saḡlandıḡı görülebilir. b ≥ 0 ve (4.2) den

|[M, b](f)(x)| = |M(bf)(x)− b(x)Mf(x)| = |M(bf)(x)−M(b(x)f)(x)|

≤M(bf − b(x)f)(x) = M((b− b(x))f)(x) = Cb(f)(x)

elde edilir.
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Lemma 4.2. b ∈ Lloc
1 (Rn) olsun. Bu durumda her f ∈ Lloc

1 (Rn) için

|[M, b](f)(x)| ≤ Cb(f)(x) + 2b−(x)Mf(x) (4.3)

eşitsizliḡi doḡrudur.

İspat.

|[M, b](f)(x)− [M, |b|](f)(x)| ≤ 2b−(x)Mf(x)

olduḡundan (bakınız [6], s. 3330)

|[M, b](f)(x)| ≤ |[M, |b|](f)(x)|+ 2b−(x)Mf(x) (4.4)

saḡlanır. Her x ∈ Rn için C|b|(f)(x) ≤ Cb(f)(x) olduḡundan Lemma 4.1 den

|[M, b](f)(x)| ≤ C|b|(f)(x) + 2b−(x)Mf(x) ≤ Cb(f)(x) + 2b−(x)Mf(x)

elde edilir.

Teorem 4.1. b ∈ BMO(Rn) ve 0 < δ < 1 olsun. Bu durumda, her f ∈ Lloc
1 (Rn) için

Mδ(Cb(f))(x) ≤ cδ‖b‖∗M2f(x) (x ∈ Rn) (4.5)

saḡlanacak şekilde f ve x ten baḡımsız bir cδ > 0 sabiti vardır.

İspat. x ∈ Rn ve sabit bir Q: Q 3 x alalım. f1 = fχ3Q olmak üzere f = f1 + f2 olsun.

Her y ∈ Rn için

Cb(f)(y) = M((b− b(y))f)(y) = M((b− b3Q + b3Q − b(y))f)(y)

≤M((b− b3Q)f1)(y) +M((b− b3Q)f2)(y) + |b(y)− b3Q|Mf(y)
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olduḡundan

(
1

|Q|

∫
Q

(Cb(f)(y))δ dy

) 1
δ

.

(
1

|Q|

∫
Q

M((b− b3Q)f1)(y)δdy

) 1
δ

+

(
1

|Q|

∫
Q

M((b− b3Q)f2)(y)δdy

) 1
δ

+

(
1

|Q|

∫
Q

|b(y)− b3Q|δMf(y)δdy

) 1
δ

:= I + II + III (4.6)

elde edilir.

∫
Q

M((b− b3Q)f1)(y)δdy ≤
∫ |Q|

0

[(M((b− b3Q)f1))∗ (t)]
δ
dt

≤

[
sup

0<t<|Q|
t (M((b− b3Q)f1))∗ (t)

]δ ∫ |Q|
0

t−δdt

olduḡundan, M nin L1(Rn) den L1,∞(Rn) ye sınırlılıḡı kullanılarak

∫
Q

M((b− b3Q)f1)(y)δdy . ‖(b− b3Q)f1‖δL1(Rn)|Q|−δ+1

= ‖(b− b3Q)f‖δL1(3Q)|Q|−δ+1

yazılabilir. Böylelikle

I .
1

|3Q|

∫
3Q

|b(y)− b3Q||f(y)|dy

bulunur. (2.5) ten

I . ‖b− b3Q‖expL,3Q‖f‖L logL,3Q

saḡlanır. Lemma 2.1 den

‖b− bQ‖expL,Q ≤ c‖b‖∗

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde Q dan baḡımsız bir c > 0 vardır. Dolayısıyla

I . ‖b‖∗ML(1+log+ L)f(x) (4.7)

elde edilir.
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II ifadesi, infy∈QM((b− b3Q)f)(y) ile karşılaştırılabilir olduḡundan (bakınız [32], s. 160)

II .M((b− b3Q)f)(x)

tir. (2.5) ve Lemma 2.1 den

II . sup
x∈Q
‖b− b3Q‖expL,3Q‖f‖L logL,3Q . ‖b‖∗ML(1+log+ L)f(x) (4.8)

bulunur.

δ < ε < 1 olsun. III yi deḡerlendirmek için r = ε/δ > 1 alınıp Hölder eşitsizliḡi

uygulanırsa,

III ≤
(

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− b3Q|δr
′
dy

) 1
δr′
(

1

|Q|

∫
Q

(Mf(y))δrdy

) 1
δr

saḡlanır. Lemma 2.2 den

III . ‖b‖∗
(

1

|Q|

∫
Q

(Mf(y))εdy

) 1
ε

≤ ‖b‖∗Mε(Mf)(x) (4.9)

elde edilir.

Son olarak Sonuç 3.1, (4.6)-(4.9) kullanılırsa,

Mδ(Cb(f))(x) ≤ c‖b‖∗
(
Mε(Mf)(x) +M2f(x)

)
(4.10)

bulunur.

0 < ε < 1 için

Mε(Mf)(x) ≤M2f(x)

olduḡundan (4.5) elde edilir.
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Teorem 4.2. b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda, her f ∈ Lloc
1 (Rn) için

Cb(f)(x) ≤ c‖b‖∗M2f(x) (x ∈ Rn) (4.11)

saḡlanacak şekilde f ve x ten baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

İspat. Lebesgue Diferensiyellenebilme Teoremi’nden

Cb(f)(x) ≤Mδ(Cb(f))(x)

olup sonuç, Teorem 4.1 den elde edilir.

Teorem 4.3. b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda, her f ∈ Lloc
1 (Rn) için

|[M, b](f)(x)| ≤ c
(
‖b+‖∗ + ‖b−‖∞

)
M2f(x) (4.12)

saḡlanacak şekilde f ve x ten baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

İspat. Lemma 4.2 ve Teorem 4.2 den

|[M, b](f)(x)| ≤ c
(
‖b‖∗M2f(x) + b−(x)Mf(x)

)
(4.13)

yazılabilir. f ≤ Mf ve ‖b‖∗ ≤ ‖b+‖∗ + ‖b−‖∗ . ‖b+‖∗ + ‖b−‖∞ olduḡundan ispat

tamamlanır.

Aşaḡıdaki lemma doḡrudur:

Lemma 4.3. b ∈ Lloc
1 (Rn) ve b ≥ 0 olsun. Bu durumda her x ∈ Rn için

|[M#, b](f)(x)| ≤ 2Cb(f)(x)
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saḡlanır.

İspat. Gerçekten de

|[M#, b](f)(x)|

= |M#(bf)(x)− b(x)M#(f)(x)|

=

∣∣∣∣sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|b(y)f(y)− (bf)Q|dy − b(x) sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|dy
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|b(y)f(y)− (bf)Q|dy − sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|b(x)f(y)− b(x)fQ|dy
∣∣∣∣

≤ sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

∣∣∣∣|b(y)f(y)− (bf)Q| − |b(x)f(y)− b(x)fQ|
∣∣∣∣dy

≤ sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|b(y)f(y)− (bf)Q − b(x)f(y) + b(x)fQ|dy

≤ sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|b(y)f(y)− b(x)f(y)|dy + sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|b(x)fQ − (bf)Q|dy

≤ 2Cb(f)(x)

elde edilir.

Lemma 4.4. b ∈ Lloc
1 (Rn) olsun. Bu durumda her x ∈ Rn

|[M#, b](f)(x)| ≤ 4
(
Cb(f)(x) +M(b−f)(x) + b−(x)Mf(x)

)
(x ∈ Rn)

saḡlanır.

İspat.

|[M#, b](f)(x)− [M#, |b|](f)(x)| ≤ 2M#(b−f)(x) + 2b−(x)M#f(x)

olduḡundan, Lemma 4.3 gereḡince

|[M#, b](f)(x)| ≤ |[M#, |b|](f)(x)|+ 2M#(b−f)(x) + 2b−(x)M#f(x)
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≤ 4
(
Cb(f)(x) +M(b−f)(x) + b−(x)Mf(x)

)
bulunur.

Sonuç 4.1. b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda, her f ∈ Lloc
1 (Rn) için

|[M#, b](f)(x)| ≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)M2f(x) (x ∈ Rn) (4.14)

olacak şekilde f ve x ten bir c > 0 sabiti vardır.

İspat. f ≤Mf olduḡundan, Lemma 4.4 ve Sonuç 4.2 den

|[M#, b](f)(x)| . ‖b‖∗M2f(x) + ‖b−‖∞Mf(x)

. (‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)M2f(x)

elde edilir.

4.2. Cb, [M, b] ve [M#, b] İçin Norm Kestirimleri

Bu kısımda Cb, [M, b] ve [M#, b] operatörleri için norm kestirimleri önceki bölümlerde

elde edilen noktasal kestirimler yardımıyla ispatlanacaktır.

Teorem 4.4. b ∈ BMO(Rn) olsun. X , Rn üzerinde tanımlanan ölçülebilir fonksiyonların

bir Banach uzayı olsun ve latis özelliḡini saḡlasın, yani

0 ≤ f ≤ g, h.h.y⇒ ‖f‖X . ‖g‖X

olsun. Ayrıca farz edelim ki M , X üzerinde sınırlıdır. Bu durumda, Cb operatörü X
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üzerinde sınırlıdır ve

‖Cbf‖X ≤ c‖b‖∗‖f‖X

olacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

İspat. Teorem 4.2, X uzayının latis özelliḡi ve M nin X üzerinde sınırlı olduḡu kul-

lanılırsa,

‖Cbf‖X ≤ ‖c‖b‖∗M2f‖X = c‖b‖∗‖M2f‖X ≤ c‖b‖∗‖f‖X

saḡlanır.

Teorem 4.5. b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. X , Rn üzerinde tanımlanan ölçülebilir

fonksiyonların latis özelliḡini saḡlayan bir Banach uzayı olsun. Ayrıca M nin, X üzerinde

sınırlı olduḡunu kabul edelim. Bu durumda, [M, b] ve [M#, b] operatörleri X üzerinde

sınırlıdır ve

‖[M, b](f)‖X ≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖X ,

‖[M#, b](f)‖X ≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖X

eşitsizlikleri saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

İspat. Sadece [M, b] için ispat yapılacak, [M#, b] için ispat benzer düşünceyle yapılabilir.

Teorem 4.3, X uzayının latis özelliḡi ve M nin X üzerinde sınırlı olduḡu kullanılırsa,

‖[M, b]f‖X ≤ ‖c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)M2f‖X

= c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖M2f‖X

≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖X

saḡlanır.

54



4.2.1 Lp(Rn) Üzerinde Norm Kestirimleri

Aşaḡıdaki teorem [33] te ispatlanmış olup, burada farklı bir ispat verilecektir.

Teorem 4.6. 1 < p < ∞ ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda Cb operatörü Lp(Rn) de

sınırlıdır.

İspat. 1 < p < ∞ olduḡundan M, Lp(Rn) de sınırlıdır. Dolayısıyla Teorem 4.4 ten ispat

tamamlanır.

Aşaḡıdaki teorem [6] da ispatlanmış olup burada farklı bir ispat verilecektir.

Teorem 4.7. 1 < p < ∞, b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda [M, b] ve

[M#, b], Lp(Rn) de sınırlıdır ve sırasıyla

‖[M, b](f)‖p ≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖p

‖[M#, b](f)‖p ≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖p

eşitsizlikleri saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

İspat. 1 < p < ∞ olduḡundan M, Lp(Rn) de sınırlıdır. Dolayısıyla Teorem 4.5 ten ispat

tamamlanır.

4.2.2 Lp(·)(Rn) Üzerinde Norm Kestirimleri

Bu bölümdeLp(·)(Rn) uzayındaCb, [M, b] ve [M#, b] operatörlerinin sınırlılıḡı, elde edilen

noktasal kestirimler yardımıyla verilecektir.

Aşaḡıdaki teoremler sırasıyla J. S. Xu tarafından [76] da ve P. Zhang ve J. Wu tarafından
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[77] de ispatlanmıştır.

Teorem 4.8. ([76]) b ∈ BMO(Rn) ve p(·) ∈P log(Rn) olsun. Bu durumda Cb, Lp(·)(Rn)

de sınırlıdır.

Teorem 4.9. ([77]) b ∈ Lloc
1 (Rn) ve p(·) ∈ P log(Rn) olsun. Bu durumda aşaḡıdakiler

birbirine denktir:

(i) [M, b], Lp(·)(Rn) de sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn).

(iii) [M#, b], Lp(·)(Rn) de sınırlıdır.

Teorem 4.4, aşaḡıdaki sonucu ifade etmeye imkân verir:

Teorem 4.10. p(·) ∈ B(Rn) olsun. Bu durumda aşaḡıdakiler birbirine denktir:

(i) Cb operatörü Lp(·)(Rn) de sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn).

İspat. (ii) ⇒ (i). p(·) ∈ B(Rn) olduḡundan M , Lp(·)(Rn) de sınırlıdır. İspat Teorem 4.4

ten elde edilir.

(i)⇒ (ii). Q, Rn de keyfi bir küp ve f = χQ olsun. Her x ∈ Q için

Cb(χQ)(x) &

{
1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ|dy
}
χQ(x) (4.15)

eşitsizliḡi saḡlandıḡından

‖Cb(χQ)‖Lp(·) &
(

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ|dy
)
‖χQ‖Lp(·)
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doḡrudur.

‖Cb(χQ)‖Lp(·) ≤ c‖χQ‖Lp(·)

olduḡundan

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ|dy . c

elde edilir ki böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.11. p(·) ∈ B(Rn) olsun. Bu durumda aşaḡıdakiler birbirine denktir:

(i) [M, b], Lp(·)(Rn) de sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn).

(iii) [M#, b], Lp(·)(Rn) de sınırlıdır.

İspat. (ii) ⇒ (i) ∧ (ii) ⇒ (iii). p(·) ∈ B(Rn) olduḡundan M , Lp(·)(Rn) de sınırlıdır.

İspat Teorem 4.5 ten elde edilir.

(i)⇒ (ii) ∧ (iii)⇒ (ii). İspat [77] Teorem 1.2 ye benzer şekilde yapılabilir.

4.2.3 LΦ(Rn) Üzerinde Norm Kestirimleri

Bu kısımda Cb, [M, b] ve [M#, b] operatörlerinin LΦ Orlicz uzayında sınırlılıḡı ince-

lenecektir.

Teorem 4.12. Φ ∈ ∇2 olsun. Bu durumda

(i) Cb, LΦ uzayında sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn).
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İspat. (ii)⇒ (i). Teorem 2.4 ten M, LΦ uzayında sınırlıdır. Dolayısıyla Teorem 4.4 ten

‖Cb(f)‖LΦ
≤ c‖b‖∗‖f‖LΦ

elde edilir.

(i)⇒ (ii). Q, Rn de keyfi bir küp ve f = χQ olsun. Bu durumda

‖Cb(χQ)‖LΦ
&

(
1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ|dy
)
‖χQ‖LΦ

doḡrudur.

‖Cb(χQ)‖LΦ
≤ c‖χQ‖LΦ

olduḡundan

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ|dy . c

elde edilir ki böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.13. Φ ∈ ∇2 olsun. Bu durumda aşaḡıdaki ifadeler birbirine denktir:

(i) [M, b], LΦ de sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn).

(iii) [M#, b], LΦ de sınırlıdır.

İspat. Sadece [M, b] için ispat yapılacak, [M#, b] için ispat benzer düşünceyle yapılabilir.

(ii)⇒ (i). Teorem 2.4 ten M, LΦ uzayında sınırlıdır. Dolayısıyla Teorem 4.5 ten

‖[M, b](f)‖LΦ
≤ c

(
‖b‖∗ + ‖b−‖∞

)
‖f‖LΦ

elde edilir.
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(i)⇒ (ii). Q sabit küpü için f = χQ olsun. (i) den

‖[M, b](χQ)‖LΦ
≤ c‖χQ‖LΦ

olduḡu görülebilir.

Ayrıca

M(bχQ)χQ = MQ(b) ve M(χQ)χQ = χQ

eşitlikleri doḡru olduḡundan

|MQ(b)− bχQ| = |M(bχQ)χQ − bM(χQ)χQ|

≤ |M(bχQ)− bM(χQ)| = |[M, b](χQ)|

elde edilir (Burada MQ, (2.1) de tanımlanan lokal maksimal fonksiyondur). Dolayısıyla

‖MQ(b)− bχQ‖LΦ
≤ ‖[M, b](χQ)‖LΦ

bulunur. O halde (i) den

‖MQ(b)− bχQ‖LΦ
. ‖χQ‖LΦ

yazılabilir. (2.4) eşitsizliḡi uygulanırsa,

∫
Q

|b(y)−MQ(b)(y)|dy . ‖b−MQ(b)‖LΦ
‖χQ‖LΨ

saḡlanır. Burada Ψ, Φ ye komplementar Young fonksiyonudur. ‖χQ‖LΨ
‖χQ‖LΦ

≈ |Q|

denkliḡi yukarıdaki eşitsizlikte yerine yazılırsa,

1

|Q|

∫
Q

|b(y)−MQ(b)(y)|dy . c

elde edilir.
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E = {x ∈ Q : b(x) ≤ bQ}, F = {x ∈ Q : b(x) > bQ} olsun. Bu durumda

∫
E

|b(t)− bQ|dt =

∫
F

|b(t)− bQ|dt

olduḡu açıktır. b(x) ≤ bQ ≤MQ(b) eşitsizliḡi, her x ∈ E için saḡlandıḡından

1

|Q|

∫
Q

|b(t)− bQ|dt =
2

|Q|

∫
E

|b(t)− bQ|dt

≤ 2

|Q|

∫
E

|b(t)−MQ(b)(t)|dt

≤ 2

|Q|

∫
Q

|b(t)−MQ(b)(t)|dt . c

bulunur. Bu da b ∈ BMO(Rn) olması demektir.

b− ∈ L∞(Rn) olduḡunu göstermek için, MQ(b)(x) ≥ |b(x)|, x ∈ Q eşitsizliḡinden yarar-

lanacaḡız. Bu durumda

0 ≤ b−(x) = |b(x)| − b+(x) ≤MQ(b)(x)− b+(x) + b−(x) = MQ(b)(x)− b(x)

dir. Elde edilenleri birleştirirsek, her Q küpü için

(b−)Q ≤ c

bulunur. Lebesgue Differensiyellenebilme Teoremi’nden b− nin sınırlılıḡı elde edilir.

4.2.4 Mp,λ(Rn) Üzerinde Norm Kestirimleri

Bu kısımda komutatör operatörlerinin Morrey uzayında sınırlılıḡı araştırılacaktır.

Teorem 4.14. 1 < p <∞, v ∈ Ap, ω ∈ Z0,n(v) ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda Cb

operatörüMp,ω(v) Morrey uzayında sınırlıdır.
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İspat. Teorem 2.10 ve Teorem 4.4 ten

‖Cb(f)‖Mp,ω(v) ≤ c‖b‖∗‖f‖Mp,ω(v)

elde edilir.

Teorem 4.15. 1 < p < ∞, v ∈ Ap, ω ∈ Z0,n(v), b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun.

Bu durumda [M, b] ve [M#, b] operatörleriMp,ω(v) uzayında sınırlıdır.

İspat. Teorem 2.10 ve Teorem 4.5 ten

‖[M, b](f)‖Mp,ω(v) ≤ c
(
‖b+‖∗ + ‖b−‖∞

)
‖f‖Mp,ω(v),

‖[M#, b](f)‖Mp,ω(v) ≤ c
(
‖b+‖∗ + ‖b−‖∞

)
‖f‖Mp,ω(v)

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar.

Teorem 4.16. 1 < p < ∞ ve 0 < λ < n olsun. Bu durumda aşaḡıdakiler birbirine

denktir:

(i) Cb operatörüMp,λ uzayında sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn).

İspat. (ii) ⇒ (i). b ∈ BMO(Rn) olsun. Teorem 4.14 den Cb operatörü Mp,λ Morrey

uzayında sınırlıdır. Bunun için v ≡ 1 ve ω(x, r) = rn−λ, x ∈ Rn, r > 0 almak yeterlidir.

(i)⇒ (ii). Her f ∈Mp,λ için

‖Cb(f)‖Mp,λ
≤ c‖f‖Mp,λ

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f den baḡımsız bir c > 0 olsun.
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Q, Rn de sabit bir küp ve f = χQ olsun. Bu durumda

‖χQ‖Mp,λ
≈ sup

Q′

(
|Q′|

λ−n
n

∫
Q′
|χQ(y)|pdy

) 1
p

= sup
Q′

(
|Q′ ∩Q||Q′|

λ−n
n

) 1
p

= sup
Q′⊂Q

(
|Q′||Q′ |

λ−n
n

) 1
p

= |Q|
λ
np (4.16)

olduḡu kolaylıkla görülür.

Diḡer yandan (4.15) eşitsizliḡi kullanılarak

‖Cb(χQ)‖Mp,λ
= sup

Q′

(
|Q′ |

λ−n
n

∫
Q′
Cb(χQ)(x)pdx

) 1
p

& |Q|
λ
np

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ|dy (4.17)

elde edilir. (i), (4.16) ve (4.17) den

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ|dy ≤ c

bulunur ki bu da b ∈ BMO(Rn) olması demektir.

Teorem 4.17. 0 < λ < n ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda Cb operatörüM1,λ(Rn)∩

Mrad,↓(Rn) denM1,λ(Rn) ye sınırlıdır.

İspat. Teorem 4.2 ve Teorem 2.7 den ispat elde edilir.

Aşaḡıdaki teorem Q. Xie tarafından [75] te ispatlanmıştır.

Teorem 4.18. ([75]) 0 < λ < n ve b, Rn de reel deḡerli lokal integrallenebilir bir fonk-

siyon olsun. Bu durumda aşaḡıdakiler birbirine denktir:

(i) [M, b],Mp,λ uzayında sınırlı olacak şekilde p ∈ (1,∞) vardır.

(ii) b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn).
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(iii) [M#, b],Mp,λ uzayında sınırlı olacak şekilde p ∈ (1,∞) vardır.

Not 4.1. (ii) ⇒ (i) ve (ii) ⇒ (iii) nin ispatı sırasıyla Teorem 4.5 ve Teorem 1.10 kul-

lanılarak yapılabilir.

Teorem 4.19. 0 < λ < n, b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda [M, b] ve

[M#, b] operatörleriM1,λ(Rn) ∩Mrad,↓(Rn) denM1,λ(Rn) ye sınırlıdır.

İspat. Teorem 4.3 ve Teorem 2.7 den ispat kolayca elde edilir.

4.3. Cb, [M, b] ve [M#, b] İçin Uç Nokta Kestirimleri

Bu kısımda, elde edilen noktasal kestirimler yardımıyla Cb, [M, b] ve [M#, b] için uç nokta

kestirimleri ispatlanacaktır. Ayrıca [M, b] operatörünün zayıf (1, 1) eşitsizliḡini saḡlamadıḡı

bir örnekle gösterilecektir.

Teorem 4.20. Aşaḡıdakiler birbirine denktir:

(i) Her f ∈ L(1 + log+ L)(Rn) ve herbir λ > 0 için

|{x ∈ Rn : Cb(f)(x) > λ}| ≤ c

∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx (4.18)

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde f ve λ dan baḡımsız bir c > 0 sabiti vardır.

(ii) b ∈ BMO(Rn) dir.

İspat. (i)⇒ (ii). Q0, Rn de herhangi bir küp ve f = χQ0 olsun.

|b(x)− bQ0| ≤
1

|Q0|

∫
Q0

|b(x)− b(y)|dy
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olduḡundan herbir λ > 0 için

|{x ∈ Rn : Cb(χQ)(x) > λ}|

= |{x ∈ Rn : sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q∩Q0

|b(x)− b(y)|dy > λ}|

≥ |{x ∈ Q0 : sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q∩Q0

|b(x)− b(y)|dy > λ}|

≥ |{x ∈ Q0 :
1

|Q0|

∫
Q0

|b(x)− b(y)|dy > λ}|

≥ |{x ∈ Q0 : |b(x)− bQ0 | > λ}|

doḡrudur. Hipotezden

|{x ∈ Q0 : |b(x)− bQ0| > λ}| ≤ c|Q0|
1

λ

(
1 + log+ 1

λ

)

dir.

0 < δ < 1 için

∫
Q0

|b(x)− bQ0 |δdx = δ

∫ ∞
0

λδ−1|{x ∈ Q0 : |b(x)− bQ0| > λ}|dλ

= δ

{∫ 1

0

+

∫ ∞
1

}
λδ−1|{x ∈ Q0 : |b(x)− bQ0| > λ}|dλ

≤ δ|Q0|
∫ 1

0

λδ−1dλ+ cδ|Q0|
∫ ∞

1

λδ−1 1

λ

(
1 + log+ 1

λ

)
dλ

= |Q0|+ cδ|Q0|
∫ ∞

1

λδ−2dλ =

(
1 + c

δ

1− δ

)
|Q0|

bulunur. Böylece b ∈ BMOδ(Rn) dir. Lemma 2.2 den b ∈ BMO(Rn) elde edilir.

(ii)⇒ (i). Teorem 4.2 ve Lemma 3.4 ten

|{x ∈ Rn : Cb(f)(x) > λ}| ≤
∣∣∣∣{x ∈ Rn : M2f(x) >

λ

c‖b‖∗

}∣∣∣∣
≤ c

∫
Rn

c‖b‖∗|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
c‖b‖∗|f(x)|

λ

))
dx

64



doḡrudur.

(1 + log+ ab) ≤ (1 + log+ a)(1 + log+ b) (4.19)

eşitsizliḡi her a, b > 0 için saḡlandıḡından

|{x ∈ Rn : Cb(f)(x) > λ}|

≤ c‖b‖∗(1 + log+ ‖b‖∗)
∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx

bulunur. Bu da ispatı tamamlar.

Teorem 4.21. b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda her f ∈ L(1 +

log+ L)(Rn) ve her λ > 0 için

|{x ∈ Rn : |[M, b](f)(x)| > λ}| ≤ cc0

∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx, (4.20)

|{x ∈ Rn : |[M#, b](f)(x)| > λ}| ≤ cc0

∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx (4.21)

eşitsizlikleri saḡlanacak şekilde f ve λ dan baḡımsız c > 0 sabitleri vardır. Burada

c0 := (‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)
(
1 + log+(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)

)
dir.

İspat. İspatı sadece [M, b] için yapacaḡız. [M#, b] için ispat benzer şekilde yapılabilir.

Lemma 4.2 den

|{x ∈ Rn : |[M, b](f)(x)| > λ}|

≤
∣∣∣∣{x ∈ Rn : Cb(f)(x) >

λ

2

}∣∣∣∣+

∣∣∣∣{x ∈ Rn : |2b−|Mf(x) >
λ

2

}∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣{x ∈ Rn : Cb(f)(x) >

λ

2

}∣∣∣∣+

∣∣∣∣{x ∈ Rn : 2‖b−‖∞Mf(x) >
λ

2

}∣∣∣∣ (4.22)
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elde edilir. (4.18) den

∣∣∣∣{x ∈ Rn : Cb(f)(x) >
λ

2

}∣∣∣∣
≤ c‖b‖∗

(
1 + log+ ‖b‖∗

) ∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx (4.23)

bulunur.

Diḡer taraftan, M maksimal operatörü zayıf (1, 1) eşitsizliḡini saḡladıḡından

∣∣∣∣{x ∈ Rn : 2‖b−‖∞Mf(x) >
λ

2

}∣∣∣∣
≤ c‖b−‖∞

∫
Rn

|f(x)|
λ

dx

≤ c‖b−‖∞
∫
Rn

|f(x)|
λ

(
1 + log+

(
|f(x)|
λ

))
dx (4.24)

dir. (4.22), (4.23) ve (4.24) ten (4.20) elde edilir.

Not 4.2. [M, b] operatörünün genelde zayıf (1, 1) eşitsizliḡini saḡlamadıḡını göstermek

için C. Pérez’in [64, s. 175] te verdiḡi örnekten yararlanacaḡız. b(x) = log |1 + x| ve

f(x) = χ(0,1)(x), x ∈ R olsun. Her x < 0 için

Mf(x) ≈ sup
0<t<1

t

t− x
=

1

1− x

olduḡu görülebilir.

Diḡer yandan, her x < 0 için

M(bf)(x) ≈ sup
0<t<1

∫ t
0

log |1 + y|dy
t− x

= sup
0<t<1

(1 + t) log(1 + t)− t
t− x

=
2 log 2− 1

1− x

elde edilir. Böylece

[M, b](f)(x) ≈ 2 log 2− 1

1− x
− log |1 + x|

1− x
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saḡlanır.

Eḡer x < −100 ise

log |1 + x| − (2 log 2− 1) >
1

2
log |x|

bulunur. O halde, her λ > 0 için

λ|{x ∈ R : |[M, b](f)(x)| > λ}| ≥ λ

∣∣∣∣{x < 0 :

∣∣∣∣2 log 2− 1

1− x
− log |1 + x|

1− x

∣∣∣∣ > λ

}∣∣∣∣
≥ λ

∣∣∣∣{x < −100 :
1

2

log |x|
1− x

> λ

}∣∣∣∣
≥ λ

∣∣∣∣{x < −100 :
1

4

log |x|
|x|

> λ

}∣∣∣∣
= λ[−100− ϕ−1(4λ)]

dir. Burada ϕ : (−∞,−e) → (0, e−1) ve ϕ(x) = log |x|/|x|. Buradan görülebilir ki

kestirimin saḡ tarafı λ→ 0 iken sınırsızdır. Gerçekten de

lim
λ→0

λϕ−1(λ) = lim
λ→∞

λϕ(λ) =∞

dur.
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5. MAKSİMAL FONKSİYON VE ZYGMUND-MORREY UZAYLARI

0 < λ < n için ML(1+log+ L),λ Zygmund-Morrey uzayında M, Hardy-Littlewood mak-

simal fonksiyonu sınırlı deḡildir. Bunu bir örnekle gösterebiliriz:

Örnek 5.1. n = 1 ve λ = 1/2 olsun. f çift fonksiyonunu x ≥ 0 için

f(x) =
∞∑
k=0

χ[k2 ln2(k+e),k2 ln2(k+e)+1](x)

şekinde tanımlayalım.

Kolayca görülür ki Mf ve M2f de çift fonksiyondur. Açıktır ki x ≥ 0 için

Mf(x) ≈
∞∑
k=0

χ[k2 ln2(k+e),k2 ln2(k+e)+1](x)

+
∞∑
k=0

1

x− k2 ln2(k + e)
χ[k2 ln2(k+e)+1,k2 ln2(k+e)+mk](x)

+
∞∑
k=0

1

(k + 1)2 ln2(k + e+ 1) + 1− x
χ[k2 ln2(k+e)+1+mk,(k+1)2 ln2(k+e+1)](x)

dir. Burada

mk =
(k + 1)2 ln2(k + e+ 1)− k2 ln2(k + e)− 1

2
k = 0, 1, 2, ...

dir. Bu durumda

‖f‖M
L(1+log+ L), 12

(R) ≈‖Mf‖M
1, 12

(R) = sup
I
|I|−

1
2

∫
I

Mf

≤ sup
I:|I|≤1

|I|−
1
2

∫
I

Mf + sup
I:|I|>1

|I|−
1
2

∫
I

Mf := A+B

yazılabilir.
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A = sup
I:|I|≤1

|I|−
1
2

∫
I

Mf ≤ sup
I:|I|≤1

|I|
1
2 ≤ 1

olduḡu kolayca görülebilir.

Diḡer taraftan

∫ k2 ln2(k+e)+1

k2 ln2(k+e)

Mf(x)dx ≈ (1 + 2 ln(1 +mk)), k = 0, 1, 2...

olduḡundan

B = sup
I:|I|>1

|I|−
1
2

∫
I

Mf(x)dx

= sup
m≥2

sup
I:m−1<|I|≤m

|I|−
1
2

∫
I

Mf(x)dx

. sup
m≥2

m−
1
2

∫ m

0

Mf(x)dx

≤ sup
m≥2

m−
1
2

∑
j2 ln2(j+e)<m

∫ (j+1)2 ln2(j+e+1)

j2 ln2(j+e)

Mf(x)dx

≈ sup
m≥2

m−
1
2

∑
j2 ln2(j+e)<m

(1 + 2 ln(1 +mj))

. sup
m≥2

m−
1
2

∑
j2 ln2(j+e)<m

ln(j + e)

. sup
m≥2

m−
1
2m

1
2 = 1

elde edilir. Bu da

‖f‖M
L(1+log+ L), 12

. 1 + 1 = 2 <∞

olması demektir.

Diḡer taraftan her x ∈ [k2 ln2(k + e) + e, k2 ln2(k + e) +mk] için

M2f(x) ≥ 1

x− (k2 ln2(k + e) + 1)

∫ x

k2 ln2(k+e)+1

dt

t− k2 ln2(k + e)
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=
ln(x− k2 ln2(k + e))

(x− k2 ln2(k + e) + 1)

≥ ln(x− k2 ln2(k + e))

x− k2 ln2(k + e)

saḡlanır. Böylece

M2f(x) ≥
∞∑
k=0

ln(x− k2 ln2(k + e))

x− k2 ln2(k + e)
χ[k2 ln2(k+e)+e,k2 ln2(k+e)+mk](x)

bulunur. Sonuç olarak

‖Mf‖M
L(1+log+ L), 12

(R)

= ‖M2f‖M
1, 12

(R)

≥ sup
k

(k ln(k + e))−1

∫ k2 ln2(k+e)

0

M2f(x)dx

≥ sup
k

(k ln(k + e))−1

k−1∑
j=1

∫ j2 ln2(j+e)+mj

j2 ln2(j+e)+e

ln(x− k2 ln2(k + e))

x− k2 ln2(k + e)
dx

= sup
k

(k ln(k + e))−1

k−1∑
j=1

∫ mj

e

lnx

x
dx

≥ sup
k

(k ln(k + e))−1

k−1∑
j=1

ln2mj

≥ sup
k

(k ln(k + e))−1

k−1∑
j=1

ln2(j + e)

≥ sup
k

(k ln(k + e))−1k ln2(k + e)

= sup
k

(k ln(k + e))−1k ln2(k + e)

= sup
k

ln(k + e) =∞

elde edilir.

M, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ML(1+log+ L),λ Zygmund-Morrey uzayında

sınırlı olmamasına raḡmen M , bu uzayda radyal azalan fonksiyonlar için sınırlıdır. Bunu

ispat etmek için aşaḡıdaki lemmalara ihtiyaç duyacaḡız:
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Lemma 5.1. 0 < λ < n ve f ∈Mrad,↓(Rn) olsun. Bu durumda

‖f‖ML(1+log+ L),λ
≈ sup

x>0
xλ−n

∫ x

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdt

denkliḡi f(·) = ϕ(| · |) olmak üzere f den baḡımsız sabitlerle saḡlanır.

İspat. Sonuç 3.2 den, her f ∈M(Rn) için

‖f‖ML(1+log+ L),λ
≈ sup

B
|B|

λ−n
n

∫
B

Mf = ‖Mλ(Mf)‖∞

elde edilir. Mλ(f)(y) & |B(0, |y|)|λn−1
∫
B(0,|y|) |f(z)|dz ve Mf ≈ Hnf olduklarını kul-

lanıp, kutupsal koordinatlara geçersek,

Mλ(Mf)(y) &
1

|B(0, |y|)|1−λn

∫
B(0,|y|)

|Mf(z)|dz

≈ 1

|B(0, |y|)|1−λn

∫
B(0,|y|)

|Hnf(z)|dz

=
1

|B(0, |y|)|1−λn

∫
B(0,|y|)

1

|B(0, |z|)|

∫
B(0,|z|)

|f(w)|dwdz

≈ 1

|B(0, |y|)|1−λn

∫
B(0,|y|)

|z|−n
∫ |z|

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdz

≈ |y|λ−n
∫ |y|

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdt

elde edilir. Sonuç olarak

‖f‖ML(1+log+ L),λ
& ess sup

y∈Rn
|y|λ−n

∫ |y|
0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdt

= ess sup
x>0

xλ−n
∫ x

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdt

bulunur. Burada f(·) = ϕ(| · |) dir.

Diḡer taraftan Teorem 2.1 den

‖f‖ML(1+log+ L),λ
. sup

B
|B|

λ−n
n

∫ |B|
0

(Mf)∗(t)dt
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≈ sup
B
|B|

λ−n
n

∫ |B|
0

f ∗∗(t)dt

= sup
B
|B|

λ−n
n

∫ |B|
0

1

t

∫ t

0

f ∗(s)dsdt

= sup
B
|B|

λ−n
n

∫ |B|
0

1

t

∫ t

0

|ϕ(s
1
n )|dsdt

≈ sup
B
|B|

λ−n
n

∫ |B|
0

1

t

∫ t
1
n

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdt

≈ sup
B
|B|

λ−n
n

∫ |B| 1n
0

1

x

∫ x

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdx

= sup
x>0

xλ−n
∫ x

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdt

yazılabilir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 5.1. 0 < λ < n ve f ∈Mrad,↓(Rn) olsun. Bu durumda

‖Mf‖ML(1+log+ L),λ
≈ sup

x>0
xλ−n

∫ x

0

1

y

∫ y

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdtdy

denkliḡi f(·) = ϕ(| · |) olmak üzere f den baḡımsız sabitlerle saḡlanır.

İspat. f ∈ Mrad,↓(Rn) olsun. Mf ≈ Hnf ve Hnf ∈ Mrad,↓(Rn) olduḡundan Lemma

5.1 kullanılırsa,

‖Mf‖ML(1+log+ L),λ
≈ sup

x>0
xλ−n

∫ x

0

1

y

∫ y

0

(
1

|B(0, |t|)|

∫
B(0,|t|)

|f(y)|dy
)
tn−1dtdy

≈ sup
x>0

xλ−n
∫ x

0

1

y

∫ y

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdtdy

elde edilir.

Lemma 5.2. 0 < λ < n olsun. Bu durumda

sup
x>0

xλ−n
∫ x

0

1

y

∫ y

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdtdy . sup
x>0

xλ−n
∫ x

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdt
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eşitsizliḡi tüm ϕ ∈M+,↓(0,∞) için ϕ den baḡımsız sabitle saḡlanır.

İspat. Gerçekten de:

sup
x>0

xλ−n
∫ x

0

1

y

∫ y

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdtdy

= sup
x>0

xλ−n
∫ x

0

yn−λ−1yλ−n
∫ y

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdtdy

≤ sup
y>0

yλ−n
∫ y

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdt ·
(

sup
x>0

xλ−n
∫ x

0

yn−λ−1dy

)
≈ sup

y>0
yλ−n

∫ y

0

1

t

∫ t

0

|ϕ(ρ)|ρn−1dρdt.

Bu sonuçları birleştirirsek aşaḡıdaki teoremi elde ederiz:

Teorem 5.1. 0 < λ < n olsun. Bu durumda her f ∈Mrad,↓(Rn) için

‖Mf‖ML(1+log+ L),λ
. ‖f‖ML(1+log+ L),λ

eşitsizliḡi f den baḡımsız sabitle saḡlanır.

İspat. Lemma 5.2, Lemma 5.1 ve Sonuç 5.1 den elde edilir.
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6. M2 İÇİN MORREY UZAYLARINDA ZAYIF NORM EŞİTSİZLİḠİ

Bu bölümde, M2 operatörünün Zygmund-Morrey uzayından zayıf Zygmund-Morrey uza-

yına sınırlılıḡı ispatlanacaktır.

Teorem 6.1. 0 < λ < n olsun. Bu durumda M2 operatörü ML(1+log+ L),λ uzayından

WML(1+log+ L),λ uzayına sınırlıdır ve

‖M2f‖WML(1+log+ L),λ
≤ c‖f‖ML(1+log+ L),λ

(6.1)

eşitsizliḡi f den baḡımsız sabitle saḡlanır.

İspat. Q, Rn de bir küp ve f1 = fχ4Q olmak üzere f = f1 + f2 olsun. M2 nin alttoplam-

sallıḡından

M2f ≤M2f1 +M2f2

bulunur.

z ∈ 2Q∩Q′ veQ′∩(4Q)c 6= ∅ özelliḡini saḡlayan herQ′ küpü içinQ ⊂ 4Q′ saḡlandıḡından

Mf2(z) = M(fχ(4Q)c)(z) ≤ sup
Q⊂4Q′

1

|Q′|

∫
Q′
|f(y)|dy (6.2)

eşitsizliḡi her z ∈ 2Q için doḡrudur. Böylece her z ∈ Rn için

Mf2(z) ≤ χ2Q(z) sup
Q⊂4Q′

1

|Q′|

∫
Q′
|f(y)|dy + χ(2Q)c(z)Mf(z) (6.3)

yazılabilir. Her y ∈ Q için (6.3) eşitsizliḡinin her iki tarafına maksimal fonksiyon uygu-

lanırsa,

M2f2(y) ≤M(χ2Q)(y) sup
Q⊂4Q′

1

|Q′|

∫
Q′
|f(z)|dz +M(χ(2Q)cMf)(y) (6.4)
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elde edilir. y ∈ Q için M(χ2Q)(y) = 1 olduḡundan (6.2) eşitsizliḡi kullanılarak

M2f2(y) ≤ sup
Q⊂4Q′

1

|Q′|

∫
Q′
|f(y)|dy + sup

Q⊂2Q′

1

|Q′|

∫
Q′
Mf(y)dy

. sup
Q⊂Q′

1

|Q′|

∫
Q′
Mf(y)dy (6.5)

bulunur. Sonuç olarak y ∈ Q için

M2f(y) .M2(fχ4Q)(y) + sup
Q⊂Q′

1

|Q′|

∫
Q′
Mf(y)dy (6.6)

saḡlanır.

Her α > 0 ve t > 0 için (3.10) eşitsizliḡi kullanılarak

|{x ∈ Q : M2(fχ4Q)(x) > αt}|

≤ |{x ∈ Rn : M2(fχ4Q)(x) > αt}|

≤ c

∫
Rn

|fχ4Q(x)|
αt

(
1 + log+

(
|fχ4Q(x)|

αt

))
dx

≤ c
1

α

(
1 + log+ 1

α

)∫
4Q

|f(x)|
t

(
1 + log+

(
|f(x)|
t

))
dx

bulunur. Buradan

|{x ∈ Q : M2(fχ4Q)(x) > αt}|
1
α

(
1 + log+ 1

α

) ≤ c

∫
4Q

|f(x)|
t

(
1 + log+

(
|f(x)|
t

))
dx

dir. Sonuç olarak

sup
α>0

1

|Q|
|{x ∈ Q : M2(fχ4Q)(x) > αt}|

1
α

(
1 + log+ 1

α

)
≤ c

1

|4Q|

∫
4Q

|f(x)|
t

(
1 + log+

(
|f(x)|
t

))
dx

ve

inf

{
t > 0 : sup

α>0

1

|Q|
|{x ∈ Q : M2(fχ4Q)(x) > αt}|

1
α

(
1 + log+ 1

α

) ≤ 1

}
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≤ inf

{
t > 0 :

1

|4Q|

∫
4Q

c|f(x)|
t

(
1 + log+

(
|f(x)|
t

))
dx ≤ 1

}
≤ inf

{
t > 0 :

1

|4Q|

∫
4Q

c|f(x)|
t

(
1 + log+

(
c|f(x)|
t

))
dx ≤ 1

}

elde edilir. Böylece

‖M2(fχ4Q)‖WL(1+log+ L),Q ≤ ‖cf‖L(1+log+ L),4Q = c‖f‖L(1+log+ L),4Q (6.7)

bulunur.

(6.6) eşitsizliḡinin saḡ tarafındaki ikinci toplam için (3.2) eşitsizliḡini uygularsak,

∥∥∥∥ sup
Q⊂Q′

1

|Q′|

∫
Q′
Mf

∥∥∥∥
WL(1+log+ L),Q

. sup
Q⊂Q′

1

|Q′|

∫
Q′
Mf . sup

Q⊂Q′
‖f‖L(1+log+ L),Q′

olur. Buradan da

‖M2f‖WL(1+log+ L),Q ≤ c sup
Q⊂Q′

‖f‖L(1+log+ L),Q′ (6.8)

yazılabilir. Böylece (6.8) den

sup
Q
|Q|

λ
n‖M2f‖WL(1+log+ L),Q ≤c sup

Q
|Q|

λ
n sup
Q⊂Q′

‖f‖L(1+log+ L),Q′

≤c
(

sup
Q
|Q|

λ
n sup
Q⊂Q′

|Q′|−
λ
n

)
sup
Q′
|Q′|

λ
n‖f‖L(1+log+ L),Q′

≈ sup
Q
|Q|

λ
n‖f‖L(1+log+ L),Q,

yani

‖M2f‖WML(1+log+ L),λ
≤ c‖f‖ML(1+log+ L),λ

doḡrudur. Böylece ispat tamamlanır.
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7. ZYGMUND-MORREY UZAYLARINDA NORM EŞİTSİZLİKLERİ

Bu bölümde, Cb maksimal komutatörünü ML(1+log+ L),λ den WML(1+log+ L),λ ye sınırlı

yapan fonksiyonlar kümesi karakterize edilecektir. Ayrıca, [M, b] ve [M#, b] operatörleri

için de zayıf norm eşitsizlikleri ispatlanacaktır.

Teorem 7.1. 0 < λ < n olsun. Bu durumda aşaḡıdaki ifadeler birbirine denktir:

(i) Cb:ML(1+log+ L),λ(Rn)→WML(1+log+ L),λ(Rn) sınırlıdır.

(ii) b ∈ BMO(Rn) dir.

İspat. (ii) ⇒ (i). b ∈ BMO(Rn) olsun. Teorem 4.2 ve Teorem 6.1 den Cb operatörü

ML(1+log+ L),λ denWML(1+log+ L),λ ye sınırlıdır ve

‖Cb(f)‖WML(1+log+ L),λ
≤ c‖f‖ML(1+log+ L),λ

(7.1)

eşitsizliḡi f den baḡımsız sabitle saḡlanır.

(i)⇒ (ii).

‖Cb(f)‖WML(1+log+ L),λ
≤ c‖f‖ML(1+log+ L),λ

(7.2)

eşitsizliḡi f den baḡımsız bir sabitle saḡlansın. Q0, Rn de keyfi bir küp ve f = χQ0 olsun.

Sonuç 3.2 den

‖χQ0‖ML(1+log+ L),λ
≈ sup

Q
|Q|

λ−n
n

∫
Q

χQ0(y)

(
1 + log+ χQ0(y)

(χQ0) Q

)
dy

= sup
Q:Q∩Q0 6=∅

|Q|
λ
n
|Q ∩Q0|
|Q|

(
1 + log

|Q|
|Q ∩Q0|

)

yazılabilir. Açıktır ki

‖χQ0‖ML(1+log+ L),λ
& |Q0|

λ
n
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dir. ε ∈
(
0, 1− λ

n

)
olsun. (1 + log t)/tε fonksiyonu [1,∞) aralıḡında sınırlı olduḡundan

‖χQ0‖ML(1+log+ L),λ
. sup

Q:Q∩Q0 6=∅
|Q|

λ
n
|Q ∩Q0|
|Q|

(
|Q|

|Q ∩Q0|

)ε
= sup

Q:Q∩Q0 6=∅
|Q|

λ
n

+ε−1|Q ∩Q0|1−ε

= sup
Q⊂Q0

|Q|
λ
n

+ε−1|Q ∩Q0|1−ε = |Q0|
λ
n

bulunur. Böylece

‖χQ0‖ML(1+log+ L),λ
≈ |Q0|

λ
n (7.3)

elde edilir.

Diḡer taraftan

‖Cb(χQ0)‖WML(1+log+ L),λ
= sup

Q
|Q|

λ
n‖Cb(χQ0)‖WL(1+log+ L),Q

≥ |Q0|
λ
n‖Cb(χQ0)‖WL(1+log+ L),Q0

dir. Ayrıca

‖Cb(χQ0)‖WL(1+log+ L),Q0

= inf

{
λ > 0 : sup

t>0

1

|Q0|
|{x ∈ Q0 : Cb(χQ0)(x) > λt}|

1
t

(
1 + log+ 1

t

) ≤ 1

}

≥ inf

{
λ > 0 :

2

|Q0|
|{x ∈ Q0 : Cb(χQ0)(x) > 2λ}| ≤ 1

}

yazılabilir. Her x ∈ Q0 için

Cb(χQ0)(x) ≥ 1

|Q0|

∫
Q0

|b(x)− b(y)|dy ≥ 1

2|Q0|

∫
Q0

|b(y)− bQ0|dy

olduḡundan

2

|Q0|

∣∣∣∣{x ∈ Q0 : Cb(χQ0)(x) >
2

4|Q0|

∫
Q0

|b(y)− bQ0|dy
}∣∣∣∣ = 2
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saḡlanır. Böylece

‖Cb(χQ0)‖WL(1+log+ L),Q0
≥ 1

4|Q0|

∫
Q0

|b(y)− bQ0|dy

bulunur. Sonuç olarak

‖Cb(χQ0)‖WML(1+log+ L),λ
& |Q0|

λ
n

1

|Q0|

∫
Q0

|b(y)− bQ0|dy (7.4)

elde edilir. (7.2)-(7.4) den

1

|Q0|

∫
Q0

|b(y)− bQ0|dy . c

yazılabilir. Bu da b ∈ BMO(Rn) olmasını gerektirir.

Teorem 7.2. 0 < λ < n ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda her f ∈Mrad,↓(Rn) için

‖Cb(f)‖ML(1+log+ L),λ
≤ c‖b‖∗‖f‖ML(1+log+ L),λ

eşitsizliḡi f den baḡımsız bir c > 0 ile saḡlanır.

İspat. Teoremin ispatı Teorem 4.2 ve f ∈ Mrad,↓(Rn) için Mf ≈ Hnf ∈ Mrad,↓(Rn)

olmasından yararlanarak Teorem 5.1 yardımı ile yapılır.

Teorem 7.3. 0 < λ < n, b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda [M, b] ve

[M#, b] operatörleriML(1+log+ L),λ denWML(1+log+ L),λ ye sınırlıdır ve sırasıyla

‖[M, b](f)‖WML(1+log+ L),λ
≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖ML(1+log+ L),λ

,

‖[M#, b](f)‖WML(1+log+ L),λ
≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖ML(1+log+ L),λ

eşitsizlikleri f den baḡımsız c > 0 sabitleri ile saḡlanır.
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İspat. Teoremin ispatı Teorem 4.3 ve Sonuç 4.1 den Teorem 6.1 kullanılarak yapılır.

Teorem 7.4. 0 < λ < n, b ∈ BMO(Rn) ve b− ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda her

f ∈Mrad,↓(Rn) için

‖[M, b](f)‖ML(1+log+ L),λ
≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖ML(1+log+ L),λ

,

‖[M#, b](f)‖ML(1+log+ L),λ
≤ c(‖b+‖∗ + ‖b−‖∞)‖f‖ML(1+log+ L),λ

eşitsizlikleri f den baḡımsız c > 0 sabitleri ile saḡlanır.

İspat. Teoremin ispatı Teorem 4.3 ve Sonuç 4.1 den f ∈Mrad,↓(Rn) için Mf ≈ Hnf ∈

Mrad,↓(Rn) olmasından yararlanarak Teorem 5.1 yardımı ile yapılır.
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8. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çalışmada, maksimal komutatör, Hardy-Littlewood maksimal operatörü ve kesin mak-

simal operatörün komutatörleri ele alınmıştır. Mα(M) operatörü için noktasal kestirim-

ler elde edilmiştir. Daha sonra, komutatör operatörleri için sırasıyla noktasal kestirimler,

fonksiyon uzaylarında norm kestirimleri ve uç nokta kestirimleri elde edilmiştir. Ayrıca,

Zygmund-Morrey uzaylarında Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun sınırlı olmadıḡı,

fakat bu uzayda radyal azalan fonksiyonlar için sınırlı olduḡu gösterilmiştir. M2 operatörü

için Zygmund-Morrey uzaylarında zayıf norm kestirimi elde edilmiş, bu norm kestirimi

yardımıyla komutatör operatörleri için de Zygmund-Morrey uzaylarında zayıf norm kesti-

rimleri ispatlanmıştır.
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