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OZET

COK DEGISKENLI BASKAKOV OPERATORU

ARPAGUS, Seda
Kirikkake Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Ali OLGUN
Kasim 2015,111 sayfa

Bu calisma U¢ bolumden olugmaktadir. Birinci bolum giris icin ayriimigtir.
ikinci bélimde konuyla ilgili bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.
Baskakov operatorune giris yapiimistir. Cok boyutlu Baskakov operatérinin
yakinsakligi Korovkin teoremi yardimiyla gosterilmistir ve yakinsama hizlari
hesaplanmistir. Ugiincli boliimde ise ¢ok degiskenli Baskakov operatorii
cahsiimistir. ik olarak operatériiniin bazi 6zelliklerine yer verilmistir. ikinci

fonksiyoneli ve dizgunlik modulu kullanilarak inceleme yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cok degiskenli Baskakov operatori, Yakinsaklik,
Korovkin teoremi, Monotonluk, K-fonksiyoneli, Duzgunlik

moduli



ABSTRACT

ON MULTIVARIATE BASKAKOV OPERATOR

ARPAGUS, Seda
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali OLGUN
November 2015, 111 pages

This thesis consists of three chapters. The first chapter is reserved for
introduction. In the second chapter, some fundamental definitions and
theorems are given on the subject and entry is made to Baskakov operator.
Continuity of multivariate Baskakov operator is showed by Korovkin theorem
and their speed of convergence are calculated. In the third chapter,
multivariate Baskakov operator is worked. Firstly some properties of the
operator is implied. Secondly the monotony of the operator's sequence is
examined. Lastly an examination is conducted utilizing the K-functional and

modulus of smoothness.

Key Words: Multivariate Baskakov operator, Convergenty, Korovkin theorem,

Monotony, K-functional, Modulus of smoothness
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SIMGELER DiZziNi

Cla,b] [a,b] araliginda sirekli fonksiyonlar
uzayl

B,(f.x) Baskakov operatori

(X.,d) Metrik uzay

A"f(xj) ileri fark operatori

L, Uzerinde tanimli Slgliye gére mutlak
degerlerinin p — yinci kuvveti

integrallenebilen ve sonlu deger alan

fonksiyonlar uzayi

w, Sobolev uzayi

Lip,, (a) a —yincl basamaktan Lipschitz sinifi
o(f;0) Siirelilik modiilii

w2 (f5t) ikinci  dereceden  Ditzian-Totik

sureklilik modulu

@, L, sureklilik modili

L,( ,x) Lineer pozitif operatorler

o(f:1) @ slreklilik modiliniin  konkav
majoranti

||f||p L, uzayi Gzerinde tanimli norm

L’ (T) T Uzerinde Lebesque fonksiyonlar
uzayl

K(f;1) K —fonksiyoneli

K; (f; tr) Petree-K fonksiyoneli



1. GIRIS

Yaklasimlar teorisi Matematik Analizin 6nemli calisma alanlarindan birisidir.
Bu alanda simdiye kadar bircok calisma yapilmistir. Halen de caligsmalar
yogun olarak devam etmektedir. Bu ¢alismalarin ¢ogu lineer pozitif operator
dizileri igin Korovkin tipi teoremlere dayanmaktadir. P.P. Korovkin 1953

yilinda C[0,1] uzayinda [0,1] araligi lizerinde biitiin sirekli fonksiyonlarin

1,x ve x° ile ayni Ozelliklere sahip oldugunu gormustir. Daha sonra bu

durum geligtirilerek yaklasimlar teorisinin temelini olusturmustur.

Bu teori reel analiz, fonksiyonel analiz, harmonik analiz, Ol¢u teorisi, istatistik

teorisi, toplanabilme ve uygulamali matematik ile dogrudan baglantilidir.

Daha sonra Korovkin teoremi ¢ok boyutlu uzaylara genigletilmigtir [2].

Yaklasimlar teorisinde temel operator olarak

s e

Bernstein operatori baz alinmistir. Daha sonra bu operator kullanilarak
bircok operatéor tanimlanmistir. Bu operatorlerden biriside Baskakov

operatorudur. V.A. Baskakov 1957 yilinda

Bn(f;x):i(n+:_1}vk (1+x)"’ff(ﬁj xe[0m)neN

k=0 n

Baskakov operatorini tanimlamistir ve bu operatorin yakinsakhk
Ozelliklerini incelemistir [2]. Daha sonra bu operatorun cesitli ozellikleri

incelenmisgtir.



Baskakov operatori baz alinarak Baskakov-Kantorovich operatord,
Baskakov-Durrmeyer operatorleri tanimlanmig ve bu operatorlerin gesitli

Ozellikleri incelenmis ve halen incelemeler devam etmektedir.

Yaklagim teorisinde operatorin yakinsamasi kadar bu yakinsamanin hizi da
onemlidir. Ustelik bu hiz ne kadar hizli olursa yakinsama o kadar iyi
olmaktadir. Yakinsak hizi iginde V.Totik tarafindan tanimlanan sureklilik
moduli  ve K —fonksiyoneli kullanilmaktadir. Sdreklilik modulu ve

K — fonksiyoneli birbiri ile baglantihdir [12].

Bu tezde c¢ok degiskenli Baskakov operatorunun temel oOzellikleri
incelenecektir. Daha sonra operatorin yakinsakhk hizi K —fonksiyoneli
yardimi ile verilecektir. K —fonksiyonelinin temel &zellikleri yardimi ile
operatorun yakinsama Ozellikleri incelenecektir. Bunlar yapilirken iglemlerin
kolay anlasiimasi i¢in ¢ogunlukla iki degiskenli operator baz alinacaktir. Elde
edilen sonuglarin ¢ok degiskenli operatorler icinde gecerli oldugu, operatdrin

lineer olmasindan dolayi kolayca soylenebilir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezde Feilong Cao, Chunmei Ding ve Zongben Xu tarafindan 2009 yilinda
yapilan bir calisma temel alinacaktir. Bu ¢alismada ¢ok degiskenli Baskakov
operatorunun yakinsaklik 6zellikleri incelenmigtir. Bu &zellikler incelenirken
cogunlukla surekliik modilid ve K —fonksiyoneli kullaniimig, ayrica

operatorun monotonluk 6zelligi incelenmistir.

Bu incelemeler sirasinda vyaklagimlar teorisinde Baskakov ve diger
operatorler icin verilmis sdrekliik moduli o6zellikleri, K — fonksiyoneli
Ozellikleri ve yardimci gesitli calismalardan faydalaniimistir. Bu ¢alismalar
tezin kaynaklar kisminda mevcuttur [12, 23]. Ancak tezdeki islemlerin
anlasilabilir olmasi bakimindan incelemeler bazen iki boyutlu operator igin

yapilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu kisimda tezde kullanilacak bazi tanim, teorem ve esitsizlikler verilecektir.

Tanim 2.1. (Normlu Uzay):

X reel veya karmasik bir dogrusal uzay olsun. Asagidaki kosullari saglayan
p=ll:x >R . p(x)=|

fonksiyonuna X (izerinde bir norm denir. x,y e X ve A€ R(veya A € C) igin

(N1) |x]|>0

(N2) |x|=0<x=0

(N 3) [|2x] = |2]]x]

(N4) [lx+y] <[x]+]v]

Eger ||. X kiimesi lizerinde bir norm ise (X,||) ikilisine bir normlu uzay

denir.
Not 2.1.

Yukaridaki tanimda (N 2) kosulu yerine x =0=> x| =0 kosulu alinirsa, || ye

yari norm ve (X|||) ikilisine de yari normlu uzay denir.



Tanim 2.2. (Tam Uzay):

(X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Ve >0 igin m,n> n,
oldugunda d(x,,x,)<¢& olacak sekilde n, sayisi varsa (x,) dizisine
Cauchy dizisi denir. X teki her bir Cauchy dizisi yine X teki bir noktaya

yakinsiyor ise yani x, > xe€ X ise X uzayina tam uzay denir.
Tanim 2.3. (Banach Uzay):

(X||||) bir normlu uzay olsun. Eger X norm metrigine gére tam ise X e bir

Banach uzayi denir.

Tanim 2.4. (ileri Fark Operatéri):
Af(xj) =f(xj+1)—f(xj) olmak lGzere k£ >1 igin
Akf(xj) = Ak_lf(xj+1) - Ak_lf(xj)

seklinde tanimlanan operatore ileri fark operatoru denir.

2.1. Yakinsaklik Teoremleri

Teorem 2.1.

f, [a,b] arahiginda surekli bir fonksiyon olmak Uzere derecesi n den blyuk

olmayan dyle bir P,(x) polinomlar dizisi vardrr,



oyleki bu araligin her noktasinda

limP,(x)= f(x)=limmax

Nn—>0 n—o a<x<b

P,(x)-f(x)|=0

oluyorsa P,(x) , f(x) e diizgiin yakinsaktir.
Teorem 2.2. (Lusin Teoremi):

feL,(a,b), p21 igin [a,b] araliginda Gyle bir surekli ¢ fonksiyonu

bulabiliriz ki & yeterince kiiguk bir sayl olmak Uzere
|7 =ol, <z

dir.

Lusin teoreminden denilebilir ki L, de olan bir fonksiyon L normunda bir P,
polinomunun limiti seklinde gosterilebilir. Yani feLp icin Lusin teoremi

geregince stirekli bir ¢ fonksiyonu bulunabilir, yleki ||f—(p||p <g dr.

Yine ¢, [a,b] araliginda siirekli oldugunda bir P,(x) polinomlar dizisi vardir,

oyleki [a,b] araliginda go(x) e dlzgun yakinsar. Yani

[immax

n—0 a<x<b

P.(x)=¢(x)|=0

dir. Simdi Pn(x) polinomlarinin L, normunda f ye yakinsadigini gésterelim.

Yukaridaki iki teorem birlegtirilirse;

|7 G =B ()], = )7 (x) = 0(x)+ (x) - B.(x)],
<[#(x)=(x)], +[e(x)-2.(x)]

p



b Yo
<&+ U‘go(x) -P (x)"’ de
p(x)- P, (x)|(b-a)”

<&+ Mmax

a<x<b

<¢g

olur ki bu da P,(x) polinomlarinin f(x) e L, normunda yakinsadigini

gOsterir.

Tanim 2.5. (Minkowsky Esitsizligi):
f,geL, igin
|7+, <71, +lel,
esitsizligi saglanir.
Tanim 2.6. (Genellestirilmis Minkowsky Esitsizligi):

D, ve D,olgilebilir uzaylar f:D,xD,—> R O&lgilebilir fonksiyon olmak

!

uzere

[ £(3)K (x.y)dy

D,

r Vo v
de <I[ﬂf x,y)‘pde dy

oV
=J‘f(y)(HK(x,y)‘ dx] dy

D, Dy

esitsizligine genellestiriimis Minkowsky esitsizligi denir.



Tanim 2.7. (Holder Esitsizligi):

p>1, i-l—lzl , fel, , gel, icin
P 4q

[ £ (x)g(x)dx< [ i () dxj% [ Lﬂg o dxj%

D

=[71, lel,
dir.
Tanim 2.8. (Sobolev Uzayi):

1< p<w, ke N, olmak lzere

)4

Wi (Q)={f:Q>R|f eL*(Q),V|o|<k ign Dif eL,(Q)}

ile tanimlanan kiime L, (€2) uzayinin alt uzayidir. Bu uzaya W, (Q) Sobolev

uzay! denir.

Bu uzayda p=1 igin LIIOC(Q) lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifini

gOsterir.

Tanim 2.9. (Lipschitz Sinifindan Fonksiyonlar Uzayi):

f(x) bir I araliginda tanimlanmis fonksiyon olsun. 0< & <1 olmak tizere

her x;,x, € I igin

‘f(xl) —f(xz)‘ SM‘xl—xz‘a



olacak sekilde bir M >0 varsa f ye a—yinci basamaktan Lipschitz
sinifindandir denir ve f € Lip,, () ile gosterilir.

Bir / araliginda

1) f € Lip, () ise f fonksiyonu bu aralikta streklidir.
2) a>1igin f eLip, () ise f sabitfonksiyondur.
Tanim 2.10. (Konveks ve Konkav Fonksiyon):

VXg, Xy, X500 X, € [a,b] ve A, € R igin

A+ A+ A4+ +4, =1

olmak lizere

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Eger

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.



Tanim 2.11. (Sureklilik Modulii):

x,y €[a,b] olmak iizere |x - y| < & sartini saglayan & >0 igin ‘f(x)—f(y)‘

nin en kiigiik st sinirina f'(x) in streklilik modiilii denir.

o(f:6)=sup |f(x)~f(»)

‘x—y‘Sé

veya

w(f:56)=sup

=)

f(x+h)=f(x)

sembolleri ile gosterilir.

Tanim 2.12. (Jensen Esitsizligi):

f  fonksiyonu konkav olsun ve P 2>0;(i=L12...,n) sayllari
B+P +...+ P =1 esitligini saglasin. Bu durumda konkavlik araligindan

alinmis x;,X,,...,X, lerigin

f(Px,+Px,+..4+ Px, )2 Bf (x)+Pf(x,)+...+ B.f(x,)
esitsizligi saglanir.
Not 2.2.

Bu esitsizlik —1 ile carpildiginda tersine doneceginden konveks fonksiyonlar

icin bu esitsizlik tersine doner.



Not 2.3.

Negatif oimayan P lerigin A+ P, +...+ P, =1 kosulu verilmeden yukaridaki

esitsizlik

7 Bx,+Px,+...+ Px, >ﬂf(xl)+sz(x2)+...+R1f(xn)
P+P+..+P | P+P+..+P

seklinde yazilabilir. Burada

A N 5 Ny b _
PB+P+..+P PB+P+..+P '~ B+P+..+P

dir.
Tanim 2.13.

ikinci dereceden Ditzian-Totik siireklilik modulii

o (f.t), =sup

O0<h<t

f(x+2hp(x))- 2f(x+hgo(x))+f(x)”w
olarak tanimlanir. Burada ¢(x) = /x(1+x) dir.
T < R'(d € N) olsun. Buradaki T

T=T,={x=(x,%,...x,) € R :0<x <o0,1<i <d|

seklindedir.

10



T Uzerinde slrekli fonksiyonlar igin feC(T) sureklilik moduli

xj—yi‘Su[,x,yeT,uer}

Q(f,u)=sup{/ (x) = /()]
seklinde tanimlanir.

Eger (t), [0,b—a] araliginda siirekli ve azalmayan bir fonksiyon ve

®(0) =0 olan bir fonksiyon ise, o taktirde

olarak tanimlanan fonksiyon bir streklilik modultdur ve sureklilik modulinin

sagladig! 6zellikleri saglar.

w (1) , , 5 \ .
——2% artmayan bir fonksiyon oldugundan a)(t) azalmayan bir

fonksiyondur.

Eger o(t), [0,b—a] araliginda azalmayan sirekli ise o taktirde »(0)=0 ve

ot "
ﬁ artmayandir. Bu ifade de bir sureklilik moduludur. @ fonksiyonu alt

toplamsaldir. Yani

& (1) =t a)(t1+t2)+t a)(t1+t2)<t a)(tl)H w(tz):a)*(t)+a)*(t)
S A % A A ! 2

esitligi saglanir.

11



Ayrica ‘a)k (z)‘ fonksiyonu igin

o, (1,) - o, (1,)| < 2k, (Kt, — 1))
esitsizligi saglanir.

. o(x) . o(x) N 3
Eder 1, <t, ve inf —=< inf ——~=  esitsizligi  sag@laniyorsa

O<x<yy  x O<x<t,  x

inf Mz inf M

O<x<ty  x Hhxst, x

esitsizligi de saglanir.

Boylece

o (1) =t int 2 cot) < inf 2o(x)=o' (1,)

O<xsty,  x Lh<xs<t, x
yazilabilir.Buna gore

eder w(t) bir sireklilik modiilii ise, o taktirde

esitsizligi saglanir.

w(t) ve @ (t) sureklilik modiili # — O igin ayni dereceden yakinsaktir.

Benzer esitsizlik f(x) € L, icin de vardir. Yani

a)(f;tz)sza)(f;tl)a)*(fz) ; (t1<t2)

I 4

esitsizligi saglanir.

12



[a,b] araliginda sinirli herhangi bir fonksiyon igin

egitsizligini saglayan bir (p(x) fonksiyonu vardir. Eger

anS%M+b],x—h<avex+thEe

lo(x+ )= 20p(x)+@(x—h)|=|p(x—h)—20(x) - 2p(2a+h —x)

S‘go(x+h)—2(o(a+h)+q0(2a+h—x)‘

+Z((0(a+h)—2w(a+g)+q)(a)

o(x)- 2(p(a +%)+(p(2a +h—x)

+

S5a)z((p;h)

esitsizligi de saglanir.
Tanim 2.14.

f:1— R sinirli ve reel degerli bir fonksiyon ve 6 >0 igin § argimanh f

nin sureklilik modulu

o £,8)= |7 (x) =~/ ()= sup |3, /(x)

x,yel x,yel
pe-y[<s e=yf<s

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan sireklilik modiline f nin

sureklilik modult adi verilir.

13



Genellikle eder f:1 — R sinirh reel degerli bir fonksiyon ve 6>0 ve

k € N olmak Uzere

k m+k k
o, (f.5): ‘h‘ijp A%f(x \:Z [m]f(ﬁmh)

f nin k —yinci sureklilik modull olarak tanimlanir.
Lemma 2.1.

I reel bir aralik feC(I) olsun. O taktirde her bir ke N icin asagidaki

ifadeler dogrudur.

1) Eger 0<6,<6,= o,(f.6,)<o,(f.5,) dir.

2) lim w, (f,5)=0 her f eC(I) igin saglanir.

50"

3)  Herbir 6 >0 igin @, (f,6)<2w,(f,6) dir.

4)  Eger f tiirevlenebilen bir fonksiyon ve f'eC(I) ise, o taktirde
wk+1(f’5) < éb)k(f(’é‘)

her ¢ >0 icin saglanir.

5)  Herbir 5>0ve ne N igin ,(f,nd)<n"e,(f,5) dir.
6)  Herbir 5>0 ve 2>0 igin o, (f,45)<(1+[|]]) @, (/.5) saglanr.

Burada UZH , A nin tam kismini géstermektedir.

14



ispat 2.1.

1). ve 2). tanim geregince kolayca gorulebilir. 3). 6zellik dogrudan

A ()= 847 (x1) A1 (3) ve o £.0)= sup 1 (x) £ (7)

x,yel
‘xfy‘ﬁé

bir sonucudur.

4) U gosterelim. Her bir 4 € R‘h‘ <o ve xel ,oyleki x+kh e I oldugunda,
A F ()| = | AL (x4 ) = AL £ ()

DICHE

m=

4 Z (_1)%,{

m

m

[ (x+(m+D)h)= f(x+ mh)]‘

o

m+1

f x+t

7( x+mh+t

o

m=l

o
b
N—— \_/ N~

O ey 3~

=i&®“(
I3

m=!

_1)’"+k(kjf’(x+mh +1)dt

o

=\[ALf (x+e)dt

sﬁA’,jf’(xH)dt
0

h

Ia)k(f',é')dt

0

IA

<sw,(f',5)

olur. Gorulmektedir Ki
01 (f,8) <00, (f',9)

olur.

15



Eger k=0 yada k=1 alinirsa 5). dzellik dogrudan saglanir.

Simdi kabul edelim ki & > 2 olsun. Verilen & > 0 igin

w, (f,0)= sup ‘Ahf ‘
X, x+khel

saglanacak sekilde heR ve |h| <& vardir, dyleki xe! ve x+n(k+1)el

igin a)k(f,nﬁ)s‘Aﬁhf(x)‘+g olur. Ay f(x)=A,f(x+h)—A,f(x) ifadesi

geregince
A (x)= A0 f (x+nh) = A,Tf (x)

n—=1
E A 1[2Ahf X +ih+ih+.. +zkh)}

3=0 i2=0 i _1=0 i, =0

n-1n-1 n-1

=D LD A (x+ih+ih+ .+ ih)

1=0i,=0 i,=0
yazilabilir. Boylece

n-1n-1 n-1

o, (f.n8)<|al,f(x \+g<22 ZAhf\xﬂlm +ih)|+e

7=0i,=0 =
<n'o,(f.0)+¢
olarak elde edilir. 6). 6zellik ise 1). ve 5). 6zelligin bir sonucudur.

Bir A metrik uzayinda verilen f fonksiyonunun o(f,t):=w(t) sureklilik

modulu fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir.
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Burada 4 =R ,R, ,[a,b] olabilir.

o(t)=o(f.t)=sup|f(x)-f(») , =0

‘x—y‘ét
x,yeA

acik olarak @(¢) bir sabittir. Eger A sinirh ve ¢ >diamA ise; eger f, A

lizerinde diizgiin stirekli ise @ fonksiyonu siireklidir. (£=0)

Kabul edelim ki f€C(A4) , A Uzerinde diizgiin stirekli fonksiyonlar uzayi

olsun. Sureklilik moduli asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1) w(t) > (0) =0 dir. (t — 0 igin)

2) a)(t) R, Gzerinde pozitif ve azalmayandir.

3) w(t,+1,)<o(t)+o(t,) dir.

4) @, R, da sureklidir.

1) ve 2) agiktir. 3) igin eger ‘x—y‘ﬁtlﬂz ise A da bir z noktasi vardir,

dyleki z e 4 igin |x—z| <1, ,|y—2z|<t, dir. Buna gére

£ ()= W] () =1 ()41 (2) =1 ()
<|f(x)= £ (2)|+ |7 ()= £ ()

supremumu alinirsa

o(t,+1,)<o(t)+ao(t,)

olur.
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Ayrica (o(t,+1,) - w(t,)) < w(t,) yaziabilir. Yine
o(t,+t,+..+t)<o(t)+o(t,)+...+ o(t,)
yazilabilir.
Eger t=t,=t,=...=t, alinirsa
w(nt)<na(t)
yazilabilir. Benzer esitsizlik tam olmayan bir A garpani igin
() <(1+ ) o) ;4>0
olur. Ustelik bir  tamsayisi alinirsa
o(t)<o((n+1)1)<(n+)o(t)<(A+D)alr) | n<A<n+1

olarak yazilabilir.

Eger M—)O , t—>0igin f'(x)=0 ve f sabittir.

Bu ifedeler géz 6niine alindiginda f,[a,b] tzerinde konkav bir fonksiyon

ise
af(x)+,6’f(y)£f(ax+ﬂy) ; x,ye[a,b] o, >0, a+ =1

dir.
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/(%)

X

[0,1] tzerinde bir konkav fonksiyon f(0)=0 ozelligini sagliyorsa

azalir. Eger x< y ise

olur.
Ornek 2.1.

@ , R, uzerinde artan bir fonksiyon ve @ (0)=0 olsun. Bu durumda @ bir

sureklilik modull fonksiyonudur. Eger f konkav ise ( ya da genel olarak

(1)

—= azalan ise ) bu durumda
t

w(t,+1,) . o(1) e w(t,+1,) . o(t,)

L+, l L+, Z,

saglanir. Ayrica

o, (f3t)=sup A;f(.;.)HP(Arh) 120

O<h<t
fonksiyonu g6z 6nune alinirsa

a),,(f;t)pSZr*kmk(f;t)p:1§k<r,1Sp£oo

elemanter L, normu igin ;
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eger o< p<o ve p=min(p,2) olmak tizere a,be R ve M =M (p) yeteri

kadar blyuk sayilari igin

la+b[" +|a—b" <2(|a" +M\b\“)% 10< p<w (2.1)

esitsizliginin saglandigi bilinmektedir. a =1 ve b= x>0 alinirsa
f(x) = ‘1+ x‘p + ‘1— x‘p < 2(1+ Mx* )% = g(x)

olur.

Lemma 2.2.

1< p<ow ve p=min(p,2) olsun. M :=M/(p) sabiti icin f,geL, olmak
uzere

/i

7+l +1f —el, <2(Ir+ Mgl )

olur.

ispat 2.2.

2.1de a= f(x), b:=g(x) alinirsa ve integrali alinirsa

|+l [ ~ll, <2 (|1 + 0 \g\”)ﬁ dx

olur.
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2.2. [, Uzayinda Olan Fonksiyonlarin Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

Tanim 2.15.

f €L, olmak Gzere w ile gbsterilen
a)li(f;a) =Supﬂf(x+t) —f(x)‘dx
ti<o R

integraline f nin L -sureklilik moduli denir.

Ayrica o <o, oldugunda

o,(fi0)<e,(f0)

dir. L, sureklilik modili negatif olmayan ve monoton artan bir fonksiyondur.

Simdi sureklilik modulindn bazi 6zelliklerini inceleyelim.
Lemma 2.3.

m bir dogal say1 olmak Uzere

w, (fimo)<mao, (f,0)
dir.

ispat 2.3.

@, (f;mO') =ISSLIJ£:|‘ ‘f(x+t)—f(x)‘dx

ifadesinde ¢ = my alinip agagidaki islemler yapilirsa,
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0

 (fimo)=sup [ | (x+my)= f(x)|dx

w
lyj<o

00

=ap [ (r+my) = £ (x+(m=2)y) + £ (x4 (m=-3 )~ (x+(m~2))

+f(x+(m—2)y)—...—f(x+y)+f(x+y)_f(x)‘dx

:supj > f(x+hy)= f(x+(k-1)p)

o o k=1

dx

<sup T i‘f(x+ky)—f(x+(k—1)y)‘dx

blgo =, k=1
yazilabilir.

Burada x+(k—1)y=z denilirse ve sonra yeniden z,x ile y,¢ il

degistirilirse,

<sup T i‘f(z+y)—f(z)‘dz

lelso % k=1
< msigj;‘f(z +) —f(z)‘dz
=may, (f;0)
elde edilir ki bu da istenendir.
Sonug 2.1.

0< 4 <1 bir reel sayi olmak Uzere,
a)li(f;ﬂa)ﬁ(l+/1)a)li(f;0')
dir.
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ispat 2.1.

[W] ile 4 sayisinin tam kismi gosterilsin. Bu durumda /1<D1H+1 dir ve

w,, (f;0) fonksiyonu monoton artan oldugundan,

o, (f:20)<a,(f([14]+1)o)

dir. U/IH+1 bir tamsay! oldugundan Lemma 2.3 de son olarak U/IH<1

oldugu kullanilirsa

o, (f:20)<o,(fi([14]+1)o)
< ([W] +1)a)li( fi0)

<(A+Dw, (f:0)
elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.
Lemma 2.4.

f € L, olmak lizere !Ti_rjga)li(f;a)zo dir.

ispat 2.4.

f € L, oldugundan her ¢ >0 sayisina karsilik 3a € R reel sayisi bulunabilir,
oyleki

g

:[O‘f(x)‘dx < 2

, I‘f(x)‘dx <%
saglanir.
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Ayrica her pozitif o sayisi igin

—a—o

[ lree<d o [ (o< 22

—0 a+o

yazilabilir. Dolayisiyla ‘z“ <o yani —o <t <o igin,

T | () = T \f(x)\dx<ﬂf(x)\dx<§ (2.3)

a+o a+o+t a

dir. Gunkll c+t>0 ve o +t+a>a dir.

Benzer sekilde t —0 <0 ve —a— o +t < —a oldugundan

_f‘f(xw)\dx:—aff‘f(x)}dmi\f(x)}dm% (2.4)

oldugu gorulir. 2.2, 2.3 ve 2.4 formillerinden

sup{aja\ Fx+o)= f (s [ |f(x+1)- f(x)‘dx}<§+%+

<o || 2 a+o

olur. Dolayisiyla

0 a+o

—o0 =% _4-o

esitsizligi yazilabilir.
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ispat icin sup J ‘f(x+t)—f(x)‘dx ifadesinin de & dan kiiciik kaldigini

MSO‘_a_G

goOstermek yeterlidir. Bunun igin Lusin teoremini kullanalim.

Lusin teoremi geregince f €L (a,b) igin ||f—go||L1 < ¢ olacak sekilde bir ¢

fonksiyonu vardir. Dolayisiyla [-a—20,a+2c]| araliginda strekli bir ¢

fonksiyonu bulunabilir, dyleki

a+20

_aLU‘f(x)_?(x)\dX<6 (2.5)
yazilabilir. Bu durumda
i\f(xw) - f () gj]f(m) -¢(x+t)\dx+j]¢(x+t) ~ ()
+_a£‘(ﬂ(x) — f(x)kdx (2.6)

esitsizligi yazilabilir. 2.5’ten

a+o a+o+t a+2o0

up J- ‘f(x+t)—(o(x+t))dx: J. ‘f(x)—(p(x)‘dx< J. ‘f(x)—(p(x)‘dx<£

—-a-o —a—o+t —a—20

a+o a+o

sup I ‘f(x+t)—f(x)‘dx£2€+sup I ‘(p(x+t)—(p(x)‘dx (2.7)

MSO’_ _

seklinde yazilir.
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@ sirekli bir fonksiyon oldugundan [f|<o sartini saglayan ¢ ler igin

sureklilikten dolayi

&
‘Q?(Qx +'t) —'49(JC)‘<i'EE(;;i;—E;5'
yazilabilir. Buradan,
Sup I ‘q) x+t }a’x<8

elde edilir. Bu esitsizlik 2.7'de yerine yazilirsa ispat tamamlanmis olur.

2.3. Sonlu Aralikta Siirekli Fonksiyonlar Uzayi

Sonlu [a,b] araligi Uzerinde stirekli fonksiyonlar uzayr C[a,b]

gosterilmektedir. Cla,b] uzay
(£ +8)(x)= /() g(x)
ii. A € R olmak lizere (xlf)(x) = ﬂf(x)

islemleri ile birlikte bir vektér uzayidir.

Weierstrass teoremine goére bu uzaydan olan her bir f* fonksiyonu igin sonlu

bir maks f(x)‘ sayis| vardir. s = max‘f(x)‘ olarak tanimlanan fonksiyonun

as<x<b

C|a,b] tzerinde bir norm oldugu gésterilebilir.
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i. maks‘f(x)‘ >0 dr.
as<x<bh
ii. Eger [a,b] araliginda f =0 ise o zaman bu fonksiyonun maksimumu

ayni aralikta sifirdir. Diger yandan eger maks

a<x<b

f(x)‘:O ise 0 zaman f =0

olur.

f(x)| dir.

maks

a<x<b

Af (x)|=|2

iii. A keyfi bir reel sayl olmak lzere maks

asx<b

iv. fve g, [a,b] de sirekli iki fonksiyon olmak lzere Vx €[a,b] igin

£ (x) + g (2)] <[/ (x)] +[g (=)
oldugundan
maks| /() + g () < maks(| (x)| [ (+))
< maks| f (x)] + maks|g ()
dir.

Bdylece norm aksiyomlari saglanir. C[a,b] uzayinda norm;

f(x) (2.8)

= maks
C[ab] a<x<b

|7

ile gosterilir.

Bu uzayda yakinsakligin dizgun yakinsaklik oldugunu gosterelim.
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Kabul edelim ki C[a,b] de olan bir (f,(x)) fonksiyonlar dizisi [a,b]
araliginda f(x) e diizgiin yakinsasin. Bu takdirde keyfi & >0 verildiginde
dyle bir N=N(&) bulunur ki her n>N oldugunda |f,(x)-f(x)<¢

esitsizligi Vx €[a,b] igin saglanir.

f(x)eCla,b] ve dolayisiyla f,(x)—f(x)eC[a,b] dir. Weierstrass
teoreminden dyle bir x" €[a,b] vardirki f,(x)— f(x) fark fonksiyonunun x"
daki degeri [a,b] nin diger noktalarindaki degerinden buyuktir. Ayrica

x" €[a,b] oldugundan

f”(x)—f(x)‘<€

f, (x*)—f(x*)‘ = maks

asx<b

saglanir.

Dolayisiyla keyfi € >0 igin N (&) vardir, dyleki n> N oldujunda

maks

a<x<b

fn(x)—f(x)‘<8

saglanir ve

Jom Clas] <€ (n>N(€))

olur. C[a,b] de olan (fn (x)) dizisi C[a,b] uzayinin normunda yakinsasin.

Bu durumda keyfi pozitif & sayisina goére dyle bir N bulunabilir ki n> N

olan tum n lerigin

maks

asx<h

fn(x)—f(x)‘<8
saglanir.
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Bundan dolayi [a,b] de olan tiim x ler igin

f3)-r()<e . .y

esitsizligi saglanir. Sonug olarak, C[a,b] uzayinin normuna gore yakinsama,

dizgun yakinsamadir. Dizgun yakinsama
£,(x)= /(%)

ile gosterilir.

2.4. Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y lineer normlu iki fonksiyon uzayi olsun.Eger X den alinan herhangi

bir fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kural varsa bu

durumda X uzayinda bir operator tanimlanmis olur ve
g(x)=L(/x)

biciminde gosterilir. X uzayl L operatorunun tanim bdlgesidir ve genel
olarak X =D(L) ile gésterilir. Bu durumda L(f;x)=g(x), Y uzaynin bir
elemani olur ve bu sekildeki g fonksiyonlari kimesine L operatorinin

deger kiimesi denir. Bu kime de genel olarak R(L) ile gosterilir.

Tanim 2.16.

L: X — Y bir operatér olsun. Her f,, f, € X ve a;,a, € R olmak lzere
L(alfl + azfz;x) = alL(fl;x) + azL(fZ;x)
esitligi saglaniyor ise L ye lineer operator denir.
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Tanim 2.17.

L:X —7Y bir operatér olsun. D(L)<= X , L nin tanim kiimesi olmak iizere

Vf e D(L) igin
|2(f50)], =M1, (2.9)

esitsizligini saglayan M € R"varsa L ye D(L) de sinirli operatdr denir.

2], =it 0L (s50)], <M A

sayisina L operatoérindn normu denir.
Lemma 2.5.

L: X — Y sinirh lineer operatoérd igin

|£(7:)],

=sup

L — A7 7y
T

esitligi saglanir.

ispat 2.5.

IZ||,_, tammindan

|2(7:)],
171

<[z,
esitsizligi saglanir.
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Buradan

|2(73))

SUp =< HLHX—>Y (2.10)

e L

esitsizligi bulunur.

Diger taraftan infimum tanimindan her & >0 icin en az bir f € Xvardir,

oyleki

I

(7)), = (14, - #)

X

esitsizligi yazilabilir. Buradan da

£ (0]

-<|L, ., e

ellx

esitsizligi elde edilir. Boylece

|£(70), | JECfi)]
-

Sup

i £,

-2 HLHX%Y —¢&

X

elde edilir.
Sol taraf & —a bagl olmadigindan & — 0 igin esitsizlik bozulmaz.

Boylece

|2(7:)

apl e o) @11

e AL
esitsizligi elde edilir.

31



Sonug olarak 2.10 ve 2.11 esitsizliklerinden

ol

vy /1L

202y =

bulunur.

Sonug 2.2.

L: X — Y sinirli lineer operatoru igin

Iz, = sup £ |2 (f5x)],

esitligi gergeklenir.

ispat 2.2.

Lemma 2.5. den

1

o el
171

= I, 1.
x Y

——— denirse |g|, =1 olur.

(

171

yazilabilir. g
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Buradan

2], = sup [ (13,

1=t

elde edilir.

Tanim 2.18.

L:X —>Y bir operatér olsun. Her &>0 sayisina karsilik ||f—f0

<0
oldugunda [ L(/)-L(f,)| <e esitsizligi saglanacak sekilde bir 5(¢, f,)>0

sayisi bulunabiliyorsa L operatéri f, € X icin slreklidir denir.

Teorem 2.3.

X,Y normlu uzaylar, L:X —Y lineer operatér olsun. Bu durumda L

operatoru igin sinirlihlk ve sureklilik birbirine denktir.

Tanim 2.19.

X* :{feX:f(t)ZO} , YT :{geY:g(z‘)ZO} fonksiyon siniflarini géz

onune alahm. Eger X wuzayinda tanimlanmis L lineer operatéri X*
kimesindeki her bir f fonksiyonunu Y* kimesindeki bir fonksiyona
donusturtyor ise L operatdrine lineer pozitif operatér denir. L lineer pozitif

operator ise L(X+)CY+ saglanir. Yani f(¢)>0 oldujunda L(f;x)>0

olur.
Lemma 2.6.

Lineer pozitif operatorler dizisi monotondur.

33



ispat 2.6.

Her x icin g(x)>f(x) ise g(x)—f(x)=0 dir. L lineer pozitif operatér

oldugundan
L(g-f;x)=0
ve L lineer oldugundan
L(g;x)—L(f;x)=0
dir.

Dolayisiyla

dir.

Bu esitsizlikte lineer pozitif L operatoriunin monoton oldugunu gosterir.

Ayrica L operatérinin monotonlugundan
Afl< £ <l > L(-fl) < L(fix) <L)

ve L nin lineerliginden

“L(fEx) <L) <L flx) = L0 < 2(|]:%)

yazilabilir.
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Tanim 2.20.

neN olmak iizere (L, (f:x)) dizisine operatér dizisi denir.
Tanim 2.21.

Ln((t—x)s ;x) , {$=01,2,...} ifadesine (L,) operatér dizisinin

S — yinci merkezi momenti denir.

2.5. Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsaklik Kosullari

Yaklasim teorisinin amaci, keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanigh
olan diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir. Boyle bir

gosterim fonksiyon hakkinda bilgi elde etmenin daha basit bir yolunu verir.

1885 yilinda Weierstrass [a,b] araliginda surekli her f fonksiyonuna bir

polinomla yaklasabilecedini ifade etmigtir.

Teorem 2.4. (Weierstrass Yaklagim Teoremi):

f fonksiyonu [a,b] araligi Uzerinde surekli fonksiyon uzayinin bir elemani
olmak iizere her ¢ >0 icin ‘f(x)—Pn(x)‘<g olacak sekilde 7. dereceden
bir {Pn (x)} polinom dizisi vardir. Baska bir ifade ile [a,b] araliginda siirekli
her f fonksiyonu igin f(x) e [a,b] araliginda dizgin yakinsayan bir

{P (x)} polinomlar dizisi vardir.

n

Bu teoremin bir ¢ok ispati bulunmaktadir. Bu ispatlardan birini de 1912
yihinda S.N.Bernstein (Bernstein, 1912) yaparak, lineer pozitif operatorler ile

yaklasim teorisinde 6nemli rol oynayan Bernstein polinomlarini tanimlamistir.
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1952 yilinda H. Bohmann, toplam seklinde lineer pozitif operatorler dizisinin
[0,1] araliginda slrekli f* fonksiyonuna yaklasmasi problemini incelemistir.
H. Bohmann (Bohmann, 1952) géstermistir ki x€[0,1] , 0<a,, <lve k<r

icin @, <a,, oldugunda

n

Ln(f;x):Zf(an,k)Pn,k(x) ’ Pn’k(x)ZO

k=0

lineer pozitif operatorler dizisinin, n— o igin [0,1] araliginda surekli

fonksiyonuna dizgun yakinsak olabilmesi icin gerek ve yeter kosul Ug¢

tanedir. Bunlar

Iim‘

H—>0

L” (]"x) _]'Hc[o,l] =0

LII)QHL" (t;x) B ch[o,l] =0
|, (1%5) =, =0

seklindedir.
Asikardir ki Bohmann’ in arastirdigi operatérlerin degeri, f fonksiyonunun
[0,1] araiginin disindaki degerlerinden bagimsizdir. 1953 yilinda P. P.

Korovkin, H. Bohmann’ in teoremini daha genel bir halde vermistir.

Teorem 2.5. (Korovkin Teoremi):

{L,} lineer pozitif operatdrler dizisi olsun.
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a,(x), B,(x) ve y,(x), [a,b] de diizgiin olarak sifira yakinsiyan diziler

olmak lizere Vx €[a,b] igin

L (Lx)=1+a,(x) (2.12)
Ln(t;x)zx+ﬂn (x) (2.13)
Ln(tz;x):x2+]/n(x) (2.14)

kosullari saglaniyorsa bu durumda L, (f;x), [a,b] araligi iizerinde f(x) e

diizgiin olarak yakinsar. Burada f , [a,b] de sirekli, a da sagdan, b de

soldan surekli ve R de sinirh bir fonksiyondur.

ispat 2.5.

f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugundan tim Xx ler igin

f(x)| <M (2.15)

olacak sekilde A pozitif sayisi vardir. feCl[a,b] oldugu igin Ve&>0
sayisina karsilik Gyle bir 6>0 sayisi vardir ki teR ve xe[a,b] igin

|r—x| < & oldugunda

f(t)-f(x)<e (2.16)

saglanir.
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x,t€[a,b] oldugunda 2.16 esitsizligi f fonksiyonunun [a,b] araliginda

dizgun surekli olmasindan dolayi gerceklenir.

x €|a,b], t [a,b] oldugunda ise 2.16 esitsizligi f fonksiyonu a noktasinda

soldan b noktasinda sagdan sirekli bir fonksiyon oldugu igin gergeklenir

2.15 ve 2.16 esitsizliklerinden dolayi her 1 € R ve x €[a,b] igin

‘f(f)—f(x)\<8+%(t—x)z (2.17)

esitsizligi gerceklenir. Giinkii |f—x| <& oldugunda ‘f(t)—f(x)‘<5 ayrica

2
y(t—x)2 saglanir. |f—x|>8 oldugunda ise (t_f)

>1 olacagindan

?(t—x)2 > 2M saglanir. Bu durumda & > 0 igin 2.15 esitsizliginden

()= F (x)| |7 (0)] +]7 ()]
<2M

< ?f(r—x)ﬁg (2.18)

esitsizligi gerceklenir. Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden

esitsizligi mevcuttur.
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Bu esitsizlikteki ikinci terim 2.12’den dolayi sifira yakinsar.Yani;
| f(x)HC[aib] |, (1x) —]ﬂc[a’b] <eg, (n—> o0 iken &, — 0)

esitsizligini saglayan ¢, dizisi vardir. O halde

t+e, (2.19)
C[a,b]

AVIGRVICHR) I A (AORVIC 2

esitsizligi saglanir.

Simdi  birinci terimi hesaplayalim. 2.18 esitsizliginden ve lineer pozitif

operatorun ozelliklerinden dolayi

L (17 ()= () x)

2M 2.
c[a,b]SL”(€+ 52 (t—x) ,xj

=L, (Lx)+ i‘fg((f—x)z;x)

—el, (IX)+%[Ln(t2;x)—2an(t;x)+x2Ln (13)]

{15 -Ljee+ =5 1 50) -2 1y 1))
+?[ L, (1) 1]

oo 2 1,001+ B, 50) -]

— 45]‘24 x[Ln (t;x) - x]

elde edilir.
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x €[a,b] oldugundan

dir. O halde

2M

C, b? C,=2bC,,C,=¢+Cb*

esitlikleri kabul edilirse

L,(|7(6) = ()| <+ L, (25x) -+ G (1) -+ + G|, (3x) -

yazilabilir ve burada & > O istenildigi kadar kiiglik secilebilen bir sayidir. 2.12,

2.13 ve 2.14 esitsizliklerinden dolay1 n — oo igin

L/ ()= 1 (x):x)| >0

olur.

Bu sonug ve 2.17 esitsizliginden yararlanilirsa

Ln(f;x)—f(x)H—>O
oldugu gorular.

Korovkin teoremindeki 1, x,x* test fonksiyonlari yerine [a,b] araliginda

lineer bagimsiz herhangi Ug¢ fonksiyon alinamaz.
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Teorem 2.6.

fo+ f1s /> strekli fonksiyonlarindan olugsmus [a,b] araliginda ikiden fazla sifir
yeri olan bir F(x) polinomu varsa, bu durumda dyle bir L lineer pozitif

operatorli bulunabilir ki x €[a,b] ve k =0,1,2 igin

L(fiix)=fi(x)

kosullari saglanmasina ragmen dyle bir f~ e[a,b] fonksiyonu vardir ki

L(f*;x);tf*(x)
dir.

Dolayisiyla Korovkin teoreminin kosullarindaki 1, x, x° fonksiyonlarinin
yerine secilecek fonksiyonlardan olusmus herhangi bir F(x) polinimunun

[a,b] araliginda ikiden fazla sifir yeri olmamalidir.

2.6. K-Fonksiyoneli

Kabul edelim ki X,,i=0,1 iki Banach uzay! olsun. Oyleki X,,X, icine
goémdulu ve surekli ; yani X; < X, olsun. Bu durumda f € X, i¢in

K -fonksiyoneli

K(f)=K(f.t;Xy,X,)= LQL{Hf—gHXO +1|g Xl} ,t>0

seklinde tanimlanir.
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X,=L, ve X; =W/ alnir ve bu uzaydaki yari norm

el ="

)4

alinirsa,

:

K( s, )= inf {7 =l +e”
olur.

K —fonksiyoneli agagidaki 6zelliklere sahiptir.

1) t>0 igin K(f,t) fonksiyonu artan, surekli, konveks ve alt

toplamsaldir. Yani
K(f.t,+8,)<K(f.t,)+K(f.1,)
dir.

2) X, X, birer Banach uzayi ise K(f,t) , X,+X, lzerinde bir yari

normdur.

3)  X,X, yan normlu uzaylar ise ¢>0 sabiti igin K(f,f) de yan

normdur ve herhangi f,g € X, +X] i¢in

K(f+gt)<C(K(f.1)+K(g:1))

dir.
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Tanim 2.22. (K-Fonksiyoneli ve Sireklilik Moduli):

K —fonksiyoneli ve @, @, sureklilik moduli arasinda kapali bir baginti

vardir. @, @ nin konkav majoranti olmak lizere

o(f.t)<K(f.t,C.Lipl)<@( f,t) < 20m( f 1)
esitsizligi vardir.

Teorem 2.7. (Korneichuk 1961):

A:[a,b] yada 4 =T olmak lzere feC(A) icin

K(f,t,C,Lipl) :%a_)(f,Zt)
esitsizligi saglanir.
ispat 2.7.

Keyfi f €C(4), ge Lipl ve ¢t >0igin

o(f.2t)=0(f-g+g,2t)
=o(f-g.2t)+o(g 2t)

< ZHf B g”c + Zt‘g‘Lipl

<2inf {|f - gl +1/g,,.}

olur.
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Bu ise

o f,21)<2K(f 1)

oldugunu gosterir. K konkav oldugundan

o(f,2t)<K(ft)

N |-

esitsizligi saglanir.

Tersine esitsizligi ispatlamak igin /'€ C(4) ve ¢>0 bir sabit olsun. 2¢ sabit

noktasi ve @ fonksiyonu igin
(s)=a( f,2)+M(s—2)
olarak tanimlayalim. Burada M bir sabittir.

s =2t de @ lineer fonksiyonunun destek fonksiyonu
cT)(f,S)SK(S) r5>0

oldugundan
5-=1wp[a—)(f 5)— Ms | :1[5)(f 2t)— 2Mt |
20 ’ 2t

alinirsa f ye karsilik gelen g e Lipl fonksiyonunu bulmak igin her bir y € 4
da

f(x)=f(y)-M|x—)|-6, xe4

yazilabilir.
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Agikca f € Lipl ve ‘fy‘upl <M dir.

g(x)=supf,(x) olarak tanimlayalim. Bu durumda
yed

£ (x) < £, (%) + Mx,— x)
esitsizligi g igin dlzenlenebilir.
Boylece
&l <M

dir. Bu g fonksiyonu igin

8(x)= £ (1) =P/ ()~ £ (x) - M}x=3] -5)2 -0

yazilabilir. Diger taraftan 6 nin tanimindan x,y € 4 igin

S(¥)=f(x)-M|x=y|<o(filx—y)-M|x-y|<25

olup, buradan g(x)—f(x)<& olur. Béylece |f-g|.<& yazilabilir.

Buradan

K(f.0)<|f-g|.+1lgl,,, <5 +Mt

:%é(f,Zt)

olur.
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Teorem 2.8. (Johnen 1972):

A=R,R ,Tvya da [a,b] kimelerinden biri olsun. 1< p<ow ve r=12,..

icin sadece r ye bagh ¢, ve ¢, >0 sabitleri vardir, éyleki tim f €L, icin

o, (1), <K(f.0'\L,@,)<cm,(f1), , 1>0

dir.

ispat 2.8.

Keyfi g € Wpr icin sureklilik modulinun temel 6zelliklerinden dolayi
o, (f+g.1), <o (fit),+o.(g1),
o,(f1), <2% 0, (f1) . 1sps<o
o,(ft), <2%a(ft) , 0<p<l

o (ft) st

1,
Ozellikleri geregince

o, (f.t) <o (f-gt) +o(g1),

SR

f—gu+ﬂ

yazilabilir.
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Bu da yukaridaki esitsizligin ¢, =2 igin saglandigini gosterir. Esitsizligin sag

tarafini elde etmek igin 7 >0 Uzerinde f fonksiyonuna bagli
g(x) = f(x) + (—1)r+1 j A (f,x)M(u)du

ifadesini tanimlayalim. Burada M(u):M(O,...,r,u) seklindedir.
g fonksiyonu A Uzerinde tanimhdir. (4=R,R, yada T)

Eger A=[a,b] ise g tanimlidir. Eger

xe]l::[a,b—b;a} ve t<t, = (b-a)

ise yine tanimhdir.
A =[a,b] icin

~+00

| =gl (4)< ]

—00

A, (f )] (4)M (u)du
< a),(f,rt)p < r’a)r(f,t)p
yazilabilir. Burada M, [O,I"] araligindadir.

g(r) yi belirlemek igin, /" nin 4 Uzerinde r —yinci integralinden biri £ olsun.

g(x) ifadesinin sag tarafindaki integralin lineer kombinasyonu

If(xJFﬁ”)M(u)du =If(x+u)M((jt)_1u)(j;)‘1du
:(jt)_rA;t(F'x) , J=L12,..,r
olur.

47



Clinki

f(¢t)=1t"olursa TM(t)dtzl dir. Bu ifadenin 7 —yinci tiirevi (jt) "
dir.
Bu durumda
g(r)(x):t—rZ(_l)ﬁ"( ] IAV (f x)
j=1
olur.
(Mo (1)< i o (f3t)
oldugundan

(A)<2w,(f3t),

(r)

I ~l, (4)+ ] (4)<eo,(72),

olduklarindan teoremin sag tarafinin gergeklendigi goralur.

A;t(f;x)

(Benzer bir ispat Marchaud esitsizliginden yararlanilarak yapiimaktadir.)
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Teorem 2.9.

Her bir feLp ve 1< p<o , r=12,.. i¢gin sadece r ye bagli dyle ¢, ve ¢,

sabitleri vardir ki
cla)f’(f,t)p SK(f,t’,Lp,W;(go)) Scza)f’(f,t)p , 0<t< (Zr)_1

esitsizligi saglanir [26].

2.7. Baskakov Operatorii

fe C[O,oo) ve her bir n € N igin Baskakov operatoru

B,(fix)=— if[%j[ﬂllz_lj - (2.20)

(1+x) 52 (1+x)
S

dir.
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o
Eﬁ/
I
M

1 & E£n+k—1j o
(1+ x)” o N k (1+ x)k

< k(n+k 1)| o

2

1+x p} n n— 1lk| (1+x)

__ X 1 c (n+k—1)! !
(1+x) (1+x)" S nl(k-1) (1+x)"

k— k+1 icin

X 1 &(n+k) &
(L+x)(1+x)' = nlk! (1+x)

gen (1+1x)" kwo(n;{-k}(li)k

2 1 nil
i (1+x) (1+x)" (1+x)

50



A1 Sk (n+k=1)! X'
n(1+x)" kZ;n (n=1)'k! (1+x)

B xz i I’l+k 1 xkiz -i-lB (f X)
(1+x) (1+x"k=zn ) (1+x) =2y Y
B X2 in+k 1 x*? X
(l+x) 1+x nk:2 n ) (1+x) 2
k—k+2igin
x° 2 n+k+1 xF X
= nz + —

(1+x) (1+x i hlk! (1+x)k n

(n+k+1)! X x
_|_
5 (n+ D)W (1+x) n

x> n+1 > (n+k+1) x* X
= 2 nz k+_

(1+x) n 1+x =0 (l+x) n

[
—~~
[N
+ | =
=
A

S
S [+

[N
—~~
=
Ny |
N

S
TMS
|

__ X n+l 1 (1+x)n+z+x

dir.
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Buradan gorulmektedir ki n — o igin

Bn(l'x)—>l

dir.
Not 2.4.

Korovkin teoremi uygulandiginda da Baskakov operatorunun sonlu aralikta

kendisini olusturan f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugu kolayca gorilur.

Teorem 2.10.

feCk, [O,w)—{f:f,[o,oo) stirekli ve Iim%—k,}ise R nin her
: 1+ x '

kompakt alt araliginda

limB, (f:x)=/(x)

n—>0

yakinsamasi duzgundur ve

x(1+ x)

n

Bn(f;x)—f(x)‘éma) fi
esitsizligi dogrudur.
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n+k—

Z‘f () (x)‘( : 1J(lf:c{)"”‘

5 ; ‘f{%}—f(x)‘%,k(ﬂ
_ Eoseo

53



Diger taraftan Holder esitsizliginden

B,(/ix)=/ (x)|=@(/:5) 1%[\/,2

<o(f:5) 1+%\/i ko

— oo f,a)[u%@nl(ﬂ,x) 2B (1) + xz}

B _ 1 x(1+x)
—a)(f,5){1+g }

n

bulunur.

5o x(1+x)

secilir ve parantez igindeki sabit m ile gOsterilirse
n

‘Bn(f;x)—f(x)‘ﬁma)[f; M]

n

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.
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Yukarida verilen tek degiskenli Baskakov operatori »n —boyutlu uzayda da
tanimlanmaktadir. Tezin ileriki kisimlarinda bu tanimlama ve oOzellikleri
aciklanacaktir. Ancak simdi burada islemlerin kolay anlagilabilmesi igin iki
degdiskenli Baskakov operatorinu tanimlayip sagladigi bazi 6zellikleri

gOsterelim.

) _ k_k
B(fonn) =3 3 AR sk k)
£ )

1+x +

1 & (n+k+k -1 ki ycka k
Bn(t’xl’xZ): ZZ( 1 2 j( XXy M

n ky+k
(1+x,+x,)" k00 k I+ x+x,)" * n

1 kg (n+k, +k,—-1)!
(L3, +x,) 355 n kb, (n+ky+ ey —1—ky— k) )1

kl k2
XX

X
(1+ X, + X, )kl+k2

_ ii n+k +k l) xflxlz‘2

(1+ X1+x2 k=1k,=0 k —1)|k2|n| (1+ xl+x2)k1+k2
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1 = & (n+k +k,-1
- zz )

(1+x1+x2) (1+x1+x2 lg=1ky=0 k 1'k In!

k-1 k
X X

(l Fx,tx, )k1+k2—1

X

k, =k, +1igin

2 & (n+k+k,) ki ke
- = n+1zz(n - 2) A%

(1+x,+x,)" G0k klklnl (x +x,+1)

> & (n+k+k by ko
= X ZZ( ]i zj( XX _x,

ky+ky
X, +x, + 1)

ky+ky

B (t,xl,xz) X
dir.
1 o & (n+k+k, -1 xlayke k
B (s.x.x,)= R ..
n(S & x2) (1+x1+x2 n/;w;)( j(l—kxl—kxz)kl “n
_ 1 S ky (n+k +k,—1)!
(l+x1+x2)n ly=0ky=0 1 kl!kz!(n+k1+k2_1_k1_k2)!
y xflx§2
(1+ X, + X, )k1+k2

kit h,—1)! ke
“1)ktnl (14 x,+x,) "

2 (n
(1+x1+x2 ’;’1;—1

_ 1 = & (n+k +k, - 1)
_(1+xl+x2) (1+)€1+x2 1;)1; k 1)!k1!n!

*+

ky kp-1
XX,

X
(l+ X, + X, )kl+k2_1
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k, = k,+1igin

_ X, ii(n+kl+k2)! x}Lx?
(1+X1+X2)n+1k1=0k2=0 ki, ! (x1+x2+1)

) k k
_ Xy n+ kl + k2 x11x22 B
TN

(xl +x, + 1)kl+k2

ky+ky

n (1+ x, + xz) k=020

L1 4 %
(Lo )" 7 (Lo ) £ (Lo ) 7

ky(k ~1) (n+ky+k, ~1)!
no kU (n+k+k,—1—k,—k,)

X

1
+;B(t,xl,x2)

_ 1 13 i(n+kl+k2—l)!
(L+x,+x,)" (L+x,+x,) i3 (k—2)k,!n!
y xfflez‘z X
(l+ X, + X, )k1+kz_2 n
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k, — k, + 2 igin

— Zz l’l+k -I-k —i—l) xflx;‘z +X1

(1+ X, +x2)n+2 M 14=0k,=0 k\k,!n! (1+ X, +x2)k1+k2 n

= Xy n 1ii£n+k1+k +1] X 5

(1+ x1+x2) n+2 k=0k,=0 (1+ x1+x2)k1+k2 n
_ 12 n +1+ﬁ
n n

2 2
_n N X

n
_ ey Aalatl)
- n
B(;Z,xl,xz):xlerM
n
dir.
1 © > (n+k +k -1 xlxz k2
B 2, , = 1 T K, A
(S X1 XZ) (1+x1+x2)n /;l;)[ k j(l_l_xl )1 2 7’12

1 1 NPT kl + kz - 1) xflx? kz
+_ —=
>3 Ty

n (1+ X+ X, )n k=0k,=0 k

11w oS
(L) (15 +3) £562( Loy +x,)

kythy—2

kz(kz_l) (I’l-l—kl-l-kz—l)! 1
n kl!kzl(n+kl+k2—1_k2_k2)! n

X
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- 1 x5 Z_ii(nﬂcﬁkz—l)!

(1+x1+x2) (l+x1+x2) N ok2 (kZ—Z)!kl!n!

ky | kp=2
.xlx

+
(1+ X, + 2)k1 k2=2

Yo

X

k, > k,+1igin

(1+x1+x2) nisohLo  k'k'n! (1+x1+x2)k1+k2 n

_ x5 N+1& & n+kl+k +1 Xxk X,
T D) .

(1+ x1+x2) k=0k,=0 (1+x1+x2) n

- 2 ZZ ”+k th, +1) xflxgz +x2

n+l x
x§—+_2
n n

2 2
:nx2+x2+x2

n
n

B(Sz,xl,xz):xg +M

dir.

n

B(l‘z+S2,x1,x2):;ii(n+k1+kz_lj xfixf k2 + k2
(

ky+ky, 2
1+x +x,)

_ 1 2 &tk +k, -1 xloxle k_12
= Z Z( k J( xz )k1+k2 }’lz

1+ x, +

1 > 2 (n+k+k, -1 ke K2
+—ZZ£ lk 2 J( — kl+k2_22

I+x,+x,)" °n




1

h ¥ 4 szkl(

(1+ xl+x2)n n (1+ xl+x2) k=2 kp=0 n

S (n+k, +k,—1)! Xt — x5zl
ey ey M(m + ey + hey == kg — ke )1 (14 2, + x

Ty +kp—2
2)

1
+;B(t,xl,x2) +

1 1 2 > &k (k, -1
=+ X2 2222(; )

(L+x,4x,)" 7 (1+x,+x,) koo

y (n+k, +k,—1) xka ka2
ey e (kg ke = 1= kg =y )V (L, + o, )

1
+;B(s,x1,x2)

o & (n+ky + k1)

_ 1 X} EZZ

(1+ x1+x2)n (1+ .Xl-i-xz)n M j=0k,=0 (kl—2)|k2|n'

k=2 ky
X X Xq

X
(1+ x, + x, )k1+k2_2 n

1 X2 lii(n+kl+k2—l)!

(1+x,+x,) (1+x,+x,) nicoiaz (k—2)tk,!n!

+

60



k, > k,+2 igin

_ ZZ (n+k +k,+1)! Xk
(1+ x1+x2)"+2 N =0ky=0 kl!kzln! (1+ X, +x2)k1+kz

I X3 ZZ (n+kl+k2+1)!
" (1+xl+x )+2nkl 0ky=0 k\k,'n!
xflxéz X,

: 1& n+k +k,+1
£V 4 =, ZZ( k j

(14 +x,) N =0k-0
X 5 a4 X n+l gy X,
bk 2 ety T
(1+xl+x2) n (1+x1+x2) n (1+xl+x2) n
,n+l x,  ,n+l x,
=X +—+x2 + 2
n n n n

nX; XX X+ X, X,
= +

n n

ey alarl e, x(nrl)
n n

B(tz +S2,X1,X2): X12 +X22 + ‘xl(x1+1) + x2(x2 +1)

n n

dir.

n — oo igin verilen operatorun Korovkin teoremini sagladigi goruimektedir.
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Teorem 2.11.

feCkf [O,W)—{f:f,[o,oo) da stirekli ve  lim M—kf} ise

(12,5)>0 (1+ X, + xz)

D c R?kompakt bdlgesinde

imB?(f3x.%,) = £ (x,,x,)

n—>0

yakinsamasi duzgundur ve

an(f;.xl,xz)—f(xl,xz)‘SMW£f;\/x1(l+X1)+XZ(1+XZ)]

n

esitligi dogrudur.

ispat 2.11.

an(f’xlixz)_ f('xl’XZ)

© 2 (n+k +k, -1 xhxke k. k
:ZZ( 1]( ’ J( L2 n+k1+k2f(;1’;2j_f(xl’x2)'l

1+ X, +x,)

22 (k k +h+k, -1 i x s
S e B e

1+x +x,

><(n+k1+k2—1]( Xk

n+ky+k,
1+ x, +x,)

© > (n+k +k -1 xhayke
:ZZ( ’ 1/: i j( - 2)n+k1+k2 {f(ﬁ’ﬁ]_f(xl’xz)}

1+x, +x,
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© © I’l+k1+k2_1 xflxgz ﬁﬁ _ ﬁ
=ZZ[ k j( xz)””‘l”‘z{f( | )f(”’xzj

ky=0k,=0 1+x1+ n n
kl
+f ;sxz _f('xl"xz)

yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin mutlak degeri alinip tggen esitsizligi

uygulanirsa

Bn(f’xl’XZ) _f(xl’xZ)

Stk k-1 xflxgz (kl kzj (kl j
_kZZ£ z)mﬁkz 4 n'n / n'

(1+x, +

ol st

2 & (n+k +k,-1 xhxke k. k k
Zz( 1k 2 j 172 T {f(_l’_Zj_f(_l’xzj}
ky=0,=0 (1+ xl+x2) n n n

= n+ k + k -1 xfl xlzcz
+
Z Z ( ] ( X, )n+k1+k2

Jg=0k,=0 1+x +

esitligi elde edilir.
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Sag toplamlara sirasi ile 1,ve I,denirse;

B, (f,xl,xz)—f(xl,xz)‘ <L +1,

Ilzii£n+kl+k2—lj( xlaxke

n+ky+ky
k 1+ X, +x,)

()
n n n

= i i})nk (xl’XZ) sup

k=0k,=0 xp€la.b]

k
k2,
n

<5

2 & (n+k+k,-1 ki xke
S 1

:a)(f,5){l+%ii

Holder esitsizligi uygulanirsa;

%
1l & & (nth+k-1 xlaxle k ’
Il Sa)(f,é) 1+— Z : ’ _— n+ky+ky (_Z_XZJ
O | 0/pm0 k (1+xl+x2) n

%
_ _ bk
){zz[n+k1;k2 1] XX, _— :l
fy=0kp=0 ( X
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1
= a)(f,5) 1+g\/B" (s2;x1,x2)—2szn (s,xl,x2)+x22}

%
=a)(f;5) 1+1[x22+—(1+x2)x2 —2x22+x§] ]
) n

_ 1./x2(1+x2)
:a)(f,5) 1+5T]

X, (1+ xz)

n

<w (e 4D, f 1 % (1+x,)
L= (f’ n jll \/x2(1+x2) Jn }

_ ma)[f; X, (l+ xZ)J

o= secilir ve parantez igindeki sabit m ile gosterilirse

n

olur.

otk +k, -1 xixke
IZZZZ( 1k ’ j( : 2)n+k1+k2

1+x +x,

f(%,xzj—f(xl,xz)

= o (n+k +k,—1 xhayke
SZZ[ lk i j( - 2)n+k1+k2 Sup

1+ Xy + X, xelab]

f(ﬁ,xzj_f(xl,xz)

k

1

——x
n

2 (n+k +k,—-1 k1 k2
:ZZ[ 1k 2 ]( X X, n+k1+k2a)(f’_

1+ x1+x2)

<o
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ky
© @ © 7_)(:1
Sa)(f;é‘)zzpnkkz 1 ”5
Jy=0k,=0
—o(f:8) 2y Y Ll
0 i Zoi=ol 1 o

olur.

Bu ifadeye Holder esitsizligi uygulanip gerekli dizenlemeler yapilirsa;

%
1l & & (n+k+k,-1 ke kY
I, Sa)(f;ﬁ) 1+E{ZZ( 1k 2 ]( X1 X5 " (j—xlj ]

1+ x1+x2)

%2
o ® _ ky ks
X[Zz(nm;kz 1) ik sz]
Jy=0k,=0 ( X

- a)(f;é')[lJr%\/Bn (tz,xl,xz)—2xlB(t,x1,x2)+x12}

n

B _ 1 x1(1+x1)
=w(f;5) 1+§”T]

7
=w(f;6) 1+%{xf+—(1+xl)xl—2xf+xf} }
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X (1+ xl)

0= secilir ve parantez icindeki sabit m ile gosterilirse
n
x(1+x
n
olur.

I, ve I, yerlerine yazilirsa

n n

Smw{ 7 \/x1(1+x1)+x2(1+x2)J

b)) mef 125D el 13 5020

n

olarak elde edilir.
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3. COK DEGISKENLI BASKAKOV OPERATORU

Tezin bu kisminda daha oOnce verilen tek degiskenli ve iki degiskenli

Baskakov operatoriiniin d —boyutlu uzaydaki tanimi yapilacaktir.

Bu operatorun monoton, alt toplamsal ve Lipschitz sinifindan olan
fonksiyonlar icin bazi ozellikleri ile beraber K —fonksiyoneli ve sureklilik

modulul ile yakinsaklik hizlari incelenecektir.

Bu ¢alisma boyunca
X=(x1,x2,. WX eRd ‘X‘ Zx
xeR?, k= (kl,kz,...,kd)eNg ve ne N

d
X =xpxg.xy, Kl=kll kb, [k|=D 0k,
i=1

seklinde standart gosterimler kullanilacaktir.

TR (d € N) olsun. Buradaki T

T=T, :{Xz(xl,xz,...,xd)eRd :0<x, Soo,lSiSd}

seklindedir.
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T de tanimh f fonksiyonu igin cok degiskenli Baskakov operatori

Bn,df:Bn,d (f’x):i})n,k (X)f(hj (3.1)

k=0 n

seklinde tanimlanir. Buradaki

P, (x) :(n +‘k‘_1)x" (1) "

Kk
dir.
Bu operator, dogal olarak 2.20°de verilen tek degiskenli Baskakov operatoru
icin tensorstuz carpimin genellemesidir. [18] de verilen ¢ok degiskenli
operatdr igin benzer tanim yapilabilir.
Tezin bu kisminda 3.1’deki c¢ok degiskenli Baskakov operatoru igin
incelemeler yapilacaktir. Operatorin monoton, alt toplamsal ve Lipschitz
kosulunu saglayan fonksiyonlar igin bazi 6zellikler ispatlanacaktir. [7,9,16]
daki operatorlerden biri olan Bernstein operatorleri icin bu sonuglar benzerdir.

Ayrica fonksiyonun konveksligi kosulu altinda Baskakov operatorinin

monotonlugu ile ilgilenilecektir.

3.1. Cok Degiskenli Baskakov Operatérii igin Bazi Ozellikler

B;f klasik Bernstein operatoru igin eger,

feLip,(m[01])= B.feLip,(u[01]) (3.2)

oldugu bilinir.
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Burada Lip,(x,S) , S de

S (x)-f(y)< A3 = nl (3.3)

esitligini  saglayan  X=(x,x,,....x,), Y=(y,Vsy,)€S, A>0 ve
O<u<1, X ve Y nin bagimsiz oldugu, reel degerli siirekli 1 fonksiyonlarin

sinifidir.
Bazi tanimlar ve notasyonlar verelim.

f e C(T) fonksiyonu igin sureklilik modulu

Q(f,u) =sup{ |/ ()~ f (i =y <, xy €T U= (uyuy,u, ) €T,
seklinde tanimlanir.

Duzlemsel bir D bélgesi i¢cin VX,y € D oldugunda

f(xzyjﬁé(f(XHf(y)) (3.4)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Benzer olarak 7' de X;,X,,...,X,  degiskenleri ve «a,,a,,...,a, reel sayilari

icin o, +a, +...+a, =1 olmak lzere

f(Za[X[jSZaif(xi) (3.5)
=1 =1
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
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T de taniml negatif olmayan ve surekli bir a)(u) fonksiyonu eger agagidaki

Ozellikleri saghyorsa sureklilik modult olarak adlandirilir.
i. a)(O)=O oyleki 0=(0,0,...,0) dir.

i. U yagére w(u) azalmayan fonksiyondur. Yani u>v igin w(u)> (V)
olur. Burada her 1<i<d igin u > v olmasi u, 2 v, olmasidir. Ayrica

u=(ul,u2,...,ud) , V=(v1,v2,...,vd)er dir.
ii. (u) alttoplamsaldir. Yani (u+Vv)<w(u)+ae(v) dir.
Teorem 3.1.

3.1’de verilen Bn‘d(f,x) cok degiskenli Baskakov operatorl igin eger

B, ,(w,u) igin, w(u) streklilik moduilii fonksiyonu ise
B, ,(o,u)<2dw(u)

esitsizligi saglanir.
Teoremin ispati igin asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 3.1.

Her bir a)(u) sureklilik moduli fonksiyonu igin bir a)(u) sureklilik modulu

konveks fonksiyonu vardir. Oyleki
o(u)<wo (u)<2dw(u)

esitsizligi saglanir.
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ilk nce Lemma 3.1 in ispatini yapalim.
ispat 3.1.

R deki X ve Yy vektorleri igin i¢ carpim

d
X-y= inyi
i=1
dir.

Bu durumda U = (u,u,,...,u,) € R igin € (i=12,...,d) ile i—yinci bileseni 1

diger bileseni 0 olan birim vektdr olmak tzere

d

max{Q( /. -u)} <w(u)< Q(f.e-u)<dQ(f,u)

I<i<d i—1
esitsizligi saglanmaktadir.
Simdi f(u)=w(u) alahm. Bu durumda Q( f,u)=w(u) olup

d

o(u)<> Q(f.e-u)<do(u)

i=1
esitsizligi saglanir.

Her bir (e, -u) igin &(u,) seklinde konveks bir stireklilik modiilii fonksiyonu

vardir. Oyleki

w(e -u)<s(u,)<2w(e -u)

1 1

esitsizligi saglanir.

72



d
a)*(u):zl‘lﬁ(ui) olarak tanimlanirsa bu fonksiyon streklilik modulinin

konveks bir fonksiyonu olur. Bu durumda

o(U)<Y (e -u)< Y 5(u)= o (u)< 23 w(e -u)< 2o(u)

i=1 i=1 i=1
esitsizligi yazilabilir. Boylece Lemma 3.1 in ispati tamamlanmig olur.

Simdi Teorem 3.1 in ispatina baglayalim.

X:(xl,x2 ..... xd) , y:(yl,y2 ..... yd)eT ve X <Y olsun.

olur.
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Diger taraftan

=0

i['”” ji(lﬂy\ (v1-) " (';)

® (n+‘|+j‘ 1) . ; s (,j
= —x) (1 —
2 iy X )T
olarak yazilabileceginden
o (n+]i+|-1)! H.ﬂ\ i+j i
Bn,d(f’y)_Bn,d(f’X) ZZ—XI(y X (1+M) _f o
0 0 I!j.( 1) n n
seklinde yazilabilir. Boylece gorilir ki f nin konveks fonksiyon olmasindan
dolay! y > X igin
B, ,(0,y)-B,,(®,x)=0
ve
N (n+‘i+j‘ 1) i j —n—i+] J
B,,(0y)-B,,(o x)s;:; THIE X (y=x) (1+]y]) (;)
2, (n+[i[-2)! j il (]
= 1 4
JZ(; JI( _1)| (y X)( +‘y X) a)(nJ
=B, ,(®,y —x)
dir.
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Boylelikle B, ,(,x) alt toplamsal oldugu da goriimis olur. Ayrica kolaylikla
goriliyor ki B, ,(@,0)=w(0)=0 dir. Bu durumda B, ,(w,X) sureklilik

modulu fonksiyonudur.

Lemma 3.1 den bilinir ki her a)(u) sureklilik modulu fonksiyonu igin a)(u)

sureklilik modulu konveks fonksiyonu vardir. Yani
()< (u)<2dw(u)
esitsizligi saglanir.

Dolayisiyla

d d
B, ,(@.u)<B, (o u)=Y"8,,(8(t).u)=>B,,(5(t).u)
i=1 j
olur. Boylece Teorem 3.1 in ispati igin sadece

Bnyl(é'(ti),ui)ﬁé'(ui)

oldugunu gostermek yeterlidir. Bu da demek oluyor ki
B, (ou)<> 6(u)=0 (u)<2da(u)

olmasidir.

Gergekten f(x) , [O,oo) araliginda tanimh konveks bir fonksiyon olsun.
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Bu durumda
m. >0, iml. =1ve x, €[0,)
i=0

dir.

Dolayisiyla

esitsizligi saglanir.

B, (#;x)=x durumu kullanilirsa

ORI PANCLIE WO B RO

k=0 n

oldugunu verir. O halde f(u)=-5(u,) alirsak &(u,)> B, ,(5,u,) oldugu elde

edilir.
Boylece Teorem 3.1 in ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.

3.1'de tanimli B, ,(f,x) cok degiskenli Baskakov operatorii igin,

feLip,(u,T) 0<u<l ise o taktirde

Bn,a’f el’il?A (ﬂ’T)

dir.
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ispat 3.2.

ispat basitlik agisindan d = 2alarak yapilacaktir.

Eder x<y (x,<y,,x,<y,)ise bu durumda bir énceki teoremin ispatini g6z

6nline alindiginda £ Lipschitz sinifindan oldugundan

ey ZZ(n+‘| + 1)

i=0 j=0 IIJ n— ]

X (y—x) (1) "

A5G

)—n—‘i+j‘

X (y=x) (1+]y

= AB, ,(uf +uj,y —x)
= (B (40 5) + B0 3, ,)
yazilabilir.

ilerleyen kisimda verilecek Teorem 3.4 (in sonucu géz dniine alindiginda
H H
X ZBn,l(ul ,x)

oldugu gorultr. Bu da demek oluyor ki

B,, (f’x)_Bn.d (er)‘SA( Bz

7
- x|+

Yo~ xz‘y)
dir.
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Bu nedenle
B,,feLip,(u.T)
dir.

X2y, x,<y,ise (y,x,)eT, olur. Yukaridaki ispattan anlasiliyor ki

B,,(f.X)=B,,(f.y)<

Bn,z(f’(xl’xz))_B"'Z(f’(yl'xz))‘

+

B,, (fy()ﬁiyz)) -B,, (fi()ﬁ’xz))‘

H

xt_yz|

=1

dir.

Benzer sekilde x, = y,, x, = y, durumunun ispati da tamamlanmis olur.

Dolayisiyla Teorem 3.2 nin ispati tamamlanir.

Simdi ¢ok degiskenli Baskakov operatorinin monotonluk durumunu

inceleyelim.

Teorem 3.3.
Kabul edelim ki f(x), T ({zerinde tanmli ve f(x)>0 olsun. Eger

M (,-:1,2’

..d), (0,0) araligindaki x, ler igin artmayansa, o taktirde
X.

z':1,2,...,d) lerde (0,00) araligindaki x; ler igin artmayandir.
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ispat 3.3.

_ o (B 1 Xy X
Ispat igin p ( 2d (f L Z)JS O oldugunu gostermek yeterlidir. n>1 igin
Xy X

dogrudan hesaplamalari yapilirsa

g

X

8 N n+k1+k2_1 xfl k —n—(lky+ky) (k k )
=— L x2(1+x, + S [
ox; _ZZ[ k & ( B x2) 4 non

k=0 X
ii{””ﬁkz 1]& X (L +x,) f(ﬁ Ej
l=1k,~0 k X Q"
© (n+ kz -1\ 9 xgz n—k k
= — 1 2 f10,—2%
kzz_:o( k, j&xixl ( +x1+x2) f( nﬂ
c E(n+k+k,—1 —n~{ky+
+ZZ[}1 1o ji[xfllx'z‘z (l+ X, +x2) a kZ)}f(ﬁ,ﬁj
oot A,0 k X, non

+ (n+k, —1)! x5 (n+k,)(1+x,+x, )nkzlf(o,ﬁﬂ

n

n n

D) R )
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n k -1 n—lky+ky)
+ZZ[ e j’ﬁmxgz( ~(k +hy)) (Lo ) " (%

= |,\F

J

Z{n+k+k — k=D)Lt x, + x,) (1 + )n_k2+kl_klf( kj

o

A
kZ!(n l).(1+ x1+x2) xl 7

(l’l+k1+k2_k1_l) x2 xl(n+k )(1+x1+x2)”k2+k1k1 f(o ﬁj
kz!(n—l)! X, X (1+x1+x2) ’

_ ](k 1) fy—2 k2(1+x1+x2) lq_+k2f(k k)

n n

+ii(n+kl,:kz_ljxf”x’z‘z( ~ (kg + k) ) (Lo o, ) f(kl k}

n n

: (”+‘k1+kz‘_k1—1)!{(l+x1+x2) (n+hy)x,

:_k; i (n—1)

—n—Jky+ho|+ky
1
X (1+x, +x,) } “( +x1+x2)

[(kl—l)(l+xl+x2) +x1(—n—(k1 +k2))]

( j+ii n+k,+k,~1)!

ly=1k,=0 kl'k' n— 1)

xf (ﬁ i jxfl 20 (14 x, +x,)

n n

i (n+\k1+k2\—k1—l)!{(1+ x1+x2)+(n+k2)x1}f(o sz

ky=0 kzl(l’l —1)| xlz (1—|— X, + xz)

szzcz (1+ X+ xz AN N i i n+k +k, 1)

lg=1/p=0 klkln 1) (kl—l)(1+x1+x2)

XX} xp (1+ X, +x2) n-frhz) L f ( 1
n

) (n+k +k,—1)!
n

ZZ k! (n—1)!

ky=1k,=0
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Xxl(_” —k —k ) 1kl 2xp2 (1+ X, + xz) _(kﬁkZ)_lf(_,_j

2 (n+ k| =k =) (L+x,+x,) +(n+ k) x
Z 1 2 2)M
k,=0 kz'(n—l)'

ky —n—{ky+hol+hy
}xz (1+ X, + xz)

xl2 (1+ X, + xz)

2 (n+k +k,-1)!
( j kzz ~1)(k, - 2)'k,!(n 1)!(k1_1)(1+x1”2)

k, =k, +1icin

(n+k+k,—D'n

xxflz k2(1+xl+x2) n—(ky+tkp -1 (n nj ZZ s kln 1)| nx1

ly=1k,=0

x(—n—kl—k) X% k2(1+x1+x2) rllerka)- f(k kj

n n

~ i (n+\k1+k2\—k1—1)!{(1+x1+x2)+(n+k2)xl}f(o’£)

=TATCE 21+ 5 +0,) »

xxy (14, +x,) _k1+k2+kl+ii (n+ ks +ky )y

1
=ik +1 (k, ), (n — 1)'k1n( + X, + ;)

(n+k+k) o ke

),;1/;) k\k,\n! 1x2 k,

n—(ky+ky )2

ki kg

XX, (1+ X, + xz)

f

xxln(l+x1+x2) (k) f(k k)

n n

:_i (n+\k1+k2\—k1—1)!{(1+ x1+x2)+(n+k2)xl}f(o’ kzj

k70 ky!(n-1)! X (14X, +x,) n

1otk n+k +k B
xx§2(1+xl+ i kz—lkzo Ktk I) klx (1+x1+x2)

n—(k1+k2 )—l
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n k, +1 k, i
Xk1+lf( i J ;I;) (_ _J Pn+1k( )

__Z[n+|k +11;| k, 1}{(1+x12+x2)+(n+k2)x1}f(o’%)

X (1+x,+x,)

1|ty k+1k _
xx§2(1+xl+ ol sz+l ( njk 1Pn+lk()

ky=1k,=0 n

DYWL (— ;)k 5B (%)

ly=1kp= ok,

:_i(n+|k1+k2|—k1—l]{(1+xl+x2) (n+k) }(1+x1 )—\k1+k2\+k1

X (1+x +x,)

n n

xf(O,kzjxﬁ“rii{ (A "—]——f( H 2B (4)

olarak elde edilir.

f(x)=0 ve f(x) ler (0,00) araligindaki x, ler igin artmayan oldugundan
X,

l

G (Bmd(f,x)] <0

Ox.

oldugu gorulmus olur.
Bn,d (f,X) o . ..
Dolayisiyla —=——— de (0,)araligindaki x; ler igin artmayandir.
x

i

Boylece ispat tamamlanir.
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3.2. Cok Degiskenli Baskakov Operatériiniin Dizisi igin Monotonluk

alalim.

Teorem 3.4.

Eger f(x), T Uzerinde taniml konveks fonksiyon ise o taktirde 3.1 ile

tanimlanan B, ,(f',x) Baskakov operatérii f lineer fonksiyon olmadikga n

ye gore kesinlikle monoton bir sekilde artmayandir.
(Bu durumda biitiin 7 lerigin B, ,(f;X)< B,,.,(f.x) dir.)

ispat 3.4.

ispati yine iki boyutlu uzayda verelim. (yani d =1,2)

Cunku ikiden daha gok boyutlu durumlarin ispati benzerdir. Buna gore

S~

nd (f,X) o Bn+1,d (f,X)

© > (n+k +k -1 kot

=ZZ[ vt )xflxé‘z (1+x,+x,) (fa kﬂf(ﬁ’ﬁl
ky=1ky=1 k n n
© & +k +k (ke e )

_ZZ Ky 2 xf1x§2(1+x1+x2) (katkz) lf( kl , kz j
ly=1ky=1 n+l n+1l

© k-1 . i k. T
+Z(n+ ! jxfi(l+x1+x2) " klf(ﬁ,OJ—Z[’H_ 1}xf1(1+x1+x2) et

n

xf( y ,0)+ i(n +]f2 _1]x’2‘2 (1+x, +xz)_"_k2 f(O,ﬁj
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( J (Lx,+x,) "kzlf(o, & ]+(n;1](l+xl+x2)" 7(00)

n+1l

( jl £(00)

B )

(ks 0 +k -1
Xy x50 (14, + x, ) h k2)+2{[n kl ]f(ﬁ,OJ
1

n

+ k —n-
_;("k ] f( b ,ijf1(1+xl+x2) .
1

(1+x,+x,) n+l

o e e 1 (=)

1
1+ x + x,

ntk+k, =1\ (k k) (n+tk+k k, K,
_;;{( jf(;?j ( k )f(n+l’n+lj}

Xxflxlgz (1+x1+x2 ~(ky+hky) ZZ[IH_I{ +k} kl ’ k2 J

ky=1k,=1

xxf (L x, +x,) +{f(0,0)( )f(0,0)](1+ X x,)

kot k k) e Nkt ki, ky, \ g oin
xx XA (I+x +x "t , X3
1 (142 + ;) ZZ[ f(n+1 it

ky=1k,=1

o) & -1
x(14 X, +x, ) ) 1+Z{n+kl j
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= |(n+k,—1 k,\ (n+k, k s, ok
{( k ]f (O'ZH k jf (O’nTJ}’“Z (tr )

= (n+k,
+Z( k, jf(o,rw

ky=1

e +k,
J X (L x4+, ) T+ Z[n L j f (O, nk—&Jxlx’;ﬁl
2

ky=1

n-1

(14 x, + x, )7’14{271 +(x,+x,) f(0,0)(1+x,+x,)

olarak yazilabilir.

Burada asagidaki sekilde duzenlemeler yapilirsa;

Zz(nﬂc +k, J s

ky=1k,=1

x(1+ X, +x2)

(k) (1+ )c1+x2)_1 ( k, Kk, ]
(1+ X, +x2)7l n+l n+1

2 & (n+k+k —n—(kyrhy)-1 k k
[ ! ijf1x§2(1+xl+x2) ( )f(n-il’n-ilsz

ly=1lky=1

B, (fX)=(1+x,+x,) B, ([ X)+ B0, (X)) +x,B,,,,(f,X)
=B,/ (fX)=B,1y(f:X) =581, (/%)
2,804 (f X) + 28,00 (f1X) +5,B,0, (f1X)
=B,,(/X)=B,.14(/:X)

yazilabilir.
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Buna benzer olarak

n-+ k 1 —n—
_ Z( ] (ﬁoj xfl (1+ x, + xz) h olarak segilirse
n

4 Z(;ij (L4 x4 x,) " (1+x1+x2):1f( k, ’Oj

(1+x, +x,) n+l

(i)
n+l

xZ[n+kj 1+x1+x2) n_kl_lf( 3 ,ijz

n+1l

> (n+k o
+Z{n 1jx1 1+x1+x2) " 1f
l

Ig=1

= A, - A, (I+x+x,)+ x4, +x,4

n+l
=A4,—A4,,,—x4,,+ x4, —x,4

n+l

+x,4

n+1l

olarak yazilabilir. Ayni yol ile

+k,-1 e
C, Z(n j (O,ﬁj X2 (1+ x,+ x,) “ olarak segilirse
n

ky=1

0 k o -1
cn—z(nz 2}x§2<1+x1+x2>""2 st ) rlote ]

5 (l+x1+x2) n+1

© k o
+Z(n+ ijlz‘z (1+x1+x2) " lf(O,%sz

xi[n Z kzjxlz‘z (1+ X, + X, )_"_k_lzf(O,%jxl

2 n+

=C — Cn+1(1+ X, + xz) +C x,+C ,x

86



= Cn - Cn+1 - x1Cn+l - x2cn+l + 'XZCn + xlCn+l
= (jn _-(jn+l
elde edilir.

Son olarak ise

1

o

1 —n
1+x +xj( +xl+x2)

1+xl+x2)f(O,O)](chl +x,) " =f(0,0){1_

M(H X +x,)"

= f(0,0)

1+x +x,

—-n-1

=(x1+x2)f(0,0)(1+ x1+x2)

n-1

=5/ (00)(L4x+5) " 4, (00) (L4 +x,)

seklinde yazilabilir.

Simdi ispata geri donelim. Yukarida elde edilenler ispatta kullanilirsa

Rt n+k +k,-1 klﬁ B n+k +k, k. k,
_;;{( k jf(;’n) [ k jf(n+1’n+1j}

(ks © k ey
XXX (1+x,+ xz) k) Z(n " zjf(o,%jxlx;‘z (1+x,+ xz) ot
n-+

+Zz[n+k +kj ( kl ’ kz )xfﬁl k2(1+)€1+)€2) n—(kythy -1

ly=1k,=1 n+l n+1

n+k k, f g1
+ b, (14 x, + '
z( ] (n+l jxlxz( ——
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+ZZ[”+k tky J ( kK jxllxkz+l(1+ x1+xZ)_n_(kl+k2)_l

ly=1k,=1 n+ 1 n+1l

+k -1 k, +k, k, . -
+;{(n ky j (n’oj_[nkl jf n+f|.’oj}xl (L3, +x,) E

k —_p—Jo, =
+£(0, 0)x1(1+x1+x2 +Z(n+ f( ky ,0}f1+1(1+ X, +x,) ol

n+1l
n+k,—-1 k n+k k o
+kzl{ ] [O’fj_ ? zjf(o’njll}x?(l”l”z) k
2= 2 2
& k -
+f(00)x, (143, + ;) “+z("}§ 2]f (o e ey

:ii{nmzkz _1jf(

ly=Lk,=1

~n—(ky+k
XXX (1+ x1+x2) k)

[ Rtk kK j b+l k n—(ky+kp)-1
+ , X7 (L4 X, + x v
ZZ( k jf(rwl n+1)" (L +x) 7

kq=0k,=1

© ®© (n+ k]_ + kz kl k2 j b kot —n—(ky+ky)-1
+ZZ , X002 (1 x, + x 1

k1=1k2:0( k Jf(n +1'n+1) "7 ( 1 2)

ot
s
—_—
VR
S

+
Kol
|
N
7~ N\
3 |

o

+k1 kl k —n—
e sonsenr

0 k o
-{-Z[n—l: l]f( kl ,Oj f1+1(1+x1+x2) n—k;—1
1
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Rt n+k +k,-1 ﬁﬁ B n+k +k, kK
_;;{[ k jf(n’nJ [ k jf(n+l’n+1j}

n—(ky
XXX (l+ x1+x2) rllthe)

n+k +k,-1 —n—(ky+ksy)
+ L2 (14 x, + i
;;[ k—e jf(n+l n+ljxlx ( * xz)

n+k+k,-1 —n—(y+ksy)
+ 2 (14 x, + s
klz_‘{,;[ k—e, Jf(n+1 n+1jxlx ( 1 xz)

n+k -1 k n+k .

+ 1,0 L0 |px*(1+x +
Z{( j (n j [ j (n+1 )}xl( )

”l+k _1 k —1 —n—ky
_1 jf(;+1,0jxfl(l+xl+x2)

n+k,-1 k, n+k, k, b .
S 7L R
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. n+k +k,-1 f{k_elj+ n+k +k,-1 f[k_ezj
k—e n+1 k—e, n+1

—n—(ky+k
XXLLX? (1+ x1+x2) r{harka)

D3 (et O ol o o T C=0)

xxt (1+x, + x, )_”_kl

Y e W)

xxt (14 x, + x, )_n_k2

yazilabilir.

islemlerde kolaylik olmasi bakimindan asagidaki gésterimleri kullanalim.
L= n+k +k,-1 f[ﬁ,&j— n+k +k, f( k, | k, j
k n on k n+l n+l
. n+k +k,-1 f(k_el)+ n+k +k,—-1 f(k_ezj
k—e n+1 k—e, n+1
1= n+k -1 f(ﬁ,oj_ n+k, f( k, ,o)+ n+k -1 f(k1—170]
k, n k, n+1l k-1 n+l
/= n+k,— f(O,ﬁ)— n+k, f(O, k, j+ n+k,—1 f(O,kz_lj
k, n k, n+l k, -1 n+l

olsun.
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Asagida sirasiyla 1,,1,,1, U hesaplayalim. 7, igin

n+‘k‘—1
k _n

“ETAK)  n+kK
k

(n+‘k‘—1}
B K—e Kk
%= [n+\k\j T+l

k

£n+|k‘—lj

_ k_eZ i k2

%= n+|k| _n+|k‘
k

olsun.

O halde «a,,a,,a; negatif olmayan sayilardir ve

n k, k, n+k +k,
o +o,+ o= = =1
n+k+k, n+k+k, n+k+k, n+k+k,
dir.
Eger
Xlzh,xzzk_el X3:k_e2
n n+1 n+1
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%, = ﬁ’ﬁ x, = kl—l’ k, x - k, ’kz—l
n n n+l n+1 n+l n+1
alinirsa

alxl+a2x2+a3x3:L(£ﬁJ+ i (kl_l kzlj

n+k+k,\n'n) n+k+k,\n+l n+

N k, (kl k2—1j
n+k +k,\n+1 n+1

_ (n+1)k,+k =k, + kik, (n+1)k,+k; —k, +kk,
(n+hk+k)(n+l) = (n+k+k)(n+1)

[ (n+k+k)k (n+k1+k2)k2]
(n+k+k)(n+1) (n+k +k,)(n+1)

olur.

Bu sebeple 3.4’deki konveks fonksiyon tanimi geregince 7, <0 olur.

Simdi 7, igin

[n+k1—1j £n+kl—1j
ky n k-1 ky 0

o, = = , O, = = >
' n+k n+k ' ? n+k n+k,
kl kl
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ve

olsun.

Bu durumda

ve

olurlar.

n_ . k, 1
n+k n+k

o +a,=

n (k k, (k-1
ay,+ay,=——/[-1,0+——+—=,0
Vit oYz n+k1(n j n+k1(n+l }

y nk, +kl —k, 0
n(n+k) ’

B kl(n+k1—kl)
- n(n+kl) ’Oj

(40
n+k

Bu yizden f konveks fonksiyonu igin 7, <0 sonucu elde edilir. Benzer

sekilde 7,<0 elde edilir. Béylece her ne N igin B, ,(f,x)<B,.,,(f.X)

oldugu gérilir. Yani B, ,(f,x) operatérii monoton artmayan bir operatordir.
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3.3. K-Fonksiyoneli ve Duzglinliik Moduli

1< p<oo igin L7(T) ile T lzerinde Lebesque olciilebilir fonksiyonlar uzayini

gOsterelim. Bu uzayda norm

717 = [lrr

ile gosterilir ve sonludur. L*(T)=C,(T) ise T Uzerinde sinirli ve sirekli

fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda norm
7] = max| s (x)

olur ve sonludur.

Simdi X e T icgin agirlik fonksiyonlarini

@, (X)=1x, (1+]x]) 1<i<d

seklinde tanimlayalim.

D;‘:% ,reN , D"=DDf>.Di" , keN{
X

diferansiyel operatoru gostersin.

1< p <o arahgi igin agirhkli Sobolev uzayi

W (T) :{f eI/ (T):Df eLloc(f) ve ./ f eLp(T)}
olarak tanimlanir.
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Burada |k|<r,k e NJ ve T, T ninigidir. C;(T) uzay! ise

C;(T):{feCB(T):fecg(%j ve /D! f € C,(T) ,1Si£d}

olarak tanimlanir.

1<p<ow igin L°(T) lzerinde ve p=w igin C4(T) lzerinde Peetre-K

L},t>0

fonksiyoneli

oD g

d
k(1) =inf {Hf—g”p 93
seklinde tanimlanir.

Burada infimum sirasiyla 1< p<oco icin bitiin geW,”(T)ler lzerinden,

p= icin geC,(T) ler izerinden alinmaktadir. R’ deki her € vektdrii icin

€ nin dogrultusunda f* fonksiyonunun r —yinci ileri farki

Aef (X)= g(g(_l)if(“ihe) , X,X+rheeT

0 , diger yerlerde

seklinde tanimlanir. 1< p <o igin f € L (T) nin dlizgiinlik moduli

w,(f:1),=sup,

O<h<t i=1

A;@_e_pr , 1<p<o

i

olarak tanimlanir.
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Teorem 3.5.

1< p < igin her feLP(T) olmak Uzere sadece p ve r ye bagli pozitif

sabit vardir. Oyleki

const.w;(f't)P SK;(f,t’)p Sconst.a);(f,t)p

esitsizligi saglanir.

Ispat 3.5.

X=(x,%,..x,) €T, igin X =(x,,..., xd)veT*:{X*:X:(xl,x*)er}

yazalm.

X, :(1+‘X*‘)z ,0<z<owve F(z) :F(z,x*) :f((1+‘x*‘)z,x*) olsun.

O taktirde
0,(%) = (1+[x ) (2)
Dy f (x)=(1+[x ) F(z)
ve
Age S (X) = A5, F (2)
dir.
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Sonug olarak 1< p < o igin tanimlari g6z 6nune alinirsa,

o = o |

Xel

- [,

T

F(z)| dzx
yazilabilir. Tek degiskenli durumdaki ispat ve tanimlar géz &niine alindiginda
|87, < const. Tj (1+ \x*\)I\F(z)\" dzdx’
= const. j j 1 ()| dedx

= const.”f”i

ve
HA;%elfHZ < const.i[ (1+ ‘X* Dhr”z @ (Z)F(r) (z)‘p dzdX
= const.h” | T\(@D{) £ (X )| dxax
T" 0
= const.h” querlerZ
yazilabilir.

Benzer sekilde i = 2,3,...,d igin ayni esitsizlikler gecerlidir.
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Bu ylzden 1< p <o , 1<i<d igin

I71, Sl (T)
W \eDif|, . S ew(T)

S
Atpe S Hp < const.

yazilabilir.

p = olmasi durumunda da ayni esitsizlikler elde edilebilmektedir. ikinci bir
kestirim igin tekrar bir boyutlu duruma dénilmelidir. ilk olarak gdsteriimeli ki

sabit bir X igin bir G, e W,"”(T,) , t > 0 fonksiyonu vardir. Oyleki

|[F-G|. . 7|eG"| <

P t

t
P COMSL. (| «r L7
upd ||,
0

dir.

Cunkl G, nin yapisi F nin surekliligine bagldir.
F(Z) IF(Z,X*)

icin

yazilabilir.

Simdi g, (x) e W, " (T) tanimlayalim.
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Oyleki

X

gt(x)zGt[—‘,x*] , XeT

1+ X

olsun. O taktirde tanimlar g6z énune alindiginda

0

17 =gl = [+ X |)[|F(2)- G (=) deax

T 0

_ const. (1+ ‘X‘)j-T
00

r P *
;) AW(Z)F (z)‘ dzdudx

v, 0

Ol 0

t
const. r
r %

ve
" |oiDig| =17 | (1+\x*\)ﬂ¢r(z)Gf”(z)‘pdzdx*
T" 0
< const..[ (l+ ‘X*‘)%jT‘Azw(z)F(z)‘p dzdudX
T 00
Sl
yazilabilir.

Benzer sekilde her bir i i¢cin benzer ispat yapilabilir.

g W, " (T) , t > 0 fonksiyonlari vardir.
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Oyleki

|7 =al,. o

¢ D g,

p
< A’ H du
P ¢ W/’ieif P

t
p const.ﬂ
0

esitsizlikleri saglanir. Bu da gdstermek istenilendir.

Simdi burada daha 6nce tanimlanan dizglnlik moduli ve K —fonksiyoneli

yardimiyla feCB(T) fonksiyonlari i¢in bir yaklagim teoremi verelim. Bu

durum daha buyuk boyutlara da genigletilebilir.

Bu teorem igin

(/0= swp|[f (-+2h0()) = 2f (-+he()+ /()]

O<h<t

seklinde tanimlanan Ditzian ve Totik ikinci dereceden sureklilik moduli

verilsin. Burada ¢(x)=/x(1+x) olarak alinmistir.

Surekli ve [O,oo) araliginda sinirli herhangi bir f fonksiyonu igin,

B,.f - f|, <consta) ( f%) (3.6)

esitligi saglanacak sekilde sabit mevcuttur. Tersine olarak Totik

a);(f,%j Sconst.‘Bﬂylf—wa (3.7)

esitsizliginin varhgini goéstermistir [12,23].
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Teorem 3.6.

f€C,(T) ise ohalde n ve f den bagimsiz pozitif sabit

vardir. Oyleki B, ,( f;x) operatéri igin

B, .f —wa < const.a)j (f,Tj

esitsizligi saglanir.
ispat 3.6.
d —boyutlu uzay igin ispatin temeli timevarim metoduna dayanmaktadir.

Burada Baskakov operatoru igin bir dekompozisyon formula kullanilacaktir ve

bir dnceki teoremin ispatinda elde edilen

1.  [eGy(T)
Bndf_fHoo = const -121”(2212‘2/[“0o ’ fEC;(T) (3.8)
ifadesinden faydalanilacaktir. Ayrica bilinir ki
2
|B,.f-7] Sconst.m (3.9)
n

esitsizligi saglanmaktadir. Simdi

0

YA ¥ .10

k=0 k'=0
ifadesini g6z 6nlne alalim.
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Z:(zl,zz,...,zdl)=( % < - j -

I+x 1+x,  1+x) 1+x

olsun.

3.10 formultinden

Jg=0

322 (5 B2 ). 0)

Sl Gl (s

—;B,kl(xl)(B%dl(gki (%),ZJ—&(Z)]
AT

=J+L
yazilabilir.
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Burada

X*
j , O<u<ow

1+x,

h(u) =h(u,X) :f(u,(1+u)

seklinde bir fonksiyondur.

r > 1 icin 3.8'in ikinci ifadesini hesaplamak igin d = alalim. Yani

B, ,f- wa < const.n_lzr:Hq)l.szwa
i-1

olsun.

Bu durumda d =r+1 igin

‘J‘ < const.l:g)ﬂ,kl (xl)n%iHQZfoHw

1 i=1

yazilabilir. Bununla beraber tanimdan

07 (u)D2g, (U)=u,(1+ ‘u\)(h %ijﬂf(kl 1(1+ ﬁjuj

=(¢,.11D,-ilf)(ﬁ,(1+ ﬁ]u
n

n

olmaktadir. Boylece

const. <3
<=3 |efDi/|
n G *
yazilabilir.
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ikinci terim L yi hesaplamak icin 3.9'dan faydalanilacaktir ve gésterilecektir
ki

const.

L= o],

dir. Bunun igin

ol)=\ulr) | g, (u)- f(ﬁ,(uﬁ]uj

X X X. X
_ r 2 2 3 d
Z—(zl,zz,...,zdl)—{ , , r j

1+x 14+x 1+x 14+x

X (xz,x3, ,xd)

1+ X, 1+x

h(u)=h(%x)=f{”’(1+”)1ij

olarak alalim. Boylece

"], =

O<u<oo

(1+ u ( y llf

2

S Dyf]x(u (M)lij

) =2 1 )C1

ifadesi igin f(u,(1+u) X

ifadesinde birinci bilegen u olup yerine Xx;
1+x,

alinirsa
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@, =4/, (1+‘X‘) den gﬁlz :x1(1+|x|) icin

1+ X, 2 1+ X,
14X T 14

x1(1+ ‘XD = x1(1+ xl) = u(1+ u)

olur.

_ 2 _ 2 _ 2 _
(Dij_ xixj :>(pij _xixj ) ¢)]j_x1xj 1 P = XXy

olup

xl(l+x1) al =X, =@ ,i=jigin x1(1+x1)1L:xlxi =9,

1+x, A

1+u)x 1+ u)° x2
@su)y, _ (+n)

1

1+ -x]_ (1+ x1)2

i,j>2 icin  bilesenler oldugundan

i = joldugundan 2<i<d icgin i = j yinci bilegenin karesi

) (l+ u)2 x> xl.2 (1+ xl)z o

1

Lrx) | (Lra)

i N

olur.
2
Bu ifade u(1+u) al > icin yazilirsa
(1+x1)
2 2
T P
(l+x1) (1+u) 1+u 1+u(l+‘x‘)%,2_J
Pi
I
T+u (1+ X‘)(p,.
olur.
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i# jicgin

xx;  u(l+u) (I+x)x (1+x)x,

= u(l+ =
“ u)(1+x1)2 (1+x) l+u  L+u

olarak elde edilir.

Yani

2

9, (X)=xx;, ,1<i<j<d ve D;:

igin
ox,X, P

d

u(l+u) (D f+z z

"],

~ oo n ,1f
d d 1 X*
Z;Z; a0 (u’( +”)1+x1]
1+
~ o [1+\ x| iD f+z -f+Z<0iDllf
Zd: X 2 2f Zd: _u 2D2f
T - WU

x[u,(lw)lij

dir.

106



Bilinir ki

07 (0] s

I<i<d

D f (x)

dir. O halde

HLHOO < const.iH%zDisz
n iz *

elde edilir.
Dolayisiyla 3.8’in ikinci esitsizligi her d € N igin ispatlanmistir.

Boylelikle Teorem 3.6 nin ispati tamamlanmig olur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Yaklagimlar teorisi Matematik Analizin olduk¢a genis ve yogun olarak
calisilan bir alanidir. Bu teoride simdiye kadar bir ¢cok ¢alisma yapiimigtir. Bu
caligsmalara belirgin temellere dayali bilinen operatorler Gzerinden farkh
genigletiimeler yapilarak devam edilmektedir. Baskakov operatori de bu

temel operatorlerden birisidir ve bir gok genislemesi ¢aligiimigtir.

Bu tezde Feilong Cao, Chunmei Ding ve Zongben Xu tarafindan yazilan On
Multivariate Baskakov Operator isimli makale incelenmigtir. Bu makalede ¢cok
degiskenli Baskakov operatori icin sireklilik modili ve K —fonksiyoneli

yardimi ile yakinsama Ozellikleri ve yakinsama hizi incelenmistir.
Amacimiz ¢ok degiskenli operatorlerde incelemenin yapilma seklini agiklayan

bir turkce kaynak olusturmakti. Bu sebeple ortaya c¢ikan c¢alismanin bu

anlamda yararli olacagi kanaatindeyiz.
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