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OZET

KUATERNIYONIK EGILiM CiZGILERI VE UYGULAMALARI

AKKOSE, Nurettin
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Faik BABADAG
EYLUL 2015, 51 sayfa

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde giris, tezin amaci ve kaynak

Ozetleri hakkinda bilgilere yer verilmistir.

Ikinci boliimde ise ilerideki boliimlerde gerekli olacak temel kavramlar ve teoremlere

yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde 4-boyutlu Oklid uzayinda kuaterniyonik egrilerin genel tanimi

yapildiktan sonra kuaterniyonik egriler i¢in Serret-Frenet formiilleri verilmistir.

Dérdiincii  boliimde ise 4-boyutlu  Oklid uzayinda harmonik egrilikler ve

kuaterniyonik egilim ¢izgileri igin bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Besinci boliimde ise 4-boyutlu Oklid uzayindaki kuaterniyonik egrilerin birinci tip

harmonik egrilikler ve genel helisler ile ilgili tanim ve teoremlere yer verildi.

Altinc1 boliimde ise 4-boyutlu Oklid uzayindaki kuaterniyonik egrilerin ikinci tip

harmonik egrilikler ve genel helisler ile ilgili tanim ve lemmalara yer verildi.



Anahtar Kelimeler: Reel kuaterniyonlar, Serret-Frenet formiilleri, 1-tip ve 2-tip

harmonik egrilikler, genel helisler.



ABSTRACT

THE QUATERNIONIC INCLINED CURVES AND THEIR APPLICATIONS

AKKOSE, Nurettin
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Faik BABADAG
September 2015, 51 pages

This thesis consists of six sections. In the first section, introduction, the aim of the

study and the information about the references are given.

In the second section, fundamental concepts and theorems which will be necessary in

the next sections are given.

In the third section, general definitions of the quaternionic curves in Euclidean 4-
space followed by Serret-Frenet formulas for the quaternionic curves are given.

In the fourth section, some definition and theorems of the harmonic curvatures and

quaternionic inclined curves in Euclidean 4-space are given.

In the fifth section, definition and theorems about the first type harmonic curvatures

and general helices in the Euclidean 4-space are given.

In the sixth section, definition and lemmas about the second type harmonic

curvatures and general helices in the Euclidean 4-space are given.



Key Words: Real quaternions, Serret-Frenet formulas, 1-type and 2-type harmonic

curvatures, General helices
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1. GIRIS

Oklid uzayinda, egrilerin geometrisi uzun siire dnce gelistirildi, biz egriler hakkinda
derinlemesine Onemli bilgilere sahibiz. Egriler teorisinde, regiiler egrilerin

karakterizasyonlari 6nemli problemlerden biridir [1 — 3].

Reel kuaterniyonlar, iki kompleks saymin kombinasyonundan olusmustur. Buna gore
kompleks sayilar da kuaterniyonlarin bir alt kiimesi olmasi sonucu, kuaterniyonlarin
hem reel sayilar1 hem de kompleks sayilar1 kapsayan daha genis bir sayr sistemi
oldugunu gostermektedir. Kuaterniyonlar, son yillarda artan bir hizla her alanda
kullanilmaktadir. Hamilton’dan beri farkli yazarlar tarafindan kuaterniyonlar

calisilmstir.

3-boyutlu reel Oklid uzayndaki bir egrinin Serret-Frenet formiilleri uzay-
kuaterniyonlar1 yardimiyla K. Bharathi ve M. Nagaraj tarafindan yeniden tiiretilmistir.
Bulunan bu formiiller yardimiyla 4-boyutlu reel Oklid uzaymdaki kuaterniyonik
egrilerin Serret-Frenet formiilleri elde edilmistir. Simdiye kadar yapilmis olan

caligmalarin ¢ogu elde edilen bu formiiller kullanilarak yaymlanmastir.

Diferansiyel geometride dnemli bir yeri olan genel helisler; tanjant vektorti, sabit bir
vektor ile sabit bir a¢1 yapan bir egridir. Bu egriler ile ilgili [8 — 10] de farkli yazarlar
tarafindan incelenmistir. Helisler ile ilgili olarak 1845 yilinda Saint Venant tarafindan
ispatlanmistir. Bir egrinin genel helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart birinci ve ikinci

egriliklerinin oraninin sabit olmasidir.

[11] de 4-boyutlu Oklid uzayinda genel helis kavrami igin karakterizasyonlar Magden

tarafindan verilmistir. Bir & egrisinin genel helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

2 r1 d sk’
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sabit olmasidir. Burada, k, k; ve k5 sirasi ile & nin birinci, ikinci ve tiglincii egriligidir.

[14] de n-boyutlu Oklid uzaymnda degenere olmayan egrilerin harmonik egrilikleri
Ozdamar ve Hacisalihoglu tarafindan tanimlanmustir. Bu calismada degenere olmayan «
egrisinin genel helis olmasi i¢in harmonik egrilikleri kullanarak bazi karekterizasyonlari
verilmistir. Ayrica 4 boyutlu Oklid uzayindaki egriler icin D genel Darboux vektdrii

incelenmistir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanmasinda [1], [2], [3] ve [7] nolu kaynaklarda 4-boyutlu Oklid uzayinda
reel kuaterniyonlar ve kuaterniyonik egriler ile ilgili baz1 temel tanimlar ve kavramlar
verilmistir. Ayrica, kuaterniyonik egriler i¢in Serret-Frenet formiilleri verilmistir. [4],
[6], [13] ve [14] nolu kaynaklarda harmonik egrilikler ve egilim ¢izgilerinin
karekterizasyonundan yararlanarak dért boyutlu Oklid uzayinda harmonik egrilikler ve
egilim cizgileri verilmistir. Diger kaynaklarda ise genel helisler, harmonik egrilikler ve

konu ile ilgili ¢esitli kavramlar ve tanimlar verilmistir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci, 4-boyutlu Oklid uzaymndaki kuaterniyonik egilim gizgileri ve
kuaterniyonik egriler i¢in Serret-Frenet formiillerinden faydalanarak, 4-boyutlu Oklid
uzayindaki 1-tip ve 2-tip harmonik egrilikler ile ilgili tanimlari, teoremleri ve lemmalar

verilerek bunlarin genel helis egrilerinin karakterizasyonlar1 oldugunu gosterdik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzaylar
Tanim 2.1. ( Oklid Uzay1 ):

R, reel sayilar cismini gostermek tlizere R™ = {( py,py, ..., Pr )} esitligiyle belirli R"

kiimesinde toplama islemi

(p11p2f o Pn ) + (qlqu' "'rQn) = (pl + q1, P2 + qz, -, Pn + Qn)
esitligiyle tanimlanir. Skalerle carpma islemi, 1 € R ve (py,pa, ..., Prn) € R" igin
/1( P1, P2, - Pn ) ~— (){pl'APZ' ""Apn )

esitligiyle tanimlanir. Bu iglemlere gére R™ kiimesi R cismi tizerinde bir vektor uzayi

olur.
R™, vektor uzayinda p = (py,p2, -, Pn) Ve q = (41,92, ..., @ ) olmak tizere
(p,q) = Xi=1pi qi (2.1)

esitligiyle tammlanan R™ X R™ - R, (p,q) — (p, q) fonksiyonu, R" uzayinda bir i¢
carpimdir. Bu i¢ carpima, R™ uzaymin dogal i¢ carpimi veya Oklid i¢ ¢arprmi denir.

p € R™ olmak iizere

llpll = /{p,q) (2.2)



olsun. R® - R, p — ||p|| fonksiyonu, R" uzayinda bir normdur. Buna gore R"

vektor uzay1, normlu vektor uzayidir.

d(p,q) =llp —qll (2.3)
bi¢iminde tanimlanan d: R™ X R™ - R fonksiyonu, R" uzayinda bir metriktir.
Dolayisiyla R bir metrik uzaydir. Bu metrikle birlikte R™ uzayina Oklid Uzay1 denir.
Tamm 2.2. ( Dik Koordinat Sistemi ):

x:R" >R,  x(p1,p2.Pn) =D
fonksiyonuna, R™ uzayinda j inci dik koordinat fonksiyonu denir.
Koordinat fonksiyonlarinin olusturdugu ( x4, X5, ..., x, ) sirali n lisine, R™ {istiinde dik
koordinat sistemi ( veya Oklidyen koordinat sistemi ) denir.
2.2. Kismi Tiirevler
Tamim 2.3. ( Kismi tiirev ):

f, R™ uzayindan R ye giden bir fonksiyon ve p € R™ olsun.

1
lsl_l’)lgg [f( P1, - Pj-1,Dj +s, Pj+1s - Pn ) - f( P10 Pj-1,Pjr Pj+1) =1 Pn )]

limiti varsa bu limite, f fonksiyonun j inci degiskene gore kismi tiirevi denir ve



of ,
a—xj(p) veya f; (p)

biciminde gosterilir.

Bu tanima gére R? nin bir U acik alt kiimesinden R ye giden bir f fonksiyonu igin
yukaridaki limitlerden iki tane s6z konusu olur. Bu limitler varsa iki tane kismi tiirev

vardir ve bunlar

af of
(')_xl (p) ve E(P)

sayilaridir. Genel olarak R™ uzayinda dik koordinat sistemi ( xq,x5, ..., X, ) olduguna
gore 1 <i<n i¢in her x;: R® = R fonksiyonun k inci degiskene gore kismi tiirevi

vardir ve
. axi _
1<i<n ve I, (P) = 6 - (2.4)

Tamim 2.4. ( C* Sinifindan Fonksiyon ):

f, R"™uzayindan Rye giden bir fonksiyon olsun. f siirekli ise “f fonksiyonu,
CO siifindan bir fonksiyondur” denir. R™dan Rye giden C° smifindan biitiin

fonksiyonlarm kiimesi C°(R"™, R) bigiminde gosterilir.

R™ nin her noktasinda f fonksiyonunun kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler siirekli ise

“f fonksiyonu, C!smifindandir” denir.

f fonksiyonunun R™ in her bir noktasinda k inc1 basamaktan kismi tiirevleri varsa ve bu
tiirevler siirekli fonksiyonlar ise “f fonksiyonu, C* sinifindandir” denir. R™ den R ye

giden C* sinifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi C*(R", R) biciminde gosterilir.



R™ nin her bir p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri varsa “f
fonksiyonu, C* smifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyondur” denir. R™ den

R ye giden C* sinifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi C* (R", R) bi¢iminde gosterilir.

p € R" icin f fonksiyonu p noktasinin en az bir a¢ik komsulugunda diizgiin ise “f
fonksiyonu, p noktasinda C®* siifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyondur”

denir.

Teorem 2.1. f:R™ = R fonksiyonu C" sinifindan olsun. Budurumda 1 < k <r

olmak tizere ( ji, ja, ..., ji ) Nin her (iq, iy, ..., i ) permiitasyonu i¢in

aokf okf

Oxilaxiz ...Oxl-k

—(p). (2.5)

Tamim 2.5. ( Teget Uzay ):

q € R™ olsun. v € R™ olmak iizere q noktasindan q + v noktasina giden yonlii dogru
pargasini, “q noktasinda, v teget vektori” diye adlandiracagiz ve v, bigiminde
gosterecegiz, sekil 2.1. de goriilmektedir. g noktasindaki biitiin teget vektorlerin kiimesi

T, (R™) ile gosterecegiz.

T,(R™) kiimesinde toplama islemi v, + w, = (v + w), esitligiyle tammlanir. Skalerle

carpma iglemi, A € R i¢in Av, = (Av), esitligi ile tanimlanir.

vy +w, teget vektdrli, g noktasindan g + (v +w) noktasina giden yonlii dogru

parcasidir.

Ay, teget vektorl, q noktasindan q + Av noktasina giden yonlii dogru pargasidir.



T,(R™) kiimesi yukarida tanimlanan islemlere gére R cismi iistiinde bir vektor uzayidir.
Boylece elde edilen T,(R™) vektor uzaymna, R™ uzaymin q noktasindaki teget uzay1

denir.

A X,
q+v

.

0 X

Sekil 2.1. g noktasinda, v teget vektorii

Tanmim 2.6. ( Yone Gore Tiirev ):

f €C*(q) ve v, € T,(R") olsun. y: R — R" fonksiyonu,

y@®) =q+tv

esitligiyle verilsin. f o y fonksiyonunun sifir noktasindaki tiirevine, f* fonksiyonunun v,

yoniindeki tiirevi denir ve v, [f] bigiminde gosterilir.

Bu tanima gore kisaca

Valf1=(f 2y)'(0) (2.6)

dir.



Teorem 22 f€e€C”(q) ve v, €T,(R") olmak iizere

Vg = (1, Vg, ..., Uy )q esitligiyle verildigini varsayalim. Bu durumda

(q)

I|
||'M:

Vi
ax]

Ispat: q = (q1,q3, ..., qy) ise

Vg vektoriiniin,

(2.7)

y@)=q+tv=_qy +tv,q +tv,, .., q, +tv,)

olur. Buna gore

(feoy)(®) =f(qy +tvy,qy +tv,, ..,qy + tv,)

dir. q; +tv; = y;(¢t) diyelim. y;(t) = v; olur. Analiz derslerinden
o N ,
(fey)'(0) = a_ (¥(0)).7/(0)
oldugunu biliyoruz. Buna gore
~ O Of N Of
wlfl = (Fo)(© = 2 7 (1)1} = Z 7 @Y
Jj= Jj=

elde edilir.

Sonu¢ 2.1 f € C*(q) olmakiizere 1 <i < n igin

=iv,af(q)

j=1



of

Eiq [f] = E (Q)
dir.
Ispat:
S
wlfl =Y 420
- j

J=1

esitliginde v, yerine E;; alindiginda v; = §;; oldugundan

oL of . of
Eiqlf] = ;aua—xj@ =5 @

2.3. n-Boyutlu Oklid Uzayinda Egriler
Tamm 2.7 ( Egri ):

I, R nin bir agik aralig1 olmak iizere a:1 - R" bigiminde diizgiin (C* sinifindan) bir

a doniisiimiine, R™ uzay1 iginde bir egri denir.
Tamm 2.8 ( Bir Egrinin Hiz Vektorii ):

a:] > R™ egrisi verilsin. I araliginin bir ¢ noktasindaki teget uzay1 olan T, (R') uzayi 1

boyutlu bir vektor uzayidir. R deki dik koordinat fonksiyonu x olmak iizere T, (R!)

[}

o . d ) d - . N
kiimesidir. - R?! uzaymm her bir t noktasina - (t) vektoriine karsilik getiren vektor

uzayinin tabani

alanidir, sekil 2.2.



Rn
a

/’——‘ a(l)

d
I : =)

@ >

Sekil 2.2. R! uzaymin her bir ¢t noktasina % (t) vektoriine karsilik getiren vektor alani

Simdi a,,: T;(R) - Toey)(R™) tiirev doniisiimiiniin, v;—x (t) vektoriindeki degerini

bulacagiz. Tiirev doniisiimiinden

[*t<v (t))L o [v3- ]

aq(t) vay (t)
= =0l = |70
a;l(t) nx1 U(l;-,_(t) nx1i

oldugundan

o (vj—x(t)> S (va J0) 55 ()

j=1

olur. Bu esitligin

d - 9
At (va(t)> = vz a]f(t)a—j;(a(t)) (2.8)

j=1

10



bi¢iminde yazilabilecegi de apaciktir. Ozel olarak a., (% (t)) vektorii bulunmak

istenirse bu durumda v = 1 oldugundan

d - d
[ (a (t)) = jZla]f(t)a—J];(a(t)) (2.9)
olur. Bu esitligin
d — 14 ! !
2 © | = (a1 (D), a5 (®), ..., an(t))a(t) (2.10)

bi¢iminde yazilabilecegi de agiktir.

d i W . .. W
a.: | —(t) ) vektoriine, a egrisinin a(t) noktasindaki hiz vektorii denir ve kisaca a'(t)
t\ ax

ile gosterilir.

Bu tanima gore,

&) = (% (t)) (2.11)

dir. 2.10 esitligine gore,
a'(t) = (ai (@), a3 (o), ...,a;l(t))a(t) (2.12)
olur.

Sonug¢ 2.2 lim,_,, % [a(t + h) — a(t)] limiti hesaplanarak

11



limyo > [a(t + ) — a(®)] = (¢} (), a3 (D), ..., @} (1)) (2.13)
oldugu goriiliir. 2.12 esitligi géz oniline alinarak

lim = ot + ) — ()] = ' (¢) 2.14)

elde edilir.

Geometrik olarak lim;,_ % [a(t + k) — a(t)] vektérii diisiiniildiigiinde bu vektdriin

egriye a(t) noktasinda teget bir vektor oldugu goriiliir, sekil 2.3.

’ (t)-:_/x(t)X/

a(t+h)

Sekil 2.3. a’ vektoriiniin egriye a(t) noktasindaki teget vektorii

Tanim 2.9. ( Bir Egri Ustiinde Vektor Alani ):
a:] - R"™ egrisi verildiginde I nin her bir t noktasina, T, ¢ (R™) uzaymin bir X (t)
vektoriinii karsilik getiren bir X fonksiyonuna, a egrisi tistiinde bir vektor alani denir,

sekil 2.4.

12



R"
X()

/‘—\5 a(t)

p ™~

Sekil 2.4. X fonksiyonunun, a egrisi tstiindeki bir vektor alani

Bu tanima gore, a’ fonksiyonu, a egrisi tstiinde bir vektor alanidir. Bu vektor alani,
egriye teget bir vektor alanidir. Genel olarak X (t) vektorii egriye teget olmak zorunda

degildir.

R™ uzayindaki dik koordinat sistemi (x4, X5, ..., X, ) olsun.

) ] d
b (). 5 (@), . 5 ()]

kiimesi Ty ) (R™) uzaymin bir tabani oldugundan

- 9
X(t) = ZX,-(t)a—x]_ (a(®) (2.15)

J

bi¢imindedir. Burada X; , I dan R ye bir fonksiyondur. X; fonksiyonlarma, X vektor

alaninin bilesenleri denir. Bu ifadeyi

X(t) = ij(t) (ai o a) (2.16)
j=1 J

seklinde de yazilabilir.

13



Ornek 2.1. a: R - R? , a(t) = (cost,sint) olsun.

0 d
X() =t? a—xl(a(t)) + Zta—xz(a(t))

esitligi ile verilen X doniisiimii a egrisi Ustlinde bir vektdr alanidir. Bu vektor alaninin
bilesenleri

X () =t? ve X,(t) =2t
esitligi ile verilen X; ve X, fonksiyonlaridir.
Tamm 2.10. ( Diizgiin Vektor Alani ):

a: 1 — R™ egrisi tstiindeki X vektor alaninin bilesenlerinin her biri diizgiin fonksiyonlar

ise X vektor alani diizgiin vektor alanidir, denir.
Tanim 2.11. ( Egri Boyunca Tiirev ):

X , a egrisi ustiinde diizgiin bir vektor alan1 olmak tizere

n

, 0
X'(6) = Z(xj) (05— (a®) 2.17)
j=1 J

esitligi ile tamml X'(t) vektoriine, X vektor alaninin a egrisi boyunca a(t) noktasindaki

tirevi denir.

Ornek 2.2. a: R - R? , a(t) = (cost,sint) olmak iizere

0 d
X(t) =t? a_xl(a(t)) + 2ta—xz(a(t))

14



olsun.

0 d
X'(t) = 2ta—xl(a(t)) + Za—xz(a(t))

dir.

15



3.4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA KUATERNIYONiK EGRILER
Tamim 3.1. Bir reel kuaterniyon sirali dort sayinin +1, €, €,, €; gibi dort birime eslik
etmesiyle tanimlanir. Burada, +1 bir reel birim olup diger {i¢ birim ise,
1)§ixgi=_1; 1<i<3.

2) R*, 4-boyutlu Oklid uzayinda é; x & = —é; x é; = &, burada, (ijk) (123) iin

cift permiitasyonudur.
Boylece bir reel kuaterniyon,
q =a§1+b52+653+d

seklindedir. Burada, a,b,c ve d reel sayilar ve €,é,,€; ise 3-boyutlu reel vektor

uzayinin bir dik koordinat sisteminin baz vektorler olarak alinabilir. Dolayisiyla g

-

kuaterniyonunu S, ile gosterilen skalar kisim ve V, ile gosterilen vektorel kisim olmak

tizere iki kisma ayrilabilir.

Bundan sonra reel kuaterniyonlarin ciimlesi Q ile gosterilecektir.

Q={qlg =aé, +bé, +cé;+d;a,b,c,d ER,E_3ER}
dir [7].
Tanmim 3.2. Iki reel kuaterniyonun kuaterniyon ¢arprmu;
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Vp,q € Qigin

pXq=5,S— Vo, Vi) + S,V + SgV, + V,, AV,

seklindedir. Burada (,) ve A swasiyla, R3 iizerindeki i¢ ve vektdrel carpimu

gostermektedir.
Tamm 3.3. Bir g € Q reel kuaterniyonun eslenigi diye
aq = —aé; —bé, —cé; +d =S, — 17;7
ile tanimlanan aq kuaterniyonuna denir.
Tanim 3.4. Vp, q € Q reel kuaterniyonlari i¢in

hQxQ—R

1
(»,q@) — h(p,q) = 3 [p X aq + q X ap] (3.1)

seklinde tanimlanan h formuna reel kuaterniyon i¢ ¢arpimi adini alir. Bu h formu reel
degerli, simetriklik ve bilineerlik 6zelliklerine sahiptir. Burada X kuaterniyon ¢arpimini
gostermektedir.
Tamm 3.5. Bir g € Q reel kuaterniyonunun normu

llgll? = h(q,q) = q X aq = a? + b? + ¢? + d? (3.2)

esitligini saglayan ||q|| reel sayisina denir.

Tamm 3.6. Eger g € Q reel kuaterniyonu igin

17



llqll =1

oluyorsa q ‘ya bir reel birim kuaterniyon denir.
Tamm 3.7. Eger g € Q reel kuaterniyonu i¢in
qt+aq=0

oluyorsa g ‘ya bir reel uzaysal-kuaterniyonu denir. Eger, g € Q reel kuaterniyonu igin

q — aq = 0 oluyorsa q bir temporal kuaterniyon adini alir.

Genel olarak, bir g € Q reel kuaterniyonu

1 1

q=§[q+aq]+§[q—aq]-

Tamm 3.8. Eger p, g € Q reel kuaterniyonlari i¢in
h(q,q) =0 (3.3)
oluyorsa p ile g’ ya h-ortogonaldir denir.

Tamim 3.9. Reel tek degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlara kuaterniyonik egri

denir. Yani kuaterniyonik egri ile, I € R bir agik aralik olmak {izere,

a:l — Q c R*
4
s — a(s) =Zai(s)5i i () ER,(1<i<4),e,=1

i=1
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seklinde tanimlanir. Reel tek degiskenli, kuaterniyon degerli @ doniistimii altinda I’nin

a(I) resmi ifade edilmektedir.
Tanim 3.10. 4-boyutlu Oklid uzayinda birim hizl1 bir kuaterniyonik egri

a:lcR—Q
4
s—>a(s)=Zai(s)§i ,(1<i<4),e,=1,

i=1

parametrik denklemi ile verilsin.Vs € I yay-parametresi olmak tizere; a’(s) = T olsun.
{T,N;, N, N3 }, @ egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklilar olmak iizere, Frenet

formiilleri:
T’ = klNl
N1, = _le + kZNZ
NZI = _kle + k3N3
N3 = —k3N,

(3.4)

seklindedir. Burada, {k,, k,, k3} sifirdan farkli egrilikleri sirasiyla, a egrisinin birinci

egrilik, torsiyon ve {igiincii egriligidir.

Frenet formiillerinin matris gosterimi,

T’ 0 k, O 07T
Ni| |-k, 0 ko 0N
Nyl | 0 =k, O k3| |N;
N; 0 0 —ks OIILNs

seklindedir.
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4. HARMONIK EGRILIKLER VE KUATERNIYONIK EGILiM CiZGiLERi

Tammm 4.1. a: ] ¢ R — Q regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin. X

sabit birim kuaterniyon olmak tizere V s € I i¢in

T
h(T,X) = cosp = sbht,p + > 4.2)

ise, « egrisine bir kuaterniyonik egilim ¢izgisi denir [4].

Tamim 4.2. «a, regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin. X sabit ve
birim bir uzay-kuaterniyonu ve {T, N;, N,, N5 }, a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 4-

ayaklist olsun. Bu takdirde T ile X arasindaki ag1 ¢ olmak iizere;

H:IcR—R
h(N;;1,X) = H; cosg (4.2)

seklinde tamimli H; fonksiyonuna a kuaterniyonik egrisinin X’e gore a(s) noktasindaki

i-yinci harmonik egriligi denir ve Hy, = 0 olarak tanimlanir.

Teorem 4.1. Bir kuaterniyonik egrinin harmonik egrilikleri i¢in

= Ko _ Legrilik (4.3)
Y7k, T 2.egrilik
1
H,=—H] (4.4)

ks

dir [6].
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Teorem4.2. a:] c R — Q s-yay parametresi ile verilen bir kuaterniyonik egri olsun.
a(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklist {T,N;, N,, N5} ve harmonik egrilikleri H,, H,

olmak iizere;
a bir egilim gizgisidir & Hf + H? = sht (4.5)
Ispat: (=) a:1 — Q kuaterniyonik egrisinin bir egilim ¢izgisi oldugunu kabul

edelim. Oyleyse a egrisi igin 4.1 esitligini saglayacak X sabit birim kuaterniyonu vardir.

Bu kuaterniyonu a egrisinin a(s) noktasindaki bazlari cinsinden

3
X=h(T,X)T + ) h(N, X) N (4.6)

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada ||T|| = ||N;|| = |IN,|| = |INs]|| = ||X]| = 1 oldugunu

g6zoniine alalim.

IX]I2 = h(X,X) = X X aX

3 3
(T, X) T +Zh(Ni N | x| x)T +Z h(N; , X) N,
i=1 i=1

bulunur. 3.4 ve 4.2 esitliklerini kullanirsak

IX|I> = cos?¢@ T X aT + cos®? @ H; T X aN, + cos? ¢ H, T X aNj
+ cos? @ Hy N, X aT + cos? ¢ H? N, X aN, + cos? ¢ H{H, N, X aN;
+ cos? ¢ H, N3 X aT + cos? ¢ H;H, N3 X aN, + cos? ¢ H? N3 X aN,

buluruz. ||X|| = 1 oldugundan

1 =cos?¢@ + cos? @ H? + cos? ¢ Hz
1—cos? ¢ =cos? @ (H} + H2)
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in2
sin
—Zgo = H{ + Hj
CoS“ @

buradan da,
H? + H? = tan? ¢ = sht
elde edilir.
(&): a: 1 — Q kuaterniyon egrisi i¢in
H? + HZ = a (sht)
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde tan? ¢ = a olacak sekilde bir ¢ acis1 vardur.
Buna gore
X=cosop T+ HycospN; + Hycosqo N, + H,cos@ N 4.7)
bi¢ciminde bir kuaterniyon tanimlayalim.

1) Gosterelim ki X sabittir. 4.7 esitliginin s’ye gore tiirevini alirsak,

1

X' =T +HN, +H,N.+H, N, + H, N} 4.8
cos ¢ 1V, 2 N3 1 Ny + Hy N3 (4.8)

bulunur. Diger taraftan, Tanim 4.2 de

h(N3,X) = H, cosg

yazilip bu esitligin s’ye gore tlirev alinmasiyla

h(N3,X) + h(N3,X") = H; cosep + 0
h(N3,X) = H; cose
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h(—k3N,,X) = H, cose
—ks h(N,,X) = H; cosq

Hé == _k3 Hl (4'9)

elde edilir. 3.4, 4.3, 4.4 ve 4.9 ifadelerinin g6z Oniine alinmasiyla;

1
cos ¢

X' =T'+H|N, + H)N; + H; N} + H, N}

= klNl + k3 HZNZ r k3 Hl N3 + Hl(_kZNl Pt k3N3) - HZ (_k3N2)
= k1N1 + k3 H2N2 o k3 Hl N3 - k2H1N1 + k3H1N3 - k3H2N2
1
Cos @

X' =0

bulunur. O halde X sabittir.

2) X’in birim oldugunun gosterelim:

IXI1Z = h(X,X) = X x aX

Xa

3
h(T,X) T + z h(N; , X) N,
i=1

3
h(T,X) T + Z h(N;,X) N;
i=1

cos? @ + cos? ¢ H? + cos? ¢ HZ
=cos?¢ (1+ H? + H?)

=cos? ¢ (1 +tan? @)

=1

bulunur. Oyleyse,

X1l =1
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dir. Diger taraftan

1

h(T,X) ==(TxXaX + X xaT)

N~ N

=—[T X a(cose T + H, cos @ N, + H, cos ¢ N3)
+(cos¢e T+ Hycos¢ N, + H, cos ¢ N3) X aT|]

[cospT XaT+ HycoseT XaN,+ HycosepT X aN;

N| =

+coso T X aT + Hycosp N, X aT + Hy cos @ N3 X aT |
h(T,X) = cos @ = sbht
bulunur. Bu ise a egrisinin bir egilim ¢izgisi oldugunu verir.

Sonug¢: Kuaterniyonik egriler i¢in elde edilen harmonik egriliklerin tiirev denklemleri

4.4 ve 4.9 esitliklerinden yararlanarak matrisel ifadesi asagidaki sekildedir:

R |1
Hé - _k3 0 H2 )
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5. E* ’DE HARMONIK EGRILIKLER VE GENEL HELiSLER
Bu kesimde, 4-boyutlu Oklid uzaymndaki kuaterniyonik egrilerin Frenet 4-ayaklilar1 ve
harmonik egrilikler ile genel helis egrisi arasindaki iligkiler verilmistir.

Tammm 5.1. a:] ¢ R — E* regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin.

X sabit birim kuaterniyon olmak {izere V s € I i¢in

s
h(T,X) = cosp = sbt, @ + 5 (5.1)

ise, « egrisine bir genel helis denir [5].
Teorem 5.1. E* de a, regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin. X sabit
birim kuaterniyon ve {T, N;,N,, N5 }, a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklilari
olsun. a , E* de bir genel helis denklemi ise

h(N;;1,X) = H; cose (i = 1,2) (5.2)

dir. H; , @ nin harmonik egrilikleridir.

Ispat: a bir genel helis denklemi oldugundan 5.1 denklemini saglar. Bu denklemin s‘ye

gore tiirevini alalim.

(h(T,X))" = (cosep)’
h(T", X) + h(T,X") = 0
h(T",X) = 0

Frenet formiillerini kullanirsak
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h(klNl,X) = 0
kyh(Ny, X) = 0, ky # 0

oldugundan

h(N{,X) =0
olur. Bu esitligin s’ye gore tiirevini alip Frenet formiillerini kullanirsak

h(N,,X) + h(N,,X") = 0
h(N},X) =0
h(—k,T + kyNy X) = 0
—kyh(T, X) + kyh(Ny, X) = 0

k
h(N,, X) = k—lh(T, X)
2

4.3, 4.4 ve 5.1 esitliklerinden
h(N,,X) = H,cosg
elde edilir. Bu denkleminde s’ye gore tiirevini alip Frenet formiillerini kullanirsak
h(N;,X) = H{ cosg + H,(cosp)’
h(N,,X) = Hj cosg

h(_kle + k3N3,X) = H{ cosQ
—k,h(Ny,X) + ksh(N5,X) = H{ cose

1
h(N3,X) = k—H{ cosQ
3

4.3 ve 4.4 esitliklerini kullanirsak
h(N3,X) = H, cosg
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elde edilir.

Sonu¢ 5.1. E*de a, regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin. «

egrisinin ekseni X olsun ve X sabit birim vektorii olmak iizere;

Eger a bir genel helis ise

X =(T+ H,N,+ H,N3)cos .

Ispat: a, E* de bir genel helis oldugunu varsayalim ve a egrisinin ekseni X birim

vektorl olsun. Bu durumda asagidaki ifadeyi yazabiliriz
X = AlT + Ale + A3N2 + A4N4
ve Teorem 5.1. kullanirsak
A, =h(T,X) =cos ¢
Ay, = h(N,,X) = Hycosgp =0
A3 = h(N,,X) = Hy cos ¢
Ay = h(N3,X) = H, cos ¢
Boylece kolaylikla X asagidaki gibi elde edilmis olur.

X =(T+ H,N,+ H,N3)cos ¢ .

Teorem 5.2. E*de a, regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin.

ky ,k; , ks sifirdan farkl egrilikleri ve H, , H; , H, de harmonik egrilikleri olmak iizere;

a bir genel helisdir < H? + H = sht (5.3)
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Ispat: (=); a bir genel helis ve X sabit birim vektor olsun. 5.1 denkleminin tiirevini

alip, Frenet formiillerini kullanirsak;

;1
0= (h(T,X)) = E(T xaX + X xaT)'

=%(T’><aX+anT’)

= h(T",X)
= klh(NLX)

bulunur. Bu yiizden, X birim vektoriinii agagidaki gibi yazabiliriz.

X =mT + nN, + pN; (5.4)
Burada

m = h(T,X) =sbt ,n=h(N,,X),p=h(N;,X)vem? +n?+p?=1 (5.5)
dir. 5.4 denkleminin tiirevini alinirsa

0=m'T + mT' +n'N, + nN,' + p'N; + pN;
= mk,N; + n'N, + n(—k,N; + k3N3) + p'Ny + p(—k3N,)
= mk;N; + n'N, — nk,N; + nk3N; + p'N; — pk3N,
= (mky — nk;)N; + (0’ — pk3)N, + (nks + p')N;

olmasi i¢in

mkl_nkz =O, n'—pk3 =O, le3 +p’ = 0.
Buradan da

k 1
n=k—:m:—k—3p, , N =ksp (5.6)

5.6 daki birinci denklemin tiirevini alip ikinci denklemde yerine yazarsak
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! 144 é !/
124 é !

Iki tarafi k5 ile carpip diizenlersek

k’
p"—p +kip=0 (5.7)
ks

Ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemi elde edilir. t = fos ks ds degisken

degistirmesi yapalim.

dt_k (dt)z_kz
ds 3 Ve ds) ~— 3

5.7 esitligindeki degiskenleri degistirilebilmek i¢in p = t(s) bigiminde bir degisken

tanimlamasi yapalim. Buna gore,

, dp dtdp

P =4s T dsdt

L (dtdp\  (dt\*d?p d%tdp
4 =(£a) =(£) acz T astae

ifadeleri elde edilir. Elde edilen bu ifadeler 5.7 denkleminde yerine yazilirsa

dt\*d*p d?tdp kidtdp
(£> a2 v astar kasar TP =0
dt\? d? d?t k.dtld
(—) il ———3——p+k§p=0
ds/ dt?> |ds? ksds|dt
d*p ky 1dp
k22 4 |kt — k| —+k2p =0
3 dtz +[ 3 k3 3] dt + 3p
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d*p
k% <ﬁ+ p) =0

k3 # 0 oldugundan

d*p

—_ =0

dt? tp

p'+p=0 (5.8)

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Bu lineer diferensiyel denklemin ¢ozimii

yapilirsa
p =Acost+ Bsint (5.9)

elde edilir. Burada A ve B sabittir. 5.9 daki denklem ve harmonik egriligin tanimi, 5.6

daki denklemlerde yerlerine yazilip diizenlendiginde
n=H;m = Asint — Bcost (5.10)
n'=Hm) =H)'m+Hm' ,(m=sbt,m' =0)

n' = (Hy)'m=kyp

p = ki (H)'m=H, m=Acost + Bsint (5.11)
3

5.10 ve 5.11 denklemleri bulunur. 5.10 denklemini sin ¢ ile 5.11 denklemini de cost ile

carpip taraf tarafa toplarsak
A =m[H,sint + H, cost],
5.10 denklemini —cos t ile 5.11 denklemini de sin t ile ¢arpip taraf tarafa toplarsak

B = m[—H; cost + H, sin t]
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ifadeleri elde edilir. Elde ettigimiz bu A ve B ifadelerinin karelerini alip taraf tarafa

toplanirsa

A? + B? = m*[H{ + HJ]

elde edilir. Burada A, B ve m sabit oldugundan

H? + H? = sht

ifadesi elde edilmis olur.

(5.12)

(&); Eger gerek ve yeter sart 5.3 saglaniyor ise, o zaman @ nin T teget vektori, bir X

sabit birim vektorii ile sabit bir ¢ agist yapiyor demektir. Yani,

h(T,X) = cosg = sabittir.

Esitlik 5.4, esitlik 5.5, esitlik 5.10 ve esitlik 5.11 den

X = T+H1N2 +H2N3

yazabiliriz. X’in tiirevini bulalim

X' =T+ H{N, + H N, + HyN; + H,N;

X, = klNl + H{Nz + Hl(_kle + k3N3) + HéN3 + Hz(_k3N2)

X' = (k1 - k2H1)N1 + (H{ - kst)Nz + (k3H1 + Hé)N3

5.12 esitliginin tiirevini alip harmonik egriligin tanimin1 da kullandigimizda

kl—k2H1=O, H{_k3H2=O, k3H1+Hé=O
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bulunur. Dolayisiyla X’ = 0 bulunur. Bu ise X’in sabit vektor olmasini gerektirir. Sonug

olarak « bir genel helisdir.

Tammm 5.2. E*de a, regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin. a
egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklilar1 {T, N;, N,, N5 } ve harmonik egrilikleri

fonksiyonlar1 da { H, H, } olsun. Bu durumda
D = T + H1N2 + H2N3
seklinde tanimlanan vektore a genel helisinin Darboux vektorii denir [12].

Teorem 5.3. E*de a, regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin. a
egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklilar1 {T, N;, N,, N5 } ve harmonik egrilikleri

fonksiyonlar1 da { H{, H, } olsun.

a’nin bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart D Darboux vektoriiniin sabit

olmasidir.

Ispat: a, E* de bir genel helis olsun. Bu durumda 4.3, 4.4 ve 5.3 esitliklerinden

2
1 !
H? + (—Hl ) = sht
ks

yazilabilir. Yukaridaki denklemin tiirevini alirsak

!

! 1 4 1 !

elde edilir. Boylece yukaridaki esitligi ve 4.3, 4.4 esitliklerini de kullanarak
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1 ’
(k_Hi) =H] = —k,H, (5.14)
3
denklemini elde etmis oluruz. Sonug 5.1 den

X =(T+ H,N,+ H,N3)cos@ = Dcos ¢ (5.15)

yazabiliriz. Burada cos ¢ sabit ve ayn1 zamanda X’de sabit birim vektordiir. D nin s’ye
gore tlirevini aldigimizda

D’ — T, + H],_Nz + HlNZI + HéN3 + HzN?:
DI = k1N1 + H{NZ + Hl(_kle + k3N3) + HéN3 + Hz(_k3N2)
D" = (ky — kyH;)Ny + (H{ — k3H3)N;, + (ksHy + H3)N3

5.13 esitliklerinden de

D'=0

elde edilir. Boylece D bir sabit vektordiir.
Tersine, kabul edelim ki D sabit bir vektor olsun. Tanim 5.2 ve Sonug 5.1 den

X =Dcosg
yazabiliriz.

h(T,X) = h(T,D)cos¢

= h(T,T + H N, + H,N3)cosg
= h(T,T)cosq
= cos¢ = sbt.
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Sonu¢ 5.2. E*de a, regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin. «
egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklilar1 {T, N;, N,, N5 } ve harmonik egrilikleri

fonksiyonlar1 da { H;, H, } olsun. a egrisinin ekseni de D sabit birim vektorii

D = T+H1N2 +H2N3

seklindedir. Eger, a egrisinin k; , k, , k5 egrilikleri ve H; birinci harmonik egriligi sabit

ise a egrisine bir W-egri denir. Dolayisiyla
D =T+ HN,
yazilabilir. Bu denklemin de tiirevini aldigimizda
D'=T'+H;N,+ H,N,
= kN, — Hik,N; + Hik3N3

= H1k3N3

Dolayisiyla, kolaylikla D' niin sifirdan farkli oldugunu goriiriiz. Bu ise D nin sabit
vektor olmadigini gosterir. Bu durumda Teorem 5.3 e gore bu egri bir helis degildir. Bu

ise ispatimizi tamamlar.
Teorem 5.4. E* de a, regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin. Hy, H,

harmonik egrilikler ve k5 sifirdan farkli Gigincii egriligi olmak iizere, @’nin bir genel

helis olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

ksy =Hi, v = —ksH, (5.16)

olacak sekilde C2-smifindan bir y fonksiyonunun var olmasidur.
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Ispat: (=); a bir genel helis denklemi olsun. Teorem 5.2 den

oldugunu biliyoruz. 4.4 esitligini bu denklemde yerine yazalim

(H)? + = ((Hy)')? = sb.
k3

Bu ifadenin tiirevini alirsak

K, 1
2(H,)'(Hy) — 2 3 ((HDH? + ZF (H)'(H)" =0
3 3

H,)'(H 1H'kéH'lH”—O
UALCART-ICD [‘k_g( D+ )| =

!

, 11N
(o) (H) + 1= (Hy) (k— 1)) =0

bulunur. Buradan da

1 , (H1)'(Hy)
o (Hy) = -
3 - ’
(7 (H)
yazabiliriz. Eger y igin
_(H ')
(Hy )’
aldigimizda. 5.18 deki esitlikten
ksy =H;
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bulunur. 5.18 esitliginden

1H'1H',— Hy)'(H
() (') = —Cy) ()

!

(%3 (H1)’> = —k3(H1) (5.20)

yazabiliriz. 5.19 esitliginde y’yi yalniz birakip 5.20 esitliginde yerine yazarsak
Y = —ks(Hy) . (5.21)

(&); Eger gerek ve yeter sart (5.16) saglamiyor ise, 5.5, 5.10, 5.11 ve 5.19

esitliklerinden, X’i sabit birim vektor olarak tanimlayabiliriz.
X=T+H1N2+VN3.
Buradan da h(T,X) = sbt bulunur. Bu ise a’nin bir genel helis oldugunu gosterir.
Teorem 5.5. a, birim hizli kuaterniyonik egri olsun. H; , H, harmonik egrilikler ve k5
sifirdan farkl tiglincii egriligi olmak {izere, a’nin bir genel helis olmasi icin gerek ve
yeter sart
H, = Cycost+ C,sint. (5.22)

Burada C; ve C, sabit, t = [ ks ds dir [13].

Ispat: (=); a, bir genel helis olsun.

S
t =f ks ds (5.23)
0
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C?-smifindan bir fonksiyon ve

m = H,cost —ysint , n=H;sint+ycost. (5.24)

Burada m ve n C1-siifindan fonksiyonlar olup, bunlarin sabit oldugunu gostermeliyiz.

Bunun icinde m ve n  fonksiyonlarmin s’ ye gore tiirevi alalim

m' = (H;) cost — H, t'sint —y' sint — y t'cost

m' = (Hy) cost — Hy kssint —y' sint — ykscost

5.19 ve 5.21 esitliklerinden

m' = (H,) cost +y'sint —y' sint — (H;)' cost

m =0

bulunur.

n' = (H,) sint+ H; t' cost+y'cost —y t'sint
n' = (H,) sint + H; kycost + y'cost —y k3 sint

5.19 ve 5.21 esitliklerinden

n' = (H,) sint —y'cost +y'cost — (H;) sint

n' =0

bulunur.

Boylece m = C; ve n = C, sabittir.

5.24 deki esitliklerden birincisini cos t , ikincisini sint ile carpip taraf tarafa toplarsak

C,cost = H,cos?t —ysint cost
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C,sint = Hysin?t + y cost sint

H; =C;cost+ C,sint.

(&); 5.22 kosulu saglansimn. O halde 5.24 deki esitliklerden birincisini —sint ve

ikincisini de cos t ile carpip taraf tarafa toplarsak

y(s) = —Cysint + C, cost. (5.25)

5.25 esitliginin s’ ye gore tiirevi alirsak

y' = —k3(C; cost + C, sint).

5.16 esitliginden,
Y' = —k3H,

oldugunu biliyoruz. 5.25 esitliginin Teorem 5.4 deki kosullar1 sagladigina gére a bir

genel helistir.
Teorem 5.6. E*de a, regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin. «
egrisinin Frenet 4-ayaklilar1 {T, N;, N,, N5 }, harmonik egrilik fonksiyonlar1 { H;, H, }
Ve ks liglincii egrilik olmak tizere

a bir genel helistir & H, + k;H, = 0.
Ispat: Kabul edelim ki «, E* de genel bir helis olsun. Bu durumda

D == T+H1N2 +H2N3 = Sbt

vardir. @ egrisinin D boyunca tiirevini aldigimizda

D" = (ky — kyH;)N; + (Hy — k3Hy)N, + (k3H; + H;)N3
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elde ederiz. Burada D’ = 0 ve N;, N,, N5 sifirdan farkli oldugundan
H, + ksH, =0
elde edilir.
Tersine, H, + k3H; = 0 oldugunu kabul edilim. D' = 0 oldugu kolayhkla gbriiliir.

Boylece D sabit bir vektdrdiir. Teorem 5.3. den de a nin E* de bir genel helis oldugunu

gosterir.
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6. E* °DE 2-TiP HARMONIK EGRILIiKLER VE GENEL HELiSLER

Tanim 6.1. ( Genel Helis i¢in 2-Tip Harmonik Egrilikler ):

E* de a birim hizh bir kuaterniyonik egri olsun, s yay-parametresi olmak iizere; G; de a

egrisinin 2-Tip harmonik egrilikleri

Gi: 1 >R, 1<i<4

ro1 i=1
0 i=2
kl ,
= P L=
16' =4
(ke 21T

seklinde tanimlanir.

Teorem 6.1. E* de a birim hizlhi bir kuaterniyonik egri ve s yay-parametresi olsun. a
egrisinin Frenet 4-ayaklilar1 {T, Ny, N,, N5 }, 2-tip harmonik egrilik fonksiyonlar1 da
{G1,G,, G, G, } olmak tizere;

a bir genel helistir & G2 + G2 = C = sht. (6.2)

Ispat: Kabul edelim ki a, E* de genel bir helis olsun. X sabit birim vektorii ile T

arasindaki ag1 ¢ olmak iizere asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

h(X,X) =1 ve h(T,X) = cos¢
X = AlT + Ale + A3N2 + A4N3 (63)

Buradan da
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A, = h(T.X) = cosep

Ay = h(Ny,X)

Ay = h(N,,X) (6.4)
Ay = h(N3, X)

yazabiliriz.
6.4 deki esitliklerden birincisinin s parametresine gore tiirevini alip Frenet formiillerini
uyguladigimizda

1’1 = kl h(Nl,X) = kIAZ =0

elde edilir. Bu durumda k; # 0 oldugundan A4, = 0 oldugu goriilmektedir. Boylece X

vektorii
X = 4T + A3Ny + A4N; (6.5)
seklindedir. 6.5 esitliginin tiirevini aldigimizda,
X' =MT+ AT+ A3N, + A3N, + A4 Ng + A,N; =0
MT + A, (kyNy) + A5N, + A3(—k,Ny + k3Ng) + AuNg + 1, (—k3N,) = 0

(k1Ay — kpA3)Ny + (A3 — k3A4)Ny + (A + k3A3)N; = 0

elde edilir. Buradan da

klll - sz3 = 0
Ay —ksdy =0 (6.6)
Ail- + k3ﬂ3 == 0

oldugu goriiliir. G; = G;(s) fonksiyonun tanimindan

Ai(S) = Gi(s)ll ,3 <i<4 (67)
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seklindedir.

Burada A; # 0 olduguna isaret edilmektedir. Aksine, 6.6 esitliklerinden

3 < i < 4 i¢in verir ve bu ylizden X = 0 dir. Bu ise bir ¢eliskidir.

6.1 denkleminden

ki

Gy =1
3 kg
& _1Gf
4 ka 3

6.6 esitliklerinin sonuncu ifadesinden ve

oldugunu biliyoruz.
yararlanarak asagidaki denklemi elde ederiz.

Gi+k3G3=0

Ozellikle 6.8 deki son denklemden

Gé = k3G,

(6.8)

6.7 esitliginden

(6.9)

(6.10)

yazabiliriz. Eger 6.9 denkleminin tiirevini alip ve sonrada 6.9 ve 6.10 denklemlerini

kullandigimizda ikinci dereceden bir diferensiyel denklem elde edilir.

1
Gl + K} (— © c,;;) ks (ksGy) = 0

Gu kéG, kZ —
4~ Gt 3G, =0
3
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Burada t = f ks ds degisken degistirmesi yapalim.

dt_k (dt)z_k2
ds 3 Ve ds) ~— 3

6.11 denklemine bu doniisiimler uygulandiginda denklem
Gy (1) + G4(t) = 0
sekline doniisiir. Bu denklemin genel ¢ozlimiinde ise
Gy, =Acost + Bsint
elde edilir. Burada A ve B sabittir.

6.12 denkleminin tiirevini alip 6.9 da yerine yazdigimizda

1 1
G; = _k_36‘;' = —k—3(—A kssint + B ks cost)

Gz = Asint + Bcost
denklemini elde ederiz.
6.12 ve 6.13 esitliklerinin kareleri alinip taraf tarafa toplanirsa
G;+G;=A*+B*=C

elde edilir.

Tersine, a egrisi icin G2 + G2 = C oldugunu kabul edelim. X birim vektdriinii
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X == (T + G3N2 + G4_N3) COoSs (P

seklinde tanimlayalim. X birim vektoriiniin tiirevini alip 6.8, 6.9 ve 6.10 esitliklerini de

kullanirsak

X" =[(ky — kyG3)N; + (G3 — k3G4)N, + (G4 + k3G3)N3] cosp =0

elde edilir. Bu ise X in bir sabit vektor oldugunu gosterir. Diger yandan T tanjant birim

vektorii ile X vektorii arasinda i¢ carpim uygulanirsa

h(T,X) = cos ¢

elde edilir. Bu da a egrisinin bir helis oldugunu gosterir. Boylece ispati tamamlamis

oluruz.

Tanim 6.2. ( 2-tip Darboux vektori ):

E* de a, birim hizl egri olsun. {T, Ny, N,, N5 } ve { G, G,, G, G, } sirastyla a egrisinin

Frenet 4-ayaklilar1 ve 2-tip harmonik egrilikleri olmak tizere

D = G,T + GoN; + G3N, + G, N, (6.14)
seklinde tanimlanan D vektoriine a egrisinin 2-tip Darboux vektorii denir.
Lemma 6.1. E*de a birim hizli bir helis olsun. {T, N;,N,, N5 } ve {G;,G,, G3,G4 }

sirastyla a egrisinin Frenet 4-ayaklilar1 ve 2-tip harmonik egrilikleri olmak tizere

asagidaki denklemler saglanir
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W(T,X) = G, h(T,X)

h(Ny, X) = Gy h(T,X)

h(Ny, X) = Gs h(T,X) (6.15)
h(Ns,X) = G, h(T,X).

Burada X, a genel helisinin eksenidir.
Sonug 6.1. Eger X, a genel helisinin ekseni ise
X = (G4 T + G3N, + G,N3) cos ¢

seklinde yazabiliriz. Lemma 6.1. den

D = GiT + G3N, + G4N3
vektoriide a genel helisinin bir eksenidir.
Lemma 6.2. E*de a, birim hizhi egri olsun. {T, Nj,N,, N5} ve {G;,G,, G3,G4}
sirastyla @ egrisinin Frenet 4-ayaklilar1 ve 2-tip harmonik egrilikleri olmak {izere; a bir
genel helistir ancak ve ancak D sabit bir vektordiir.
Ispat: a, E* de bir genel helis olsun. Sonug 6.1 den

D = GiT + G3N, + G4N3
mevcuttur. D vektoriiniin tiirevini alip Frenet vektorlerini kullandigimizda

D" = (ky — G3k3)Ny + (G5 — Gok3)N, + (G4 — Gzk3)N;

yazabiliriz. 6.8, 6.9 ve 6.10 denklemlerini kullandigimizda
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bulunur. Béylece D sabit bir vektordiir.

Tersine, D sabit bir vektor olsun. Bu durumda

h(D,T) = h(T + GsN, + G,N5,T) = h(T,T) = 1

oldugu gortiliir. Boylece
h(D,T) 1
IDINTI 1Dl

cosp =

bunu yazabiliriz. Burada ¢, D ile T arasindaki sabit agidir. Bu durumda, genel helisin

birim eksenini asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

X=Dcosg.

Bu denklemden de
h(X,T) = h(D,T) cos @ = cos @ = sbht.

Boylece, X sabittir. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 6.3. « ii¢ boyutlu Oklid uzayinda, degenere olmayan bir egri olsun. Bu egrinin

eksenini (6.14) denklemini kullanarak asagidaki gibi yazabiliriz.

D == Glt + Gznl + G3n2
== Glt + G3n2
=t+ G3n2 .

Burada Gz egrinin 2-tip harmonik egriligidir. Eger egri boyunca D’nin tiirevini alip

diizenlersek
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D, = t’ + Génz + G3n12
= k1n1 + Génz + G3(_k2n1)

= G3n,

elde ederiz. Eger egri bir genel helis ise Lemma 6.2. den D’ = 0 olmalidir. Dolayisiyla

yukarida elde ettigimiz esitligin sifir olmas1 gerekir. Yani

olmasidir. Bu ifadenin sifir olmasi da G3’iin sabit oldugunu gosterir. Boylece egri bir

genel helisdir.

Lemma 6.4. E* de sifirdan farkl1 sabit egriliklere sahip ve genel helis olmayan egriler

vardir. ( W-egrileri gibi )
Ispat: E* de (6.14) denklemini goz oniine alalim
D = GlT + Gle + G3N2 + G4N3

6.1 esitliklerini kullanarak

1
D = T+G3N2 +k_GéN3
3

yazabiliriz. Burada k; egrisinin egriligi ve Gz’de 2-tip hormonik egriligidir. Eger
buradaki k5 egriligi ve G5’de 2-tip hormonik egriligi sabit ve sifirdan farkli ise bu egri
bir W-egridir. Dolayistyla

yazilabilir. Eger 6.16 denklemin de tlirevini aldigimizda
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D' =T'+ GiN, + GsN,
= klNl - G3k2N1 + G3k3N3
= G3k3N3

elde ederiz. Dolayistyla, kolaylikla D' niin sifirdan farkli oldugunu goriiriiz. Bu ise D nin
sabit vektor olmadigini gosterir. Bu durumda Lemma 6.2 geregince bu egri bir genel

helis degildir.
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7. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada 4-boyutlu Oklid uzaymdaki kuaterniyonik egriler amaglandi ve daha sonra
bu kuaterniyonik egriler i¢in tanimlanan kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet formiilleri
ile iliskileri verildi ve bu kuaterniyonik egriler igin harmonik egriler ve genel helisler
tanimlandi. Bu g¢alismadaki tanimlar, teoremler ve lemmalarin matematiksel agidan

oldukga faydali olacagi diistiniilmektedir.
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