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OZET

METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI VE
UYGULAMALARI

ACAR, Ozlem
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Anabilim Dal1, Doktora Tezi
Danigman: Dog. Dr. ishak ALTUN
Mayis 2016, 78 sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim, giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilmistir.

Uclincii boliimde, oncelikle F —biiziilme kavrami verilerek ilk alt bélumde
F —buzilme yardimiyla Hausdorff metrik ve 4 —metrikimsi fonksiyonu kullanilarak
bazi sabit nokta teoremleri ¢alisilmistir. Bir sonraki alt bolimde graf ile donatilmig
metrik uzaylarda yine sirastyla F —buzilme ve hemen hemen biizllme kullanilarak

bazi sabit nokta teoremleri calisiimistir.

Anahtar kelimeler: Sabit nokta, metrik uzay, kiime degerli doniisiim, F —bizilme,

yonlendirilmis graf, hemen hemen bizilme.



ABSTRACT

SOME FIXED POINT THEOREMS ON METRIC SPACES AND THEIR
APPPLICATIONS

ACAR, Ozlem
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, Ph. D. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. ishak ALTUN
Mayis 2016, 78 pages

This thesis consists of three chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains concepts and definitions which are needed throughout

the thesis.

In the third chapter, firstly we give concepts related to F —contraction and then in
subsection some fixed point theorems are studied with Hausdorff metric and
A —distance with the aid of F —contraction. In another subsection of this chapter,
some fixed point theorems with F —contraction and almost contraction on a metric

space endowed with a graph are studied.

Key Words: Fixed point, metric space, multivalued maps, F —contraction, directed

graph, almost contraction.
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1.GIRIS

Sabit nokta teori nonlineer analizin en giiclii ve etkin araclarindan biri olup,
matematigin bircok dalinda 6zellikle diferensiyel denklemlere, integral denklemlere,
kismi diferensiyel denklemlere bir¢ok uygulamasi olmakla birlikte, diger ilgili
alanlarin varlik teorisinde ¢ok kullanilmaktadir. Yine sabit nokta teori, sinir deger
problemleri ve yaklasim problemlerinde oldugu kadar 6zdeger problemlerde de ¢ok
verimli uygulamalara sahiptir. Sabit nokta teorinin en iyi bilinen sonucu ve teorinin
baslangici olarak kabul edilen teorem Banach tarafindan 1922 yilinda asagidaki
bi¢imde verilmistir:

"(X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X her x,y € X icin

d(Tx,Ty) < kd(x,y),k € [0,1)

olacak bigcimde bir biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda T bir tek z € X sabit

noktasina sahiptir."

Her biiziilme donilisiimii stireklidir. Dogal olarak, bliziilme sartin1 saglayan fakat
siirekli olmayan bir doniisiimiin varlig1 sorusu akla gelebilir. Bu sorunun ilk ¢6ziim
metodu 1968 yilinda Kannan tarafindan biiziilme sart1 k € [0, (1/2)) olmak tizere
d(Tx,Ty) < k[d(x,Tx) + d(y,Ty)]

ile degistirilerek verilmistir. Takiben Chatterjea k € [0, (1/2)) olmak Ulzere
d(Tx,Ty) < k[d(x,Ty) + d(y, Tx)]

bliziilme sart1 ile yeni bir sabit nokta teoremini ispatlamistir.

Bu ii¢ bagimsiz sart kullanilarak, bazi arastirmacilar ¢esitli genellestirmeler

yapmuglardir. Zamfirescu 1972 yilinda  Banach, Kannan ve Chatterjea tipli

bliziilmeleri birlestirerek asagidaki teoremi vermistir:



"(X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in a €
[0,1),b,c € [0,(1/2)) olmak Uzere dyle a, b, c reel sayilar1 vardir ki asagidakilerden

en az biri saglanir ise T bir tek sabit noktaya sahiptir.

- d(Tx,Ty) < ad(x,y),
- d(Tx,Ty) < b[d(x,Tx) + d(y,Ty)],
- d(Tx,Ty) < k[d(x,Ty) + d(y, Tx)]."

Yukarida bahsedilen biiziilmelerde esitsizliklerin sag tarafindaki katsay1 veya
katsayilar toplam1 1'den kiigiiktiir. Fakat simdi, verecegimiz biiziilmede bu katsayinin
veya katsayilar toplaminin 1 veya 1'den biiyiik olabilecegini gorecegiz. Bu biiziilme
2003 yilinda Vasile Berinde tarafindan her x,y € X i¢in § € [0,1) ve L > 0 olmak

Uuzere
d(Tx,Ty) < éd(x,y) + Ld(y,Tx)
ile tanimlanmis ve hemen hemen biiziilme ad1 verilmistir.

Daha sonra Berinde her Banach, Kannan, Chatterjea ve Zamfirescu doniisiimlerinin

birer hemen hemen biizlilme doniisiimii oldugunu gostermistir.

1983 yilinda 1. A. Rus kiyaslama fonksiyonu kullanarak Banach Biiziilme
Prensibinin bir bagka genellestirmesini vermistir. Bu genellestirmeye gore ¢, R* —

R* bir kiyaslama fonksiyonu ve her x,y € X icin T dontisiimii

d(Tx, Ty) = ¢(d(x,¥))
sartin1 saglamak lizere, tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ispatlanmaistir.

2004 yilinda Berinde, ¢: R* - R* monoton artan, her t € R* i¢in lim ¢"(t) =0
n—->0oo

sartlarini saglayan kiyaslama fonksiyonu olmak iizere asagidaki genellestirilmis sabit

nokta teoremini ispatlamigtir.



"(X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X, ¢ —kiyaslama fonksiyonu ile bir hemen
hemen biiziilme doniisiimii olsun. Yani ¢p: R* - R* bir kiyaslama fonksiyonu olmak

uzere her x,y € X icin

d(Tx,Ty) < ¢(d(x,y)) + Ld(x,Ty)

olacak sekilde L > 0 var olsun. Bu durumda T bir z € X sabit noktasina sahiptir."

Banach Biizlilme Prensibinin en dikkat ¢ekici genellestirmesi 2012 yilinda
Wardowski tarafindan F —biizilme kavrami tanimlanarak verilmistir. Bu
genellestirmede Wardowski, tam metrik uzaylarda F —biiziilme donilisiimlerinin bir

tek sabit noktaya sahip oldugunu gostermistir.

Diger taraftan 1969 yilinda Nadler Banach Biiziilme Prensibini kiime degerli
dontistimler i¢in Hausdorff metrigini kullanarak tam metrik uzaylar tizerinde ¢alismis
ve bu tip biiziilme doéniisiimlerinin sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamistir. Bu
sonuctan esinlenerek 6zellikle son yillarda, kiime degerli biiziilmeler ile bir¢ok sabit
nokta teoremi verilmistir. Elde edilen bu teoremlerin 1s18inda S. Reich tarafindan

asagidaki problem formiilize edilmistir.

“(X,d) bir tam metrik uzay ve T: X - CB(X), her x,y € X,x # y ve a: (0,00) —
[0,1)

limsup a(s) < 1,Vt € (0, )

s—ot*

olmak Uzere

H(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y)

sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda T bir sabit noktaya sahip midir? Bu

problemin ilk kismi cevabi Reich tarafindan verilmis, daha sonra ise ikinci cevap



a:(0,00) = [0,1), limsup a(s) < 1,Vt € [0, )

s—t*

sartin1 saglamasi durumunda Mizoguchi ve Takahashi tarafindan verilmistir. 2007
yilinda ise M. Berinde ve V. Berinde kiime degerli hemen hemen biiziilme kavramini
tanimlayarak tam metrik uzaylarda bu tip doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri

ispatlamiglardir.

Sabit nokta teori ve graf teori birlestirilerek Echenique Tarski sabit nokta teoreminin
ispatin1 vermistir. 2006 yilinda ise Espinola and Kirk sabit nokta sonuglarindan
bazilarini graf teoriye uygulamislardir. Yakin zamanda ise J. Jachymski tek degerli
doniistimler i¢in Beg, Butt and Radojevic de kiime degerli doniistimler igin graf ile

donatilmig metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ispatlamiglardir.

Tezimizin ilk kisminda kiime degerli doniisiimler i¢in Nadler sabit nokta teoreminin
genellestirmelerini Hausdorff metrik ve A4 —metrikimsi fonksiyonunu kullanarak
verecegiz. ikinci kisimda ise graf ile donatilmis metrik uzaylarda F —biiziilme ve
hemen hemen biiziilme kavramlarin1 kullanarak yeni sabit nokta teoremleri
ispatlayacagiz. Ayrica verecegimiz Orneklerle grafin biiziilme sart1 tizerindeki

etkisini gosterecegiz.

1.1. Kaynak ozetleri

Metrik uzay, topolojik uzay ve fonksiyonel analiz ile ilgili temel kavramlar icin M.
Kocak’in “Genel Topolojiye Giris ve Coziimlii Alistirmalar” adli kitabr ile Y.
Soykan’in “Fonksiyonel Analiz” adli kitab1 kullanilmistir (1,2). Graf teori ile ilgili
temel kavramlar i¢in R. Johnsonbaugh, “Discrete mathematics” adli kitabindan
yararlanilmistir. Sabit nokta teorinin tarihi literatiir bilgisi i¢in S. Banach’in “Sur les
operations dans les ensembles abstraits et leur applications aux equations integrales”
adli makalesinden, R. Kannan’ nin “Some results on fixed points” adli makalesinden,
S. K. Chatterjea’nin “Fixed point theorems” adli makalesinden, T. Zamfirescu’ nun
“Fixed point theorems in metric spaces” adli makalesinden, V. Berinde’ nin
“Approximating fixed points of weak ¢-contractions using the Picard iteration” adli

makalesinden, 1.A. Rus’un “Generalized Contractions ile On the approximation of



fixed points of weak ¢-contractive operators” adli makalelerinden yararlanilmustir.
Kiime degerli sabit nokta teori ile ilgili literatiir bilgisi i¢in ise D. Wardowski’nin
“Fixed points of a new type of contractive mappings in complete metric spaces” adli
makalesinden, S. B. Nadler’ in “Multi-valued contraction mappings” adli
makalesinden, S. Reich’in “Fixed points of contractive functions” ile “Some fixed
point problems” adli makalelerinden, N. Mizoguchi ve W. Takahashi’nin “Fixed
point theorems for multivalued mappings on complete metric spaces” adl
makalesinden, M. Berinde ve V. Berinde’nin “On a general class of multi-valued
weakly Picard mappings” adli makalesinden yararlanismistir. Ayrica yine bu
boliimde B. Fisher’in “Common fixed points of mappings and set-valued mappings”,
“Fixed points for set-valued mappings on metric spaces” , “Set-valued mappings on
metric spaces” ve “Common fixed points of set-valued mappings” adli

makalelerinden yararlanilmistir.

Yine graf teorinin tarihsel gelisimi ile ilgili F. Echenique’ nin “A short and
constructive proof of Tarski's fixed-point theorem” adli makalesinden, R. Espinola
ve W.A. Kirk’in “Fixed point theorems in R-trees with applications to graph theory”
adl1 makalesinden, J. Jachymski’nin “The contraction principle for mappings on a
complete metric space with a graph” adli makalesinden, I. Beg, A.R. Butt ve S.
Radojevi¢,’in “The contraction principle for set valued mapping on a metric space

with a graph” adli makalesinden yararlanilmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde tez boyunca sikca kullanacagimiz bazi temel tanimlar ve topolojik

kavramlar1 verecegiz.

Tanim 2.1 X bos olmayan bir kiime olmak {izere asagidaki sartlar1 saglayan
d: X x X — Rt fonksiyonuna bir metrik, (X,d) ikilisine de bir metrik uzay
denir.

a) d(z,y) = 0 ancak ve ancak = =y,

b) Her z,y € X icin d(x,y) = d(y, x),

c) Her z,y,z € X icin d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Tanim 2.2 (X, d) bir metrik uzay, o € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.
B(zg,r) ={z € X : d(xg,x) < r}
kiimesine xy merkezli r yaricaph acik yuvar,
D(zg,r) ={x € X : d(xo,z) <7}
kiimesine xy merkezli r yaricapl kapali yuvar,
S(zo,r) ={xr € X : d(xg,x) =1}
kiimesine zy merkezli r yarigapli yuvar ytiizeyi denir.
Tanim 2.3 (X, d) bir metrik uzay ve U, X’ in bog olmayan bir alt kiimesi olsun.

Eger her z € U i¢in B(z,r) C U olacak sekilde bir r» > 0 sayis1 varsa U kiimesine

acik kiime denir. Eger U¢ = X\U kiimesi agik ise U kiimesine kapali kiime denir.

Onerme 2.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde agagidaki ifadeler dogrudur.
a) (X, d) uzayindaki her agik yuvar agik bir kiimedir.

b) (X, d) uzaymdaki her kapali yuvar kapal bir kiimedir.
6



Tanim 2.4 X bos olmayan bir kiime ve 7, X’ in alt kiimelerinin bir siifi olsun.
Eger 7 smifi, asagidaki sartlar1 sagliyor ise 7 sinifina X {izerinde bir topoloji ve
(X, 7) ikilisine de bir topolojik uzay denir.

a) ), X €,

b) 7’ ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti 7’ ya ait,

¢) T’ ya ait keyfi sayidaki elemanlarim birlegimi 7’ ya aittir.

Tanim 2.5 (X, 7) bir topolojik uzay ve 5 C 7 olsun. Eger 7'nun her eleman
£ nin bazi elemanlarinin birlegimi olarak yazilabiliyorsa (’ya 7 topolojisi i¢in bir

taban (baz) denir.

Tanim 2.6 Bir (X, 7) topolojik uzayinda 7'nun elemanlarina agik kiimeler denir.
A C X igin A¢ = X\ A kiimesi agik ise A kiimesine kapali kiime denir. A kiimesini
kapsayan tiim kapali kiimelerin arakesitine A'nin kapanisi denir ve A ile goster-
ilir. A kiimesinin kapsadigr tiim acik kiimelerin birlegimide ise A kiimesinin igi
denir ve A° ile gosterilir. Bir x € X noktasini igeren her G agik kiimesi igin
(G\ {z})NA # () ise x € X noktasina A’nin bir yigilma noktasi denir. A’nin tiim

yigilma noktalarinin kiimesi A’ ile gosterilir.

Tanim 2.7 (X, 1) bir topolojik uzay, {z,} C X bir dizi ve x € X olsun. Eger
x € G olacak gekildeki her G agik kiimesi i¢in, n > ng oldugunda z,, € G olacak
sekilde bir ng € N varsa {z,,} dizisi x € X noktasina yakinsar denir ve bu durum

lim,, . z, = x ya da kisaca x,, — x seklinde gosterilir.

Tanim 2.8 (X, 71) ve (Y, 72) topolojik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon ve
x € X olsun. Eger f(z) € V olacak sekildeki her V € 15 igin x € U ve f(U) CV
olacak sekilde bir U € 7, varsa f fonksiyonuna x € X noktasinda siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu X’ in her noktasinda siirekli ise f’ye bir siirekli fonksiyon denir.

Tanim 2.9 (X, 71) ve (Y, 73) iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon

7



yinda {f(x,)} dizisi f(x) noktasna yakinsiyorsa f fonksiyonuna x noktasinda
dizisel siireklidir denir. f fonksiyonu X’inbn her noktasinda dizisel siirekli ise f’

ye X'nde dizisel siireklidir veya kisaca dizisel siirekli denir.

Uyar1 2.1 Her siirekli fonksiyon dizisel siireklidir, fakat genelde tersi dogru
degildir. Ancak, metrik uzaylarda siireklilik ve dizisel siireklilik kavramlar: bir-

birine denktir.
Tanmim 2.10 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve A, B C X olsun. Bu durumda
D(A,B) =inf{d(a,b) :a € A,b € B}

degerine A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik,

D(xz,A) = inf{d(z,a) : a € A}
degerine x noktasinin A kiimesine uzakhgi,

d(A) =sup{d(a,b) : a,b € A}
degerine A kiimesinin gap: denir. Eger d(A) < oo ise A kiimesine smurh kiime,
d(A) = 0o ise A kiimesine sinirsiz kiime denir.
Tanim 2.11 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

74 ={U C X : U kiimesi (X,d) uzaymnda agk}

sinifi X iizerinde bir topolojidir. X iizerindeki bu 7, topolojisine metrik topolo-
jisi veya d metriginin iirettigi topoloji denir. (X, 7,4) ikilisine de metrik topolojik

uzay denir.

Tamim 2.12 (X,d) bir metrik uzay, {z,} terimleri X’ de olan bir dizi olsun.
Eger, her ¢ > 0 igin bir ny € N sayis;, n > ng ozelligindeki her n € N icin
x, € B(x,¢) olacak sekilde varsa {x,} dizisine x € X noktasina yakisiyor denir.
Bu durum z, — x veya lim,,_,., x, = z ile gosterilir. x noktasina {z,} dizisinin

limiti ada verilir.



Teorem 2.1 Metrik uzayda yakinsak her dizinin limiti tektir.

Tanim 2.13 (X, d) bir metrik uzay, {z,}, X de bir dizi olsun. n; < ngiy

olmak tizere {x,, } dizisine {z,} dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 2.2 (X,d) bir metrik uzay olsun. {z,} dizisi yakinsak ise her {z,, }

alt dizisi de yakinsaktir ve ayn1 noktaya yakinsar.

Tamim 2.14 (X, d) bir metrik uzay, {x,,} X de bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
bir ng € N sayisi, m > n > ng 6zelligindeki her m, n € N igin d(z,, z,,) < € olacak
sekilde varsa {x,} dizine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X, d) metrik uzayimndaki
her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise bu uzaya tam metrik uzay

denir.

Teorem 2.3 Bir (X,d) metrik uzayinda yakinsak her {z,} dizisi bir Cauchy

dizisidir. Ayrica, her Cauchy dizisi sinirhidir.

Onerme 2.2 (X, d) bir metrik uzay, {z,} , X de bir dizi ve >.°° | d(z,,, Zp11) < 00

olsun. Bu durumda {z,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

Tanim 2.15 (X, d) ve (Y, e) metrik uzaylar, f : (X,d) — (Y, e) bir fonksiyon
ve g € X olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in f(B(zo,d)) C B(f(zo),e) olacak sek-
ilde bir 6 > 0 varsa, diger bir deyigle her ¢ > 0 i¢in d(xg,z) < § oldugunda
e(f(xo), f(z)) < e olacak gekilde bir § > 0 sayis1 varsa f fonksiyonu xy nok-
tasinda stireklidir denir. Eger f fonksiyonu X’ in her noktasinda siirekli ise f’ ye

bir siirekli fonksiyon denir.

Tanim 2.16 (X,d) bir metrik uzay, x € X ve A, X' in bir alt kiimesi olsun.

Eger, her ¢ > 0 icin

(B(z,e)\{z})NA#0
9



oluyorsa z € X noktasia A’ nin bir yigilma noktasidir denir. A’ nin tiim yigilma
noktalarmin kiimesi A’ ile gosterilir. AU A’ kiimesine A’ nin kapanigi denir ve A

ile gosterilir.

Onerme 2.3 (X,d) metrik uzay ve A, X’ in bir alt kiimesi ve z, A’ nin bir
yigilma noktasi olsun. Bu durumda her bir B(x,¢) agik yuvari A’ nin sonsuz

sayida elemanini icerir.

Teorem 2.4 (X, d) metrik uzay ve A, X’ in bir alt kiimesi olsun. Bu durumda bir
x noktast A’ min bir yigilma noktasidir ancak ve ancak x, — z olacak sekilde A

kiimesinden x den farkh xq, x5, 23, -+, x,, - elemanlarini segmek miimkiindiir.

Teorem 2.5 (X,d) bir metrik uzay ve A, X’ in bir alt kiimesi olsun. z € A

dir ancak ve ancak x,, — x olacak sekilde A i¢inde bir {x,} dizisi vardir.

Uyar1 2.2 (X, 7) topolojik uzayinda x € A iken x,, — x olacak sekilde A icinde

bir {z,} dizisi bulunmayabilir. Ornegin,

7 ={U CR:R\U sayilabilir} U {0}

olmak iizere (R, 7) sayilabilir tiimleyenler uzayim goz oniine alalim. 2 € (0,1)

olmasima ragmen (0,1)" de 2 noktasima yakimsayan hicbir dizi yoktur.

Sonug 2.1 (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Bu durumda A kapalidir

ancak ve ancak A’ daki yakinsak her dizinin limiti A dadur.

Teorem 2.6 (X,d) bir metrik uzay ve A, X’ in bir alt kiimesi olsun. = € A
dir ancak ve ancak her ¢ > 0 i¢in B(z,e) N A # () dur.

Teorem 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve A, X’ in bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

r € A dir ancak ve ancak D(z, A) = 0 dir.

Sonug 2.2 (X,d) bir metrik uzay ve A, X’ in kapali bir alt kiimesi olsun.
10



D(z,A) = 0 dir ancak ve ancak x € A dir.

Tanim 2.17 Bir (X, 7) topolojik uzaymda acik kiimelerin bir ailesi {G; : i € I}
olsun. Eger A C X i¢in
Acla

icl

oluyorsa {G;:i € I} ailesine A kiimesinin bir agik ortiisii denir. Eger, acik

ortiiniin
Acl]aG,
k=1
olacak bigimde bir {G};, : k =1,2,--- ,n} alt ailesi var ise, bu aileye A kiimesinin

sonlu bir alt ortiisii denir.

Tamim 2.18 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A kiimesinin
her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa A kiimesine kompakt kiime denir.
Eger, X kompakt bir kiime ise (X, 7) topolojik uzayma kompakt topolojik uzay

denir.

Teorem 2.8 Bir (X, 7) kompakt topolojik uzaymin kapal her alt kiimesi de
kompaktir.

Tanim 2.19 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X’ in farkli her nokta ¢iftini igeren

ayrik agik kiimeler varsa (X, 7) topolojik uzayma Hausdorff uzay denir.

Teorem 2.9 Bir (X, 7) Hausdorff uzayimin kompakt her alt kiimesi kapalidir.

Teorem 2.10 (X, 7) bir topolojik uzay, A, X’ in bog olmayan kompakt bir alt
kiimesi olsun. Eger f : A — R siirekli ise f(a) = sup f(A) ve f(b) = inf f(A)
olacak sekilde a,b € A vardir.

Teorem 2.11 Bir (X,d) metrik uzayr kompakttir ancak ve ancak bu uzayda

her dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

11



Teorem 2.12 (X, d) metrik uzay ve A ile B, X’ in bog olmayan alt kiimeleri
olsun. Eger A kompakt ise D(A, B) = D(p, B) olacak sekilde bir p € A noktasi

vardir.

Sonug 2.3 (X, d) bir metrik uzay, * € X ve A, X’ in kompakt bir alt kiimesi

olsun. Bu durumda

d(xz,a) = D(z, A)

olacak sekilde bir a € A vardir.

2.2. Kiime Degerli Doniigsiimler, Hausdorff Metrigi ve A—Metrikimsi

Fonksiyonu

Bu boéliimde kiime degerli doniigiim, kiime degerli doniisiimiin sabit noktasi, iist-
ten ve alttan yar siireklilik kavramlar verilecektir. Ayrica Hausdorff metrigi ve

A— metrikimsi fonksiyonu kavramlar: ve baz 6zellikleri incelenecektir.

Tanmim 2.20 X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. 77 C X x Y ise 77 ye X’
den Y’ ye bir kiime degerli (g¢ogul degerli) dontigiim denir. 7' : X — P(Y)
ile gosterilir. Burada P(Y'), Y nin bosg olmayan tiim alt kiimelerinin smifidir.

T:X — P(Y) kiime degerli doniistimiiniin tersi
(@y) €T e (yz) T

seklinde tanimlanir. 7', X’ den Y’ ye bir kiime degerli doniigiim ve x € X olsun.

T’ nin x noktasindaki goriintiisii
Ter={yeY:(x,y) €T}

kiimesidir. Yine A C X i¢in T (A) = U Tz kiimesi A’ nin T kiime degerli

€A
doniisiim altindaki goriintiisiidiir. Ayrica,

UT:B:{yEY:T_l(y)ﬂA%@}

TEA

12



dir. Gergekten,

uw € T(A)= U Tx
x€A
dJre Aiginu € Tx
dr € Aigin (z,u) €T
Jr € Aicin z € T ! (u)

T ' u)ynA#(

A

ue{yeY : T ' (y)NnA+#0}

bulunur. B CY icin

T (B)=JT )

yeB

kiimesine B’ nin 7! altindaki goriintiisii (veya T altindaki ters goriintiisii) denir.

Benzer gekilde

UT ') ={zreX:TenB#0}

yEB
oldugu gosterilebilir.
Tanim 2.21 7 : X — P(X) doniistimii i¢in xy € Txy olacak gekilde xg € X
varsa bu noktaya 7" nin sabit noktasi denir. 7' doniistimiiniin sabit noktalarinin
kiimesi F'(7T) ile gosterilir. Yani
FT)={reX:zeTx}

dir.

Ornek 2.1 X = [0, 1] olmak tizere T : X — P(X) doniigiimii

{1} , 0<z<g
Tx =4 [0,1] , r=13
0,1—2] , <2<l



ile amimlansin. O halde

TO)={1} , T3 =1[04]
Tz)=0.1 ., T((5 ) =01

(0,5 ={1} , T(2, %) =[0.1)

oldugu goriilebilir. Burada § € T4 = [0,1] oldugundan 3, 7” nin bir sabit nok-

tasidir.

Tanim 2.22 X ve Y iki topolojik uzay ve T' : X — P(Y) bir kiime degerli
doniisiim olsun. Eger Y’ deki her kapali kiimenin ters goriintiisii X’ de kapal
oluyorsa, 7" ye {istten yari stirekli, Y’ deki her acik kiimenin ters goriintiisii X’ de
acik ise T” ye alttan yar1 siirekli doniigiim denir. Eger bir kiime degerli doniistim

hem alttan hem de iistten yar1 siirekli ise bu doniigiime siireklidir denir.

Ornek 2.2 T: [0,1] — P([0,1])

{3} , 0<z<j
=g 4=
NONNEETES

seklinde tanimlansin. Bu durumda 7" doniisiimii iistten yari siireklidir ancak alt-
tan yari siirekli degildir. Ciinkii V' = (i, %) acik kiimesi icin 771 (V) = {%}
olup acik degildir. Burada dikkat edelim ki her kapali kiimenin ters goriintiisii de

kapalidir.

Ornek 2.3 T : R — P(R) doniisiimii

{0} , T#0



seklinde tanimlansin. Bu durumda 7' doniistimii {istten yar siireklidir ancak

alttan yar siirekli degildir. K kapali kiimesi icin

;

R , 0ekK

THK)=} {0} , 0¢ Kve KN[-1,1] £0

O , Kn[-1,1]=10

oldugundan 7' doniigiimii iistten yari siireklidir. Ancak U = (%,2) acigl icin

T~ (U) = {0} olup agik degildir. O halde T doniisiimii alttan yar siirekli degildir.

Ornek 2.4 T : R — P(R) doniigiimii

[-1,1] , z#0
Tr =

{0} , ©=20

seklinde tanimlansin. Bu durumda 7' doniisiimii alttan yar1 stireklidir ancak tist-
ten yari siirekli degildir. Bu doniigiimde bir agik kiimenin ters goriintiisii ya
R\ {0} ya R ya da () dur. Dolayisiyla T déniistimii alttan yar1 siireklidir. Ancak,
K = [%, 2} kapal kiimesi igin 7! (K) = R\ {0} olup kapal degildir. O halde T

doniigiimii tistten yari siirekli degildir.

(X, d) bir metrik uzay ve K(X), X’ in bog olmayan tiim kompakt alt kiimelerin
smifi, CB(X), X’ in bosg olmayan tiim kapali ve sinirh alt kiimelerin simfi, C'(X),
X’ in bog olmayan tiim kapali alt kiimelerin siifi ve B(X), X’ in bog olmayan
tiim smurh alt kiimelerin simifi olsun. Bu durumda K(X) C CB(X) C C(X) ve
K(X) CCB(X) C B(X) oldugu aciktir. A, B € P(X) igin

6(A,B) = Sup {D(z,B)} = Sup inf d(z,y)

ve

H(A,B) = maks{6(A,B),5(B,A)}

= maks {sup inf d(z,y),sup inf d(z, y)}

zcAYEB zeB YEA
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ile tanimlanair.

Ornek 2.5 X = R kiimesini aligilnig metrik ile géz oniine alahm. A = [1,2]

ve B = [4, 00) kiimeleri i¢in
d(A,B) =3, 0(B,A) =0
oldugundan
H(A,B) = maks{6(A,B),6(B,A)} = o0

bulunur. ¢’ nin simetrik olmadigi buradan goriilebilir. Yani genelde 0(A, B) #
d(B,A) dir. Ayrica, 6 ve H 1 P(X) x P(X) iizerinde tanimh reel degerli fonksi

yonlar olmadigr da goriilmektedir.

Uyar1 2.1 Eger A ve B kiimeleri (X,d) metrik uzaymin smirh alt kiimeleri
ise 0(A, B), 6(B, A) ve H(A, B) birer reel sayidir. O halde § ve H, B(X) x B(X)

iizerinde taniml reel degerli fonksiyonlardir.

Ornek 2.6 X = R kiimesi alisilmig metrik ile goz éniine alahm. A = [2,4]
ve B = (2,4) kiimeleri igin

5(A,B) = 6(B,A) =0

oldugundan

H(A, B) = maks{6(A,B),0(B,A)} =0

bulunur. Burada H(A, B) = 0 olmasma ragmen A # B dir. Yani H : B(X) x
B(X) — R fonksiyonu bir metrik degildir.

Teorem 2.13 (X, d) bir metrik uzay, A, B € P(X) olsun. Bu durumda
H(A,B) =sup{|D(x,A) — D(x,B)| : xz € X}

dir.

Ispat Her € X ve her b € B icin

D(xz, A) <d(xz,b) 4+ D(b, A)
16



yazilabilir. D(b, A) < H(A, B) oldugundan
D(xz,A) <d(z,b)+ H(A, B)
olup bu esitsizlik her b € B icin de gegerlidir. Dolayisiyla
D(z,A) < D(z,B) + H(A, B)

veya

D(z,A) — D(z,B) < H(A, B)
yazilabilir. Benzer sekilde

D(z,B) — D(x,A) < H(A, B)
elde edilir. Bu durumda her x € X igin

|D(z, B) — D(z,A)| < H(A, B)
olur ki buradan

sup |D(z, A) — D(z, B)| < H(A, B)

zeX

elde edilir. Diger taraftan

d(B,A) = sup{D(,A):be B}

sup{D(b,A) — D(b,B) : b€ B}

IN

sup{D(z,A) — D(z,B) : z € X}

IA

sup{|D(z,A) — D(z,B)|: x € X}
olur. Benzer sekilde

d(A,B) <sup{|D(z,A) — D(x,B)| :x € X}
oldugu gosterilebilir. Bu durumda

H(A,B) = maks{d(A,B),6(B,A)}
< sup{|D(z,A) — D(z,B)|:xz € X}

bulunur. O halde (2.1) ve (2.2) den istenilen esitlik elde edilir.

17
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Uyar1 2.2 A ve B, reel sayilarin bog kiimeden farkl tistten sinirh iki alt kiimesi

olsun. Bu durumda
sup (AU B) = maks {sup A, sup B}

dir. Gergekten

ACAUB = supA<sup(AUB)

ve

BCAUB = supB <sup(AUB)

oldugundan

maks {sup A,sup B} < sup (AU B) (2.3)

elde edilir. Simdi z € AUB olsun. Bu durumda x € A veya x € B dir. Dolayisiyla

x < sup A veya r < sup B dir. Buradan ise
x < maks {sup A, sup B}
elde edilir. Boylece
sup (AU B) < maks {sup A, sup B} (2.4)

olur. O halde (2.3) ve (2.4) den istenilen esitlik elde edilir.
Agagidaki onermede 0’ min bazi 6zellikleri incelenmistir.

Onerme 2.4 (X,d) bir metrik uzay ve A, B,C € B(X) olsun. Bu durumda
agagidaki ozellikler saglanir.

a) (A,B)=0< ACB

b) BCC=6(A,C)<i(A B)

c) (AU B,C) =maks{0(A,C),6(B,C)}

d) 0(A,B) <0(A,C)+46(C, B).

Ispat A, B,C € B(X) olsun.
18



0(A,B)=0 sup{D(z,B)} =0

€A

her x € Aigin D(z,B) =0

her x € Aicin x € B

r ¢ 0

ACB

b) B C C olsun. Her z € X i¢in D(z,C) < D(z, B) dir. Bu durumda her x € A
icin de D(z,C) < D(x, B) esitsizligi saglandigindan 6(A, C') < §(A, B) elde edilir.

¢) Uyar 2.2 gbz 6niine alinirsa

J(AUuB,C) = sup {D(z,C)}

r€AUB

T€EA

= maks {Sup {D(z,0)}, g {D(x, C)}}

elde edilir.

d) a € A,b € B ve c € C olsun. Bu durumda

d(a,b) < d(a,c)+d(c,b)

olur. Burada b € B iizerinden infimum alimirsa

D(a,B) < d(a,c)+ D(c, B)

elde edilir. D(¢, B) < §(C, B) oldugundan

D(a, B) < d(a,c)+6(C,B)

olur. Son esitsizlikte ¢ € C' iizerinden infimum alinirsa

D(a,B) < D(a,C) +6(C, B)

olur. Yine D(a,C) < §(A, C) oldugundan

D(a, B) < 6(A,C) +6(C, B)
19



olur. Boylece a € A iizerinden supremum alinirsa

(A, B) < 5(A,C) + 6(C, B)

elde edilir.

Uyar1 2.3 Onerme 2.1 de B kiimesi kapal ise
J(A,B)=0&< ACB

ifadesinin dogru oldugu asikardir.

Onerme 2.5 (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda H, CB(X) iizerinde

bir metriktir.

Ispat I’ m CB(X) x CB(X) iizerinde tanimimli bir reel degerli fonksiyon oldugu
agiktir. Ayrica tamimdan

H(A,B)=H(B,A)
dir. Simdi A, B € CB(X) olsun. Bu durumda

H(A,B)=0 < maks{6(A,B),6(B,A)} =0
< 0(A,B)=0ved(B,A)=0
& ACBveBCA
& A=DB

bulunur. Son olarak a,b,¢,d € [0, 00) igin
maks{a+b,c+ d} < maks{a,c}+ maks{b,d}

ozelligini kullanarak A, B,C' € CB(X) i¢in

H(A,B) maks {0(A, B),d(B,A)}

IN

maks{§(A,C) +0(C,B),d(B,C) +(C,A)}

IN

maks {3(A,C),6(C, A)} + maks {6(B,C),(C, B)}

H(A,C)+ H(C, B)
20



elde edilir. Yani H : CB(X) x CB(X) — R bir metriktir. Bu metrige Hausdorff

metrigi denir.

Hausdorff metriginin d’ ye bagh oldugu asagidaki oérnekle gosterilebilir. Ayrica,
eger (X,d) tam metrik uzay ise (CB(X), H) ve (K(X), H) metrik uzaylar da

tamdir.

Ornek 2.7 X = R iizerinde d; (v, y) = |z — y| ve

L, z#y
0, z=y

d2(£7 y) =

metriklerini goz oniine alalim. Bu durumda A = [0,1], B = [3, 5] kiimeleri i¢in
H,(A,B) =4 ve Hy(A, B) =1 olur. Burada dikkat edelim ki her iki kiime de d;

ve dy metrigine gore kapali ve sinirhdir.

Lemma 2.1 A, B € CB(X) ve a € A olsun. Bu durumda her € > 0 igin
d(a,b) < H(A,B) +¢
olacak sekilde bir b € B vardir.

Ispat a € A icin
D(a,B) = inf {d(a,y) : y € B}

olur. Infimumun tanimindan her £ > 0 icin
d(a,b) < D(a,B) +¢
olacak gekilde bir b € B vardir. Diger taraftan
D(a,B) <0(A,B) < H(A, B)
oldugundan her € > 0 i¢in
d(a,b) < H(A,B)+¢

olacak sekilde bir b € B vardir.
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Lemma 2.1 ’i agagidaki gibi de ifade edebiliriz.

Lemma 2.2 A, B € CB(X) ve a € A olsun. Bu durumda her ¢ > 1 igin
d(a,b) < qH(A, B)

olacak sekilde bir b € B vardir.

Ispat Eger H (A,B) = 0ise A = B dir. Bu durumda b, a olarak alinirsa her
q > 1 igin
d(a,b) < qH(A, B)

olacak bicimde bir b € B vardir. Simdi H(A, B) > 0 olsun. Bu durumda
e=(q—-1)H(AB)>0
olarak secilirse Lemma 2.1 geregince her ¢ > 1 igin

d(a,b) < H(A,B)+e
= H(A,B)+(¢—1)H(A, B)
= qH<A7B)

olacak sekilde bir b € B vardir.

Onerme 2.6 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her A, B,C, D € CB(X) icin
H(AUB,CUD) <maks{H(A,C),H(B,D)}

esitsizligi saglanir.

Ispat Onerme 2.4 dikkate alinirsa
6(A1 U AQ, Bl) = maks {5(/11, Bl), 5(A2, Bl)}
oldugundan

(AU B,CUD)=maks{06(A,CUD),é(B,CUD)}
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yazabiliriz. Yine

B; C Al U A2 = 5(141 U Ag) < 5<B1)

ozelliginden

J(AUB,CUD) = maks{d(A,CUD),0(B,CUD)}

IN

maks {6(A,C),5(B, D)}
< maks{H(A,C),H(B,D)}

olur. Benzer sekilde
J(CUD,AUB) <maks{H(A,C),H(B,D)}
oldugunu gosterebiliriz. Boylece H 1in tanimi geregi

HAUB,CUD) = maks{d(AUB,CUD),§(CUD,AUB)}
< maks{H(A,C),H(B,D)}

elde edilir.

Lemma 2.3 (X, d) bir metrik uzay ve 7' : X — CB(X) kiime degerli doniigiim

ve z € X olsun. Bu durumda her z € X icin
D(2,Tz) < d(z,x) + D(z,Tz)

dir.

Ispat Her z € X icin

D(z,Tz) = inf{d(z,y):ye Tz}

+inf{d(x,y) :y € Tz}

= d(z,x

(

< inf{d(z,x) +d(z,y) :y € Tz}
)+
)

= d(z,2)+ D(z,Tz)

elde edilir.
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Lemma 2.4 (X,d) bir metrik uzay, 7' : X — CB(X) kiime degerli doniigiim

ve z € X olsun. Bu durumda her z € X icin
D(2,Tz) < D(z,Tx)+ H(Tx,Tz)

dir.

Ispat Her v € X icin

D(z,Tz) < d(z,v) + D(v,T%2)
oldugundan her v € T'z icin de

D(z,Tz) <d(z,v)+ D(v,Tz)
esitsizligi saglanir. Ayrica

D(v,Tz) < H(Tz,T=z)
oldugundan her v € Tz igin
D(z,Tz) <d(z,v)+ H(Tx,Tz)

olur. v € Tz iizerinden infimum alinirsa istenilen elde edilir.

Tanim 2.23 (X, d) bir metrik uzay ve B(X), X’ in bos olmayan tiim kapali

alt kiimelerin simfi olsun. A, B € B(X) igin A metrikimsi fonksiyonu
A(A, B) =sup{d(a,b) :a € A,b e B}

ile tanimlanir.

Eger A = {a} ise bu durumda A(A, B) = A(a, B) dir. Ustelik B = {b} ise
A(A, B) = A(a,b) = d(a,b)
dir. Ayrica
A(A,B) = sup{d(a,b):a€ Abe B}

= sup{d(b,a):a € Abe B}

— A(B,A) >0
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ve her A, B,C € B(X) igin
A(A,B) < A(A,C) + A(C, B)

dir.

Tamim 2.24 {A4,}, B(X) iizerinde bir dizi olsun. {A,}, A C X kiimesine
yakinsaktir ancak ve ancak
a) a € Aolmasin € Nigin A,, de a, — a olacak sekilde bir {a,} dizisinin var ve

b) € > 0 i¢in Im € N vardir 6yle ki n > m igin

A, CA. ={r e X:d(z,a) <e,a€ A}

olmasidir.

Lemma 2.5 {A,} ve {B,}, B(X) iizerinde iki dizi ve (X,d) tam metrik uzay
olsun. Eger A, — A € B(X) ve B, — B € B(X) ise A(A4,, B,) — A(A, B).

Ispat € > 0 olsun. n > N iken
A(A,, B,) < A(A., B:)
= sup {d(a,,b/) a € ALb e Bg}

olacak bicimde N tamsayisi vardir. Ayrica hera' € A, veb' € B, icin d(a’,a) <

ve d(b',b) < ¢ olacak sekilde a € A ve b € B vardir. Boylece
d(a',b) < d(a,b) + 2
elde edilir. Buradan
A(A,, B,) < sup{d(a,b) :a € A;b€ B} +2e =A(A,B)+2¢ (2.5)
bulunur. Ayrica n > N’ iken her a € A,b € B icin a, € A,,b, € B, ve
d(a,ay,) <e,d(b,b,) < e
olacak bicimde N’ tamsayisi vardir ve

d(a,b) < d(an,b,)+2e
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saglanir. Boylece
A(A,B) = sup{d(a,b):a€ Abe B}
< sup{d(an,b,) : a, € A,,b, € B,} + 2¢

— A(A,, B,) +2¢ (2.6)

olup (2.5) ve (2.6) den istenilen elde edilir.

Lemma 2.6 Eger {A,}, (X,d) tam metrik uzaymimm bos olmayan simrh al-

tkiimelerinin bir dizisi ve bazi y € X icin A(A,,y) — 0 ise A,, — {y} dir.

Ayrica 1981 yilinda Fisher A—metrikimsi fonksiyonunu kullanarak agagidaki sabit

nokta teoremini ispatlamigtir.

Teorem 2.14 (X, d) tam metrik uzay ve T': X — B(X), her z,y € X i¢gin

d ) ) A ) T ) A ) T )
A(Tz,Ty) < emaks (#9), Az, T}, Aly, Ty) , 0<c<1

esitsizligi saglansin. Ayrica her A € B(X) igin TA € B(X) olsun. Bu durumda
T bir sabit noktaya sahiptir.

Tamim 2.25 (X, d) metrik uzay ve 7' : X — B(X) olsun. Eger {z,} C X — z

iken {Tx,} C B(X) — Tz ise T doniigiimii € X noktasinda siireklidir denir.

Lemma 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve T': X — P(X) e her 2 € X igin Tz kapali
olacak sekilde iistten yarisiirekli bir doniisiim olsun. Eger x,, — xg,y, — yove

Yn € T'x, ise yo € Txq dir.

2.3. Graf Teori

Bu boliimde graf teori hakkinda bazi temel bilgiler verilerek 6rneklendirmeler

yapilacaktir.

Tanim 2.26 X bos olmayan bir kiime ve A, X x X kartezyen carpim kiimesinin
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kosegeni olsun. V(G), elemanlart kogeler olan kosegen kiimesi, E(G) ise ke-
nar kiimesi olmak tizere X iizerinde bir graf G = (V(G), E(G)) ile tanimlanir.

Ornegin, G = (V(G), E(G)) olmak {izere

V={1,2,3,4,5} ve E ={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4)}

1 2
G:
®5
3 4

G = (V(G), E(Q)) bir graf olsun. |V|, G’ nin mertebesini |E| ise G’ nin biiyiik-

ile verilen graf

bi¢imindedir.

ligiinii gosterir. |V, grafdaki koge sayis1 ile |E| ise grafdaki kenar sayisi ile
C d
a b

ile verilen grafda |V| =4, |F| = 8 dir.

hesaplanir. Ornegin

Tanim 2.27 Eger bir kosegen ¢ifti arasinda birden fazla kenar var ise, bu ke-

narlar paralel kenar olarak adlandirilir. Ornegin,

27



ile verilen grafda e; ve e5 paralel kenarlardir.

Bir grafda baglangic ve bitig kosesi aym olan kenar loop yani dongii olarak ad-

landirihir. Ornegin

ile verilen grafda e; kenar:1 bir loop yani déngiidiir.

Tamim 2.28 G = (V(G), E(G)) ile verilen bir grafda eger hi¢ paralel kenar

veya dongii yoksa, bu grafa basit graf denir. Ornegin,

ile verilen G5 bir basit graftir.

Tanim 2.29 G = (V(G), E(Q)) ile verilen bir grafda eger paralel kenar varsa bu

grafa coklu graf denir. Ornegin,

t S

ile verilen graf bir ¢oklu graftir.

Tamim 2.30 G = (V(G), E(G)) ile verilen bir grafda eger paralel kenar ve dongii
28



varsa, bu grafa Pseudo graf denir. Ornegin,

t 5

bir Pseudo graftir.

Tamim 2.31 G = (V(G), E(G)) bir graf, z ve y de bu grafda herhangi iki kbgegen

olsun. x den y ye £ € N uzunlugunda bir yol
ro=x,x, =y ve (v;_1,2;) € E(G) , i€ {1,2,...,k}

ile olusturulan kosegenlerin sonlu bir {z,} dizisidir. Ornegin,

vy V2

V3

ile verilen grafda viv.vv3v4v5 bir yoldur.

Tamim 2.32 G = (V(G), E(G)) bir graf olsun. Eger grafdaki her kenar baz
agirliklara sahipse bu grafa agirlikli graf denir. Genelde bir kenarin agirhg iki

kose arasindaki uzaklik ile hesaplanir.

Tamim 2.33 G = (V(G), E(G)) bir yonlendirilmemis graf olsun. Eger herhangi

iki kogsegen arasinda bir yol varsa G ye baglantilidir denir. Ornegin

Vi




ile verilen graf baglantilidir.

Tamm 2.34 G, G den kenarlarm yonlendirilmesi ihmal edilerek elde edilen bir
yonlendirilmemis graf olsun. Eger G baglantil ise G ye zayif baglantihdir denir.

Ornegin,

ile verilen grafda yonlendirmeler ihmal edilirse, G5 zayif baglantilidir.

Tanim 2.35 G = (V(G), E(G)) bir yonlendirilmis graf olsun. a ve b herhangi
iki kogegen olmak iizere eger a dan b ye ve b den a ya bir yol varsa G ye kuvvetli

baglantilidir denir. Ornegin,

ile verilen graf kuvvetli baglantilidir.

G~ , G den elde edilen bir graf olup

E(G™Y) ={(z,y) € X x X : (y,x) € E(G)}
30



ile tamimlanmir. Bu tanimdan yola ¢ikarak G’ i kenarlar simetrik olan bir yon-

lendirilmis graf olarak kabul edebiliriz ve bunu
E(G) = E(G)UE(G™)

ile gosterebiliriz.

Tanmim 2.36 G bir graf olsun. Eger V' C V(G) , E' C E(G) ve (v,y) € E',z,y €
V' oluyorsa (E', V") ikilisine alt graf denir.Ornegin

[ vg

v V4

U5 V4

ile verilen graf icin
'[,'l
U] 1}7 U] [hs]
Uz o7 v V3
U3 us

Ug 4

vy Ug

Gi G2 g3

ile verilen G, G4, G3 birer alt grafdir.

Tamim 2.37 (X, d) bir metrik uzay, G = (V(G), E(G)) ,V(G) = X olacak bi
¢imde bir graf ve T': X — CB(X) bir doniigiim olsun. Eger

(z,y) € E(Q) iken tiim u € Tz ve v € Ty i¢in (u,v) € E(G)

oluyorsa T' ye graf koruyan ¢zelligine sahiptir denir.
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2.4. Hemen Hemen Biiziilme ve F-Biiziilme Doniisiimleri

Bu boliimde oncelikle Berinde tarafindan tanimlanan hemen hemen biiziilme
kavramimi verip yapilan sabit nokta teoremlerine deginecegiz. Daha sonra F'-
biiziilme kavramini, buna iligkin baz 6rnekleri ve yapilan bazi sabit nokta teo-

remlerini verecegiz.

Tanim 2.38 (X, d) bir metrik uzay ve 7' : X — X bir doniisiim olsun. Her
x,y € X icin
d(Tz,Ty) < dd(z,y) + Ld(y, Tx) (2.7)

olacak bigimde ¢ € [0,1) ve L > 0 varsa T’ ye hemen hemen biiziilme doniisiimii

denir.

Metrigin simetri 6zelliginden (2.7) esitsizligini
d(Txz,Ty) < éd(z,y) + Ld(z, Ty) (2.8)

bi¢iminde de yazabiliriz. O halde verilen bir 7" doniistimiiniin hemen hemen
biiztilme oldugunu gostermek igin (2.7) ve (2.8) esitsizliklerinin her ikisinin de

saglandigini gostermeliyiz.

Ornegin; T : [0,1] — [0,1]

Ty =

Qm?jrl , Q?E[

2

s ve L = 6 i¢in bir hemen hemen biiziilmedir.

ile tanimlanan 7" doniigiimii § =

Ayrica bu doniisiimiin sabit noktalar1 0 ve 1’ dir.

Teorem 2.15 (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir hemen hemen

biiziilme olsun. Yani her z,y € X i¢in

d(Tz,Ty) < dd(z,y) + Ld(y, Tx)
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olacak bigimde § € [0,1) ve L > 0 olsun. Bu durumda 7", X’ de bir sabit noktaya
sahiptir.Hemen hemen biiziilmelerde yukaridaki érnekte de goriildiigii gibi sabit
nokta tek olmayabilir. Bu tekligi saglamak icin hemen hemen biiziilme gartina

benzer bir ek sart ekleyerek tekligi garanti edebiliriz.

Teorem 2.16 (X,d) bir tam metrik uzay ve 7' : X — X bir hemen hemen

biiziilme olsun. Ayrica her z,y € X icin

d(Tz,Ty) < §,d(z,y) + Lyd(xz, Tx) (2.9)
olacak bic¢imde ¢, € [0,1) ve L, > 0 varsa T, X’ de bir tek sabit noktaya sahiptir.
2004 yilinda Berinde, ¢ : R — R* monoton artan, her ¢ € R" igin lim,, ... ¢"(t) =

0 sartini saglayan kiyaslama fonksiyonunu kullanarak lineer olmayan yeni tip bir

biiziilmeyi agagidaki gibi tanimlamistir.

Tanim 2.39 (X, d) bir metrik uwzay ve T : X — X bir doniigiim olsun. ¢ :

R* — R* bir kiyaslama fonksiyonu olmak iizere her z,y € X icin
d(Tx,Ty) < p(d(z,y)) + Ld(z, Ty)

olacak bi¢cimde L > 0 varsa 7" ye hemen hemen ¢—biiziilme déniigiimii denir.
Acgiktir ki, her hemen hemen biiziilme hemen hemen p—biiziilme déniistimiidiir.

Tanim 2.40 ¢ : Rt — R* monoton artan ve her t € R i¢in ) ¢"(¢) serisinin
n=0

yakinsak olma sartlarini saglarsa ¢ ye c—kiyaslama fonksiyonu denir.

Teorem 2.17 (X, d) bir tam metrik uzay ve 7' : X — X, c—kiyaslama fonksiyonu

ile bir hemen hemen biiziilme doniigiimii olsun. Yani her x,y € X icin
d(Tx, Ty) < p(d(z,y)) + Ld(z, Ty)

olacak bi¢cimde ¢ : RT — R* c¢c—kiyaslama fonksiyonu ve L > 0 var olsun. Bu

durumda 7" bir z € X sabit noktasina sahiptir.
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2007 yilinda Pacurar ve Berinde hemen hemen biiziilme kavramini kiime degerli

doniigiimler icin tanimlayip asagidaki sabit nokta teoremleri ispatlamiglardir.

Tanim 2.41 (X, d) bir metrik uzay ve T': X — P(X) kiime degerli bir doniigiim

olsun. Her z,y € X i¢in
H(Tz,Ty) < 0d(z,y) + LD(y, Tx) (2.10)

olacak bigimde § € [0,1) ve L > 0 varsa 1" ye kiime degerli hemen hemen biiziilme

doniisiimii denir.

T’ nin kiime degerli hemen hemen biiziilme oldugunu gostermek i¢in (2.10) nin
simetrigi olan

H(Tz,Ty) < 6d(z,y) + LD(z,Ty)

esitsizligininde saglandigini gosterilmelidir.

Teorem 2.18 (X, d) bir tam metrik uzay ve 7' : X — CB(X) kiime degerli
hemen hemen biiziilme olsun. Bu durumda

(i)Fiz(T) ={r € X :x € Fa} # 0

(ii) zo € X igin T nin xy noktasinda {z,}>° , orbiti vardir yle ki 7" nin u sabit
noktasina yakinsar ve agagidaki esitsizlikler h < 1 i¢in gecerlidir.

hn
d(xp,u) <

1_hd(9€0,w1),n:0,1,2,---
h
d(zn,u) < ﬁd(xn,l,xn),n:o,m,..-

Ayrica yine Pacurar ve Berinde bu sonucu (2.10) deki #d(z,y) terimi yerine,

k :]0,00) — [0, 1) olmak iizere, k(d(z,y))d(z,y) terimini alarak genigletmislerdir.

Teorem 2.19 (X,d) bir tam metrik uzay ve T': X — CB(X)’ e genellegtir-

ilmig (v, L)-hemen hemen biiziilme olsun.Yani her x,y € X i¢in

H(Tz,Ty) < a(d(z,y))d(z,y) + LD(y, T'z)
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olsun. Bu durumda T en az bir sabit noktaya sahiptir. Burada « : [0,00) — [0, 1)

her t € [0, 00) igin, limsup, . a(r) < 1 dir.

Sabit nokta teorinin en énemli sonuglarindan biri olan Banach sabit nokta teorem-
inin bir¢ok genellestirmesi yapilmigtir. Bunlardan biri de Wardowski tarafindan
F-biiziilme doniisiimii kullanilarak verilmistir. Bu boliimde F-biiziilme kavramini
ve bunun yardimiyla yapilan bazi sabit nokta teoremlerine deginecegiz.Oncelikle
kiime degerli Lipschitz doniisiimii, kiime degerli biiziilme doniisiimii kavramlarin
hatirlayip, bu tip doniigtimler icin sirasi ile Nadler ve Reich tarafindan verilen

sabit nokta teoremlerini inceleyelim.

Tamim 2.42 (X, d) bir metrik uzay ve 7' : X — CB(X) kiime degerli doniigiim

olsun. Eger her z,y € X igin
H(Tz,Ty) < Ld(z,y) (2.11)

olacak bicimde bir L > 0 sabiti varsa T' ye kiime degerli Lipschitz doniistimii
adi verilir. (2.11) esitsizligini saglayan L sayilarimin en kiigiigiine 7' nin Lip-
schitz sabiti denir ve k ile gosterilir. Eger £ < 1 ise T" ye kiime degerli biiziilme

doniisiimii, £ = 1 ise geniglemeyen doniisiim ad1 verilir.

Teorem 2.20 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — CB(X) bir kiime degerli

biiziilme doniigiimii olsun. Bu durumda 7', X’ de bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.21 (X,d) bir tam metrik uzay ve T' : X — CB(X) bir doniigiim

olsun. Her z,y € X igin
H(Tz,Ty) < aD(z, Tx) + bD(y,Ty) + cd(z, y)

olacak bicimde a+b+c < 1 6zelligine uygun negatif olmayan a, b ve ¢ reel sayilari

var olsun. Bu durumda 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Banach Biiziilme Prensibinin en dikkat cekici genellestirmesi 2012 yilinda War-

dowski tarafindan F-biiziilme kavramini tanimlanarak verilmistir. Bu genellegtirmede
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Wardowski, tam metrik uzaylarda F-biiziilme doniisiimlerinin bir tek sabit nok-
taya sahip oldugunu gostermistir. Simdi once F-biiziilme kavramini ve buna
iliskin baz1 6rnekleri verelim. Daha sonra bu biiziilme yardimiyla yapilan sabit

nokta teoremini inceleyelim.

F :(0,00) — R bir fonksiyon olsun.
F1 F kuvvetli artandir. Yani her o, 5 € (0,00) igin o < (3 iken F(a) < F(3) dur.
lim,, . F(a,) = —oo dir.
F3 lim, o+ o F(a) = 0 olacak bigimde bir k € (0,1) vardar.
F4inf A > 0 olacak bigimdeki tiim A C (0, 0o) kiimeleri igin F'(inf A) = inf F'(A)
dir.
F, (F1) — (F3) sartlarim saglayan tiim fonksiyonlarin, F* ise (F'1) — (F'4) sart-
larim saglayan tiim fonksiyonlarin birer ailesi olsun. Aciktir ki 7* C F dir.
Eger

Ina ,aa<l1

F(a) =
20 ,a>1

ile tanimlarsak, bu durumda F' € F\ F*.

Tanim 2.43 (X, d) bir metrik uzay, 7' : X — X bir doniigiim ve F' € F ol-
sun. Eger d(Tz, Ty) > 0 6zelligindeki her z,y € X igin

T+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,y)) (2.12)

olacak bicimde bir 7 > 0 varsa 7" ye bir F-biiziilme ad1 verilir.

Agagida F ailesine ait bazi ornekler verilmigtir. Bu ¢rnekler yardimiyla liter-
atiirde bulunan baz biiziilme doniistimlerinin bir F-biiziilme olduklar: goriilmek-

tedir.

Ornek 2.8 F} : (0,00) — R doniigiimii Fj(a) = In(a) ile tammlansin. Bu

durumda F; € F* C F oldugu aciktir. Eger T bir Fi-biiziilme ise d(Tx, Ty) > 0
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ozelligindeki her x,y € X icin
d(Tz,Ty) < e "d(z,y) (2.13)

esitsizligi saglanir. Ayrica d(Tx,Ty) = 0 olacak bigimdeki her z,y € X igin
(2.13) esitsizligi de saglanir. Boylece T' doniigiimii L = e~" sabiti ile birlikte bir
Lipschitz doniistimiidiir. L = e™7 < 1 oldugundan 7" bir biiziilme doniigtimiidiir.

Dolayisiyla her biiziilme bir F}-biiziilmedir.

Ornek 2.9 F, : (0,00) — R doniisiimii F(a) = o + In(a) seklinde tanim-
lansin. Bu durumda F, € F* C F oldugu aciktir. Eger T bir Fj-biiziilme ise
d(Tz,Ty) > 0 ozelligindeki her z,y € X igin
d(T(L’,Ty) ed(T:p,Ty)fd(x,y) <eT (214)
d(z,y)

esitsizligi saglanir.

Ornek 2.10 F; : (0,00) — R doniisiimii Fs(a) = —\/La seklinde tanimlansin. Bu
durumda F3 € F* C F oldugu aciktir. Eger T' bir Fj-biiziilme ise d(Tx, Ty) > 0
ozelligindeki her x,y € X icin

1

(14 7/d(z,y))?

d(Tz, Ty) < d(z,y)

esitsizligi saglanir.

Ornek 2.11 F, : (0,00) — R doniistimii Fy(a) = In(a?® + a) seklinde tanim-
lansin. Bu durumda F, € F* C F oldugu aciktir. Eger T bir F)-biiziilme ise
d(Tz,Ty) > 0 ozelligindeki her z,y € X igin

d(Tx, Ty)(d(Tz, Ty) + 1)
d(z,y)(d(z,y) + 1)

-7

<e

esitsizligi saglanir.

Uyar1 2.4 (F1) ve (2.12) esitsizliginden her F-biiziilme, bir biiziilebilir doniigtimdiir.
Yani, 7" bir F-biiziilme ise d(Tx, T'y) > 0 6zelligindeki her z,y € X i¢in d(Tz, Ty) <

d(x,y) saglanir. Bu yiizden her F-biiziilme déniigiimii siireklidir.
37



Uyar1 2.5 Hy, Hy € F olsun. Eger her o > 0 i¢in H; (o) < Hs(a) ve G = Hy— Hy
azalmayan bir doniisiim ise her H;-biiziilme bir H,-biiziilmedir. Gercekten Uyari
2.4 geregince d(T'z, Ty) > 0 ozelligindeki her =,y € X i¢in
G(d(Tz,Ty)) < G(d(x,y))
elde edilir. Bu durumda d(Tx,Ty) > 0 ozelligindeki her z,y € X i¢in
T4 Hy(d(Tx,Ty)) < 7+ Hi(d(Tz,Ty)) + G(d(Tz,Ty))

Hy(d(x, y))

IA

olur.

Simdi 2012 yilinda Wardowski tarafindan verilen teoremi ifade ve ispat edelim:

Teorem 2.22 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X doniigiimii F-biiziilme
olsun. Bu durumda 77 nin bir tek sabit noktas: vardir. Ustelik herhangi bir

xo € X icin {T"x0} dizisi 7" nin sabit noktasina yakinsar.

Ispat Ilk olarak 77 nin sabit noktasmin var olmasi halinde tek olmasi gerek-
tigini gosterelim. Gercekten z ile w, T” nin farkh iki sabit noktasi olsun. Bu

durumda d(z,w) = d(Tz, Tw) > 0 oldugundan (2.12) esitsizliginden
T < F(d(z,w)) — F(d(Tz,Tw)) =0

elde edilir ki bu bir celigkidir. O halde 7" nin sabit noktasi varsa tektir.

Simdi 7” nin bir sabit noktasinin var oldugunu gosterelim. Bunun i¢in keyfi bir
xo € X noktasini ele alahm. Her n > 0 tamsayist i¢in z,,,1 = T'z,, olacak bicimde
X’ de bir {z,,} dizisini gz 6ntine alalim ve v,, = d(z,41, x,) olsun. Eger x,, 11 =
T, Olacak bicimde bir ng € N varsa, bu durumda 7'x,,, = z,, olur. Boylece ispat
tamamlanir. Simdi her n > 0 tamsay: icin x,,.; # x, oldugunu kabul edelim. O

halde her n > 0 tamsay1 i¢in +,, > 0 oldugundan (2.12) esitsizliginden

F(v,) SF(v0) =7 S F(y,0) =27 < - S F(y) —n7 (2.15)
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esitsizligi elde edilir. (2.15) esitsizliginde n — oo igin limit alinirsa

lim F(v,) = —o0

n—oo

elde edilir. Bu ytizden (F2) den

lim v, =0

n—o0

olur. O halde (F3) den

lim v, F(7,) = 0
olacak bi¢imde bir £ € (0,1) vardir. Ayrica (2.15) esitsizliginden her n > 0
tamsay1 i¢in

VEE(v,) = YEF (7o) < —7fnT <0 (2.16)

olur. (2.16) esitsizliginde n — oo i¢in limit alimirsa

lim 7%n =0 (2.17)

n—oo

bulunur. Dolayisiyla (2.17) dan her n > n; icin v¥*n7 < 1 olacak bicimde bir

ny € N sayist vardir. Sonug olarak her n > n; igin

bulunur. O halde m > n > n; olacak bigimdeki her m,n € N icin

d(xna xm) < d(ina xn-i-l) + d(xn+17 xn+2) +oeeet d(mm—b Im)

= 7n+7n+1+”'+7m—1
m—1

= Z%‘

< Z%’

= 1
< 2w
olup > ﬁ serisinin yakinsakligindan {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X
i=1
tam oldugundan lim,, ., x, = z olacak bicimde bir z € X vardir. Son olarak, 7"

nin siirekliliginden

d(z,Tz) = lim d(x,,Tx,) = lim d(x,,x,11) =0

n—oo n—oo
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olur. Boylece z = T'z olup, ispat tamamlanir.

Ornek 2.8 ve Ornek 2.9 da tanmh F; ve F; doniisiimlerini goz 6niine alahm. Bu
durumda her a > 0 igin Fi(a) < Fy(a) ve Fy — F; doniiglimii kuvvetli artan
oldugundan Uyar1 2.4 geregince her biiziilme doniigiimii (2.14) biiziilme gartim
saglar. Ancak bunun tersi dogru olmayabilir. Bunun icin asagidaki ¢rnegi in-

celeyelim.

Ornek 2.12 X = {mn = @ :n €N } kiimesi aligilmis metrik ile birlikte goz

oniine alinsin. Bu durumda (X, d) tam metrik uzaydir. 7 : X — X doniistimii

ile tanimlansm. Ornek 2.8 de tammlanan Fy(«) = In («) igin T, bir F}-biiziilme

degildir. Yani 7" doniistimii bir biiziilme doniistimii degildir. Gergekten,

. d(Tx,,Txy) R R |
lim ———— = lim ——
n—oo  d(x,,x1) n—oo X, — 1

(n—1)n 1
= lim —2——
n—oo n(ntl)
1
n?—n—2
= lim ————
n—oon2 4+n — 2
=1

dir. Ote yandan Ornek 2.9 da tammlanan Fy(a) = a +1In(a) i¢in T, 7 = 1 ile
birlikte bir F5-biiziilmedir. Bunun igin asagidaki durumlari goz oniine alalim.

Her m,n € N icin

d(Txm, Tx,) >0 (M>2An=1)V(m>n>1))
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dir.
Durum 1. m > 2 ve n =1 i¢in

d(Txﬂ”H Txl)ed(sz,Tazl)—d(:cm,:cl) _ LTm—1 — 16J1m_1—xm
d(xpm, 1) T — 1
m‘—m—2 _

m2+m — 2

olur.

Durum 2. m >n > 1 icin

d(T'IWU Txn) ed(TiEmyT.’En)*d(wm,wn) — Lm-1 — Tn-1 ewmflfxnflfxm‘i’xn
d(Tpm, ) T il

m+n—-1

e

m+n+1

< en*m

6_1

IN

olur.

Simdi F-biiziilme doniigiimlerinin kiime degerli versiyonunu verelim.

Tamim 2.44 (X, d) bir metrik uzay, F' € F ve T : X — CB(X) bir doniigiim
olsun. Eger H(Tz, Ty) > 0 6zelligindeki her z,y € X i¢in

T+ F(H(Tz,Ty)) < F(d(z,y)) (2.18)
olacak bicimde bir 7 > 0 varsa 7" ye kiime degerli F-biiziilme denir.

Eger Ornek 2.8 de tanimlanan F (o) = In () doniigiimii goz oniine alinirsa, her

kiime degerli biiziilme, bir kiime degerli F-biiziilme olur.

Teorem 2.23 (X,d) bir tam metrik uzay ve 7' : X — K(X) kiime degerli

F-biiziilme olsun. Bu durumda 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.23" de IC(X) yerine CB(X) alindiginda 7" bir sabit noktaya sahip midir?
41



sorusu akla gelebilir. Bu sorunun cevabi da tam olarak bilinmese de, F' {izerine

bir sart eklenerek kismen bir cevap verilmigtir.

Teorem 2.24 (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — CB(X) kiime degerli
F-biiziilme olsun. Ayrica F' agagidaki sart1 saglarsa o zaman T bir sabit noktaya
sahiptir.

F4inf A > 0 olacak bicimdeki ttim A C (0, co) kiimeleri i¢in F'(inf A) = inf F'(A)
dir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. F-Biiziilmeler igin sabit nokta sonuglar:

Tezimizin orjinal sonuglarini igeren bu boliimde genellestirilmis kiime degerli
F-biiziilme doniisiim kavrami tamimlanarak, Nadler sabit nokta teoremini de
iceren baz kiime degerli sabit nokta teoremlerinin genellestirmeleri verilecektir.
Ayrica A-metrikimsi fonksiyonu yardimiyla Wardovski teknigi kullanilarak yeni

genellestirmeler yapilacaktir.

Tamim 3.1 (X,d) bir metrik uzay, ' € F ve T' : X — CB(X) bir doniisiim
olsun. Eger H(Txz,Ty) > 0 ozelligindeki her x,y € X i¢in

1
M(s. ) = maks { d(o.0). Dl T2), D T), 5

D(2,Ty) + D(y. m]}

olmak tizere
H(Tz,Ty) >0=71+ F(H(Tz,Ty)) < F(M(x,y)) (3.1)

olacak bicimde bir 7 > 0 varsa 77 ye genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme

denir.

Eger Ornek 2.8’ de tamimlanan Fi(a) = In(a) doniigtimii goz 6niine almirsa,
bu durumda her genellegtirilmis kiime degerli biiziilme, bir genellestirilmig kiime

degerli F-biiziillmedir.

Teorem 3.1 (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — K(X) genellegtirilmis
kiime degerli F-biiziilme olsun. Eger T veya F' siirekli ise T" bir sabit noktaya

sahiptir.

Ispat =, € X olsun. Her z € X i¢in Tz bostan farkh oldugundan, z; € T
segebiliriz. Eger x; € Tz ise x; 17 nin sabit noktasi olup, ispat tamamlanir.
x1 ¢ Txq olsun. O halde Tz; kapali oldugundan D(zy,Tx;) > 0. Diger taraftan
D(xy,Txy) < H(Txo, Tx1) ve (F1) 6zelliginden

F(D(xy,Ta1)) < F(H(Txo, T1))
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elde ederiz. (3.1) esitsizliginden

F(D(zy,Tx1)) < F(H(Twzo,Ta1)) < F(M(x,31)) — 7

d(xg, 1), D(xg, Txo), D(21, T21),
— F(maks (20, 21), D(@o, Txo), D(w1, Tx1) ) r

L[D(xo, Ta1) + D(x1, To))

IN

F(maks {d(xo, 1), %D(:co, Txl)}) -7

IA

F(maks {d(xg, x1), % [d(xg, 1) + D(xy, Tl'l)]}) -7
F(maks {d(xo, 1), D(x1,Tx1)}) — 7

IN

F(d(zg,x1)) — T (3.2)
yazabiliriz. Tz, kompakt oldugundan
d(x1,29) = D(x1,Txq)
olacak bicimde 9 € T'zy vardir. O halde (3.2) den
F(d(z1,22)) < F(H(Txo,Tx1)) < F(d(21,20)) — T
olur. Bu bicimde devam ederek her n € N i¢in X de x,,.; € Tz, ve
F(d(zp,xni1)) < F(d(zp, Tp1)) — T (3.3)

olacak bigimde bir {xz,} dizisi elde ederiz. Eger z,, € Tx,, olacak bigimde bir
no € N varsa, x,, , 7" nin bir sabit noktasi olup ispat tamamlanir. O halde kabul
edelim ki, her n € N i¢in z,, ¢ Tx, olsun. n =0,1,2,--- i¢in a,, = d(xy, Tpi1)

diyelim. Boylece her n igin a,, > 0 olur. (3.3) esitsizligini kullanirsak

F(a,) < Flap—1) — 7 < F(ap—2) —27 < -+ < F(ag) — n1 (3.4)
elde ederiz. (3.4) esitsizliginden limit alirsak lim, o F(a,) = —oo olup (F2)
ozelliginden

lim a, =0

dir. (F3) sartindan dolay1 k£ € (0, 1) vardir oyle ki

lim afF(a,) =0
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(3.4) esitsizliginden ,her n € N igin
a®F(a,) — a*F(ag) < —afnT <0 (3.5)
olur. Burada n — oo i¢gin limit alirsak

lim na® =0 (3.6)

bulunur. (3.6) esitsizliginden, n; € N vardir ki her n > n; icin na® < 1 olup her
n > ny icin

a, < —— (3.7)
dir. {x,} nin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢in m,n € N, m > n > ny

olsun. Metrigin ii¢gen esitsizligi 6zelligi ve (3.7) esitsizliginden

d('rrw Im) S d<=rn7 xn—l—l) + d(xn+17 $n+2) +-+ d(xm—b xm)

= Qp T+ apy1+ -+ ap

A
INg
8

1
< D
olup, > ﬁ, serisinin yakinsakligindan, n — oo igin d(z,,z,,) — 0 buluruz.
i=1
Boylece {z,}, (X, d) de bir Cauchy dizisidir. (X, d) tam oldugundan, {z,}, z € X

noktasima yakinsar. Yani lim,, ., x, = z dir. Eger T siirekli ise T'x,, — T'z ve
D(z,,Tz) < H(Tx,,T=z)

olup D(z,Tz) = 0 ve z € Tz dir. Simdi kabul edelim ki, F siirekli olsun. Iddia
ediyoruz ki, z € Tz dir. Aksini kabul edelim yani , z ¢ Tz olsun. Bu durumda,
bir ng € N ve {z,,} nin tiim n; > ng i¢in D(x,,11,7%) > 0 olacak bicimde bir

{zy, } alt dizisi vardir. Her ng > ng igin D(z,,4+1,72) > 0 oldugudan

T+ F(D(rp4+1,172) < 7+ FHTz,,,Tz))

IN

F(M(xp,,2))

IN

F(maks{d(zn,, 2), d(zn,, Tn,+1), D(2,Tz),

%[D(l’nk, Tz) +d(2, Tns1)]})
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olup,k — oo i¢in limit alip, F' nin siirekliligini kullanirsak,
T+ F(D(2,Tz)) < F(D(2,T%))

elde ederiz ki bu bir celigkidir. O halde z € Tz = Tz olup ispat tamamlanir.

Ornek 3.1 X = {xn = "(";1) in € N} ve d(z,y) = |z — y| olsun. Bu durumda

(X, d) tam metrik uzaydir. 7 : X — K(X)

x , T=21
Ty {1} 1

{thZ: --'axn—l} y L= 1Tp
ile tamimlansin. Boylece T', F(a) = a + In(a) ve 7 = 1 i¢in bir kiime degerli

F-biiziilmedir. Ancak

. H(Tx,,Tx) o By —1
im ——— = lim —— =1
n—oo  M(x,,x1) n—oo T, — 1

oldugundan T genellestirilmig kiime degerli biiziilme degildir.

Simdi, A-metrikimsi fonksiyonunu kullanarak Wardowski teknigi ile kiime degerli

doniisiimler icin sabit nokta teoremini verelim.

Tanim 3.2 (X,d) tam metrik uzay ve T : X — B(X) bir doniigiim olsun.
Eger ' € F ve 7 > 0 icin

M(x,y) = maks {d(:c, y), D(z,Tz), D(y, Ty), = [D(z,Ty) + D(y, Ta:)]}

N | =

olmak tizere

Ve,y € X, min{A(Tz,Ty),d(z,y)} >0= 17+ F(A(Tz,Ty)) < F(M(z,y))]
(3.8)

saglaniyorsa T ye genellestirilmis kiime degerli F'-biiziilme denir.

Teorem 3.2 (X, d) tam metrik uzay ve T : X — B(X) kiime degerli genellegtir-
ilmig F-biiziilme olsun. Eger F siirekli ve her z € X ic¢in Tx kapali ise 7', X’ de
bir sabit noktaya sahiptir.
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ispat zo € X keyfi bir nokta olsun. Her n > 0 i¢in {z,,} C X dizisi z,,41 € Tz,
ile tanimlansin. Eger x,,, = x,,+1 olacak bicimde bir ny € N varsa x,,, 7" nin bir
sabit noktasidir. Kabul edelim ki, her n € N i¢in x,, # x,,1 olsun. Boylece her

n € Nigin d(z,, Tp41) > 0ve A(Txy,—1, Txy,) > 0dir. O halde (3.8) esitsizliginden

T+ F(d(zp, Tpe1))

IN

T+ F(A(Tzpq,Txy))

IA

F(M<xn—1= xn))
A(xp_1,7n), D(xp_1, TxH_1), D(T0, T'T1),
F(maks (1,0, D1 1), 4 ) )
% [D(xy—1,Txy) + D(2p, DTxp )]
F(maks{d(xn—_1, ), d(zn, Tpi1)})

= F(d(zn-1,20))

IN

elde edilir ve boylece

F(d(zp, tp11)) < F(d(2p_1,25)) — 7
< Fld(xp_1,z,)) — 27
< F(d(iBo, 331)) —nr

bulunur. Her n > 0 tamsayisi icin a,, = d(x,,, T,+1) olsun. Bu durumda her n > 0

tamsayisi i¢in a, > 0 oldugundan
F(a,) < Flap—1) — 7 < F(ap—2) —27 < --- < F(ag) — n1 (3.9)

bulunur. (3.9) egitsizliginde n — oo i¢in limit alimirsa lim,, .., F'(a,) = —oo elde
edilir. Bu yiizden (F2) 6zelliginden

lim a, =0

n—oo

olur. O halde (F3) ozelliginden

lim a* F(a,) =0

n—oo

olacak bigimde bir k& € (0, 1) vardir. Ayrica (3.9) esitsizliginde her n > 0 tamsayist
icin
a®F(a,) — afF(ap) < —afnT <0 (3.10)
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olur. (3.10) esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa

lim na® =0 (3.11)

n—oo

bulunur. Dolayisiyla (3.11) ifadesinden her n > n; icin vn7 < 1 olacak bigimde

bir n; € N sayis1 vardir. Sonug olarak her n > ny igin

< 1
Vn—m

bulunur. Boylece m > n > n; olacak bi¢cimdeki her m,n € N i¢in

d(xp, Tm) < d(@p, Tns1) + d(Tpi1, Toge) + -+ d(Tpm_1, Tm)

- 7n+7n+1+”'+7m—1
m—1

= Z Vi

< Z%’

= 1
Sy
olup > 7,1% serisinin yakinsakhgimdan {z,} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X
i=1
tam oldugundan lim,, .., x,, = z olacak bigimde bir z € X vardir. Simdi F siirekli
oldugundan, z € Tz oldugunu iddia ediyoruz. Aksini kabul edelim. Yani z ¢ T'z
olsun. Bu durumda ny > ng i¢in D(z,,+1,72) > 0 olacak bi¢imde bir ny € N ve

{zn,} C {x,} altdizisi vardir. Her ny > ng igin D(xp, +1,7%) > 0 oldugundan

T+ F(D(xp,4+1,T2)) < 7+ F(A(Txy,,T%))
< F(M(zn,,2))
maks{d(x,,,2),d(Tn,, Tn,41), D(2,T2),
%[D(:cnk, Tz) 4+ d(z,xn,41)]}

yazilir. k — oo i¢in limit alip, F' nin siirekliligini kullanirsak,
T+ F(D(2,Tz)) < F(D(2,T%))

elde ederiz ki, bu bir celigkidir. Dolayisiyla z € Tz = Tz elde edilir ki bu 77 nin

bir sabit noktaya sahip oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek 3.2 X ={0,1,2,3,...} ve

0 ;o r=y
THy 5 T FY

d(:U, y) =

olsun. Bu durumda (X, d) tam metrik uzaydir. 7': X — B(X)

{0} ; =0
{0,1,2,3,....,0 —1} ; x#0

ile tanimlansm. Iddia ediyoruz ki, F(a) = a+Ina ve 7 = 1 icin T genellestirilmis
kiime degerli F-biiziilmedir. min {A(Tx,Ty),d(z,y)} > 0 oldugundan z # y ve
{z,y} N {0,1} kesisimi tek nokta oldugundan, agagidaki durumlar gbz &niine
alalim.

Durum 1. y =0 ve 2 > 1 olsun. Bu durumda

AT TY) sreryy-mey) — T=1 o
M (z,y) !

dir.

Durum 2. y =1 ve z > 1 olsun. Bu durumda

A(T.Z’, Ty) e(S(Tx,Ty)—M(z,y) _ r—1 z—1—x

M(z,y) T

dir.

Durum 3. z > y > 1 olsun. Bu durumda

A(T‘T’ Ty) eé(Tx,Ty)fM(m,y) — Tty -— 26:E+y727:p7y
M(x,y) Tty
-2
S +y e ?<et
T+y

dir. Boylece T' genellestirilmis kiime degerli F-biiziilmedir. Teorem 3.2’ nin biitiin

sartlar1 saglandigindan 7" bir sabit noktaya sahiptir.
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Diger taraftan, y = 0 ve x # 0 igin A(Tx, Ty) = v—1 ve M (x,y) = = oldugundan

A(Tz, Ty) i r—1 )
n—oo M(gj,y) n—oo I

olup, A € [0,1) icin
A(Tz,Ty) < AM(z,y)

saglanmaz.

3.2. Graf ile donatilmis metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ve

sonuglari

Bu boliimde graf ile donatilmis metrik uzaylarda genellestirilmis hemen hemen
p—Dbiiziilme kavramini tanimlayip yeni tipte sabit nokta teoremlerini ispatlaya-
cagiz. Daha sonra kiime degerli doniistimler i¢in F-G-biiziilme kavramini tanim-
layip bu tip biiziilme yardimi ile yine yeni tipte sabit nokta teoremlerini ve
sonuglarini verecegiz. Ayrica érnekler yardimiyla grafin biiziilme sart: tizerindeki
etkisini gosterecegiz.

Simdi 6ncelikle kiime degerli doniigiimler i¢in zayif-graf koruyan 6zelligini tanim-
layarak, yine kiime degerli hemen hemen biiziilmeler icin baz sabit nokta teo-

remlerini verelim.

Tamim 3.3 (X, d) bir metrik uzay, G = (V(G), E(Q)), V(G) = X olacak bi¢imde
bir graf ve 7' : X — CB(X) bir doniigiim olsun. Eger F (G)’ den alman (z,y)
elemanlarinin herbiri i¢in x € X ve y € Tx olmasi tiim z € Ty i¢in (y, 2) € F (G)

olmasini gerektiriyorsa T’ ye zayif-graf koruyan ozelligine sahiptir denir.

Uyar1 3.1 Agktir ki her graf koruyan doniigiim zayif-graf koruyan doniigiimdiir.
Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin, X = [—1,1] i aligilmig metrikle
alalm. V(G) = X ve E(G) = X x X \A olsun. T": X — CB(X) doniigiimii

{=z} , ¢ {-1,0}
Tex=4 {0,1} , 2=-1
{1} r=0
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ile tamimlansin. Bu durumda 7' zayif-graf koruyan ozelligine sahiptir fakat graf
koruyan ozelligine sahip degildir. Ciinkii (0,1) € E(G) olup 70 = {1} ve
T1 = {0,1}dir. Ancak (1,1) ¢ E(G) dir.

Tamim 3.4 (X, d) bir metrik uzay ve T': X — P(X) kiime degerli bir doniigiim

olsun. ¢ : Rt — R™ kesin artan c—kiyaslama fonksiyonu ve

M(x,y) = maks {d(x, y), D(z, Tx), D(y, Ty), = [D(z, Ty) + D(y, Tx)]}

1
2
olmak iizere (z,y) € X icin

H(Tz,Ty) < o(M(z,y)) + Lmin{D(z, Ty), D(y,Tx)} (3.12)

olacak bicimde L > 0 var ise T"ye kiime degerli hemen hemen p—biiziilme

doniisiimii denir.

Teorem 3.3 (X, d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde yonlendirilmis graf ve
T : X — CB(X) kiime degerli bir déniisiim olsun. Kabul edelim ki T iistten
yarisiirekli ve zayif graf koruyan doniisiim olsun. Farz edelim ki asagidakiler
saglansin:

(i) Her (z,y) € E(G) i¢in

N =

M(x,y) = maks {d(x, y), D(z,Tx), D(y, Ty), = [D(z, Ty) + D(y, Tx)]}

olmak {izere
H(Tz,Ty) < o(M(z,y)) + Lmin{D(z,Ty), D(y,Tz)} (3.13)

olacak bi¢imde ¢ : Rt — R™ kesin artan c—kiyaslama fonksiyonu ve L > 0 var
olsun.

(i) X7 ={z € X : (z,u) € E(G) baz1 u € Tx}bostan farkl olsun.

Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat 2y € X7 olsun. Bu durumda (zg,2;) € E(G) olacak bicimde x; € T
o1



vardir. Boylece (i) sarti g ve x7 i¢in kullanabiliriz. O halde ¢ > 1 olmak iizere

D(I’l, T[El)

INIA

IN

H(Txy,Txq)
o(M(xg,21)) + Lmin{ D(zo, T'x1), D(x1, Txo) }
@(M(xoaxl))

d(xg, 1), D(xo, Txg), D(x1, T1),
5 [D(xo, T1) + D(21, Tio)]

2

@ | maks

p(d(wo, 1))

Q¢<d<$071’1))

dir. Buradan z, € Tz vardir 6yleki

d(x1,22) < q(d(x0,21))

dir. ¢ kesin artan oldugundan

yazabiliriz. ¢

x1 € Txg ve 29 €

0 < p(d(z1,72)) < p(gp(d(xo,71)))

= % alahm. Bu durumda ¢; > 1 dir. (zg,21) € E(G),

Tx; oldugundan, zayif graf koruyan ozelligi kullanilarak

(1,x2) € E(G) dir. Buradan

D(l’g, TCCQ)

IN

H(Tl’l, Tﬂfg)

IN

o(M(x1,22)) + Lmin{ D(x1, Txs), D(x9, Txq)}
(M (21, 29))
p(d(z1,72))

< qp(d(z1,12))

IN

dir. Boylece x3 € T'xy vardir 6yle ki

d(zg, 73) < qrip(d(x2, 1)) = p(qp(d(xo, 1))

dir. ¢ kesin artan oldugundan

0 < @(d(z2, x3)) < ©*(qep(d(z0,21)))
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elde edilir. ¢ = % alalm. Bu durumda ¢, > 1 dir. Bu bigimde

devam ederek X de bir {z,} dizisi olusturuz ki z,1 € Tx,, (T, Tni1) € E(G)
ve

d(n, 2ni1) < " (qp(d(z0, 71)))

dir. Simdi {z,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. m,n € N olmak

tizere m > n alalm. Ucgen esitsizliginden

—_

d(xn7xm) < d(!L‘k, Ik-‘,—l)

3

=
Il
S

3
L

< ¢"(qp(d(zo, 1)))

=
Il
S

elde ederiz. ¢, c—kiyaslama fonksiyonu oldugundan, serinin yakinsakligindan
n — oo i¢in d(x,, r,) — 0 dir. Boylece {z,} bir Cauchy dizisidir. (X,d) tam
oldugundan, {z,} bir z € X noktasina yakmsar. Yani lim, .z, = z dir. T

iistten yarisiirekli oldugundan, Lemma 2.7’ den z € T'z elde ederiz.

Teorem 3.4 (X, d) tam metrik uzay, G, X iizerinde agagidaki ozelligi saglayan

yonlendirilmig graf olsun.

”Herhangibir {z,} € X i¢in, eger x, — = ve (z,, Tpy1) € E(G) ise,

(3.14)
bir (z,,) altdizisi vardwr ki (z,,,z) € F(G) dir.”

T : X — CB(X) kiime degerli bir doniigiim olsun. Kabul edelim ki 7" zayif graf
koruyan ozelligine sahip bir doniigiim olsun ve agagidakiler saglansin.

(i)Her (z,y) € E(G) i¢in

1
M(a9) = maks { d(e.). Dl T2), Do T), 5

[D(e.Ty) + D(y, Tx>]}

olmak tiizere
H(Tz,Ty) < ¢(M(z,y)) + Lmin{D(z,Ty), D(y, Tx)}

olacak bigimde ¢ : Rt — R™ kesin artan (¢)—kiyaslama fonksiyonu ve L > 0 var
olsun.

(il) X7 bostan farkli olsun.
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Bu durumda 7' bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat Teorem 3.3 iin ispatinda oldugu gibi x,, — z,z € X olacak bicimde bir
{z,} dizisi olusturabiliriz. (3.14) 6zelliginden {x,} nin bir {z,, } alt dizisi vardir
oyleki her k£ € N igin (z,,,2) € E(G) dir. Simdi kabul edelim ki D(z,Tz) > 0
olsun. lim,, e D(Zn,, Tny+1) = 0, lim,, oo D(2y, , 2) = 0 oldugundan bir ny € N

vardir oyle ki ng > ng i¢in
D@y, 1) < %D(Z,Tz) (3.15)
dir ve oyle bir n; € N vardir 6yle ki ny > n; igin
D(xp,,2) < %D(Z,TZ) (3.16)
yazabiliriz. ng > maks{ng,n,} olarak alirsak, (3.15) ve (3.16) den
D(xp,41,T2)) < H(Twy,,,Tz)
< o(M(zy,,2)) + Lmin{D(z,,,Tz), D(z,Tx,,)}
d(zp,, 2), D(xn,, Txy, ), D(2,T2),

s[D(2p,, Tz) + D(z,Txy,)]
+Lmin{D(z,,,Tz), D(z, Tn, 1)}

IN

o | maks

< @(D(z,T2)) + Lmin{D(x,,,Tz),d(2, Tn,+1)}

olur. k — oo igin limit alirsak D(z,Tz) < p(D(z,T%)) < D(z,Tz) bulunur ki bu
bir celigkidir. O halde T" bir sabit noktaya sahiptir.

Yukaridaki teoremlerde 7' : X — K(X) olarak alirsak, ¢’ nin kesin artanhgima
ihtiya¢ duymayacagiz.

Sonug 3.1 (X,d) bir tam metrik uzay, G, X {izerinde yonlendirilmiy graf ve
T : X — K(X) kiime degerli bir doniigiim olsun. Kabul edelim ki 7' iistten
yarisiirekli ve zayif graf koruyan doniigiim olsun. Farz edelim ki agagidakiler

saglansin:

(i) Her (z,y) € E(G) igin

H(Tz,Ty) < o(M(z,y)) + Lmin{D(z, Ty), D(y, Tz)}
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olacak bicimde ¢ : Rt — R* c—kiyaslama fonksiyonu ve L > 0 var olsun.
ii) Xr bogtan farkli olsun.

Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat 2y € X7 olsun. Bu durumda (zg,2;) € E(G) olacak bicimde x; € T

vardir. Boylece (i) sartini zg ve x1 i¢in kullanabiliriz. O halde ¢ > 1 olmak iizere

D(l’l, TZL‘l)

IN

H(T[L‘g, TfL’l)

IN

o(M (9, 1)) + Lmin{ D(zo, Ta1), D(w1, T)}
(M (zo, 1))

d(xg, 1), D(xo, Txg), D(x1, Tx1),
L[D(zg, Tx1) + D(z1, Tx0)]

2

= ¢ | maks

IN

¢(d(wo, 1))

< qp(d(zo, 1))
dir. T'z; kompakt oldugundan
d(x1,29) = D(xy,Txq)
olacak bicimde x5 € T'x; vardir. O halde buradan
d(71,72)) < @(d(z0, 1))

yazabiliriz. (zg,z1) € E(G), x1 € Txy ve o € Tx; oldugundan, zayif graf

koruyan ozelliginden, (z,z5) € E(G) yazabiliriz. Boylece

D(l‘g, Tﬂﬁg)

IN

H(T.I’l, TﬂUQ)

IN

(M (21, 22)) + Lmin{ D (21, Tx2), D(2, Tx1)}
= @(M(x1,22))

p(d(w1, 22))

IA

dir. Tz kompakt oldugundan

d(l’g, .733) = D(l’g, TI’Q)
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olacak bi¢cimde x3 € T'xy vardir. Buradan

d(xq, x3) < p(d(z2,21))

elde ederiz. Bu bi¢imde devam ederek X de bir {z,} dizisi olusturuz ki =, 1 €

Txp, (Tn,Tnt1) € E(G) ve

d<xn> anrl) < @(d(xnflymn))
< @ (d(Tn—2, Tn1))
< ¢"(d(xo,21))

olur. Ispatin geri kalan1 Teorem 3.3 ’ iin ispat1 gibidir.

Sonug 3.2 (X, d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde (3.14) ozelligini saglayan
yonlendirilmig graf, 7' : X — IC(X) kiime degerli bir doniigiim olsun. Kabul
edelim ki T zayif graf koruyan bir doniisiim olsun. Farzedelim ki asagidakiler

saglansin.

(i)Her (z,y) € E(G) igin
H(Tz,Ty) < o(M(z,y)) + Lmin{D(z,Ty), D(y, T'x)}

olacak bigimde ¢ : Rt — R* ¢—kiyaslama fonksiyonu ve L > 0 var olsun.
(ii) X7 bostan farkl olsun.
Bu durumda 7' bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug 3.3 (X,d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde yonlendirilmiy graf ve
T : X — K(X) kiime degerli bir doniigiim olsun. Kabul edelim ki 7" zayif graf

koruyan ve tistten yarisiirekli bir déniigiim olsun. Ayrica her (x,y) € E(G) igin
H(Tx,Ty) < p(d(2,y))
olacak bicimde bir ¢ : RT — R* c-kiyaslama fonksiyonu ve X7 de bostan farkh

olsun. Bu durumda 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug 3.4 (X, d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde (3.14) 6zelligini saglayan
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yonlendirilmig graf ve 7' : X — KC(X) kiime degerli bir déniigiim olsun. Kabul
edelim ki 7" zayif graf koruyan bir doniisiim ve her (z,y) € E(G) igin

H(Tz,Ty) < p(d(z,y))

olacak bigimde bir ¢ : RT — R* ¢-kiyaslama fonksiyonu ve de X7 bostan farkh

olsun. Bu durumda 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi kiime degerli doniigiimler i¢in F-G-biiziilme kavramini tanimlayip, daha
sonra yukarida da bahsettigimiz zayif graf koruyan 6zelligi kullanilarak yeni sabit

nokta teoremleri verelim.

Tanim 3.5 (X, d) bir metrik uzay, G, X iizerinde yonlendirilmig bir graf ve
T : X — CB(X) bir doniigiim olsun.

Te ={(z,y) € E(G): HTz,Ty) > 0}

olarak tamimlayalim. F' € F olsun. Eger (x,y) € T olacak bigimdeki z,y € X

icin
M(x,y) = maks{d(z, ), Dl T), D(y, Ty), 3[D(x, Ty) + Dy, T}

olmak tizere

T+ F(H(Tz,Ty)) < F(M(z,y)) (3.17)

olacak bigimde 7 > 0 varsa 1" ye kiime degerli F-G-biiziilme doniigiimii denir.

Teorem 3.5 (X,d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde yonlendirilmig bir graf
ve T : X — KC(X) bir kiime degerli F-G-biiziilme doniisiimii olsun. Kabul edelim

ki T iistten yarisiirekli ve zayif-graf koruyan ¢zelligine sahip olsun. Ayrica
Xr={rx e X :(x,u) € E(G),u €Tz}

bogtan farkl olsun. Bu durumda 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat Kabul edelim ki 7 sabit noktaya sahip olmasin. Bu durumda her z € X
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icin D(z,Tx) > 0 dir. zy € Xr olsun. O halde herhangi bir z; € Tz igin
(zo,21) € E(G) dir. Buradan

0< D(a:l,Txl) < H(TQC(),TZIH)
olup (xo, 1) € T dir. Boylece xy ve x; igin (3.8) egitsizligini kullanirsak

F(D(zy,Tx)) < F(H(Txo,Tx1)) < F(M(x9,21)) — T,
_ F(maks d(xg,x1), D(xg, Txo), D(z1, Tx1), -
2 [D(wo, T1) 4+ D(x1, To)]

< F(maks{d(zo,z1), D(x1,Tx1)) — T (3.18)
olur, cilinkii

d(l'o, 33'1>, D(x(b Tl'o), D(:Cla Txl)v
L [D(Io, T.T)l) + D(I‘l, T.IO)]

2

M (zg, 1) = maks

maks {d(xo, x1), D(x1, Txz1), = D(x0, T:t:l)}

1
2

1
maks {d(xo, x1), D(x1, T'x1), 5 [d(zo, x1) + D(21, Txl)}}
maks {d(xo, z1), D(x1, Tx1), maks{d(xo,z1), D(x1,Tx1)}}

IN

IN

= maks{d(xg,z1), D(xy,Tx1)}
dir. Simdi eger d(xg, z1) < D(x1,Tz) ise (3.18) egitsizliginden

F(D(xy,Tz)) < F(D(z1,Tz1)) — T

olur ki, bu bir geligkidir. Boylece D(x1,Tx1) < d(xo,z1) ve (3.18) esitsizliginden
F(D(.Tl,Tl‘l)> S F(d(.l?o,l’l)) — T (319)

dir. Tzy kompakt oldugundan, d(xy,zs) = D(x1,Tx1) olacak bigimde zy € Tz
vardir. (3.19) esitsizliginden

F(d(z1,292)) < F(d(zg, 1)) — T

yazabiliriz. (zg,z1) € E(G), 1 € Txy ve x9 € Tz oldugundan, zayif-graf ko-
ruyan ozelliginden (z1,x9) € F(G) dir. 0 < D(xq,Txy) < H(Tx1,Tz3) oldugun-
dan, (z1,z3) € T dir. O halde

F(D(x9,Txs)) < F(H(Tx1,Txs)) < F(M(x1,22)) — T (3.20)
Y



elde edilir. Aym diigiince ile
M (z1,x9) < maks{d(xy1,22), D(x9, Txs)}
olur. Boylece (3.20) esitsizliginden
F(D(x9,Txs)) < F(d(z1,22)) — T (3.21)

olur. Tz kompakt oldugundan, d(xs, r3) = D(x2, Tx3) olacak bicimde x3 € Tz
vardir. Buradan

F(d(zg,x3)) < F(d(z2,71)) — T

elde edilir. Bu bi¢imde devam edilierek X’ de her n € N i¢in x,,17 € Tz,

(T, Tny1) € T ve
F(d(zn, xnt1)) < F(d(zp-1,7,)) — T (3.22)

olacak bi¢gimde bir {z,} dizisi elde edilir. Her n € N igin a, = d(zy,, Typ41)
diyelim. Bu durumda a, > 0 ve (3.22) esitsizliginden, {a, } azalandir. Boylece
lim,, .o @, = § olacak bigimde § > 0 vardir. Simdi 0 > 0 olsun. (3.22) esitsizligini

kullanarak

F(a,) < F(ap1)—7
S F(an_g) — 27
< F(ag) —nt (3.23)

elde ederiz. (3.23) esitsizliginden, lim,, .o F'(a,) = —oo olur. Boylece (F2) 6zel-
liginden

lim a, =0

n—oo

elde ederiz. (F3) ozelliginden & € (0, 1) vardir 6yle ki

lim a* F(a,) =0

n—oo

dir. (3.23) esitsizliginden her n € N i¢in

a®F(a,) — afF(ag) < —afnT <0 (3.24)
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dir. (3.24) esitsizliginde n — oo i¢in limit alirsak

lim na® =0 (3.25)

n—oo

elde ederiz. (3.25) esitsizliginden 6yle bir n; € N bulunabilir 6yle ki her n > n4

igin na,’j < 1’ dir. Boylece her n > n,

1
ay < — (3.26)

= i/k
dir. {z,}’ nin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢gin m > n > n; olacak
bicimde m,n € N alalim. Metrigin tiggen esitsizligi ozelliginden ve (3.26) esitsi-
zliginden

d<xn7 xm) S d(wn; anrl) + d(xn+17 xn+2) + -+ d(xmfla xm)

— an+an+l+"'+amfl

A
|‘M
£

1
<D

elde edilir. i 11% serisinin yakinsakligindan, n — oo i¢in d(z,,x,) — 0 dr.
Boylece {a:nl}:,1 (X,d)’ de bir Cauchy dizisidir. (X,d) tam oldugundan, {z,},
z € X noktasina yakimsar. Yanilim,, .., x,, = z'dir. T iistten yarisiirekli oldugun-
dan, Lemma 2.7 'den z € T'z olur ki bu bir geligkidir. O halde 7" bir sabit noktaya
sahiptir.

Uyar: 3.2. F iizerine (F'4) sartin ekleyerek yukaridaki teoremi 7' : X — CB(X)

i¢in verebiliriz.

Teorem 3.6 (X, d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde yonlendirilmis bir graf ve
T:X — CB(X), F € F*olmak iizere bir kiime degerli F-G-biiziilme doniigiimii
olsun. Kabul edelim ki 7" iistten yarisiirekli ve zayif-graf koruyan ozelligine sahip

olsun. Ayrica X bostan farkli olsun. Bu durumda 7" bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat Teorem 3.5 ’in ispatindaki gibi baglayalim. (F4) 6zelliginden

F(D(x1,Tx1)) = F(inf{d(z1,y):y € Tx1})
= inf{F(d(z1,y) :y € Tx1)}

olup (3.19) esitsizliginden

inf{F(d(z1,y) : y € T1)} < F(d(zo,31)) —

ol

elde ederiz. Boylece xo € T'zy vardir 6yle ki

F(d(x1,22)) < F(d(wo,21)) —

o[

olur. Ispatin geri kalan1 Theorem 3.5 ispat1 gibi tamamlanir.

Uyar1 3.3 Eger yukaridaki teoremlerde 7" nin iistten yarisiirekliligi yerine X
tizerinde (3.14) sartin1 kabul edersek, agsagidaki sonuglar: elde ederiz. Ancak bu

durumda F' nin stirekliligine ihtiyac duyabiliriz.

Teorem 3.7 (X, d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde (3.14) sartin saglayan
yonlendirilmig bir graf ve T : X — IC(X) bir kiime degerli F-G-biiziilme doniigtimii
olsun. Kabul edelim ki T" zayif-graf koruyan ozelligine sahip ve X bostan farkh
olsun. Eger F siirekli ise T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat Kabul edelim ki 7' bir sabit noktaya sahip olmasm. Theorem 3.5’ de
oldugu gibi, X de z € X noktasina yakinsayan bir {x,} dizisi olugturabiliriz.
(3.14) sartindan, {z,} dizisinin bir {z,, } alt dizisi vardir 6yle ki her k£ € N i¢in
(n,,2) € E(G) dir. lim,,_,o x, = 2z ve D(z,T%) > 0 oldugundan, 6yle bir ny € N

vardir ki, her ny > ng i¢in D(x,,11,T%) > 0 dir. Boylece her ny, > ng icin

H(Tx,,,Tz) >0
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olup (z,,,2) € T, dir. (3.8) esitsizligi ve (F1) ozelliginden

F(D(@n11,T2))

IN

F(H(Tz,, ,Tz)) —T

IA

F(M<Ink> Z)) -7

IA

F(maks{d(xnk, Z)? d(xnk’ xnk+1>7 D(Za TZ);

[D(ny, Tz) + d(z, Tpyia)]}) = 7

N | —

elde edilir. k£ — oo i¢in limit ahmip F' nin siirekliligi kullamlirsa, 7+F(D(z,Tz)) <
F(D(z,Tz)), olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde T" bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 3.8 (X,d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde (3.14) sartim saglayan
yonlendirilmig bir graf ve T : X — CB(X), F' € F*olmak iizere bir kiime degerli
F-G-biiziilme doniigiimii olsun. Kabul edelim ki 7" zayif-graf koruyan o6zelligine

sahip ve X7 bogtan farkl olsun. Eger F' siirekli ise T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat Kabul edelim ki 7' bir sabit noktaya sahip olmasin. Teorem 3.6 ’da
oldugu gibi, X de z € X noktasina yakinsayan bir {z,} dizisi olugturabiliriz.
(3.14) sartindan, {z,} dizisinin bir {z,, } alt dizisi vardir 6yle ki her k£ € N i¢in
(@, 2) € E(G) dir. lim,,_,o x, = 2z ve D(z,T%) > 0 oldugundan, 6yle bir ny € N

vardir ki, her ny > ng i¢in D(x,,1+1,T%) > 0 dir. Boylece her ny > ng icin
H(Tx,,,Tz) >0
olup (z,,2) € T, dir. (3.8) esitsizligi ve (F1) ozelliginden

F(D(@n11,T2))

IN

F(HTx,,,Tz))—T1

IN

F(M(xn,,2)) =T

IN

F(maks{d(zs,. 2), d(@a 20 01), D(=.T2),

[D(ajan TZ) + d(zv xnk-&-l)]}) -7

DN | —

elde edilir. k£ — oo i¢in limit ahmip F' nin siirekliligi kullamlirsa, 7+F(D(z,Tz)) <
F(D(z,Tz)), olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde T" bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug 3.5 (X,d) bir tam metrik uzay, G, X {izerinde yonlendirilmig bir graf
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ve T : X — K(X) bir doniigiim olsun. Kabul edelim ki (x,y) € T olacak
bi¢imdeki x,y € X icin

T+ F(H(Tx,Ty)) < F(d(z,y)),7 >0 (3.27)

ve F' € F olsun. Ayrica T iistten yarisiirekli ve zayif-graf koruyan 6zelligine sahip

ve X1 bostan farkli olsun. Bu durumda 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug 3.6 (X,d) bir tam metrik uzay, G, X {izerinde yonlendirilmis bir graf
ve T : X — K(X) bir doniigiimii olsun. Kabul edelim ki (x,y) € Ty olacak
bigimdeki x,y € X i¢in

T+ F(H(Tz,Ty)) < F(d(z,y)),7 >0 (3.28)

ve F' € F* olsun. Ayrica T iistten yarisiirekli ve zayif-graf koruyan o6zelligine

sahip ve X1 bostan farkh olsun. Bu durumda 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Uyar1 3.4 Uyan 3.3 ’de oldugu gibi, Sonug 3.5 ve Sonug 3.6 ’da 7" nin {istten
yarisiirekliligi yerine (3.14) sartim alabiliriz. Ancak bu durumda F' in siireklil-

igine ihtiya¢ duymayacagiz.

Sonug 3.7 (X,d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde (3.14) sartim1 saglayan
yonlendirilmig bir graf ve 7' : X — K(X) bir doniigiim olsun. Kabul edelim ki
(z,y) € T¢ olacak bicimdeki x,y € X igin (3.27) egitsizligini saglayacak bicimde
7> 0ve F € F olsun. Eger T zayif-graf koruyan ozelligine sahip ve X bostan

farkli ise T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat Kabul edelim ki 7' bir sabit noktaya sahip olmasm. Teorem 3.8 ’de
oldugu gibi, X’de z € X noktasina yakinsayan bir {z,} dizisi olusturabiliriz.
(3.14) sartindan, {z,} dizisinin bir {z,, } alt dizisi vardir 6yle ki her k£ € N i¢in

(n,, 2) € E(G) dir. lim,,_, x, = 2z ve D(2,T%) > 0 oldugundan, 6yle bir n; € N

vardir ki, her ngy > n; igin, d(z,,, 2) < w dir. O halde her ny > maks{ng, n,}
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icin, (3.27) esitsizligive (F1) ozelliginden

F(D(xp+1,T2)) < F(H(Txy,Tz) -7
< F(d(zy,,2)) —T
< F(D(z,Tz))_T

2
dir. Boylece (F1) ozelliginden, her n, > maks{ng,n1} igin

D(z,Tz)

elde edilir. k& — oo i¢in limit alinwrsa 0 < D(z,7Tz) < M’ olur ki bu bir

geligkidir. O halde T bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug 3.8 (X, d) bir tam metrik uzay, G, X iizerinde (3.14) sartim saglayan
yonlendirilmig bir graf ve T : X — CB(X) bir doéniigiim olsun. Kabul edelim ki
(x,y) € Tg olacak bicimdeki x,y € X igin (3.27) egitsizligini saglayacak bicimde
7> 0ve F € F* olsun. Eger T' zayif-graf koruyan 6zelligine sahip ve X1 bostan

farkl ise 1" bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat Kabul edelim ki 7' bir sabit noktaya sahip olmasm. Teorem 3.8’ de
oldugu gibi, X de z € X noktasina yakinsayan bir {z,} dizisi olugturabiliriz.
(3.14) sartindan, {z,} dizisinin bir {z,, } alt dizisi vardir 6yle ki her k£ € N i¢in

(@, 2) € E(G) dir. lim,,—,o x, = 2z ve D(z,T%2) > 0 oldugundan, 6yle bir n; € N

vardir ki, her ny, > ny i¢in , d(z,, , 2) < w dir. O halde her ny > maks{ng, n,}

icin, (3.27) esitsizligi ve (F1) ozelliginden

F(D(zp,+1,T2)) < F(H(Txp, Tz)—71
< F(d(zg,,2) -7
< pRET2)y

2
dir. Boylece (F1) ozelliginden, her n, > maks{ng,n1} igin

D(z.T
D(2p, 11, T7) < M

elde edilir. k& — oo i¢in limit almirsa 0 < D(z,T%z) < %, olur ki bu bir
geligkidir. O halde T bir sabit noktaya sahiptir.
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Ornek 3.3 X ={0,1,2,3,---} ve

d(z,y) =
Tty rFY
olsun. Bu durumda (X, d) tam metrik uzaydir. V(G) = X ve E(G) = X x X

N\{(0,1),(1,0)} ile verilen grafi gz oniine alalim. 7" : X — CB(X)

{z} , t=0,z=1
Tx

{0,1,2,--- jx —1} | x>2

ile tanimli doniisiimii 74 ayrik topoloji oldugundan iistten yarisiireklidir. Uste-
lik 7' zayif-graf koruyan ozelligine sahiptir. Simdi iddia ediyoruz ki, 7 = 1 ve
F(a) = a + In(«) i¢in bir kiime degerli /' — G— biiziilmedir. Dikkat edelim ki
Te = E(G)\A dir. Bu sebeple biiziilme gart1 i¢in agagidaki durumlari gz éniine
almaliy1z.

Durum 1. y =0 ve z > 1 olsun. Bu durumda

M(z,y) ’

dir.

Durum 2. y =1 ve z > 1 olsun. Bu durumda

HT2TY) naery-mey — _T_a-a
M(z,y) vl
= L el <e
r+1

dir.

Durum 3. z > y > 1 olsun. Bu durumda

H(TﬁE, Ty) eH(T:D,Ty)—M(:p,y) _ L — ]'ex—l—m—y
M (z,y) Tty
—1
- eV <!
rT+y
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Boylece Teorem 3.5 (veya Teorem 3.6)’ in tiim gartlar: saglanmig olup, 7" bir sabit
noktaya sahiptir.

Diger taraftan, X iizerinde bir graf olmadigini varsayarsak, biiziilme sartinin
saglanmadigim goriiriiz. Gergekten, © = 0 ve y = 1 igin H(Tx,Ty) = 1 ve
d(x,y) =1 olup tiim F' € F ve 7 > 0 igin

7+ F(H(Tz,Ty)) > F(d(z,y))

elde ederiz.
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4. TARTISMA VE SONUC

Tam metrik uzaylar tizerinde Wardowski teknigi kullanilarak F-biiziilme
yardimiyla sirasiyla Hausdorff metrik ve A-metrikimsi fonksiyonu kullanilarak
bazi sabit nokta teoremleri ve sonuclar1 verilmistir. Ayrica sabit nokta teori ile
graf teori birlegtirilerek yine tam metrik uzaylarda sirasiyla F-biiziilme ve hemen

hemen biiziilme kulanilarak yeni sabit nokta teoremleri ispatlanmigtir.
Sonug olarak literatiire, graf ile donatilmig metrik uzaylar iizerinde gesitli sabit

nokta teoremleri kazandirilmig ve grafin biiziilme sart1 tizerindeki 6nemi goster-

ilmigtir.
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