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Bu tez dort bolimden olusmaktadir.

Birinci bélumde giris kismi yer almakta olup, tezin konusu hakkinda genel

bilgiler verilmigtir.

ikinci béliimde tezde kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uglincti bélimde Genellestiriimis Baskakov Operatdrlerinin yakinsaklik

Ozellikleri incelenmigtir.

Doérdincl boélimde Genellestiriimis g-Baskakov Operatorlerinin yakinsaklik

ozellikleri incelenmigtir.
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This thesis consists of four chapters.

The first part consists of introduction and general information about the

subject.

The second part consists of the definitions and theorems to be used in the

thesis.

The third part consists of convergence properties of Generalized Baskakov

Operators.

The fourth part consists of convergence properties of Generalized g-Baskakov

Operators.
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Ln(f; %)

Ly (f5 x)

Bn(f,x)

Cla, b]

w(f,8)

wi (f,8)

DB(0, )

Va(f)

BV [a, b]

Af (%))

SIMGELER DiziNi

Baskakov operatdrlerinin bir genellemesi olan operator dizisi

Genellestiriimis Baskakov operatori

Klasik Baskakov operatori

[a,b] araligi Uzerinde surekli ve reel degerli fonksiyonlarin

kimesi

f fonksiyonunun sureklilik modull

f fonksiyonunun k. sureklilik modulu

[0,00) araliginda tanimlanan |f(t)| < Mt% M >0, (0 <a <1)
bdyime kosulunu saglayan tum lokal integrallenebilir
fonksiyonlarin sinifi

f’ nin [a, b] araligindaki toplam salimi

[a, b] Uzerinde sinirli salinimli fonksiyonlarin sinifi

ileri fark operatorii



1. GIRIiS

Analiz ve fonksiyonlar teorisinin en 6nemli alanlarindan birisi de yaklagimlar
teorisidir. Bu teoride amag, bir fonksiyon uzayinin belli bir normda veya belli
bir noktada, bu uzayin bir alt uzayinin veya daha iyi 6zelliklere sahip bir uzayin
elemanlarindan olusan dizilerin limiti olacak sekilde bir gosterim bulmaktir.
Burada adi gegen iyi 6zelliklere sahip elemanlar genellikle tam fonksiyonlar,

rasyonel fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlar ve cebirsel polinomlardir.

1885 yilinda Alman bilim adami Weierstrass, kapali bir aralikta surekli her f

fonksiyonuna karsilik gelen polinomlar dizisinin var oldugunu gostermigtir.

Bernstein f, [0,1] araliginda sirekli bir fonksiyon olmak Uizere;

n

B0 =Y (§)7 (5)xa-0m*, xefon

k=0

seklindeki polinomlari tanimlamig ve [0,1] araliginda surekli bir f fonksiyonuna
dizgun yakinsadigini [8] de ispatlamistir. Bu nedenle Bernstein polinomlari,
Weierstrass Teoremi’ndeki polinomlar dizisine bir &rnektir. Bernstein
polinomlarini  baz alan yaklasimlar teorisi, bu polinomlarin ¢esitli
genellestirmeleriyle ve modifikasyonlariyla gegmisten ginimuze yogun olarak
calisiilmaya devam edilmektedir. Bu calismalardan birisi de [1] de verilen

Baskakov operatdrlerinin bir genellemesi olan L,, operatéridur.
o (-0 k
La(fi0) = ) 0P 0of (5) (1.1)
k=0

operatéri x € [0,b) c R (b= o) ve n€N iken [0,b] arali§i Uzerinde
tanimlanmigtir. Tim k,n €N i¢in {@,}.eny fonksiyonlar dizisi asagidaki

Ozellikleri saglar.



i) ¢n, [0,b] araliginda analitiktir,

i) 9 (0) = 1,

iii) (—1)k<p,§k)(x) > 0 dir, yani ¢,, monotondur,
iv) Oyle bir my_my(n) pozitif tam sayisi vardir ki

_¢1§k)(x) —n (p(k—l) (x) (k=1,2,..),n=3m,,

n+mg

o lin =

(1.1) de verilen L, (f; x) operatorleri igin [2] den;
La(Lx) =1, Ly(62) = x, Ly(t%x) = "5 x2 42 ve
L,((t—x)%x) = %xz + %x esitlikleri saglanir.

Ayrica Atakut ve arkadaslar [2] de,

= _nx—(nx)k =
Pn() =™ L ve  f € Cy = C[0,50) N Le[0,0)

olmak uzere;
La(fi0) =) (n [ ro Pk,nu)dt) Pin (x) (12)
k=0 0

operatorunden esinlenerek asagida verilmis olan genellestiriimis Baskakov

operatorunu tanimlamislardir.



neN vey, =, @,(t) dt < o olmak lzere i, ii, iii, iv ve v 6zelliklerine sahip

olan ve ayrica

lim x* go,(lk_l)(x) =0, k,n €N,
X— 00
lim 2=vmo =g (v=1,23)

n—-oo Yn

kosullarini saglayan L;, operatoru;
AN PPN Gk (—0)*
L:;(f;x)=z<— | f(t)qu,S"%t)dt)TgoS‘)(x) (13)
=0 \I'n o ' '

dir. Tarevin sinirli salinimhhi@i ile yakinsama hizi hesaplamak son yillarda
calisilan ilgi ¢ekici konular arasindadir. Gupta ve arkadaslari [3]’ de, Acar ve
arkadaslar [4] de sinirli salinimlilik ile yakinsama oranlarini incelemislerdir.
Ayrica M.K. Gupta ve arkadaslari [5] de dekompozisyon teknigini kullanarak
fonksiyonlarin  tlrevlerinin  sinirl salinimhih@r ile yakinsaklik orani

hesaplamiglardir.

Bu tezde, benzer teknik kullanilarak tarevi sinirli salinimhihda sahip L, (f; x)

operatoru icin bazi yakinsaklik ozellikleri incelenmistir.

Gunumuzde klasik operatorler kadar, bu operatorlerin g genellestirmeleri de
yaygin olarak caligilmis konular arasindadir. Klasik operatorlere goére g
genellestirmeleri daha iyi yakinsaklik sonuglari vermektedir. Bu tir bir galisma
oncelikle g-Bernstein operatorleri icin kullanilmistir. 1987’ de Lupas [6]’ da,
Bernstein opertorlerinin g analogunu tanimlamis ve bunlarin bazi yakinsaklik
Ozelliklerini incelemistir. Phillips, 1997 yilinda Bernstein operatorlerinin bir
baska genellestirmesi olan g-Bernstein operatorlerini [7] ve [8] de tanimlamis
ayrica bu operatorlerin C[0,1]' de daha iyi yakinsaklik Ozelliklerine sahip
oldugunu gostermistir. g operatorler ile ilgili yapilan galigsmalardan bazilari;
I’inskii ve Ostrovska [9], Oru¢ ve Tuncer [10] ve Ostrovska [11], [12] vb. dir.



Aral ve Gupta, [13] ve [14] de Szasz Mirakyan operatdrlerinin g analogunu

tanimlayip yaklasim 6zelliklerini incelemiglerdir.

Klasik Basakov operatorlerinin f € C[0,) , x € [0,0) ve n € N igin;

B0 =Y (" E T ek 0 (4) (1)

k=0

seklindeki tanimi [15]" de yer almaktadir. [16]-[19] da bazi genellestirmeler

birgok arastirmaci tarafindan ¢aligiimistir.

f € C[0,) , g € (0,1) ve her pozitif n sayisi igin, [22] de verilen g-Baskakov

operatorleri;

_ S [k]q n +hk—1] [ 9% \*
Poo(f;x) = 1 + P n;f( n]q> k ]q (m) (1.5)
ve

o)

. e k] n+k+1 q%x \"
Pn,q(f,x)—<1+x >n2f<k+1jl]> i ]q<1+x> (1.6)

k=0

seklinde tanimlanmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu kisminda lineer pozitif operatorler tanitilacak ve bu operatorlerin g

analoglari ile ilgili temel tanimlar verilecektir.

Bazi Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1 X ve Y iki fonksiyon uzayi olmak Uzere X’ e ait olan herhangi bir
f fonksiyonuna Y’ de bir g fonksiyonu kargilik getiren L kuralina X uzayinda
bir operatordir denir. Bu operator L(f; x) = g(x) bigiminde gosterilebilir.
Burada L(f;x) = L(f(t); x) olmak Uzere L operatorl f fonksiyonunun bagli

oldugu t degiskenine gore uygulanmaktadir. Sonug¢ ise x degiskenine bagl bir

fonksiyondur. Bundan dolayi x degiskeni L isleminde sabit gibidir ve

L(f(x);x) = f(x) L(1; x)

yazilabilir.

X uzayi lineer bir uzay oldugunda lineer operatoran tanimi yapilabilir.

Tanim 2.2 X ve Y lineer fonksiyon uzaylari ise,

L:X-Y

seklindeki L operatérini ele alahm. Eger her «, 8 € R ve her f;, f, € X igin;

Lla fi + B f2;x) = a L(f1;x) + B L(f2; x)

esitligi saglaniyorsa L operatériine lineer operator denir.



Tanim 2.3 Eger bir L operatoru pozitif degerli bir fonksiyonu yine pozitif
degerli bir fonksiyona doénustiurtyorsa yani, f bir fonksiyon ve L bir operator
olmak Uzere,

f=0icin L(f;x)=0

oluyorsa L operatorine pozitif operator denir.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarini saglayan operatore lineer pozitif

operator denir.

2.1 Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

Lemma 2.1 Lineer pozitif operatérler monoton artandir. Yani;

f=g=>L{)=<L(g

dir.

ispat: Kabul edelim ki f < g olsun. Bu durumda g — f = 0 ve L operatérii

pozitif oldugundan,

Lig=f)=0

dir. Diger taraftan L operatoru lineer oldugundan dolayi

L(g—f)=L(g)— L)

elde edilir. Boylece,

L(g—f) =L(g)—L(f) =0 = L(f) < L(g)

bulunur ve ispat tamamlanir.



Lemma 2.2 L bir lineer pozitif operator ise,

ILOI = LASD

egitsizligi saglanir.

ispat: Keyfi bir f fonksiyonu igin,

—Ifl=f=<Ifl

dir. L operatoru lineer ve monoton artan oldugundan dolay:i

—L(fD) = L(H) < LAfD

yazilabilir. Buradan,

ILCHI < LASD

oldugu gorulebilir.

Tanim 2.4 X ve Y fonksiyon uzaylari, L:X —»Y olarak tanimli lineer
operator olsun. D(L) fonksiyon uzayi, L operatoriinin tanim kiimesi olmak
uzere V f € D(L) igin,

LGOIy = MIIL(OIIx

olacak sekilde M > 0 sayisi varsa L operatérine sinirli operatér denir.

Tanim 2.5 X ve Yiki fonksiyon uzayi, L:X — Y olacak sekilde lineer

operatorolsun. v € >0 ve 3 § > 0igin ||f — full < 6 oldugunda

L) = Lf)lly <€

oluyorsa L operatdriine surekli operator denir.



Tanim 2.6  Bir [a, b] arahdi Uzerinde surekli ve reel degerli fonksiyonlardan

olugsan kimeye C|a, b] fonksiyon uzayi denir. Bu uzaydaki norm,
If Cllcrapy = max [ f (x)]
asx<b
seklindedir. C[a, b] uzayi normlu bir vektor uzayidir.

Teorem 2.1 (f,,) fonksiyonlar dizisinin bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak

olmasi icin gerek ve yeter kosul,
Tlli_{{)lo”fn(x) —f®)llcrap =0
saglanmasidir. Yani,

lim max |f,(x) — f(x)| =0

n—-o asxs<b

olmalidir. Tezde, diizglin yakinsama f,,(x) — f(x) seklinde g0Osterilecektir.

Tanim 2.7 (f,,) fonksiyonlar dizisinin bir f fonksiyonuna noktasal
yakinsamadigi noktalarin kiimesi sifir élgill ise (f,,) dizisi f fonksiyonuna X

Uzerinde hemen hemen her yerde yakinsaktir denir.

Bu tanima gore (f,,), f’ ye hemen hemen her yerde yakinsak ise € >0
verildiginde X kiimesinin dyle bir M alt kimesi vardir ki u(M) = 0 ve x € X\M
icin dyle bir ny(€, x) vardir ki V n = ng icin |f,,(x) — f(x)| < €kalir.

Teorem 2.2 Weierstrass Yaklagsim Teoremi

f fonksiyonu [a, b] araligi lizerinde siirekli fonksiyon uzayinda olmak (izere her
€ >0 icin |[f(x) — B,(x)| < € olacak sekilde n. dereceden bir P,(x) polinom
dizisi vardir. Yani her surekli f fonksiyonuna karsilik gelen B,(x) polinomlar

dizisi vardir.



Teorem 2.3 Korovkin Teoremi

f € Cla, b] ve tim reel eksende |f(x)| < M; olsun. Eger L, (f;x) lineer pozitif
f

operator dizisi her x € [a, b] igin;
L,(1;x)—>1
L,(t;x) = x
L,(t?%x) — x?

kosullari saglaniyorsa, bu durumda [a, b] araliginda L, (f;x) = f(x) dir.

Tanim 2.8 f:1 - R sinirl ve reel deg@erli bir fonksiyon ve § > 0 igin, f

fonksiyonunun sireklilik modiili,

w(f,6) = sup, lf(x) = f)| = 12 |Anf ()]
x=y|<8 xyl<s

seklinde tanimlanir. Ayrica k € N olmak Uzere,

k
w(f,0)= sup |8k (o] = ;O(_l)m+k (%) fe+mmy

x,x+kh €l

f fonksiyonunun k. suireklilik modulii olarak tanimlanir.
2.2 Siireklilik Modiiliiniin Sagladig1 Ozellikler

() w(f;8) =0

(ii) 6, < 6,ise w (f;61) < w (f;6,)

(iii) meN igin w (f;6) <mw (f;95)



(iv) A€ R* igin w (;18) < (1 + 1) w (f;6)

() lim o (£;6) = 0

i) IF(®) = F@) < @ (3]t = x])

@i) 1f® - fol < (1+5%) 0 (£ )

Tanim 2.9 f:[a,b] > R olsun. Eger her €>0 icin bir § > 0vardir ki

k=1(br — ay) < 6 sartini saglayan her sonlu ve ikigerli ayrik

{(ay, by) c [a,bl:k = 1,2, ...,n} aralik ailesi igin;

DI — flanl <
k=1

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu [a, b] Uzerinde mutlak sureklidir denir.

Bu tanima gdre mutlak surekli her fonksiyon sureklidir. Fakat bunun karsiti her
zaman dogru degildir. f fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak surekli ise, [a, b]
arahdinin hemen hemen her noktasinda turevlidir. Ayrica f fonksiyonu [a, b]
araliginda mutlak surekli ve hemen hemen her

x € [a,b] igin f'(x) = 0 ise f sabit fonksiyondur.
Tanim 2.10 0 < a <1 olmak Uzere;
lf(&) = fl =M |t —x|*

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifina Lipschitz siirekli fonksiyonlar,

M’ ye de Lipschitz sabiti denir ve bu sinif Lip,,(a) ile gosterilir.

10



Lipschitz sartini saglayan her fonksiyon mutlak sureklidir. Bir mutlak surekli f
fonksiyonunun Lipschitz sartini saglamasi igin gerek ve yeter sart | f|’ nin sinirh

olmasidir.

Tanim 2.11 £, [a, b] kapali araliginda tanimli, reel degerli bir fonksiyon,
P ={x,, x1..x, }, [a,b] arai§inin bir pargalanmasi ve P’ de [a, b] araliginin

tim P pargalanmalarinin kiimesi olsun. f’ nin [a, b] Gzerindeki toplam salinimi

\/(f) ) |f<xk> f i)

genisletilmig reel sayisidir.

Eger Vi(f) sonlu ise f fonksiyonu [a,b] Uzerinde sinirh salinmhdir

denir. [a, b] Gzerinde sinirh salinimli fonksiyonlarin sinifi BV [a, b] ile gosterilir.

Eger f fonksiyonu [a,b] Uzerinde artmayan ise, herhangi bir Pe P

parcalanmasi igin,
n

DG = Flrel = D =F o) + fGximn) = Fro) = £ ()
k=1

k=1
= f(a) - f(b)

oldugundan Vi(f) = f(a) — f(b) dir. O halde f sinirh salimmhdir. Ayni
sekilde, f azalmayansa VA(f) = f(b)— f(a) olur. Bdylece monoton

fonksiyonlar sinirli salinimli fonksiyonlardir.

Tanim 2.12 f fonksiyonunun tanim kimesinde x,, x4, ... ,x, Seklinde n+1

tane nokta segilirse;

11



flxg, %2, w0 X0] — flX0) X145 ey Xpp—1]
Xn — Xo

flxo, X1, oy xp] =

ifadesine f fonksiyonunun n. béliinmus farki denir.

n = 1igin

Flxg x,] = fled = flxo] _ f(x1) = f(%0)

T x —xg X — X

n = 2igin

_ flxy, %51 = flxo, %41 r fOe) = fx)  fQxq) = f(x0)

flxo, %1, %21 = v = — - —
2 0 X2 — X1 X1 — Xo

seklindedir.

Tanim 2.13 £ fonksiyonu icin ileri fark operatorii;
Af () = f(x41) = £ (%)
seklinde ifade edilebilir. k > 1 igin;
A<f(x) = A7 (a40) — A ()
dir. Burada k = 2,3, ...,n alinirsa;
N f (x;) = Af (xj01) — Af ()
= f(x52) = F(x541) = [ (x41) = F ()]

= f(x542) = 2 f(xj51) + f(x)

12



n

8 f () = D 0 (F) fCn-)

i=0

bulunur. x; = j alinirsa,

G+1D—-f({)
Fogan) — £(a) = LD S

j+1—j =Af(xj)=f[xj_xj+1]

f[xj+1;xj+2] - f[xj: xj+1]

Xj+2 = Xj

fli X1 %j42] =

r f(xj+2) = f(xj+1) _ f(xj+1) - f(xj)

Xj+2 = Xj+1 Xj+1 — Xj

elde edilir.

Tanim 2.14 ¢ € (x,, x,) igin,

f (8)

r!

f[xOI xll "'lxr] = (2.1)
saglanir [20, Syf 10].

Simdi g-Analiz ile ilgili bazi kavramlar vererek devam edelim.

Tanim 2.15

(6D = 1 =01 - g0) . (1 —g0 = | [a-qin)
j=0

q parametresi pozitif bir gercel sayi ve n negatif olmayan bir tam sayi olsun.

q tamsayisi [n], ile gosterilir,

13



1-4" +1
nlg=41-¢q 1

n , q=
seklinde tanimlanir ve faktoriyeli,

[n]q! — { [n]qgn - 1]q [1]q 7;== t’z’

dir. [Z] (n=k = 1) ile gosterilen g binom katsayisi,
q

[n] — (@, Dn _ [n]g!
klg (@ 0i(@ Dn-r  [klg! [n— k]!

ile tanimlanir ve k = 0 oldugunda 1, aksi halde sifir oldugu [20] ve [9] da yer

almaktadir. Ayrica q tlrev, D, ile gosterilir ve

Dq f(x) = % , x#0 (2.2)

seklinde tanimlanir. Bu tanima gore,

D,f(x) |x=0 = f'(0), DXf = f , DI := D,(D27f),n=123..

dir. Carpim ve bolimin q tirevleri ise,

Dy(f()g(x)) = g(x)Dyf (x) + f(gx)Dag (x) (23)

FO)\ | gLODF) — F()DLg ()
Pa (g(x)> = 3G90 (24)

seklinde tanimlanir ([21]).
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3. GENELLESTIRILMiS BASKAKOV OPERATORLERI iGiN
YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

Bu bolumde L;, operatorinin yakinsaklik 6zelliklerini incelemek igin gerekli

olan bazi sonuglar verilmigtir.

Lemma 3.1 [2] den asagidaki esitlikler saglanir.

0L (1,%) =1,

- nx 1
i) L, (¢, x) = In m“( + )
h \N—MmMy N—M

[ n(my +n) " 4nx
(1= 2mo)(n—mg) | (n — 2mo)(n — my)
2

(n — 2mg)(n — mo) [

Yn-2m,

iid) L, (¢2,x) =

ispat:

i) L;,(1,x) = 1 dir.

ii) L3, (¢, x) = L2=mo ( 4 n_lmo) oldugunu gdsterelim.

Yn n-mo

=Y (| £, Poa) ) 5 0)

o (1 (=1)* — )k
z( (- !)f tk+1¢15k)(t)dt>%(p1gk)(x) 31)

k=0

Burada t**! =u, ¢, () (¢)dt = dv olacak sekilde kismi integrasyon

uygulanirsa;

15



—_1)k ©
_ ¢ kll) <_ f eV () (k + 1)t’<dt>

—1)k o
' 0

bulunur. Burada
o) =nel (1) (n-n—my)

—p9 () = (n—mg) eIV (1)

(k)
(k 1) _ Pn- mo(t)
() =-" (33)
elde edilir. (3.2) ve (3.3)" de bulunanlar (3.1)’ de yerine yazilirsa;
c 1 (= 1)k(k+1) o (=" )k ()

dir. (3.4) de gfo (k) mg (£)dt = Yy, oldugundan

— 1 (k+1) (—x)k e

Z(yn (n—my) Vn— mO) () (3:5)

k=0

olmaktadir. (k + 1) ifadesi daditilacak olursa;

yn—mo 1 N (—x)k (k) yn—mo 1 N (—x)* (k)
N n—my ;kT(p” () + on (%)

Yn Y, n—mg o k!

16



Viemy 1 O (—x)* Viemy 1 o (—2)*

= 2 () + 2 (@)
Vo n—my L= Vo n-mgfy kO
elde edilir. Burada birinci seride k yerine k + 1 yazilirsa;
_Vnemy 1 (O (e 4 ome 1 S MO
Vo n—mo i k! " n M Mmo& k!

k=0

Vn_m 1 +1
== On—m <( 0 ( X) oD ( )+Z( x 1(lk)(x)> (3.6)

bulunur. (3.6)’ da (p(k+1) (x)=n <p,(1'ﬁr)mo(x) olarak yerine yazilirsa;

_ Yi-m 1 F (_x) (k)
= - o ((—X)(—n)k=0 o Pramy (6 + 1)

_ )/n—mo 1

= TRE—— ((—x)(—n) + 1)
_ Vnom, ( nx_ . 1 )
oy, \n—-my n-—my

elde edilerek sonuca ulasllir.

n(mg +n) ) dnx
kn—men—m@x*kn—mmxn—m@
2

(n —2my)(n —my)

iii) Ly (t%,x) = Yn-2m,

esitliginin saglandigini gosterelim.
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%) . Nk _
Ly (f5 %) =Z<ylfo t? %cofl")(t)dt>( kx) 0% (x)

b _1\k ro _
S (SR e on) e e
' 0

Burada t**2 =y, ¢, () (£)dt = dv olacak sekilde iki kez kismi integrasyon

uygulanirsa;

Ly(fix) = — j G () (e + 2) ekt

0

= _jw =D ) ¥ D () (k + 2) (k + Dtkdt
0

=—(k+2)(k+1) f " ol V() %2 (D) tkdt (3.8)
0

elde edilir. Burada

—0 (O =n g0 (n>n—m)

~p® () = (n—mp) ¢ V()

(F)
(k D(t) ‘PZ m(;r(l)
0

(3.9)
bulunur. Ayni sekilde,

e¥ V@) =n ¥ 2(1)  (n->n—2m,)

n+m0
—p{ o () = (n— 2m,) {52 (1)

18



(k-1)
(k-2) (Pn Zm()
0()_ _ e 7

o . (310)

dir. (3.9) ve (3.10)’ da bulunanlar (3.8)’ de yerine yazildiginda

n—mg n—2my

€9) (k-1)
L%(f;x)=—(k+2)(k+1)f ( Pn- mo(t)>< M) kg
0

elde edilir. Bulunan ifadeler (3.7)" de yerine yazildiginda;

[oe]

L (frx) = Zl (_ (=D)*(k + 2)(k + 1) ) (f o Ol (t)tkdt)( kx) 0 ()
k

=i "n kl(n —my)(n —2m,)

-1 (k+2Dk+1) (=1* )
=‘kz_ 20 (k!) (fo wnk)mo(t)wﬁkz,,io(t)tkdt)( kx) o (%) 3.11)

~ ¥n (n—my)(n —2my)

elde edilir. Burada &2 1) (fo (k) (t)go(k 1)0(t)tkdt) = Yn—2m, dir. Bu esitlik

nmo n—-2m

(3.11) de yerine ya2|I|rsa;

L == (i (k+2) (ke + 1) )yn_2m0> Ot 0
k

— \yn (n—mg)(n —2m, k!

dir. (k + 2)(k + 1) ifadesi uygun sekilde dagitilacak olursa;

)/n—Zmo 1
Yn (M—my)n—2my)

x(Zk(k—n(x ><)+Z4k = 00 ) — Zz(_) ““())
k=2

)/TL—ZTI’LO 1
Yn (M—my)n—2my)

Ly(f;x) = —

Ly(f;x) = —

19



) L, T (0 o NG
(( X)Z(k 0O+ ) g5 #4760 - kz AR

elde edilir. Birinci seride k yerine k + 2, ikinci seride k yerine k + 1 yazilirsa;

yn—ng 1
Yn (—my)n—2m,)

Ly(f;x) = —

<( x)?

elde edilir. Burada (p(k+2) (x)=—-n (p,g'f:,i) (x), <p(k+1) (x)=—-n (p,&’i)mo (x) ve

XAk
+2) () + 4x z (= p¥ () - 2 Z %q)fj‘)(x)) (3.12)
k=0 )

Pl 0 k' )(x) = 1 oldugundan (3.12)’ de yerlerine yazildiginda;

Yn—ZmO 1
Yo M —mg)(n—2my)

Ly (f;x) = —

x((_xy(_n)z(‘; oLt () + 4x(— n)Z wﬁ’?mo<x)—z> (3.13)
k=0

dir. (3.13) de —p%*D(x) = (n + )9, () ve £y T 0l () =1

ifadeleri yerine yazildiginda;

n-2m, 1 -
L,(f;x) = _r yz > = me)(n — 2my) (( —x)%(— n) X ) (n+ m0)<pr(l’?2m0(x) —4xn — 2)
_ yn—Zmo 1 2 (k) _ _
B Yo (m—my)n—2my) (( X (=n)(n +mo) Z (pn”mo (2) — 4xm 2)
_ Yn-2m, ( n(n +mgp) ) 4nx N 2 )
Yn (n—my)(n — 2my) (n—mp)(n—2my) (n—my)(n—2my)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Lemma 3.2 L; operatoru ve yukarida verilen lemma 3.1 g6z 6nune

alindiginda;
Yn-2m n(mo + Tl) 2n Yn-m
Ly ((t—x)?%x =< 0 - °+1>x2
n )= G—amGi—my)  immp)
n ( 4dn Yn-2m, _ 2 Vn—mo) X
(n—=2my)(n—my) vy n—mgy Y
2 Yn—Zmo

+
(n=2me)(n—my) vy
esitligi saglanir.

Lemma 3.3 [2] deki sonuglar kullanilarak,

Lt = xli2) < Lt — x1%012 < \[Z(mox + D+ mo)x + 1)

= /o, (3.14)

(n — 2mg) (n — my)

dir. Simdi L}, (f; x) operatoriine bakilacak olursa;

(—x)

oo o Nk k
L0 =) yi | F©& S o @ar | S o0 o
k=0 no . .

operatorun yakinsaklik oranini aragtirmak i¢in dekompozisyon teknigi

kullanilarak, L; (f; x) operatort asagidaki gibi yeni formda yazilabilir,

oo Nk _ X
Ka(r) =) <yi%<p£")(t>)%<p£") (0. (3.15)
2\7 w |
(3.15)’ den,
L) = [ Kae) e 3.16)

0

yazilabilir. Ayrica
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t

Baet) = [ KaC) ds (3.17)

0

olmak Uzere,

[ee]

P (x, ) = f Kp(x,s)ds = 1 (3.18)

0

dir.

Lemma 3.4 x € (0,») ve K,,(x,t), (3.15)" de verilen operator olsun. Bu

durumda n > 2 i¢in asagidakiler saglanir.

y

i) Bn(x,y) =an (x,t)dt<( 1y)26 0<y<x
0

o)

i) 1= B, (x,2) = f K,(x,)dt < ———

z

x<z< oo,

1
(x — )2 ’
ispat:
i. Not (3.1) ve Not (3.2) gdéz 6nline alinirsa, 0 <t < y < x igin;
O<x—-y<x-—-t
(x—y)? < (x—t)

(x - 1)?
e

elde edilir. Bu esitsizlikten yararlanarak;
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y y
Bn(x,y) =fKn (x, )dt < fKn (x, t)%dt

(o]

<1 fK(x £)(x — t)2dt
T (-2

0

y

1
Brn(x,v) =fKn(X,t)dtSm6n, 0<y<x
0

dir. f0°° K,(x,t) (x — t)2dt = L, (x — £)? ve L;(x —t)? < &, oldugundan

1
(y — x)?

ﬁn(x,}/) S 611

esitsizligi saglanir.

ii. B,(x,y) = [} KoCe,)dt, Br(x,00) = [ K,(x,)dt = 1 dir.

B (x,00) = fKn(x, t)dt+fKn(x, t)dt
0 z

seklinde yazilirsa foz K, (x, t)dt = B,(x, z) bulunur. Boylece;

o

1-p8,(x2) = f K, (x, t)dt

z
esitligi saglanir. Ayrica x <z <t < oo igin;

0<z—x<t—x

23



(z—-x)? < (t—x)?

(t — x)?
=) >1

elde edilir. Bu esitsizlikten yararlanarak;

1-B,(x,2) =fKn(x,t)dtstn(x,t)%dt

zZ z

co

< j ﬁl{n(x, t) (t — x)?dt

0
yazilabilir. [, K, (x, ) (t — x)? dt = L (t — x)? ve Ly (t —x)? < &, oldugundan

1
1—B,(x2) < m5n

esitsizligi saglanir ve boylece ispat tamamlanir.
L;, Operatoriinin Yakinsakhgi

¥ (t) fonksiyonu, [0, ) araliginin her sonlu alt araliginda sinirli salinimli ise,
X
fx) = £(0) +f’1’(t)dt (3.19)
0

seklinde yazilabilir. Ayrica f, yardimci fonksiyonu

f@) —fx), 0<t<x
f(®) ={ 0 t=x (3.20)
f@-f(x*), x<t<o

olarak verilsin. Simdi asagidaki teoremi verelim.
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Teorem f € DB, (0,), (a = 1) ve x € (0, ) olsun. Bu durumda;

)
16D j;

)
+51£(22) = £G) = 2/ ()]

N| R

L (F, %) = ()l < M7 (i+;)

n?  n?2(1+myx)

NGNS T
+2 kz V00t =\ et 16,
X% x—ﬁ

saglanir. V2(f.), f. in [a,b] arali§indaki total varyasyonu ve DB(0,») ise
[0,00) araliginda tanimlanan [f(t)| < Mt%, M >0, (0<a <1) blyime
kosulunu saglayan tum lokal integrallenebilir fonksiyonlarin sinifi olsun. [0, o)

araliginin her sonlu alt araligi Uzerinde f' € BV dir.
ispat:

Bu teoremin ispatinda;

| rraodu = ra e = 1o - £

oldugundan

Ly(f,x) — f(x) = f K, (x,t)(f(t)—f(x))dt=j<j K, (x, t)f’(u)du) dt (3.21)

0 0 X

yazilabilir. Bununla birlikte,
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frw) = [f G+ G+ () +5 [f (™) = f'(x)]sgn(u —x)

1
ol LGSV C IR M ENCY) (3.22)

O0zdesligi kullanilarak integral dort parga halinde yazilacaktir. Ayrica u = x,

u < x ve u > x kosullari tek tek ele alinacaktir.
u=xiginx,(u) =1ve sgn(u—x) =0 dir.
u<x ve u>xiginx,(u) =0 dr.

(3.21) ile verilen esgitlikte f'(u) turevi yerine (3.22) ile verilen 6zdeglik yazilirsa;

0 X

Ly (f;x)—f(x) = f (f K,(x,t) % [f'(x*) +ff(x‘)]du> dt

+f ( K 2 (%, t) [/ (x*) —f’(x‘)]sgn(u—X)du> dt
0

+f<fK (x, t)&(u)du)dt

+ f (f K, (x,t) [f’(x) - %[f’(x*) + f’(x‘)]Xx(u)] du) dt

elde edilir. Bu integraller kisaca;
L+L+I1+1,

seklinde ifade edilsin. Oncelikle I,’ G hesaplayalim.
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(I,) igin x # u durumunda x,(u) = 0 oldugundan ve ayrica x = u durumunda

[oe]

‘ 1
| < [ o369+ f'(x->xx<u)du]>1(n<x, e = 0

0
oldugundan yukaridaki esitlikte I, = 0 olmaktadir.

I, ile devam edilirse;

L=| ( [ 3176 - pralsgntu - x)du> Ko s e
0 x

x <u<t igin x <uoldugundan u — x > 0 olur. Yani sgn(u — x) = 1 olup;

0 X

t

S1FG) — F16o) ( | du> K3, £)dt

X

seklinde ifade edilebilir. Burada fxt du =t — x oldugundan,;

1 (o]
=3 [f'(x*) + f’(x‘)]f K, (x, t)(t — x)dt
yazilabilir. Ayrica (3.14) ve (3.16) dan ;

1
= [f'(x*) = f' (e (t — x|; %)
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elde edilir. Ly (|t — x|;x) < \/S—n oldugu (3.14) den bilinmektedir. O halde;

1
L <5 G =G 6

bulunur. I; integrali igin ise;

I = f ( [ K0 5 177G +f’(x‘)]du> at

X

t

S G~ 6] ( | du) K (x, D)t

X

seklinde ifade edilebilir. Burada fxt du = t — x oldugundan

= S [FGD+F6] [ Ko d) (- de
0
yazilabilir. Ayrica (3.14) ve (3.16) dan;

1
= [f'(x*) = f (e )L(t — x|; x)

(3.23)

elde edilir. Ly, (|t — x|;x) < \/6_,1 oldugu (3.14) den bilinmektedir. O halde;

LSS G — O,

(3.24)

bulunur. Bu durumda (3.23) ve (3.24) den I, + I, < f’(x*)\/cﬁ—n elde edilir.

Simdi I integralini gz énlne alalim;
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I; = f(f K, (x, t)f,[(u)du) dt

X

[ K o @

X

|

olarak ifade edilebilir. Burada;

ot
X

f K,(x,t) (fx’)(u)du‘ dt

X

X

RGO =

0

f K,(x,t) (fx’)(u)du‘ dt

ve

o)

AGORS|

X

t

J- K, (x,t) (ﬁc’)(u)du‘ dt

X

olarak ele alinsin. Yakinsakligi gostermek icin E,, ve E,” den yararlanarak

asagidaki yol izlenir.

|Ly(f,x) — f(x)] < f f(f’)x(u)Kn(x, t)dudt—ff(f’)x(u) K, (x, t)dudt

2 1P G — £ GO e — 21,20
2P G GO (- 0),2)

< 1B, + B0 4 517G = F GO = 2, 0)
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1
+S1F @) + £/ G)IL (I — x|, x)

< |En(f,0) + B (F, 01 + 1 (D6 (3.25)

Son olarak teoremin ispatini tamamlamak igin E,, (f, x) ve E,(f,x) terimlerini

tahmin etmek yeterlidir. Bu terimlere integrasyon uygulanarak, lemma 3.1 ile

lemma 3.2 ve t = x — — kullanilarak;
N

t

f Ky G, (D) (u)dul dt = j ( j (F)s (u)du> K, Gx, £)dt
0

X X

X

G0 = |

0

elde edilir. Burada (3.17) den;

F,(f.x) = f B, ) (F)x (Dt
0

yazilabilir.

<
IF, (fx>|<f 1B G, O I(F (D)]de + fwx O (O)ldt

X——

n

seklinde x — \/% noktasinda ikiye boltinsun.

< | (\x/(f’)x)lﬁn(x.t)ldt+ f <\/(f)x>|ﬁn(x Oldt

0 t -

Vn

Lemma (3.2) den;
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elde edilir. u = ﬁ degisken degistirmesi yaparsak,
t=0icin,u=1,

X _ x _x _ 2 C
t=x—Ziginu=—5—==% = +/n dir. O halde (3.26) igin;

v Vn

X

(3.26)

(3.27)

. i
5, f \/(f)x dt =5, f \V@oa=2y \/am
x__ k=1 x__
yazilabilir. Boylece;
5 o
IFu(fi0)] < 2 kz ¥<(f'>x> + \/—ﬁx\{x_((f’)x)

elde edilir. Diger yandan;
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|En(f, )] =

f <ft (f’)x(u)du> Ky (x, t)dt

[ee]

( (f)x(w) du>Kn(x,t)dt+ f(f(f’)x(u)du>l(n(x,t)dt

2x

2x

J

X

(3.28)

dir. (3.28) denklemi, hesabi kolaylastirmak icin iki parcaya ayrilirsa;

2x

J

X

E., =

( ()W) du) Ky (x, t)dt
ve

[0}

J

2x

E., =

( (f"),(w) du) K, (x,t)dt

yazilabilir. ik olarak E,, denklemi ele alinacak olursa ve E, , denkleminde,

f (F)(w) du = f (F'(w) — f'(cP)dw)

esitligi yerine yazilirsa;

o)

|

2x

En, =

( f (F'(w) — f’(x+)du)> K, (x, t)dt

elde edilir. Burada;
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[00]

|

2x

En, = <f(f’(u) —f’(x+)du)> Ky (x, t)dt

[ee]

f (t = K, (x, £)dt

2x

<

[ ® - r)Kae 0ae] + 17760

< f FO1Ka(x, O)de + [f ) f Ky G, Dt + 1 ()] j (¢ — )k, (x, O)dt

dir. t > 2x ve t — x = x oldugundan t_Tx > 1olur. f € DB |f(t)| < Mt?* igin;

L[ =02, 0 + 1)
0

<M f t*K, (x, t)dt +
2x

<M f LaK, (x, )dt +@ 8+ If D)3
2x
=M f (t — x)?%K, (x, t) dt

<M f (t —x)?* K, (x, t)dt
0

= ML, (It — x|*%t) < Ly (f, x)
dir. Simdi E,,," i gbz Online alalim;

2x

J

X

E,, =

( (fx () du) Ky (x, t)dt
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ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa,
L) du =u ise (f),(t) dt = du bulunur. Ayrica

fxzx K,(x, t) dt = dv ise 1—B,(x,2x) = v dir. Buradan;

11— Bu(x, 20)] + j (PR (O] 11 = Bu(x D)lde

jx(f x(Wdu

x
x X
X+ x+

Vn k Vn
S On
SFIf(Zx)—f(x)—xf’(x““)l+7; \/(f')x"‘\/ir—l \x/(f')x

elde edilir. M’ > 0 sabiti icin sonuglar bir araya getirilecek olursa [2] den,

a
2

| 0@ = e de| < M (35 + )
2x

dir. E,, ve E,, icin elde edilen sonuglar birlestirilirse;

E < (2 ! : ‘a2
|E, (f, )| < (ﬁ*‘m) + 1f' (x) Py

[l i
6” It ﬁ ’ i ’
+22 (2 = F0) = xf (0| +2 kz \/ ((F) + ﬁ\x/«f ) (329)

elde edilir. I, , I, , I5 ve I, integralleri birlestirilirse;
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a
1 2

1 5,
L0 = FO <M (5t ) If’(x+)|\[\/:ﬁ

3
x®
+

=

On Oy
20120 — ) —xf () + \ o

X

=
1l
[y

x+\7—ﬁ
X +
+o= \/x(f)x +If (DB,
Vn

x—=

bulunur. Bdylece ispat tamamlanmigtir.
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4. GENELLESTIRILMIS q-BASKAKOV OPERATORLERININ BAZI
OZELLIKLERI

4.1 q-Baskakov Operatérleri ile ilgili Temel Teoremler

f €C[0,), g >0 ve her n pozitif tam sayisi igin bir g-Baskakov operatori

tanimlanacak olursa;

[ee)

Braf) = Y [MFETY] ek it (ﬂ)

k=0 a Hnlq

[k
Z k(x)f( ][‘;l]> (4.1.1)
q

seklinde yazilabilir. ¢ = 1 igin (4.1.1) polinomu klasik Baskakov operatérinu

Verir.

Not 4.1.1 f, (a,b) arahdinda tanimli bir fonksiyon ve h pozitif reel bir sayi

olsun. f “nin vV}, q ileri farklari » > 0 igin;
vof(x) = f(x;)
Vet f () = a7 Vef (x41) — Vof ()

dir. Bélinmus farklar ile q ileri farklar arasindaki iliski asagidaki lemma ile

verilsin.

Lemma4.1.1 Her j,r > 0igin;
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olmak lzere;

r(2j+r-1) Vrf X
f[xj' Xj+1s ....Xj+r] =q 2 [r]( v]) (4.12)

saglanir.

ispat: r tizerinden timevarim uygulanirsa, not 4.1.1’ e gére sonug r = 0 igin
aciktir. (4.1.2) esitliginin bazi r > 0 ve her j > 0 i¢in dogru oldugu varsayilirsa

ve ayrica A f(x;) = f(xj11) — f(x;) oldugu g6z éniinde bulundurulursa;

j+r+ 1]q [j]q
qi+rHi-1 _qj—l

Xjtr+1 — Xj =

_ 1 1_qj+T+1_ 1 1_qj
q/tT 1-gq g7t 1—¢q

p 1 1_qj+r+1_1_qj
C1-q\ ¢ g/~
elde edilir. Burada ¢’/~! ifadesi (q"*' * q7""1) ile garpilirsa;
B 1 1— qj+r+1 1— qj
1= q qj+r o qj—1+r+1q—r—1

1 1
- 1—q q/* ( — g/ - (1 - ]) qr+1)

1 1 ) .

= _1 — qj+r (1 _ q1+r+1 _ qr+1 + q]+r+1)
_ 1 1 (1 r+1)_ [7‘+1]q
Slog g T @) =
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dir. Yani xj,,.1 — x; = e iGin;

f[xj+1ij+2J "'ij+r+1] - f[le Xj+1s "-:xj+r]

Xjtr+1 — Xj

f[xj'xj+1' ""xj+r+1] =

q’* ( wvrf(x]+l) wvrf(x,)>
[r + 1], [r]q! ! L

r(Zj;—r_l)ﬂ#r( q"Vaf (xj41) = Vo f (%)) )

1 [r+1],!

r+D@j+1) Vit f (%))
=(q 2 i
[r+1],!

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmistir.
Lemma4.1.2 n, k = 0igin;

[ *(—x, Dol = [k]qu‘l(—x,q)ﬁik q x [n+k] (=%, Drire (4.1.3)
dir.

ispat lk olarak Dy(—x,q)yn = [n]q(—qx, q)n—1 oldugu gosterilsin. q tlrev

formalu kullanirsa;
1 n-—1 n—1
j=0 j=0

1 n—-2 '
- — [ Jaremaren-a+n)
j=0
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qn 1 n-2 '
i 1_[(1 +q/*1x)
q =0

= [n]q(_qu Dn-1
elde edilir. (2.4)’ den bolumuin g-tarev formalu kullanilirsa;

—[TL + k]q (_qx: Q)n+k—1
(=% Qn+k (9%, @ sk

Dq (—X, q)?’_l}-k =

= —[n+klg(—=%, Qrixe (4.1.4)
bulunur. Ayrica ;
Dyx* = [k]gx*t (4.1.5)
oldugu aciktir. (4.1.4) ve (4.1.5) ‘i kullanarak lemma 4.1.2 elde edilir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.
Asagidaki teorem q ileri farklar ile B, ;" nin r-inci tdrevinin bir temsilini verir.

Teorem 4.1.1 r > 0 olsun. g-Baskakov operatérinin r. g tlrevi;

—1],! © k
DBy (f,x) = % Z a Pl . COVLf <£> (4.1.6)
k=0

q*1[n],

formalu ile hesaplanabilir.
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Ispat: r (izerinde tiimevarim uygulayarak,

n+k]q [k + 1], = [n], [n?(—k]

k+1 .

ve

[M+41] sy = [ 4]

esitlikleri ile g tirev tanimi kullanilarak;

o)

— k(k-1) k
DeBag(f) =Y [PHETT] ¢ [khxk‘%—«wnzikf<5§—LL—>

-1
=1 q [n]q

0]

r z : [n ] qg 2z qFxF[n+ k]q(_x’CI)n-:ll-k+1 k—1 :
k=0 k 1 q [n]q

c, Y] . [k + 1] [k]
o 21 ), o i (1 () 1 (58,

k=0

N AL
= [n], kZo qkprf+1,k () Vg f <m>

elde edilir. (4.1.6) esitliginin » = 1 icin gecerli oldugu aciktir. Bazi r > 2

degerleri igin gegerli oldugu varsayilarak (4.1.6)’ nin tirevi alinirsa;

oo

D5+1 (Bn,q(f, x)) _ [n[:l‘iz]ﬂq' kZ [n +k ;{I— r— 1]q q@+rk [k]q

X XK (=%, @) hesr Vo f < g )

gkt [n]q
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k(k-1)

[Tl+7"—1]!oo +k+r—1
B [n_l]q!an kr ]q[n+k+r]q q“q 2

+7rk

k=0

4 - [k]
X x* (—X, Q) n+k+r Vq f <m>

2

“Tn=-111 Z [ k ]q q Hoey xk(_x' q) n%l-k+r+1

okt (I
X (q Vq f< qk[n]qq> o Vq f<qk_1[jl]q>>

+7],! :
[n+ 7] q' Zq(rﬂ)k +r+1k(x) VT+1f<%>

ko

8

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonu¢ 1 (4.1.1) deki operatér, q ileri farklar yardimiyla

r

o [n+7r—1],!
Bn,q(f,x)=2% Vo SO o

r=0 [‘I’l
seklinde yazilabilir.
ispat: Teorem (4.1.1) geregince r > 1 igin;

1
DZ; (Bn,q(f'x)) |x % P n+r,0 (0) vr f(O)

[n+7r—1]!
=y O

41



dir. [21]’ de verilen g Taylor formulinde yukaridaki esitligi kullanarak;

Buaf0 = Y Bl po) < (4.1.7)

o [n—1],! [r]g!
elde edilir.

Lemma 4.1.1 ve Sonug 1 birlestirilerek Sonug 2 verilebilir.

Sonug¢ 2 g-Baskakov operatorleri

o)

I N G| PR 1 12l g | *"
Baalf0 = ) g T O Rl Ty ol

r=0

olarak temsil edilebilir.

Lemma 4.1.3 B, , operatoru igin agagidaki esitlikler saglanir.

By, (1,x) =1, (4.1.8)

B, (t,x) = x, (4.1.9)
2 ) — 42 1% 1

Bg(t%,0) = % 4 o (1+ qx). (4.1.10)

ispat: (2.1) ve Lemma 4.1.1’ den,

r(r—1)
q 2 Vg f(xo)
[r]q!

fT ()

r!

[nlg =

oldugu gorulir. Béylece x™, m > r igin r — inci q ileri farklarinin sifir oldugu
¢ q g

g6zlenmigtir. (4.1.7)’ den (4.1.8) saglanir.
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f@)=x igin V3 £(0) = £0) = 0, ¥4 £(0) = £ (=) ~ £(0) =

ve (4.1.7) den (4.1.9) elde edilir.

f(x) = x? alinirsa V2 £(0) = £(0) =0, V? f(0)—f( ) £0) =

ViF©) =af (&) - 1+ o) £ () - ) igin;

" [n+ 1] X
Bug(t? ) = - g (q[z]q )x ol

=‘”’Sl+:l(%(1+q)-1)x2+ﬁ
X
=x2+ TP 2+@
—x2+[x—]q(1+$x)
elde edilir.
Onerme 4.1.1

m
Ug,m(x) nq(tm x) = Z k(x) < >
olarak tanimlanirsa, bu durumda U/, = 1, U}, = x olur ve m > 1 igin;

[n],U) 1 (ax) = qx(1 + x)D, U, (x) + gx[n] U, (gx)

ifadesi saglanir.
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ispat: X7, P (x) = 1 6zdesligi ve (4.1.1) ile U} ;(x), U, (x) degerleri

bulunabilir. Lemma (4.1.2)’ den;

x(1+ q"*x) Dy B, (x) = ([k]g — q*[n]gx) P, (x)

oldugu aciktir. Bu ifade x(1 + x) D, P, (x) = (%— qx) % Pl (gx)
, . .
seklinde yazilabilir. Ozdeslik kullanilarak;
4 () a (kg \"
qx(1 4+ x)DqUpm(x) = ) qx(1+ x)DgB,, O\ =i
e q [n]q

AR [kl \™
- 2 (i, o) e ()

k=0
= [n] U} 41(qx) — qx[n] U}, (qx)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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4.2 q-Baskakov Operatérlerinin Yakinsaklhk Ozellikleri

VL olsun.
1+x

Bf, f* ye bagl bir sabit ve ||f]|, := sup
x=0

14+x2

E,(R,) := {f €C(R,): lim @ oo} ve

B,(R,) :={f : If(x)| < B;(1+x%)}

olarak alinirsa Lemma 4.1.3’ {in bir sonucu olarak (4.1.1) operatori, E,(R,)’

yi E,(R,) ye esler. g > 0 olan sabit bir g de@eri igin,

B, 4(t?%x), n— o iken, x? ye yakinsamaz. Korovkin teoremine gore, (4.1.8),
(4.1.9) ve (4.1.10), her f € E,(R,) igin R, nin kompakt alt kiimesi lzerinde

lim B,, f =f oldugunu garanti etmez. (4.1.1)" in bu tir yakinsama
n—->oo

Ozelliklerini saglamasi i¢in ¢ = q,, yerine n - o iken g, > 0 i¢in g, » 1 ve
n — oo igin [n], — oo olacak sekilde bir dizi alinarak degistirilir. Ayrica B, ,_f,
g, > 0 igin lineer pozitif operatordir. Bu durumda Korovkin teoremi B, , f’ €

uygulanabilir.

Teorem 4.2.1 (g,), q, > 0 ve lim g,, = 1 olacak sekilde bir dizi olsun. R’ nin
n—-oo

kompakt bir alt kimesi Uzerinde her f € E,(R,) igin

lim B, , f=f

n—->oo

dir.
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Teorem 4.2.2 n—> wove q, > 0icin q = q, dir. Her f € B,(R,) igin;

li |Bn,qn(f; x) — f(X)| _
im sup =

0 4.2.1
n-o0 x>0 1+x2 ( )

dir.

ispat: f’ nin sirekliliginden, kapali bir aralikta € ve f’ ye bagli olan bir § > 0

sayisi vardir ki, |t — x| < & igin |f(t) — f(x)| < € dir. f € B,(R,) oldugundan,
|t —x| =& icin [f(t) = f(x)] < Af (8) {(t —x)* + (1 + x?)|t — x|} yazilabilir,
Burada A¢ (), f ve &’ ya bagli olan pozitif bir sabittir.
Yukaridaki sonuglar birlestirilirse,

If@) = fOl < E+ A (&) {(t —x)* + (1 + x|t —xl3},
bulunur. Burada t, x € R_dir. Bdylece;

|Bn,qn(f; xX) — f(x)| < E+ Af(5) {Bn,qn((t —x)%5x) + (14 x*)B, 4 (It - x|;x)}

olup Lemma 4.1.3’ den

|Bra, (f3 ) = f ()] 1 1 1 1
i Tz Er A O p- (1 +E) L (1 +E>

elde edilir.

Not: [18 syf 301] de verilen yontemi kullanarak,

X 1
|Brg, (s x) — F(0)] < Mw(f; \/@@ +ax) >
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elde edilir. B, , (f)’ nin R,’ nin herhangi bir kapali alt arahiginda f’ ye

yakinsama hizi, klasik Baskakov operatorlerde \/iﬁ iken g-Baskakov

operatodrlerinde [ ]1

Nlgn

oldugu soylenebilir.
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4.3 g-Baskakov Operatorlerinin Sekil Koruma Ozellikleri

f surekli, negatif olmayan bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Her f fonksiyonu,

a pozitif gercel sayl olmak lGzere x € [0,a] ve her bir a i¢in a € [0,1] iken;
flax) < a f(x)
kosulunu sagliyorsa f fonksiyonu yildiz seklindedir ([23]).
(2.2) g turev tanimindan asagidaki lemma agiktir.
Lemma 4.3.1 f fonksiyonu, her g € (0,1) ve x € [0, a] i¢in
xDq(f)(x) = f(x)
kosulunu sagliyorsa yildiz seklindedir.
Teorem 4.3.1 Eger f yildiz seklinde ise, B, ,(f)’ de yildiz seklindedir.

ispat: Teorem 4.1.1’ den;

Dy (Bug(f,2)) — 22aL2

n+k] Kk=D _
zq Vl < k— 1n] >[ ]qq 2 X% (=%, Optpr

if< ) [T M e o

k=1
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> k(k—1)

= [n]z [nzk] g 2 g x* (=x, @Qntrsn

k=0 a

[k+1]q)_ ( k], >_ 1 <[k+1]q>
X<f (qk[n]q No=tn1,) " e+ 11, 7 o,

yazilabilir. Ayrica,

1{— 1 _ qlklq
[k+1], [k+1],
oldugundan,
B, (f'x)
Dq (Bn,q (f' x)) - qT
R I qlk], <[k+1]q>_ < [k, >
= [n]kzzoq Pn+1’k<[k+1]qf qk[n]q f qk_l[n]q (431)

elde edilir. f yildiz seklinde oldugundan,

alkl, <[k+1]q> < (K], >
k1, \ v, ) 2\,

dir. Bu esitsizlikten ve (4.3.1)’ den istenen sonuca varilabilir.

Teorem 4.3.2 f, (0,00) aralidinda tanimli bir fonksiyon olsun. x € (0, %) igin

f(x) = 0olur. Eger % , (0,00) araligindaki tum x’ ler igin azaliyorsa, o0 zaman

x € (0,) ve her q € (0, ) igin D, (w) < 0dr.
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ispat: (4.1.1)’ den,

oo

Bug(f3 ) [k] _1) koD 0
q—=2f< _1[;]q>["+,’§ B e T e GO

k
X
k=1 q

dir. Yukaridaki esitlikte tlrev alinirsa ve Lemma 4.1.2 kullanilirsa;

B, (M) _ Zf< [k], >[n +k— 1 LCN 1,552 (—x, )7Ly

_Zf< [k]q >[n+l]§_1] qk(kz_l)[n+k] lyk=1(—x, Qntrst

q

+0, ("2 (1)

elde edilir. Ayrica (2.3) ve (2.4) kullanilarak;

0 0

bulunur. Bu nedenle;

; 2 [k+1 k(k—1)
( q(f x)) Zf< + Ll)Zill‘] q 2z qF[k]x (=%, @ptran

k=1

N +k—1] kk-D 1 k- -
Zf( )[" | a7 I Kgg T
k=1

T I RA s

dir. Burada
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ntk _[n+k) [nlq
k+1l, =Lk 1 r,

[+, e[, o

Ozdeslikleri kullanilarak;

B sx d Kk(k—1)
Dq < —n’q(f )> = Z [Tl -ll(- k] q 2 xk_l (_x, q)T_l}-k+1
q

X
k=1

[k+1]q> qk[n]q _ < [k]q >qk—1[n]q>
<f<qk[n]q [k + 1], f 7 1nl,) Ik, [k]q

_f@

qx?

(ot = [l B2 o, )i

elde edilir.

f(x)=0 ve %x) x € (0, ) icin fonksiyon artan olmadigindan, her g € (0, «)

ve x € (0,) igin D, (W) <0 dir.

Simdi (4.1.1) ile tanimlanan g-Baskakov operatérlerinin monotonluk 6zelligini

sagladigini gosterelim.
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4.4 q-Baskakov Operatorlerinin Monotonlugu

B, q(f) dizisinin iki ardigik terimi arasinda asagidaki iliski mevcuttur. Klasik

Baskakov operatdrleri icin benzer sonuglar [24] de verilmistir.

Teorem 4.4.1 f € C(R*) oldugunda asagidaki formdl saglanir.

Bn+1,q (f» X) - Bn,q(f: X)

k(1) _ +k
= Z q kak+1(_xl q)n}-k+1 [n k ]q

1]
n+ qk=0

x[n+k+1]q l [k], [k +1], [k+1]ql
[n+ 1], q“tn+ 1], "q*[n+ 1], " q*[nl,

ispat:
1=1+ qn+kx _ qn+kx

esitligini ve (4.1.1)’ i kullanarak;

o)

k k(k—1)
a0 = Y/ (gt )1, 05 it

e [n+ 1], q

N (Kla  \p+k ke 1
—Zf(m)[ k ]q q X (=%, Ok

N [k] N4kl kk=1) )
- z / (MTZ‘H [ k ]q q Z g (=% @ik
q
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a

[k k(k—1)
TR YT S P
q

i [k] R )| B
Zf( . >[nk ] q 2z g™ (=%, Qniken

i n + 1], q

yazilabilir. Boylece,

Bn+1,q (f; X)

k+1g \tn+k+1] ke
= f(0)(—x,q);! +Z <—> q 2z q"x** (=x,q)n;
n n+ 1]q k + 1 ]q n+k+1

< [k] n+k il ) -
Zf( nj—l] >[ k | a7 am o (e

k=0 4

bulnur. Ayrica,

S k 4] k1)
B f50 = FO x5+ £ (e ) [T T e i
k=1 a

q

k + 1] +k k(k-1) :
—f(())( X, Q)n +Z < q> Z+1] CI 2 quk+1(_x'q)n}—k+1

oldugundan,

Bn+1,q(f' x) - Bn,q(f'x)

o k(k=1) [k + 1]
_ k. k+1/_ -1 L kel
— E q 2 q°x (=X, QDnik+1 <f<qk[n+1]q>[ k+1 1

k=0
wef K] n+k Lk + g n + k
—q f(aﬂc—T?m]q)[ k ]q_f<qk[n]qq>[k+1q>
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dir. Bununla birlikte

n+k+1] =[n+k] [n+k+ 1],
k+1 1 k 1y [k+1],

ve

n+k] =[n+k] [n],
k+1l, =0k | v,

esitlikleri kullanilarak;

N k(1) B n+k
Bn+1,q(f' x) — B q (f,x) =— Z q 2 xk+1(_x: q)n}-k+1 [ k ]
q
k=0

Y [k]q )_[n+k+1]q <[k+1]q> [n], <[k+1]q>
(q f<qk-1[n+1]q G+, \em+ 1) e+, o,

yazilabilir. Ayrica

[k+1]q_ [k]q [n+k+1],

q[nly  q*tn+ 1l q*nlgln+1],’

e+, b, 1
q“[n+1], q¢*'n+1], q¢*n+1],’

ve

[k + 1], B [k +1], B q*lk +1],
q¥[nl,  q¥In+1],  q¥[n+1]4lnl,

esitliklerinin kullaniimasiyla;

[k], [k+1], [k+1],] q*[n]4[n + 117
g tn+1l, 'g*[n+1l,’ ¢*[nl, | q*[n+k+1],

f
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. [k], )_[n+k+1]q ([k+1]q> [n]q <[k+1]q>
(q f(qk‘l[n+1]q [k +1], f qk[n + 1], +[k+1]qf q*[n],

elde edilerek ispat tamamlanir.

f’ nin tum ikinci bolunmasg farklarinin negatif olmamasi durumunda f’ nin bir
digbukey oldugu bilinmektedir. Bu 06zellik ve Teorem 4.4.1 kullanilarak

asagidaki sonuca varilabilir.

Sonug Eger f, R* (zerinde tanimli bir konveks fonksiyonsa, f lineer
fonksiyon olmadikga, (4.1.1)ile tanimlanan B, ,(f, x) operatéri n igin kesinlikle

monoton azalmayandir. f, lineer ise bu durumda her n igin;

Bn,q(f: x) = Bn+1,q (f,x)

dir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Lineer pozitif operatdr olan Baskakov operatorlerinin ve bu operatorlerin g
genellestirmesi olan g-Baskakov operatorlerinin bazi yakinsaklik 6zellikleri

incelenmigtir.

Lineer pozitif operatorlerin, bu tip genellestirmelerinin ve modifikasyonlarinin
tanimlanmasinin sebebi daha iyi yakinsaklik sonuclari elde edebilmektir.
Dolayisiyla yaklagimlar teorisi, en iyi yakinsaklik sonuclari elde edebilmek

adina, arastirmacilar i¢in populerligini ve guncelligini korumaktadir.
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