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OZET

5-BOYUTLU 2-INDEKSLIi YARI-OKLIDYEN UZAYDA Bi-NULL EGRILER

UCUM, Ali
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
Ocak 2020, 84 sayfa

Bu tez yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilmigtir.
Ikinci boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tamimlar verilmistir. Ugiincii
boliimde, 5-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen uzayda bi-null egrilerin Frenet catist ve
denklemleri elde edilmistir. Ayrica sabit egrilikli bi-null egriler simiflandirilmis ve
parametrik denklemleri elde edilmistir. Dordiincti boliimde, 5-boyutlu 2-indekdli
yar1-Oklidyen uzayda bi-null egrilerin oskiilator, normal ve rektifiyan egri olmasi
igin gerek ve yeter sartlar elde edilmistir. Besinci boliimde, 5-boyutlu 2-indeksli yari-
Oklidyen uzayda bi-null egrilerin k-tip bi-null dant helis olmasi i¢in gerek ve yeter
sartlar elde edilmistir. Altmc1 bdliimde, 5-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen uzayda
bi-null egriler ile elde edilen regle yiizeyler ¢alisiimistir. Yedinci boliimde, 5-boyutlu
2-indeksli yar1-Oklidyen uzayda bi-null egriler ile elde edilen stationary yiizeyler

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-Oklidyen uzay, bi-null egriler, k-tip slant helis, regle
yiizeyler, stationary yiizeyler, marginally trapped yiizeyler.



ABSTRACT

BI-NULL CURVESIN SEMI-EUCLIDEAN 5-SPACE WITH INDEX 2

UCUM, Ali
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
January 2020, 84 pages

This thesis consists of seven chapters. The first chapter is devoted to the
introduction. The second chapter contains concepts and definitions which are needed
throughout the thesis. In the third chapter, Frenet frame and Frenet equations of bi-
null curves are obtained in semi-Euclidean 5-space with index 2. Also, bi-null curves
with constant curvatures are classified and parametric equations of such curves are
obtained. In the fourth chapter, the necessary and sufficient conditions are obtained
for bi-null curves to be osculator, normal and rectifying curve in semi-Euclidean 5-
space with index 2. In the fifth chapter, the necessary and sufficient conditions are
obtained for bi-null curves to be k-type slant helices in semi-Euclidean 5-space with
index 2. In the sixth chapter, the ruled surfaces obtained from bi-null curves are
studied in semi-Euclidean 5-space with index 2. In the seventh chapter, the
Lorentzian stationary surfaces with bi-null curves are studied in semi-Euclidean 5-

space with index 2.

Key Words: Semi-Euclidean space, bi-null curves, k-type slant helices, ruled
surfaces, stationary surfaces, marginally trapped surfaces.
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1. GIRIiS

Egriler teorisi diferensiyel geometrinin énemli bir ¢aligma alani olup tarihi
Huygens (1629-1695), Leibniz (1646-1716) ve Newton (1643-1727) un diizlemsel
egriler iizerine yaptiklar1 arastirmalara kadar dayanmaktadir. Bir egrinin egri-
lik fonksiyonlarinin egriyi temsil eden fonksiyonun tiirevleri yardimiyla bulun-
mast 1671 yilinda Newton (1643-1727) tarafindan verilmistir. Uzay egrilerinin
diferensiyel geometrisinin caligilmasinda en ¢nemli adim Frenet-Serret formiil-
lerinin insa edilmesidir. Bu formiiller Frenet (1847) ve Serret (1851) tarafin-
dan ayr1 ayri tammmlanmigtir. 7, N, B ile gosterdigimiz ve giiniimiizde Frenet
vektorleri olarak tanimlanan bu vektorler yardimiyla egrinin bir¢ok geometrik
ozelligi incelenebilmektedir. Ayrica egrinin esas teoremi olarak bilinen teorem
Aoust tarafindan 1876 yilinda verilmisgtir. 1775 yilinda Monge (1746-1818), ii¢
boyutlu Oklid uzayimda bir egrinin birinci ve ikinci egriligini tanimlamis ve birinci
egrilik fonksiyonunun analitik ifadesini elde etmistir. Fakat torsiyon (burulma)
egriliginin analitik ifadesini verememigtir. Torsiyon (burulma) egriliginin analitik
ifadesi 1806 yilinda Lancret (1774-1807) tarafindan verilmistir. Sonrasinda 1826
yilinda Cauchy (1789-1857) ilk olarak bir uzay egrisini sistematik olarak ardigik
tiirevler yardimiyla galismigtir ([1-3]).

Giintimiizde yogun bir gsekilde ¢alisilmakta olan egriler teoresinde 6ne gikan
problemlerden birisi de egrilerin simiflandirilmasi problemidir. Bu problemin
¢oziimiinde egrinin egrilikleri (k; ve k3) ve egrinin Frenet vektor alanlari (T, N, B)
biiyiik bir tneme sahiptir. Bunlarin baghca ornekleri egriler teorisinin klasik
problemlerinden olan Bertrand egrileri, Mannheim egrileri ve helis egrileri olup
bu egriler iizerine yapilan calismalar giintimiizde de devam etmektedir. Bununla
birlikte egriler teorisine yeni tip egri kavramlari da eklenmektedir. Bunlardan
bir tanesi B. Y. Chen (2003) tarafindan ortaya konulan "Bir egrinin konum vek-
torii ne zaman tamamen kendi rektifiyan diizleminde yatar?" sorusunun cevabi
olarak ortaya ¢ikan rektifiyan egri kavramidir. Bu yaklagim sonucunda bir egrinin
karakterizasyonunun konum vektorii yardimiyla da yapilabilecegi ortaya ¢ikmigtir.
Benzer diisiinceyle normal egri ve oskiilator egri kavrami geligtirilmigtir. Normal

egri, konum vektorii tamamen kendi normal diizleminde yatan egri ve oskiilator



egri de konum vektorii tamamen kendi oskiilator diizleminde yatan egri olarak
tammlanir. Bu egriler 3-boyutlu ve 4-boyutlu Oklid uzaymda, ayrica 3-boyutlu
ve 4-boyutlu yar1-Oklidyen uzaylarinda da calisilmistir ([4-14]).

Egrilikler yardimiyla da egriler i¢in bircok karakterizasyon verilmigtir. Bir
egrinin teget vektor alanm sabit bir dogrultu ile her noktada sabit ag1 yapiyorsa bu
egri genel helis egrisi olarak adlandirilir. Lancret tarafindan genel helis egrileri
icin verilen karakterizasyona gore "3 de, bir egrinin genel helis olmasi igin gerek
ve yeter sart, egrinin birinci ve ikinci egrilikleri sirasiyla, x; ve ko olmak iizere
K1/ke oraninin sabit olmasidir". Aciktir ki bu uzayda x1 ve ko egrilikleri sifirdan
farkli ve sabit olan egriler de bir genel helis egrisi olup bu egrilere sabit egrilikli
egriler veya W-egriler denir ([15-21]).

Izumiya ve Takeuchi (2004) genel helis egrilerine benzer olarak slant helis
kavramim ortaya koymustur. Buna gore bir egrinin normal vektor alani sabit bir
dogrultu ile her noktada sabit ag1 yapiyorsa bu egri slant helis egrisi olarak ad-
landirilir. Bu egrilerin bircok arastirmac: tarafindan karakterizasyonu yapilmigtir
([22-25]). Daha sonra k-tip slant helis kavrami ortaya atilmigtir ve birgok aragtir-
maci tarafindan ilgi gormiistiir ([26-28]).

Diferensiyel geometrinin 6nemi bir diger calisma alan da yiizeyler teori-
sidir. Yiizeyler teorisi ile ilgili ilk caligmalar, 1760 yilinda Euler in bir yiizeyin
egriligini tanimlamasina kadar uzanmaktadir. Egriler ve yiizeyler birbiriyle baglan-
tih gcalisma alanlaridir. Egri ve yiizey iligkisinin giizel bir 6rnegi olarak regle
(dogrusal) yiizeyler verilebilir ([1]). Regle yiizeylerin bir 6rnegi B-scroll olarak
adlandirilan yiizeylerdir. Bu yiizeyler bir¢cok arastirmaci tarafindan ¢aligilmigtir
([29-31]). Bir diger 6rnek olarak Stationary yiizeyler verilebilir. Bu tip yiizeyler
de bir¢ok aragtirmaci tarafindan ¢aligilmigtir ([32-35]).

Bu tez caligmasinda, M. Sakaki (2012) tarafindan n > 6 olmak iizere R}
uzayinda ortaya atilan bi-null egri kavrami 5-boyutlu 2-indeksli yari-Oklidyen
uzay RS de gahsildi ([36]). Bu tip egrilerin Frenet denklemleri elde edilerek RS
uzayida sabit egrilikli bi-null egriler siniflandirildi. Daha sonra R3 uzayinda bi-
null egrilerin oskiilator, normal, rektifiyan ve k-tip slant helis olmas: icin gerek
ve yeter gsartlar elde edildi. Son olarak bi-null egriler ile yiizeyler arasindaki iligki

aragtirilarak, bi-null egrilerden elde edilen regle ve stationary yiizeylerinin karak-



terizasyonu yapildi. Bu galigmalardan elde edilen sonuglar [37-41] makalelerinde

yayimlanmigtir.
1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tez ¢aligmasinda temel kavramlar i¢in baglica O’Neill (1983), Kuhnel (1999),
Duggal ve Bejancu (1996), Montiel ve Ros (1998), Sahin (2012), Chen (2011) ki-
taplarinin yam sira bi-null egriler igin Sakaki (2012), marginally trapped yiizeyler
i¢in baglica Senovilla (2002), Chen (2009), Turgay (2014) makalelerinden yarar-
lanilmigtir. Diger boliimlerde yukarida ifade edilen ¢aligmalarin yani sira referans

listesinde ad1 gecen makaleler ve kitaplardan yararlanilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilecektir.

Tamim 2.1 (Simetrik Bilineer Form) Bir reel vektor uzay: V igin
g:VxV-R

doniisiimii Va, b € R ve Yu,v,w € V igin
i. g(u,v) =g (v,u)
ii. g (au+ bv,w) = ag (u, w) + bg (v, w)
g (u,av + bw) = ag (u,v) + bg (u, w)
sartlar1 saglaniyorsa g doniigiimiine V' reel vektor uzay tizerinde simetrik bilineer

form denir ([42]).

Tanim 2.2 V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

(i) 0 # w € V olmak iizere Vu € V igin
g (u,w) =0

ise g ye V iizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda ¢ ye non-dejeneredir denir.

Bu tanmima gore ¢ nin non-dejenere olmasi icin gerek ve yeter sart Vw € V igin
g (u,w) =0 iken u =0

olmasidir.

(ii) (Skalar garpim) Non-dejenere simetrik bilineer form, skalar ¢arpim olarak
adlandirilir.

(iii) Eger her 0 # w € V i¢in g (w,w) > 0 ise g simetrik bilineer formu pozitif
tanimli, eger her 0 # w € V i¢in g (w, w) < 0 ise g simetrik bilineer formu negatif

tanimhdir ([33]).

Tanim 2.3. n-boyutlu ¢-indeksli yar-Oklidyen uzay R} uzaymn bir dik koordi-

nat sistemi (z1, T2, T3, . .., T,) olmak iizere
n—q n
ds* = g dx? — E da?
=1 i=n—gq+1



olarak tanimlanan non-dejenere metrik ile donatilmis n boyutlu Oklid uzayidr.

R} uzaymin skalar carpimim (, ) ile gosterelim. Ozel olarak n = 5 ve ¢ = 2

almirsa 5-boyutlu 2-indeksli yar1-Oklidyen uzay R elde edilir.
Tanim 2.4 v € R3\{0} olmak {izere, eger

i. (v,v) > 0 ise, v spacelike (uzaysi) vektor

ii. (v,v) <0 ise, v timelike (zamans1) vektor

iii. (v,v) = 0 ise, v null veya lightlike (151ks1) vektor

olarak adlandirilir ([33]).

Tamm 2.5 v € R3\{0} olmak iizere, R} uzayinda v vektoriiniin normu

[loll = VI {v,v) |
olarak tamimlanir. ||v|| =1 ise v vektoriine birim vektor denir. ([33])

Tanim 2.6 v, w € RS olmak iizere, v ve w vektorlerinin dik olmasi icin gerek ve

yeter sart (v,w) = 0 olmasidir ([3]).

Tanim 2.7 o : I C R — R} bir egri olsun. Eger « egrisinin Vs € I igin hiz
vektorii o/ (s) sirasiyla spacelike, timelike veya null vektor ise a egrisi sirasiyla

spacelike, timelike veya null egri olarak adlandirihir ([42]).

Tamm 2.8 o : I C R — R3 bir egri olsun.

i. « null bir egri olmak iizere, eger Vs € I igin ((s),a”(s)) = 1 sart1
saglaniyorsa « egrisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmistir denir.

ii. a null olmayan bir egri olmak tizere, eger Vs € [ igin (o/(s), /(s)) = £1
sart1 saglaniyorsa « egrisine yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmigtir
denir ([33]).

R}, skalar garpim fonksiyonu ( , ) ve flat konneksiyonu D olan n-boyutlu
g-indeksli yar1-Oklidyen uzay olsun. M, R} uzaymmn bir alt manifoldu olsun. O

zaman ( , ) simetrik bilineer form non-dejenere oldugundan her p € M i¢in
T,R! = T,M + (T,M)" ve T,Mn(T,M)" = {0}
seklinde yazilir. Bu kisaca

TR} =T,M L T,M~"



seklinde gosterilecektir. Sonug olarak
TR! =TM L TM"

dir. Buradan

DyY =VxY +h(X,Y),

ve

Dxé=—AX +1Vyx €

bulunur. Burada X,Y € I'(T'M) ve £ € T' (TM*) dir. O zaman V, M mani-
foldunun Levi-Civita konneksiyonu, A ikinci temel formu, A¢, ¢ yontindeki sekil

operatorii ve -V normal konneksiyonudur. Oyleyse
(h(X,Y),6) = (A X,Y)

olarak yazilir.

Normal egrilik tensorii + R,
TR (X, Y)E=1Vx *Vy € — TVy Vx € — 'V xy €
olarak tammlamr. Burada X,Y € T'(T'M) ve £ € I (TM*) dir.
DxDy& — DyDx§ — Dixy)§ =0
denklemin normal kismi alinarak, Ricci denklemi
(TR(X,Y)&m) = (A,X, AY) — (AX, AY)

elde edilir. Burada n,£ € I' (TM*), X,Y € ' (T'M) dir.
Kabul edelim ki M, RS uzaynda iki boyutlu bir alt manifold olsun. M yi

kisaca yiizey olarak adlandiracagiz. Asagida uygun indis araligi olarak
1<AB...<5 1<ij...<2 3<aqpB...<5

alalim. M iizerinde lokal ortonormal teget vektor alanlar {e;} ve M ye dik

ortonormal vektor alanlar1 {e,} olsun. e4 = (e4,e4) = £1 olmak iizere

hii = o (h(ei e;),eq)



ve
R = €a <LR (€i,e;) e, ea>
sirasiyla ikinci temel form h nin bilesenleri ve normal egrilik tensorii - R in bilesen-

leridir.

Ricci denkleminden, normal egrilik tensorii + R in bilegenleri RE.;,
Rfis = o ((Aeatis Acses) = (Acseis Acaej)

denklemini saglar.
Aeaei = E&a E 5kh§;€€k
k

denklemi kullanilarak,
Rgzj = 5625k (h?khfk - h?k”fk)
k

elde edilir.
M nin Gauss egriligi K,

olarak hesaplanir. Eger K = 0 ise yiizey, flat yiizey olarak adlandirilir ([32, 33,
43]).

M nin ortalama egrilik vektorii H,
1 (03 (03

olarak bulunur.

Eger ortalama egrilik vektorii H = 0 ise yiizey, minimal yiizey veya station-
ary yiizey olarak adlandirilir. Genel olarak, n-boyutlu g-indeksli yar1-Oklidyen
uzay Ry uzaymda bir Lorentz stationary yiizeyin parametrizasyonu asagidaki gibi

verilebilir:
f(u,v) =P (u)+Q(v).
Burada P (u) ve Q (v), R} uzaymda null egriler ve (P’ (u), Q' (v)) # 0 dir ([32,
33, 43]).
[k olarak Penrose (1965) tarafindan ortaya atilan trapped yiizeyler kavrami

fiziksel olarak kosmik kara delik teoresinde ¢nemli rol oynamaktadir. Trapped



yiizeylerde icine gonderilen bir 151k 1511 bu yiizeyin i¢inde hapsolur, digsar1 ¢ika-
maz. Bu sebeple ingilizcede hapsolmus anlamina gelen "trapped" kelimesiyle
adlandirilmigtir.  Yani bir kara deligin yiizeyi, bir marginally trapped yiizeydir
(Fiziksel olarak ayrintili bilgi i¢in [33] nolu referans incelenebilir). Matematiksel
olarak, eger bir yari-Riemann manifoldundaki bir yiizeyin ortalama egrilik vek-
torit H, her bir noktada lightlike ise, bu yiizey marginally trapped (quasi-minimal)
yiizey olarak adlandirilir ([32, 33, 44-49)).

Son olarak, eger *VH = 0 ise yiizey paralel ortalama egrilik vektoriine

sahiptir denir ([32, 33, 43]).



3. 5-BOYUTLU 2-INDEKSLi YARI-OKLIDYEN UZAYDA
Bi-NULL EGRILER

Bu boliimde R3 uzaymda bir bi-null egrinin Frenet catist ve denklemleri
elde edilecektir. Daha sonra R uzayinda sabit egrilikli bi-null egriler simiflandirila-
caktir ve parametrik denklemleri elde edilecektir.

3.1. Frenet Denklemleri

Tanim 3.1. V reel vektor uzay iizerinde bir simetrik bilineer form ¢ olsun. W
uzay1, V uzaymin bir alt uzayi olmak iizere eger her u,v € W igin g (u,v) = 0 ise
W uzayina izotropik alt uzay denir.

7 (t), RS iizerinde bir egri olmak iizere eger her t € R igin sp{7' (¢),~" (¢)}

bir izotropik 2-diizlem ise 7 (¢) egrisi bi-null egri olarak adlandirilir. Yani,

ve {7 (t),v" (t)} lineer bagimsizdir. Bu durum parametre se¢iminden bagim-

sizdir. Ayrica

(). AP ) =" 1), AP 1) = 1),/ 1) =0

elde edilir.
Eger <7(3) (t),y® (t)> = 1 ise 7y (t) egrisi bi-null yay-parametresi ile para-

metrelendirilmisgtir denir. R uzayinda bir bi-null v () egrisi,

(@)~ (1) =20

sartim saglar. Ciinkii, kabul edelim ki (v®) (¢),7® (¢)) < 0 olsun. O zaman
YO (#) LA (t), 3 (t) L 4" (t) ve sp{y (t),~" (t)} bir izotropik 2-diizlem olmas1
durumlan diisiiniildiigiinde, bu durum R3 uzaymin indeksinin 2 olmasi ile gelisir.

Eger bir bi-null v (¢) egrisi, (v® (t),7® (t)) > 0 sartim saghyorsa

u(t) = /tt <'y(3) (t) 77(3) <t>>1/6 &t

bu egrinin bi-null yay-parametresidir.



Rg uzaymda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmis bir bi-null

A, AP ®)) = 0, (Y (t), 4P (@) =1, <7’(t),7(5) 1) =1,

(@), M) = 0, (YO @), 4D @) =~ (P (), 7P 1))

sartlar1 saglanir.
Lemma 3.1. R uzayinda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmis bir

bi-null «y (¢) egrisi verilsin. O zaman her ¢ € R igin,

@) (0. (), (1), (1)}

climlesi lineer bagimsizdir.

Ispat. Kabul edelim ki
ary' (8) + azy” () + azy® (1) + asy® (8) + a5 (t) = 0

esitligi saglansin. O zaman sirasiyla o/ (t), v (t), v (), v (¢) ve 4O (¢) ile
iistteki egitligi sirasiyla skalar carpim yaparak 1 < ¢ < 5 igin a; = 0 oldugu elde
edilir. Buradan {7/ (t), 7" (t), v® (t), v (), ¥® (t)} lineer bagimsizdir.

RS uzaymda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmis bir bi-null
v (t) egrisi verilsin.

’)/I (t) :Ll, Lll :LQ, L/2 =W

olarak alalim. O zaman W = v bir spacelike vektordiir.

3 boyutlu II uzay1

I = sp{y" (t) , v (t) .y (t)}

olarak alinsin.

Lemma 3.2. (, ) metrigi IT iizerinde non-dejeneredir ve her noktada indeksi 1
dir.

Ispat. Eger herhangi X € II icin

(a1 (1) + asy® () + asy™ (t) , X) = 0

ise 0 zaman X sirasiyla 7" (), v () ve v (¢) secilerek, i € {1,2,3} icin a; = 0

elde edilir. Dolaysiyla ( , ) metrigi IT iizerinde non-dejeneredir.
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[T uzay1, R5 uzaymn alt uzayi oldugundan, IT uzaymin indeksi 2 den kiigiik
veya esittir. IT uzayi null vektor v” (¢) igerir ve IT uzaymin indeksi 1 veya 2 dir.

Kabul edelim ki IT uzayinin indeksi 2 olsun. O zaman IT uzayinda, spacelike
73 () vektoriiniin gerdigi uzaymin dik tiimleyeni IIy olmak tizere Il uzay: 2
boyutludur ve indeksi 2 dir, yani negatif tamimhdir. Fakat II; uzay: bir null
vektor olan 4" (t) vektoriinii igerdiginden dolay1 bu bir geligkidir. Dolayisiyla IT

uzayinin indeksi 1 olmak zorundadir.

Ly null vektorii ve W spacelike vektorii, I1 uzaymnda ve ortogonaldir. Oy-

leyse tek olarak belli olan bir null vektor Ny € II vardir 6yle ki
(Lg, No) =1, (W,Ny) =0
dir ([50], syf 9-10). Bu durumda
IT = sp{Ly, No, W}

dur.

[T+, RS uzaymda IT nin dik tiimleyeni olmak iizere I+ her noktada 2
boyutlu uzaydir. Null vektér L; € II+ oldugundan, tek olarak belli olan bir
null vektor N; € I+ vardir éyle ki (Ly, N;) = 1 dir ([50], syf 9-10). O zaman
{Ly, Ly, Ny, No, W}, RS uzayinin bir bazidir.

W' =~® ¢ II oldugu goz éniine alimarak, baz ko fonksiyonlar: icin
W' = —koLy — Ny
olarak yazilabilir. Ayrica baz1 k; fonksiyonlar1 igin
Ny = —k1 Ly — Ny + koW

olarak yazilabilir. Son olarak

N{ - k‘le

elde edilir.
Sonug olarak, R uzayinda bir bi-null egrinin Frenet denklemleri agagidaki

gibi elde edilir:

11



Teorem 3.1. R} uzaymda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmig bir

bi-null v (¢) egrisi i¢in tek bir Frenet ¢atis1 { L1, Ly, Ny, No, W} vardir 6yle ki

’y/ = Ll, Lll = LQ, L,2 = W,

N = kL,
Né = _lel - N1 + koW, (31)
W/ - —k’oLg - N2

dir. Burada Ny, Ny null vektorlerdir. Ayrica (Ly, N1) = (Lo, No) = 1, sp{L1, N1},
sp{La, N2} ve sp{WW} birbirine dik uzaylardir, W bir spacelike birim vektordiir.
{Ly, Ly, N1, No, W} catis1 pseudo-ortonormal ¢atidir. kg ve k; fonksiyon-

lar1 vy egrisinin egrilikleridir. Teorem 3.1 kullanilarak,

[ 4 1 T1 0 00 o |[z5]

d 0 1 0 0 0 L,
Y l=10 0 0 0 1 N
@ 0 —k 0 —1 0 N,
() ki —ky 1 0 =2k W

elde edilir.
[36] makalesindeki teoreme benzer olarak yapilacagindan agagidaki teo-
remin ispatin1 vermeden teoremi ifade edecegiz.

Teorem 3.2. R} uzayinda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmig bir

1
k() = _<’7(4)7'7(4)>, kl =

5 ((v®), 7By — (41, 4)2)

N | —

olarak verilir.
Asagida boyle egrilerin varligimi gosteren ornekler verecegiz.

Ornek 3.1. p,qg € R/ {0} ve p* > ¢ icin
A= (Vo =), B=1 (Vi @) v =1/ (Ve
olarak alimsm. RS uzaymda bir v (¢) egrisi

v (t) = (Ct, Asinpt, A cos pt, Bsin gt, B cos qt)
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seklinde verilsin. O zaman {v' (£),~" (¢)} lineer bagimsiz ve

O (), (@) = (), (1) = (7" (1), 7" (1) = 0 ve (4 () /P (1)) =1

oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla -y () egrisi bi-null yay-parametresi ile para-
metrelendirilmis bir bi-null egridir. Teorem 3.2 kullanilarak,

B p2+q2 B p2q2
- ve ky = — L
2 2

ko

olarak bulunur.

Ornek 3.2. p,g € R/ {0} ve p* > ¢ icin
A=/ (V@ =), B=1/ (Vi@ -a) ve C=1/(Vi’¢)
olarak almsm. R} uzaymda bir v (¢) egrisi
v (t) = (Ct, Asinh pt, B cosh gt, B sinh gt, A cosh pt)

seklinde verilsin. Ornek 3.1 dekine benzer olarak, «y (t) egrisi bi-null yay-parametresi

ile parametrelendirilmis bir bi-null egri ve

2 2 2 .2
p°+q b q
k(]:— 9 Ve/ﬁ:——Q

oldugu goriiliir.

Tanmim 3.2. R} uzayinda r > 0 yarigaph ve py merkezli pseudo-kiire
Sy (r) = {x GRS‘(x—po,a:—p()) :7“2},

r > 0 yaricapl ve pg merkezli pseudo-hiperbolik uzay
H(r) = {x € R} }(x — Do, T — Po) = —7‘2}

seklinde verilir ([1]).

Teorem 3.3. Rj uzayinda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmig bir
bi-null 7 (¢) egrisi verilsin. - () egrisine 3. mertebeden degen pseudo-kiire ve
pseudo-hiperbolik uzay yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki 7 (o) noktasinda ~ (t) egrisine 3. mertebeden degen
r yarigaph ve A (to) merkezli bir pseudo-kiire olsun. {L;, Ls, N1, No, W} catist

kullanilarak, 1 < ¢ < 5 olmak iizere bazi sabit m; icin

v (to) — A (to) = myLy (to) + moLs (to) + maNy (to) + myNa (to) + msW (to)
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yazilir.
)= () —Alto),y(t) = Alt)) — 17

fonksiyonunu ele alalim. 3. mertebeden degme durumundan

f(to) = [ (to) = " (to) = [P (to) = 0

saglanir.

f (t) nin tiirevi alimarak

f(to) = 2{v (to) — A(to) , L1 (to)) = 2m3 =0

elde edilir. f’(¢) nin tiirevi alinarak

F7 (1) =2(y () = A(to) , L2)

f" (to) = 2 (v (to) — A(to), La (to)) = 2my =0

bulunur. f” (¢) nin tekrar tiirevi alinarak

1O (to) = 23 (t0) = A (to), W (1)) = 2m5 = 0

oldugu goriiliir. O zaman f (tg) = —r% < 0 elde edilir. Bu bir geligkidir.
Simdi, kabul edelim ki v (¢9) noktasinda «y () egrisine 3. mertebeden degen
r yarigapl ve A (to) merkezli bir pseudo-hiperbolik uzay olsun. {Ly, Ly, Ny, No, W}

catist kullamlarak, 1 <7 < 5 olmak iizere bazi sabit m; i¢in
Y (to) — A (to) = m1L1 (to) + m2L2 (to) + m3N1 (to) —|— m4N2 (to) + TTL5W (to)
yazilir.

Ft)={y(t) = Alto),7(t) = A(to)) +r*
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fonksiyonunu ele alalim. Pseudo-kiire durumuna benzer olarak
ms=m4g =ms =0

elde edilir. Boylece f (tg) = r* > 0 bulunur. Bu bir geligkidir.
Sunug 3.1. Rj uzaymda pseudo kiiresel bi-null egri ve pseudo hiperbolik bi-null

egri yoktur.

3.2. Rj Uzayinda Sabit Egrilikli Bi-Null Egriler

v : I C R — R bi-null yay-parametresi ¢ ile parametrelendirilmis sabit egrilikli

ko, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. (3.1) deki Frenet denklemleri kullamlarak,
L9 4+ 2k L) — 2k, L = 0 (3.2)

sabit katsayili homojen diferensiyel denklemi elde edilir.Bu diferensiyel denklemin
karakteristik denklemi

r (r4 + 2kor? — 2k1) =0
seklindedir. Buradan r = 0 veya
rt + 2kor® — 2k, =0 (3.3)
elde edilir. Simdi (3.3) denkleminin ¢oziimlerini bulalim. (3.3) denkleminden,
A =4 (k§ + 2k)

elde edilir. Burada A > 0, A < 0 veya A = 0 olmak iizere 3 ayr1 durumu
inceleyecegiz.

i. A > 0 olsun. O zaman

T2:—]€0:|:\/l{73+2k1

bulunur. ky > 0, kg < 0 veya ko = 0 durumlarini ayr1 ayr ele alalim.
i.1. kg > 0 olsun. O zaman k; > 0 veya k; < 0 oldugunu varsayabiliriz.

i.1.1. k; > 0 olsun. O zaman

Ly = cos (At) v + sin (A1t) vy + cosh (Aat) v3 + sinh (Aat) vg + vs (3.4)
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elde edilir. Burada A = y/ko + v/K 2k ve o = \/—ko + /R + 2k, dir.

(L1, L) = 0 oldugu kullamlarak, i # j ve i,j € {1,2,3,4,5} igin

(vi,v1) = (v2,v2),  (v3,v3) = — (v4, v4),
(3.5)

<7)1,U1> + <U3,U3> = — <U5,"U5> N <U1,Uj> =0

elde edilir. (3.4) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
Ly = —A1sin (A1t) v1 + Aq cos (A1t) vy + Agsinh (Aot) v3 + Ay cosh (Aot) vy (3.6)
elde edilir. (Ls, Ly) = 0 ve (3.5) kullamlarak,
AT {vg,v1) + A3 (vg,v4) =0 (3.7)
bulunur. (3.6) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
W = =} cos (A1) vy — AT sin (A\t) vg + A3 cosh (Agt) v + A3 sinh (Aot vy
elde edilir. (W, W) =1 ve (3.5) kullanilarak,
A (v v1) — A3 (vg, 04) = 1 (3.8)

bulunur. (3.7) ve (3.8) birlikte diigiiniilerek,

1
(v1,v1) = (Vg,12) = 55—,
1 1 2, U2 )\% ()\% + )\g)
1
<U3,Ug> = - <U4,U4> = m,
1
(vs, v5) Ry
AN

bulunur. Yukaridaki hesaplamalardan asagidaki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-
rem 3.2 kullanilarak 7 (¢) nin egriliklerinin ko ve k; oldugu goriilebilir.
Teorem 3.4. kg > 0 ve k1 > 0 reel sayilar olsun. O zaman v (t), R} uzaymda

bi-null yay-parametresi ¢ ile parametrelendirilmis, egrilikleri kg, k1 olan bir bi-null

egridir ancak ve ancak \; = \/ko + K2+ 2k ve Ny = \/—kg + /K2 + 2k igin

1 1
v (t) = ™ (sin (A1t) v1 — cos (A1t) va) + x (sinh (Aat) v3 4 cosh (Aat) v4) + tvs
1 2
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formundadir. Burada v, vs, v3, vy, vs, RS uzaymda birbirlerine ortogonal vek-

torlerdir ve agagidaki egitlikler saglanir

(vi,v1) = (v2,19) = !

AT (AT )

(3, 03) (04, v2) ! (5, 05) = ——

U3, V3) = —\U4,V4) = 575 2y Us5,U5) = —<313-
ATAS

ERH TR

Ornek 3.3. Teorem 3.4 de kg = 1 ve ky = 1/2 alhnirsa,

M=V1+vV2 d=1\-1+2

elde edilir. Boylece

b = (@

>

2

2 2 2 2
V3 = (O707 +\/_7070> , U4 = <07070707 +\/_) )
)

70707070)7 Vg =

o
<07 Ta 07 07 0) )
vs = (0,0,0,1,0
segilebilir ve egrilikleri ko = 1 ve k; = 1/2 olan bi-null egri v ()
Y (t) = (Al sin ()\lt) 2 —A1 COS ()\lt) N A2 sinh (/\Qt) ,t, A2 cosh ()\Qt)) (39)

olarak elde edilir. Burada A; = —V?’zﬂ_ll ve Ay = —V?’Z\@H dir.

i.1.2. k; < 0 olsun. O zaman
Ly = cos (Mt) v1 + sin (At) vy + cos (Agt) v + sin (Aot) vy + vs (3.10)

elde edilir. Burada \; = \/ko + \kE + 2k ve Ny = \/k‘o — kg + 2k dir.

(L1, L) = 0 oldugu kullamlarak, i # j ve i,j € {1,2,3,4,5} i¢in

(v1,01) = (v2,v2), (v3,03) = (v4,04),

(3.11)
<U17U1> + <U3>U3> = - <'U5,U5> s <’Ui,1}j> =0

elde edilir. (3.10) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
L2 = —)\1 sin (/\1t) U1 + )\1 COS ()\lt) Vg — )\2 sin ()\225) Vg + )\2 COS ()\gt) () (312)
elde edilir. (L, Ly) = 0 ve (3.11) kullamlarak,

A2 (v1,v1) + A3 (vs,v3) =0 (3.13)
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bulunur. (3.12) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
W = —X2cos (A1) vy — A2sin (A1) vy — A3 cos (Aat) vg — A3 sin (Aot) vy
elde edilir. (W, W) =1 ve (3.11) kullanilarak,
A} (1, v1) + A3 (vs,v3) = 1 (3.14)

bulunur. (3.13) ve (3.14) birlikte diisiiniilerek,

1
<’U1,U1> = <U2,U2> = ma
1
<U3,U3> = <U4,U4> = 5/ 9 oy
A5 (A=)
1
<U5,U5> <99
AT

bulunur. Yukaridaki hesaplamalardan agagidaki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-
rem 3.2 kullanilarak + (¢) nin egriliklerinin ko ve k; oldugu goriilebilir.

Teorem 3.5. kg > 0 ve ky < 0, k2 + 2k; > 0 sartim saglayan reel sayilar olsun.
O zaman 7 (t), R} uzayinda bi-null yay-parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,

egrilikleri kg, k; olan bir bi-null egridir ancak ve ancak \; = \/ ko + \/ k& + 2k
ve /\2 = \/]{?0 — \/k‘% +2]€1 191n

1 1
v(t) = x (sin (A1t) v1 — cos (A1t) vo) + x (sin (Aot) v3 — cos (Aot) vg) + tvs
1 2

formundadir. Burada v, vs, v3, vy, vs, R uzaymda birbirlerine ortogonal vek-

torlerdir ve agagidaki egitlikler saglanir

1
<U1,01> = (U2,U2> = m7
(vg,v5) = (s, ) ! (v5, v5)
V3, U = (U4, V) = 55—, Vg, Us) = —5—5.
3, U3 4, U4 )\g ()\g _ )\%) 5y U )\3)\3
Ornek 3.4. Teorem 3.5 de kg = /2 ve k; = —1/2 alinirsa,
M=\1+V2, M=y -1+V2
elde edilir. Boylece
2—-1 2—-1
V1 = \/_ 7Oa07070 9 V2 = Oa \/_ 70a070 )
2 2
2+1 241
U3 = 070707 \/_2+ 70> ) Vg = <O7070707 \/_2+ )

vs = (0,0,1,0,0)
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secilebilir ve egrilikleri ky = v/2 ve k; = —1/2 olan bi-null egri 7 (¢)
Y (t) = (Ag sin ()\125) s —A3 COSs (/\1t) ,t, A4 sin (/\Qt) s —A4 COSs (/\Qt))

olarak elde edilir. Burada A; = ﬁ\/gl ve Ay = ‘/\%1 dir.

i.2. ky < 0 olsun. O zaman k; > 0 veya k; < 0 oldugunu varsayabiliriz.

i.2.1. k; > 0 olsun. O zaman

Ly = cos (Ait) v1 + sin (Ait) v + cosh (Aot) vg + sinh (Aat) v4 + vs (3.15)

elde edilir. Burada A, = y/ko + v/K + 2k ve Ao = \/—ko + /R + 2k dir.

(L1, L) = 0 oldugu kullamlarak, i # j ve i,j € {1,2,3,4,5} igin

(v1,v1) = (v, v2), (3, v3) = — (v4,v4),

(3.16)
(v1,v1) + (vs,v3) = — (vs,v5) ,  (v3,v5) =0

elde edilir. (3.15) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
Ly = —Aqsin (A1t) v1 + A1 cos (Ait) vg + Ag sinh (Aot) v3 + Ag cosh (Aot) vg (3.17)
elde edilir. (L, L) = 0 ve (3.16) kullamlarak,
A (1, 01) + A3 (vg,04) =0 (3.18)
bulunur. (3.17) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
W = =)} cos (Ait) vy — AT sin (A\t) vg + A3 cosh (Agt) v + A3 sinh (Aot vy
elde edilir. (W, W) =1 ve (3.16) kullanilarak,
A, v1) — A (g, vg) = 1 (3.19)

bulunur. (3.18) ve (3.19) birlikte diigiiniilerek,

1
V1,V = (U2,V3) = 55—+,
) = =)
1
<U37U3> = —<U4av4>—my
1
<U5;U5> — o992
AAS
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bulunur. Yukaridaki hesaplamalardan asagidaki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-
rem 3.2 kullanilarak, v (¢) nin egriliklerinin kg ve k; oldugu goriilebilir.
Teorem 3.6. kg < 0 ve k; > 0 reel sayilar olsun. O zaman v (t), R uzaymnda

bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmis, egrilikleri kg, k1 olan bir bi-null

egridir ancak ve ancak \; = \/kg + £\ kE + 2k ve Ny = \/—kg + /K2 + 2k igin

v(t) =

1 1
= (sin (Aqt) v1 — cos (Ait) vg) + = (sinh (Aot) v3 4 cosh (Agt) v4) + tus
1 2

formundadir. Burada vy, va, vs, vy, vs, R5 uzaymda birbirlerine ortogonal vek-

torlerdir ve agagidaki esitlikler saglanir

1

(i,v1) = (v, v2) = m

(v3,03) = — (04, 08) = g (5, U5) = ——
V3, U = Vg, U AT Vs, U = ——>5.
R P22 T A2\

Ornek 3.5. Teorem 3.6 da ko = —1 ve k; = 1/2 alnirsa,

M=V-1+V2, N=\1+V2

elde edilir. Boylece

2 V212
0 :( +v2 oooo) <o, ; ,0,0,0),
V22
vy = (oo ,0,0) <0 o,o,o,—‘/_>,

2
vs = (0,0,0,1,0)

&l

segilebilir ve egrilikleri kg = —1 ve k; = 1/2 olan bi-null egri v (¢)
Y (t) = <A5 sin (/\1t) s —A5 COS (/\1t) 5 AG sinh ()\2t> , Ty A6 cosh ()\Qt)) (320)
olarak elde edilir. Burada A5 = Y¥——"— +4 —”32‘/5_4 dir.
i.2.2. k1 < 0 olsun. O zaman

Ly = cosh (A1t) v; + sinh (A\t) vy + cosh (Aot) vg + sinh (Aot) vy +v5  (3.21)

elde edilirBurada A, = 1/ ko — v/R3 + 2k; ve A = /—ko + /&F + 2k dir.

(L1, L) = 0 oldugu kullamlarak, i # j ve i,j € {1,2,3,4,5} i¢in

(vi,v1) = = (v2,v2),  (v3,03) = — (v4,04)
(3.22)

<7)1,U1> + <U3,U3> = — <U5,U5> N <Ui,Uj> =0
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elde edilir. (3.21) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
Ly = Ay sinh (At) v1 + Aq cosh (At) va + Ao sinh (Aot) vg + Ao cosh (Agt) v4 (3.23)
elde edilir. (Lo, Lo) = 0 ve (3.22) kullanilarak,
A (1, v1) + A3 (vs,v3) =0 (3.24)
bulunur. (3.23) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
W = A2 cosh (Ait) vy + A2 sinh (Ait) vy + A3 cosh (Aot) vs 4+ A3 sinh (Aat) vy
elde edilir. (W, W) =1 ve (3.22) kullanilarak,
A} (i, v1) + A3 (vs,v3) = 1 (3.25)

bulunur. (3.24) ve (3.25) birlikte diisiiniilerek,

1
(v1,v1) = —(V2,12) = 57—
AT (AT = A9)
1
(U3,U3> = i <U47U4> NG Ry E— T
A5 (A3 = A7)
1
<U5,Us> NG
AN

bulunur. Yukaridaki hesaplamalardan asagidaki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-
rem 3.2 kullanilarak 7 (¢) nin egriliklerinin kg ve k; oldugu goriilebilir.

Teorem 3.7. ky < 0 ve ky < 0, k + 2k; > 0 sartin1 saglayan reel sayilar olsun.
O zaman 7 (t), R} uzayinda bi-null yay-parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,

egrilikleri kg, k1 olan bir bi-null egridir ancak ve ancak \; = \/ —ko — \/kZ + 2k,
ve \g = \/—ko + v/ kZ + 2k i¢in

1 1
v (t) = " (sinh (A\1t) vy 4 cosh (A1t) v2) + x (sinh (Aat) vz 4 cosh (Aat) v4) + tus
1 2

formundadir. Burada vy, vs, vs, v4, vs5, RS uzayinda birbirlerine ortogonal vek-

torlerdir ve asagidaki esitlikler saglanir

1
(vv1) = —(v2,v2) = 55—
1,01 2, U2 )\%(}\%—)\3)
1
V3,V = —U4,V4) = 575 v,
<3 3> <4 4> )\g()\g_)\%)
<U5,U5> = .
AT
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Ornek 3.6. Teorem 3.7 de kg = —V/2 ve k; = —1/2 alnirsa,

M=V -14+V2, N=\1+V2

:

elde edilir. Boylece

1 2 1 2
1 = 070707 +\/_70 ) Vg = +\/—a0707070 )
2 2
2—-1 2-1
U3 = 07 \/_—707070 , U4 = 07070707 \/_

2 2 ’

vs = (0,0,1,0,0)
segilebilir ve egrilikleri ky = —/2 ve k; = —1/2 olan bi-null egri v (¢)
v (t) = (A7 cosh (At) , Agsinh (Aat) , ¢, A7 sinh (A1), Ag cosh (Aat))

olarak elde edilir. Burada A; = \/\%H ve Ag = \/\5/%1.

i.3. ko = 0 olsun. O zaman k; > 0 dir. Oyleyse

Ly = cos (At) v + sin (At) vy + cosh (At) vs + sinh () vy + v5 (3.26)

elde edilir. Burada A\ = v/2k; dir. (L1, L;) = 0 oldugu kullanilarak, i # j ve
i,7€{1,2,3,4,5} igin

<U17U1> = <UQ,U2> ) <113,’U3> - - <U4,U4> )
(3.27)

(v1,v1) + (vs, v3) = — (vs,v5), (v5,v;) =0

elde edilir. (3.26) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
Ly = —Asin (M) v1 + Acos (At) vg + Asinh (At) vz + A cosh (At) vy (3.28)
elde edilir. (Lo, Ls) = 0 ve (3.27) kullanilarak,
(v, v1) = (v3,v3) (3.29)
bulunur. (3.28) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
W = —A?cos (At) v; — A?sin (M) vy + A% cosh (At) vg + A% sinh (At) vy
elde edilir. (W, W) =1 ve (3.27) kullanilarak,

M (v, v1) + (vs, v3)) = 1 (3.30)
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bulunur. (3.29) ve (3.30) birlikte diisiiniilerek,

1 1

<U1,U1> = <Uz,02> = <U3,U3> = - <U47U4> = 2—>\47 <U5,U5> = _F

bulunur. Yukaridaki hesaplamalardan asagidaki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-
rem 3.2 kullanilarak 7 (¢) nin egriliklerinin kg ve k; oldugu goriilebilir.

Teorem 3.8. ky = 0 ve k; > 0 bir reel say1 olsun. O zaman v (t) , R} uzayinda
bi-null yay-parametresi ¢ ile parametrelendirilmis, egrilikleri kg, k1 olan bir bi-null

egridir ancak ve ancak \ = v/2k; icin

1
v (t) = X (sin (At) v1 — cos (At) vy + sinh (At) v3 + cosh (At) vy) + tvs

formundadir. Burada vy, vs, vs, v4, vs5, R uzayinda birbirlerine ortogonal vek-

torlerdir ve agsagidaki esitlikler saglanir

1 1

<U17U1> = (Uz,vz> = <U3,U3> = = <U4,U4> = 2—)\47 <U5,Us> = —F-

Ornek 3.7. Teorem 3.8 de ko = 0 ve k; = 1/2 alimirsa A = 1 elde edilir. Boylece

1 1
v = (—==,0,0,00), w={0—=000],
’ (ﬁ ) ’ ( V2 )
1 1
v = 0707_7070 ) Vg = 07070707_ )
’ < V2 ) ! < \/i)

Vs = (07 07 Oa 17 0)

segilebilir ve egrilikleri kg = 0 ve k; = 1/2 olan bi-null egri v (t)

(t) = (sint _cost sinh t ; cosht)
’}/ \/§7 \/i ) \/§ Y \/§

olarak elde edilir.

ii. A <0 olsun. O zaman (3.3) denkleminin ¢oztimleri

o= —Trp= 12 (\/—k0+\/—2k‘1—i\/ko-i—\/—le)>
o= ri= W_kﬁ@m/mm)

olarak bulunur.

1 1
B:ﬁ\/—ko—l—\/—le ve ")/:E k0+\/_2k1

Sl

Sl
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aliarak,
Ly = €7 (cos (vt) wy + sin (vt) wy) + e 7" (cos (vt) w3 + sin (y2) wy) + ws

olarak bulunur. v; = wy + w3, V9 = wa + Wy, V3 = W1 — W3, Vg = Wy — Wy, Vs = Ws

doniisiimii yapilarak

Ly = cosh(ft) cos (yt) vy + cosh (5t) sin (1) ve (3.31)

+ sinh (ft) cos (vt) vz + sinh (8t) sin (yt) v4 + vs
elde edilir. (L, L1) = 0 oldugu kullanilarak
(v1,01) = (v, v2) = — (v, 03) = — V4, v4) = — (v5,05) ,
(v1,v4) + (vg,v3) =0, (v1,v3) = (v1,v3) = (v1,v5) =0, (3.32)
(v9,v4) = (U9, v5) = (v3,04) = (v3,05) = (vVg,05) =0

elde edilir. (3.31) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,

Ly = [sinh (ft) cos (yt) vy — v cosh () sin (vt) vy (3.33)
+3 sinh (8t) sin (yt) v + y cosh (5t) cos () vy
+05 cosh (5t) cos (yt) v3 — 7 sinh (5t) sin (7t) vs

+/ cosh (ft) sin (yt) vq + ysinh (5t) cos (yt) vy
bulunur. (L, Le) = 0 ve (3.32) kullanilarak,
(v1,v1) (’72 - ﬁ2) —2(vy,v4) Y8 =0 (3.34)

bulunur. (3.33) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,

W = (8%—17)cosh(Bt)cos (vt) v — 287 sinh (8t) sin (yt) vy
+ (8% - 72) cosh (/5t) sin (vyt) vy + 257 sinh (8t) cos (1) ve
+ (62 — ~?) sinh (Bt) cos (vt) v3 — 237 cosh (Bt) sin (7¢) vs

+ (8% — *) sinh (Bt) sin (yt) v4 + 2687 cosh (Bt) cos (7t) vs
elde edilir. (W, W) =1 ve (3.32) kullanilarak,

(vi,v1) (B = 69282 + 1) + 487 (v1,v4) (B —7%) =1 (3.35)
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bulunur. (3.34) ve (3.35) birlikte diisiiniilerek,
1
<U1,U1> = <U2,U2> = - <U3,U3> = - <U4,U4> = - <U57U5> =TTy o2
(5°+7)
62 _ 72
2
287 (5 +1?)

elde edilir. Yukaridaki hesaplamalardan asagidaki teoremi verebiliriz. Tersine

(v1,v1) = —(v2,03) =

Teorem 3.2 kullanilarak + (¢) nin egriliklerinin kq ve k; oldugu goriilebilir.
Teorem 3.9. ko ve ky # 0, k2 + 2k; < 0 sartim saglayan reel sayilar olsun.

O zaman 7 (1), R} uzayinda bi-null yay-parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri kg, k; olan bir bi-null egridir ancak ve ancak [ = %2\/ —ko + v/ —2k1
ve 7 = \%\/ ko + v/ —2kq igin
1
v(t) = m (v cosh (Bt) sin (yt) 4+ B sinh (8t) cos (vt)) vy

+52T’Y2 (= cosh (5t) cos (yt) + B sinh (St) sin (1)) ve

BQ%VQ (B cosh (Bt) cos (yt) + vy sinh (5t) sin (7)) vs
2 i_vz (B cosh (Bt) sin (yt) — vy sinh (5t) cos (7t)) vy + tvs

formundadir. Burada vy, vy, vs, vy, vs, RS uzaymda vektorlerdir ve agagidaki

+

_|_

esitlikler saglanir

<Ul,U1> - <U2’U2> - <U3’U3> - <'U4,U4> == <U5,U5> - _Wv
52—
<U1,'U4> = - <'027U3> = 257 (62 - 72)2, <U1,1)2> = <'U17'03> — <7)1,’U5> =0,

<U2,’U4> = <’L)2,U5> = <U3,’U4> = <U3,U5> = <'U4,’U5> = 0

Ornek 3.8. Teorem 3.9 da kg = 1 ve k1 = —1 alirsa,

p= 5 0 V= 5
elde edilir. Boylece
(0 0,0 ! O) (0 0,0,0 L )
v = y Sy Uy =y ) Vg = y Sy Uy Uy T = ]
' ) ? V2
(1 0,0,0 L ) (0 1,0 L 0)
v = y Uy Us Uy T = | Vg = y T Y T = )
’ 2 ! V2
1
vy = (0,0,—,0,0)
2
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segilebilir ve egrilikleri kg = 1 ve k; = —1 olan bi-null egri v (t)

v (t) = %(Bl cosh (5t) cos (yt) + Bs sinh (St) sin (yt) ,
— By cosh (ft) sin (yt) + By sinh (ft) cos (1),
V/2t, By cosh (ft) sin (yt) — By sinh () cos (7t) ,

By cosh (5t) cos (yt) + By sinh (5t) sin (yt) )

olarak elde edilir. Burada By = Vv2 —1, By = VV2+1 ve By + B; = V2B,,

By — By = /2B dir.

iii. A =0 olsun. O zaman k; < 0 dir. ky > 0 ve ky < 0 durumlarini ayri

ayr1 diiglinelim.

iii.1. ko > 0 olsun. O zaman \ = v/kq icin

Ly = cos (At) vy + sin (At) vy + t cos (At) vg + tsin (At) vy + vs
elde edilir. (L, L) = 0 oldugu kullanilarak,
(v, v1) = (v2,v2) = —(uvs,v5),  (v1,v4) + (v2,03) =0,
{v1,02) = (v1,v3) = (v1,05) = (v2,v4) = (02, 05) =0,
(v3,v3) = (v3,04) = (v3,v5) = (Vg,v4) = (Vg,v5) =0
bulunur. (3.36) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
Ly = —Xsin(At) vy 4+ Acos (At) vy + cos (At) vz — tAsin (M) vs
+sin (At) vg + tA cos (ML) vy
elde edilir. (L, L) = 0 ve (3.37) kullamlarak,
A(vy,v1) + 2 (vg,v3) =0
bulunur. (3.38) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,
W = —Xcos(M)v; — Asin (M) vy — 2Xsin (M) vg — tA% cos (M) v

+2X cos (At) vy — tAsin (M) vy
elde edilir. (W, W) =1 ve (3.37) kullanilarak,

A\ (v, v1) + 4\ (vg,v3) =1
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bulunur. (3.39) ve (3.40) birlikte diisiiniilerek,

1 1

(1, 01) = (2, 02) = = {vs, v5) = =57, (v,03) = = (v, 0) = 575

elde edilir. Yukaridaki hesaplamalardan asagidaki teoremi verebiliriz. Tersine
Teorem 3.2 kullanilarak v (¢) nin egriliklerinin kg ve k; oldugu goriilebilir.

Teorem 3.10. kg > 0 ve ky < 0, k% + 2k; = 0 sartin1 saglayan reel sayilar olsun.
O zaman 7 (1), R} uzayinda bi-null yay-parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,

egrilikleri kg, k1 olan bir bi-null egridir ancak ve ancak A = v/ky icin

1 . 1 cos (At sin (At
y(t) = Xsm()\t)vl—Xcos()\t)vg—l—( )\(2 )—l—t )(\ >>v3
in (At
N (sm}\(2 ) _tcos)(\)\t)) o

formundadir. Burada vy, ve, v3, vy, vs, RS uzaymda vektorlerdir ve agagidaki

esitlikler saglanir

1 1
(v,v1) = (v, v2) = — (v5,05) = _F’ (V1,v4) = = (v2,v3) = —2—/\3
(v1,v2) = (v1,v3) = (v1,05) = (Va,v4) = (V2,05) =0,
<'U3,Ug> = <U3,U4> = <U3,U5> = <U4,U4> = <’U4,U5> = 0

Ornek 3.9. Teorem 3.10 da kg = 1 ve k; = —1/2 almirsa, A = 1 elde edilir.
Boylece

1 = (070)07170)7 Vg = (07070707_1)7

1 1 1 1
U3 (27 ) Yy 72)7 V4 < 727 727 )7

Us = <070717070)
secilebilir ve egrilikleri kg = 1 and k; = —1/2 olan bi-null egri ~ (¢)
1 : : : :
v(t) = 5 (cost +tsint,sint — tcost,2t,3sint — tcost,3cost + tsint)

olarak elde edilir.

iii.2. kg < 0 olsun. O zaman \ = /—kq icin

Ly = cosh (At) vy + sinh (At) vy + t cosh (At) vz + tsinh (At) vg + vs (3.41)
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elde edilir. (L, L;) = 0 oldugu kullanilarak,
<U17U1> - - <U2)U2> - - <U57 U5> ) <U17 U4> + <027 U3> - 07
<U1,U2> = <1)1,U3> = <U1,U5> = <027U4> = <U27U5> = 07 (342)
(v3,v3) = (vs,va) = (v3,05) = (v, v4) = (va,v5) =0

bulunur. (3.41) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,

Ly = Asinh (At) vq + Acosh (At) vy + cosh (At) vg + tAsinh (At) vg (3.43)

+ sinh (At) vg + tA cosh (At) vy
elde edilir. (L, Ly) = 0 ve (3.42) kullamlarak,
A(vy,v1) + 2 (v, 04) =0 (3.44)
bulunur. (3.43) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinarak,

W = A?cosh (M) v + A?sinh (\t) vy + 2\ sinh (M) v + tA% cosh (At) vs

42\ cosh (At) vy + tAsinh (At) vy
elde edilir. (W, W) =1 ve (3.42) kullanilarak,
/\4 <U1, ?J1> + 4/\3 <?)17 U4> =1 (345)

bulunur. (3.44) ve (3.45) birlikte diigiiniilerek,

1 1

(U17U1> = - <02,U2> = - <U5705> = _F7 <U17U4> = - <02,U3> = 2—>\3

elde edilir. Yukaridaki hesaplamalardan asagidaki teoremi verebiliriz. Tersine
Teorem 3.2 kullanilarak  (¢) nin egriliklerinin kg ve k; oldugu goriilebilir.

Teorem 3.11. ky < 0 ve ky < 0, k2 + 2k; = 0 sartim saglayan reel sayilar olsun.
O zaman 7 (t), R} uzayinda bi-null yay-parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,

egrilikleri kg, k; olan bir bi-null egridir ancak ve ancak A = y/—ky igin

1. 1
v (t) = X sinh (At) vq + X cosh (At) vy + (t 3 %

( cosh (A\t)  sinh (\t)
¢ o 2
A A

sinh (\f)  cosh (At)) vy

) vy + tus
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formundadir. Burada vy, v, vs, v4, v5, R} uzayimda vektorlerdir ve agagidaki

esitlikler saglanir

1 1
<U17U1> = — <U2,UQ> = — <U5,U5> = _F7 <U17U4> = — <U2,1}3> = 2_/\3
(v1,v2) = (v1,v3) = (v1,v5) = (v2,v4) = (v2,v5) =0,
(vs,v3) = (v3,v4) = (V3,v5) = (Va,v4) = (v4,v5) = 0.

Ornek 3.10. Teorem 3.11 de kg = —1 ve k; = —1/2 almirsa A = 1 elde edilir.
Boylece

V1 = (070707_170)7 UQ:<_170707070)7

1 1 1 1
= —,0,0,0, = =10,-,0,=,0
U3 (27 ) Uy 72)7 Vg <727 >2> )7

Vs = (Oa 07 ]-7 07 O)
segilebilir ve egrilikleri kg = —1 ve k; = —1/2 olan bi-null egri v ()
1
v (t) = B (tsinht — 3cosht, tcosht — sinht, 2, ¢t cosht — 3sinh, ¢t sinht — cosh t)

olarak elde edilir.
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4. OSKULATOR, NORMAL VEYA REKTIiFiYEN Bi-NULL
EGRILER

Bu boliimde, R3 uzaymda bir bi-null egrinin oskiilatér, normal veya rekti-
fiyvan egri olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilecektir.

Asagidaki teorem R? uzaymda egriler icin temel varlik teoremine benzer
sekilde gosterilebilir.
Teorem 4.1. ko (t) ve ki (), (to — &,t0 + €) agik arahginda diferensiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. {L? L3, N?, N, W°} R5 uzaymmda pseudo-ortonormal bir
taban ve py RS uzaymnda bir nokta olsun. O zaman R3 uzayinda egrilikleri ko, k;
olan bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirmis ve 7 (tg) = po olan yalnz

bir tek «y (¢) bi-null egrisi vardir. 7 (¢) egrisinin Frenet ¢atisi { L, Ly, N1, Ny, W'}
Li(to) = LY, La(to) =Ly, Ni(to) =Ny, Nao(to) =Ny, Wi(to)=W°

esitliklerini saglar.

4.1. Oskiilator Bi-Null Egriler

Bu boliimde, R uzayinda bir bi-null egrinin oskiilator egri olma durumlari ince-
lenecektir.

v (t), R} uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirmis bir bi-
null egri olsun. Eger v egrisinin konum vektorii her zaman
(i) Ni- =sp{Ls, N1, No, W} normal uzaymnda kaliyor ise + egrisi birinci tip bi-
null oskiilator egri olarak adlandirilir. O zaman birinci tip bi-null oskiilator
egrinin konum vektorii ¢ € {1,2,3,4} olmak iizere baz y, (t) diferensiyellenebilir

fonksiyonlar: i¢in

Y (t) = py (t) Lo (t) + pg () Ny (2) + pg () No (t) + puy (1) W () (4.1)

denklemini saglar.

(ii) N =sp{Li, N1, No, W} normal uzayinda kaliyor ise 7 egrisi ikinci tip bi-
null oskiilator egri olarak adlandiriir. O zaman ikinci tip bi-null oskiilator
egrinin konum vektorii i € {1,2,3,4} olmak iizere baz y, (t) diferensiyellenebilir

fonksiyonlar: i¢in

Y (t) = g () Ln (t) + o (8) N1 (2) + pag (8) No () + pg (1) W (2) (4.2)
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denklemini saglar.

(iii) W+ =sp{L1, Lo, N1, N>} normal uzaymda kaliyor ise v egrisi iigiincii tip
bi-null oskiilator egri olarak adlandirilir. O zaman tigiincii tip bi-null oskiilator
egrinin konum vektorii i € {1,2,3,4} olmak tizere baz y, (t) diferensiyellenebilir

fonksiyonlari i¢in

v (8) = i () L (8) + o () Lo (8) + i (8) Ny (8) + pug (F) No (8) - (4.3)

denklemini saglar.
Ik olarak R uzayinda birinci tip bi-null oskiilator egrisini ele alahm. O
zaman 7 (t) konum vektorii (4.1) denklemini saglar. (4.1) denkleminin ¢ ye gore

tiirevi alinirsa,

Ly = —pskiLy + (py + poky — pyko) Lo 4 (15 — pg) N1+ (ps — p1g) No
+ (py + py + kops) W
bulunur. Buradan
(i + poky — pgko = 0,y + g+ kops = 0, (4.4)
po—ps = 0, py—py=0, —pski=1

elde edilir. Burada k; # 0 dir. (4.4) denklemlerinden

_ ok (1 ! 1 (Y
l’[/l - kl kl Y :U’3 - k’l’ /"L4 - kl )

_ 1, 1’+ %’+ 1\®
2 T M\ K M M
ve sonug olarak
1 N kN /1O
b [k— (’f )G () )] -

bulunur. Yukaridaki sonucglardan asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 4.2. v (t), RS uzaymnda egrilikleri ko, k; olan bi-null yay parametresi
t ile parametrelendirmis bir bi-null egri olsun. O zaman 7 egrisi birinci tip bir

oskiilator egrisine denktir gerek ve yeter sart agsagidaki denklem saglanir
/
1 1\ (ko 1\®
kv |— | ko | — — — =1. 4.5
' [kl ( ’ <k1> i (kl) i (’ﬁ) 45
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Ispat. 7 (t), R} uzayinda egrilikleri ko, k; olan bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirmis birinci tip bir bi-null oskiilator egri olsun. O zaman yukaridaki
hesaplamalardan (4.5) denkleminin saglandig agiktur.

Tersine, kabul edelim ki (4.5) denklemi saglansin. Bir X € R vektoriinii

(e () () (2

1 1Y
—N. — | W
+/{Z1 2+(k1)

seklinde tamimlayalim. Buradan X’ = 0 oldugundan  egrisi birinci tip bir os-
kiilator egriye denktir.
Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 den asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3. kg (t) ve ky (t) fonksiyonlar:

(@) @@ e

sartim saglayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman R uzaynda
egrilikleri kg, k; olan bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirmis birinci tip
bir bi-null oskiilator egri vardir.
Teorem 4.2 den asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.1. R uzayinda kg, k1 egrilikleri sabit olan birinci tip bir bi-null oskiilator
egri yoktur.
Ornek 4.1. Asagidaki egri ciftleri (4.6) denklemini saglar.
(i) ko =12/2, k1 =1 (ii) ko = 1/6, ky = 1/t (ii1) ko = 0, ky = 120/t
Simdi, R5 uzaymnda ikinci tip bi-null oskiilator egrisini ele alalim. O zaman
v (t) konum vektorii (4.2) denklemini saglar. (4.2) denkleminin ¢ ye gore tiirevi

aliirsa,

Ly = (py — psky) Ly + (pq + poky — pugko) Lo + (p — p13) N1+ (3 — pug) No

+ (py + pzko) W
bulunur. Buradan
fiy + poky — pgko =0, pi) + pgko = 0,

pio —pz = 0, py—py=0, py—pzhr=1
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elde edilir. Bu denklemlerden
py = Kopty — kpy, [y = My, ftg = Hy
ve sonug olarak
1) + kopty, = 0, Koy — (2ka + kg iy — Kipiy = 1

bulunur. Yukaridaki sonucglardan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.4. v (t), R3 uzayinda egrilikleri ko, k1 olan bi-null yay parametresi

oskiilator egrisine denktir gerek ve yeter sart asagidaki denklemleri saglayan bir

{15 fonksiyonu vardir:
s + kopy =0, ks — (2ky + k3) pty — Kipey = 1. (4.7)

Ispat. +(t), R} uzaymnda egrilikleri ko, k1 olan bi-null yay parametresi t ile
parametrelendirmis ikinci tip bir bi-null oskiilatér egri olsun. O zaman yukaridaki
hesaplamalardan (4.7) denkleminin saglandig agiktir.

Tersine, kabul edelim ki bir u, fonksiyonu icin (4.7) denklemleri saglansin.

Bir X € R} vektoriinii

X =7(t) — (kops — kipg) L — piaNv — i No — pisW

seklinde tamimlayalim. Buradan X’ = 0 oldugundan ~ egrisi ikinci tip bir os-

kiilator egriye denktir.

wy # 0 igin, (4.7) in ilk denkleminden

(3)
ko = _Ha_

!/

23

elde edilir. (4.7) in ikinci denkleminden,
kot — kopy — 1 = Kipy + 2k1p1y
elde edilir. u, # 0 ile carpilirsa,

!
(13k1)" = Kjpopty — ki pophy — s,
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ve sonug olarak

1
ky = " / (KOpopty — ki popth — o) dt

2

bulunur. Yukaridaki hesaplamalardan ve Teorem 4.1 den agagidaki teorem elde
edilir.

Teorem 4.5. p, # 0, uy # 0 olmak iizere bir u, diferensiyellenebilir fonksiyonu

icin
Ngg) 1 2
ko=—"-, ki=— / (Kopotty — kgpopy — po) dt (4.8)
25 125

olsun. O zaman Rj uzayinda egrilikleri ko, k1 olan bi-null yay parametresi ¢ ile
parametrelendirmis ikinci tip bir bi-null oskiilator egri vardir.

Ornek 4.2. Asagidaki ticliiler (4.8) denklemlerini saglar.

(i) g =t, ko =0, ky = —=1/2  (41) py = 1%, ko = 0, ky = —1/ (3t).

Son olarak, R uzayinda iigiincii tip bi-null oskiilatér egrisini ele alalm. O
zaman 7 (t) konum vektorii (4.3) denklemini saglar. (4.3) denkleminin ¢ ye gore

tiirevi alinirsa,

Ly = (py— kipg) Lo+ (g + pty + kpeg) Lo + (5 — p1g) Ni+ 13 No

+ (ptg + kopsy) W

bulunur. Buradan

py+ py + kips = 0, py—py =0, (4.9)

pio + kopy = 0, gy —kipy =1, py=0

elde edilir. Bu denklemlerden
py = sk — ki (cat +¢3),  py = —cako, ps=cat+c3, py=ca

ve sonug olarak

C4]€g — k)ll <C4t + Cg) — 204]{?1 =1

bulunur. Burada cs3,cs € R. Yukaridaki sonuclardan asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 4.6. 7 (t), R} uzayinda egrilikleri ko, k1 olan bi-null yay parametresi

t ile parametrelendirmis bir bi-null egri olsun. O zaman ~ egrisi {iciincii tip bir
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oskiilator egrisine denktir gerek ve yeter sart cs,cy € R igin agagidaki denklem
saglanir

caky — Ky (cat + c3) — 2c4ky = 1. (4.10)

Ispat. 7 (t), R} uzayinda egrilikleri ko, k; olan bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirmis iigiincii tip bir bi-null oskiilator egri olsun. O zaman yukaridaki
hesaplamalardan (4.10) denkleminin saglandig agiktir.

Tersine, kabul edelim ki (4.10) denklemi saglansm. Bir X € R} vektoriinii
X = Y (t) — (04166 — k‘l (C4t + Cg)) Ll -+ C4l€0L2 — (C4t -+ 03) Nl — C4N2

seklinde tamimlayalim. Buradan X’ = 0 oldugundan ~ egrisi {igiincii tip bir
oskiilator egriye denktir.

(e3,¢4) # (0,0) igin (4.10) denklemini ¢4t + 5 ile garpilirsa,
((cat + c3)* k) = (cat + c3) (cakll — 1)

elde edilir ve sonug olarak

= / (cat + ¢5) (cakll — 1) dt

(cat + c3)

bulunur. Yukaridaki hesaplamalardan ve Teorem 4.1 den asagidaki teorem elde
edilir.
Teorem 4.7. (c3,cq) # (0,0) olmak iizere c3, ¢4 reel sayilar ve diferensiyel-
lenebilir bir & (¢) fonksiyonu igin

ki = m / (cat + c3) (caky — 1) dt (4.11)
olsun. O zaman R} uzaymnda egrilikleri ko, k; olan bi-null yay parametresi ¢ ile
parametrelendirmis tigiincii tip bir bi-null oskiilator egri vardir.
Ornek 4.3. Asagidaki dortliiler (4.11) denklemini saglar.
())es=1,c4=0,kg=1t, ks =—t

(ZZ) C3 :O, Cqy = 1, k’o = (t2+t3) /2, k’l =1.

4.2. Normal veya Rektifiyan Bi-Null Egriler

Bu boliimde, RS uzayinda bir bi-null egrinin normal veya rektifiyan egri olma

durumlar incelenecektir.
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7 (t) , RS uzaymnda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirmis bir bi-
null egri olsun. Eger v egrisinin konum vektorii her zaman
(i) Ly =sp{Ly, La, No, W} normal uzayinda kalyor ise v egrisi normal bi-null
egri olarak adlandirilir. O zaman normal bi-null egrinin konum vektorii ¢ €
{1,2,3,4} olmak tiizere bazi ; (t) diferensiyellenebilir fonksiyonlar: igin

V() = pa (8) Ly (8) + pag (8) Lo (8) + g () Na () + pag (8) W (2) (4.12)

denklemini saglar.
(i) Ly =sp{Li, Ly, Ny, W} normal uzaymda kalyor ise 7 egrisi rektifiyan bi-
null egri olarak adlandirilir. O zaman rektifiyan bi-null egrinin konum vektorii

i €{1,2,3,4} olmak iizere baz1 y;, (t) diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 igin

v (8) = gy () Ly (8) + g (8) Lz (8) + gz (8) Nu (2) + g (6) W () (4.13)

denklemini saglar.
v (t), R} uzayinda egrilikleri ko, k; olan bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirmis bir normal bi-null egri olsun. O zaman ~ (¢) konum vektorii (4.12)

denklemini saglar. (4.12) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,
Ly = (py— pske) Ly + (g + py — pgko) Lo + (pg + pisko + py) W
— s N1 + (15 — pg) N
bulunur. Buradan
fi + iy — gk = 0, py — pgky =1, gy + psko + py =0, (4.14)
py—pg = 0, pz=0
elde edilir. (4.14) denklemleri ¢oziilerek,
= Ho = pi3 = py =0 (4.15)

bulunur. Bu bir celigkidir. Buradan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.8. R} uzayinda normal bi-null egri yoktur.

v (t), R} uzayinda egrilikleri ko, k; olan bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirmig bir rektifiyan bi-null egri olsun. O zaman v (¢) konum vektorii

(4.13) denklemini saglar. (4.13) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

Ly = py Lo+ (py + iy + pisky — pigko) Lo + (pp + pi) W+ ps Ny — 1y No

36



bulunur. Buradan

peo= 1, g+ s+ pskn — pgko =0, (4.16)

po+py = 0, py=0, p;=0

elde edilir. (4.16) denklemleri ¢oziilerek,

po =ty =0, pg=c3#0, py+eckr=0, puy=t+c (4.17)

elde edilir. Burada ¢y ve c3 reel sayilardir. Sonug olarak ~ egrisi agagidaki gibi
yazilabilir:

v (t) = (t+co) L1 + 3Ny (4.18)

Yukarida elde edilen sonuclar kullanilarak, agsagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.9. v (t), R uzaymda egrilikleri kg, k; olan bi-null yay parametresi ¢
ile parametrelendirmis bir bi-null egri olsun. O zaman 7 egrisi rektifiyan egridir
gerek ve yeter sart asagidaki durumlardan biri saglanir:

(1) k1 (t) = — (£ + co) /cs,

(17) uzaklik fonksiyonu p = ||v|| olmak tizere
p® = |agt + ay|

dir,
(17i) (7, L1) = c3. Burada ag,c3 € R/ {0} ve a1, ¢o € R dir.
Ispat. 7 (t), R} uzaymnda egrilikleri ko, k1 olan bi-null yay parametresi t ile
parametrelendirmis bir rektifiyan bi-null egri olsun. O zaman (4.17) kullamilarak,
ki(t) = — (t + co) /cg bulunur. (4.18) denkleminden (ii) ve (i7i) durumlarimin
saglandigr agiktir.

Tersine, kabul edelim ki (7) , (#i) veya (7i¢) sartlarindan biri saglansin. Eger

(1) saglanirsa, Frenet denklemleri kullanilarak

d
E(’Y‘(t‘FCO)[q—Cle):O

elde edilir. Buradan R3 uzayinda 6teleme farkiyla, v egrisi rektifiyan bir egridir.
Eger (ii) saglanirsa, (7v,7) = = (apt + a;) denkleminin ¢ ye gore ikinci
tiirevi almarak, (7, L) = 0 elde edilir. Buradan « egrisinin rektifiyan bir egri

oldugu elde edilir.
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Eger (ii7) saglanwrsa, (7, L1) = c3 denkleminin ¢ ye gore tiirevi almarak -y
egrisinin rektifiyan bir egri oldugu goriiliir.

Son olarak RS uzayinda spacelike konum vektorlii rektifiyan egriler igin bir
teorem verecegiz.
Teorem 4.10. (i) v (t), R uzayinda spacelike konum vektore sahip olan bi-null
yay parametresi t ile parametrelendirmis bir bi-null egri olsun. Eger ~ rektifiyan

bir egri ise parametre degisikligi ile
v(s) =be'y(s), beR"

olarak yazilir. Burada y (s), S5 (1) = {z € R}|(z,z) = 1} uzayinda birim hizh

timelike egridir ve

d2y d2y d3y d?’y 64b10€105
<@(S)a@($)> =1, <@(3)a@(3)> :a—g—L ap € RT

saglanir.

(ii) Tersine, y (s), S5 (1) uzaymda birim hizh timelike egri olsun ve

d*y d?y d3y d®y 64p10 108
(758,55 () = 1 (35(5), 75 (8) = ——5——1,

g

V) # v, abeRrt
sartlarim saglasim. O zaman v (s) = bey (s) egrisi parametre degisikligi ile RS
uzayinda bir rektifiyan bi-null egridir.
Ispat. (i) v(t), R} uzaymda spacelike konum vektore sahip olan bi-null yay
parametresi ¢ ile parametrelendirmis bir rektifiyan bi-null egri olsun. Teorem 4.9
ve 7 (t) spacelike konum vektoriine sahip oldugundan, uzaklik fonksiyonu p = ||v||
olmak iizere p*> = agt + a; > 0, ap € R\ {0}, a; € R dir. Burada ag € R
secilebilir.

y(t) = v(t) /p(t) olacak sekilde bir y (¢) egrisi tamimlayalim. Burada y

egrisi S5 (1) pseudo kiiresinde yatan bir egridir. O zaman

v(t) =y ) Valt +a (4.19)

elde edilir. (4.19) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

Ly (1) = Wy (t) + () Vaol + a1 (4.20)
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bulunur. Buradan

a’ a
! t ) ! t - - 0 ) ' t = :
WO )=t WO = 50
elde edilir ve y egrisi timelike bir egridir.
y egrisinin yay uzunlugu parametresi s olmak tizere
t
1 t
s = / Iy (w)]| du = —lnw, beR".
tO 2 b2

O zaman agt + a; = b?e* esitligi (4.19) denkleminde yerine yazilarak

v (s) = bey (s)

elde edilir.

Ayrica, v (s) = be®y (s) denkleminin s ye gore ikinci tiirevi alimip,
dt/ds = 2b%e* /ay
esitligi kullanilarak,

L) = e (9 ) -1) (121)

bulunur. (Ly (t), L (t)) = 0 ve (4.21) denkleminden

(36 ) =1

elde edilir. (4.21) denkleminin s ye gore tiirevi ahmip, dt/ds = 2b%¢* Jaq esitligi
kullanilarak

ad dy d?y d3y

W (t) = 8—;56_55 (3y (s) — Ts (s) — 3@ (s) + 75 (s)) (4.22)

bulunur. (W (¢), W (t)) = 1 ve (4.22) denkleminden
d3y d3y 64b106103
— 2 (s), —= - 1
(e ) ="
elde edilir.
(#4) 1lk olarak, (d%y/ds?)(s) # y(s) durumunda {dl(s) @(s)} lineer

ds ’ ds?
bagimsizdir. Bu sart altinda 7 (s) = be®y (s) icin yeni bir parametre t segelim
soyle ki
1 1 a,()t —f- ay
—In
2 2

s = a; €R
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olsun. Buradan
7 () =y () Vaot +a (4.23)

bulunur. y (s) egrisinin sartlar1 kullamlarak,

W @),y ) = Tt o (4.24)
" " o _SCL%
(" (t),y" () = 16 (agt + )™
1 45 ag

(y® (1), y® (1)) = (ot a)  6dan + a0’

elde edilir. (4.23) denkleminin tiirevi alinarak,

7 (6) = 2 (aot +a) Fy (1) + (ot + 1)y (1),

2

a _3 it 1
7 (8) = =2 (aot +a1) 7y (1) + ao (aot + )2y’ (6) + (ot + @)y (1)
ve
3 5 3 _3
Y @) = gag (aot +a1) 2y (t) — ;lag (aot +a1) 2 y' (t)
3 1 1
+§(I0 (agt + &1) 2 y” (t) + (CLQt + al) 2 y(?’) (t)

bulunur. Bu denklemler ve (4.24) denkleminden,

()7 (1) = ("1).7"1) =0, (YOt),yP(t)) =1

elde edilir. Sonug olarak, v egrisi bir bi-null egridir ve ¢, v egrisinin bi-null yay
parametresidir. O zaman (v (t),v (t)) = aot + a; oldugundan Teorem 4.9 den,
egrisi R3 uzayinda bir rektifiyan bi-null egridir.

Sonug 4.2. Teorem 4.1 ve Teorem 4.9 in () sartindan, RS uzaymnda rektifiyan
bi-null egrilerin varhgim gorebiliriz. Ustelik, Teorem 4.10 icin, Teorem 4.1 de
bir spacelike vektor pg segerek, RS uzayinda spacelike konum vektore sahip olan

rektifiyan bi-null egrilerin varligin1 bulabiliriz.
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5. k-TiP Bi-NULL SLANT HELIiSLER

Bu boliimde, RS uzayinda bi-null egrilerin k-tip slant helis olmasi igin gerek
ve yeter sartlar elde edilecektir.

7 (t) , RS uzaymnda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis, egri-
likleri ko, ki ve Frenet catis1 {Lq, Lo, N1, No, W} olan bir bi-null egri olsun. Bu
boliimde v (t) egrisinin tamamen R uzaymmda yatmas: i¢in k; # 0 olarak ali-
nacaktir.

Vi= L1, Vo= Lo, V3 =Ny, Vs = Ny ve V5 = W olsun.

Tanim 5.1. 7, Rj uzayinda Frenet gatis1 {Vi, Vs, V3, Vy, V5 } olan bir bi-null egri
olsun. Eger k € {0,1,2,3,4} igin

(Via1, U) = sabit

olacak gekilde sifir olmayan bir sabit U € R} vektorii varsa, v egrisi k-tip bi-null
slant helis olarak adlandiriir. Ozel olarak, k£ = 0 icin O-tip bi-null slant helis,
genel helistir.

Ik olarak, R} uzaymda O-tip bi-null slant helisleri goz 6niine alalim.
Teorem 5.1. v (t), RS uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (t) egrisi bir 0-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter sart k; sifirdan farkl bir sabit sayidir.

Ispat. Kabul edelim ki ~ (t), RS uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirilmis, egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir O-tip bi-null slant helis olsun. O
zaman

(L1,U)=¢, c€R (5.1)

olacak gekilde sifir olmayan bir sabit U € R} vektorii vardir. (5.1) denkleminin ¢

ye gore tiirevi alimip, (3.1) Frenet denklemleri kullanilarak,
<L27 U> =0, <W> U> =0, <N27 U> =0 (52)
elde edilir. (5.2) denklemleri kullamilarak,

U= ALy + cN (5.3)
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olarak yazilir. Burada A diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. (5.3) denkleminin

t ye gore tiirevi almip, (3.1) Frenet denklemleri kullamlarak,
0= )\,Ll + ()\ + Ck?l) L2

bulunur. Buradan A sabit, ¢ # 0 ve k; = —\/c =sabit elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki k; sifirdan farkli sabit bir say1 olsun. ¢ # 0 igin
U = —Ck’lLl + CN1 (54)

olacak gekilde bir U vektorii segelim. Buradan U’ = 0 ve (L, U) = ¢ (sabit) elde
edilir. Sonug olarak v (¢) egrisi bir O-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.1 den asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 5.2. kg (t) diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve k; (¢) sifirdan farkh sabit
bir fonksiyon olmak iizere R3 uzaynda bi-null yay parametresi ¢ ile parametre-
lendirilmis ve egrilikleri kg, k; olan bir 0-tip bi-null slant helis vardir.
Sonug 5.1. v (t), R uzayinda egrilikleri ko, k; # 0 olan bir 0-tip bi-null slant

helis olsun. ¢ € R\ {0} ve ~ () egrisinin ekseni U olmak iizere
U= —Cl{?lLl + CN1

olarak verilir.
Sonug 5.2. R} uzayinda, v (t) egrisinin ekseni U olmak iizere (L, U) = 0 sartim
saglayan O-tip bi-null slant helis yoktur.

Ikinci olarak, R} uzaymda 1-tip bi-null slant helisleri goz 6niine alalim.
Teorem 5.3. 7 (t), RS uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (t) egrisi bir 1-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter sart ¢ € R\ {0} veya a € R\ {0} olmak iizere ko
ve ky

cky —2cky — (et +a)ky =0

sartini saglar.

Ispat. Kabul edelim ki ~ (t),R5 uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirilmis, egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir 1-tip bi-null slant helis olsun. O
zaman

(Ly,U)=¢, c€R (5.5)
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olacak gekilde sifir olmayan bir sabit U € R} vektorii vardir. (5.5) denkleminin ¢
ye gore tiirevi alinip, (3.1) Frenet denklemleri kullamilarak, (W, U) = 0 elde edilir.

O zaman U vektorii
U= )\1L1 + )\QLQ + )\3N1 + CN2 (56)

olarak yazilir. Buradai € {1,2,3} olmak iizere \; diferensiyellenebilir bir fonksiyon-
dur. (5.6) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alimp, (3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilarak,
0= ()\/1 — Ck?l) L1 + ()\1 + )\/2 —+ )\3]{71) L2 + ()\é — C) N1 + ()\2 + Cko) W

elde edilir. Buradan

)\,1 - Ck’l = 0,
AL+ Ay + gk =0,
A 4 (5.7)
Ay —c =0,
)\2 + Cl{ig =0
bulunur. (5.7) in ikinci, tiglincii ve dordiincii denklemlerinden,
)\1 = C]{Z(/) — (Ct + CL) ]fl, )\3 =ct+a ve )\2 = —C]{ZO (58)

bulunur. Burada ¢ € R\ {0} veya a € R\ {0} dir. (5.7) in birinci denklemi ve
(5.8) kullanilarak,
cky —2cky — (et +a)ky =0

elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki kg ve k;
cky —2cky — (et +a)ky =0
sartini saglasin. Burada ¢ € R\ {0} veya a € R\ {0} dir. O zaman
U = (cky — (ct +a) ki) Ly — ckoLay + (¢t + a) Ny + ¢Ny

olacak gekilde bir U vektorii segelim. Buradan U’ = 0 ve (Lo, U) = ¢ (sabit) elde
edilir. Sonug olarak, v (f) egrisi bir 1-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.3 den agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 5.4. ¢ € R\ {0} veya a € R\ {0} olmak tizere kg (t) ve k; (t)
cky —2cky — (et +a)ky =0 (5.9)

sartini saglayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman R3 uzayimda bi-
null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis ve egrilikleri kg, k; olan bir 1-tip
bi-null slant helis vardir.

Ornek 5.1. Asagidaki egri ciftleri (5.9) denklemini saglar.

(i) ko =t k1 =1 —a?/(ct + a)? (i1) ko =t, ky = 1/ (ct 4 a)?

Sonug 5.3. 7 (t), R} uzaymda egrilikleri ko, k1 # 0 olan bir 1-tip bi-null slant

helis olsun. «y (t) egrisinin ekseni U olmak iizere
U= (Ck(/) — (Ct Al CL) 1{71) L1 — Cl{?()LQ ol (Ct + CL) N1 + CN2 (510)

olarak verilir.

Sonug 5.4. v (t), RS uzaymda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (¢) 0-tip bi-null slant
helistir gerek ve yeter sart «y (), asli normal vektorii Lo, helisin ekseni U ile
ortogonal olan 1-tip bi-null slant helistir.

Ispat. Kabul edelim ki v (t), R} uzaynda bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirilmis, egrilikleri kg, k&1 # 0 olan bir O-tip bi-null slant helis olsun. O

zZaman

(L1,U)y =¢, ceR\{0} (5.11)

olacak sekilde sifir olmayan bir sabit U € Rj vektorii vardir. (5.11) denkleminin
t ye gore tiirevi alimp, (3.1) Frenet denklemleri kullanilarak, (L,, U) = 0 elde
edilir. Buradan 7 (¢), asli normal vektorii Lo, helisin ekseni U ile ortogonal olan
1-tip bi-null slant helistir.

Tersine, kabul edelim ki «y (), asli normal vektorii Lo, helisin ekseni U ile
ortogonal olan 1-tip bi-null slant helis olsun. O zaman (5.7) denkleminde ¢ = 0
alinirsa, ky sifirdan farkh sabit say1 olarak bulunur. Buradan ~ (¢) O-tip bi-null
slant helistir.

Sonug 5.5. 7 (t), R uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,

egrilikleri ko, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (¢) 1-tip bi-null slant
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helistir gerek ve yeter sart ¢ € R\ {0} veya a € R\ {0} olmak iizere ko ve k;
(ct + a) (ck) — (ct + a) k1) — c*ko = sabit (5.12)

sartini saglar.
Ispat. Kabul edelim ki « () egrisi R} uzaymnda bi-null yay parametresi t ile
parametrelendirilmis, egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir 1-tip bi-null slant helis olsun.

Sonug 5.3 ve U vektoriiniin sabitligi kullanilarak,
(ct + a) (ck) — (ct + a) k1) — c*ko = sabit

elde edilir.
Tersine, kabul edelim ki (5.12) sart1 saglansin. O zaman (5.12) denkleminin

t ye gore tiirevi alinirsa,
cky —2cky — (et +a)kyi =0

bulunur. Sonug olarak, Teorem 5.3 den, v (¢) 1-tip bi-null slant helistir.

Sonug 5.6. 7 (t), R} uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri ko, k1 # 0 olan bir 1-tip bi-null slant helis olsun. Eger ~ (¢) egrisinin
(5.10) deki ekseni U bir null vektor ve ¢ # 0 ise o zaman

¢
ko = © ja/kl(t)dt.

Ispat. Kabul edelim ki (5.10) deki ekseni U bir null vektsr olsun. O zaman
(ct + a) (ckfy — (ct + a) ky) — ko = 0

bulunur. Bu diferensiyel denklem kq a gore coziiliirse istenilen sonug elde edilir.
Ugiincii olarak, R5 uzaymda 2-tip bi-null slant helisleri goz oniine alalim.
Teorem 5.5. 7 (), R uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (t) egrisi bir 2-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter sart k; sifirdan farkli bir sabit sayidir.
Ispat. Kabul edelim ki ~ (t),R5 uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirilmis, egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir 2-tip bi-null slant helis olsun. O
zaman

(N1,U)=¢, c€eR (5.13)
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olacak gekilde sifir olmayan bir sabit U € R} vektorii vardir. (5.13) denkleminin

t ye gore tiirevi alimip, (3.1) Frenet denklemleri kullamlarak,
(Lo, U) =0, (W,U)=0, (N3,U)=0. (5.14)
elde edilir. (5.14) denklemleri kullamlarak,
U=cli+ N (5.15)

olarak yazilir. Burada A diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. (5.15) denkleminin

t ye gore tiirevi alimip, (3.1) Frenet denklemleri kullamlarak,

0= <C+ )\k)l) LQ + )\,Nl

bulunur. Buradan A sifirdan farkl sabit, ¢ # 0 ve k; = (—c/\) =sabit elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki k; sifirdan farkli sabit bir say1 olsun. ¢ # 0 igin
c
U= CL1 — /{j_lNl

olacak sekilde bir U vektorii segelim. Buradan U’ = 0 ve (N1, U) = ¢ (sabit) elde
edilir. Sonug olarak ~y (t) egrisi bir 2-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.5 den asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 5.6. k (t) diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve & (¢) sifirdan farkl sabit
bir fonksiyon olmak tizere R3 uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametre-
lendirilmis ve egrilikleri kg, k; olan bir 2-tip bi-null slant helis vardir.
Sonug 5.7. 7 (t), R} uzayinda egrilikleri kg, k; # 0 olan bir 2-tip bi-null slant
helis olsun. ¢ € R\ {0} ve 7y () egrisinin ekseni U olmak iizere

c
U=cli— —N
Cln kll

olarak verilir.

Sonug 5.8. Rj uzaymda, v (t) egrisinin ekseni U olmak tizere (N7, U) = 0 sartim
saglayan 2-tip bi-null slant helis yoktur.

Sonug 5.9. v (t), R} uzaymda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmis,
egrilikleri ko, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman v (¢) bir 2-tip bi-null
slant helistir gerek ve yeter sart « (¢) bir O-tip bi-null slant helistir.
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Sonug 5.10. 7 (t), R} uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri ko, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (¢) bir 2-tip bi-null
slant helistir gerek ve yeter sart «y (¢) , asli normal vektorii Lo, helisin ekseni U ile

ortogonal olan 1-tip bi-null slant helistir.

Dordiincii olarak, R} uzayinda 3-tip bi-null slant helisleri géz 6niine alalim.
Teorem 5.7. 7 (), R uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (t) egrisi bir 3-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter sart ¢ € R ve Ay sifir olmayan diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olmak tizere kg ve k;

oA+ kO — 2k Ny — KXo = 0 (5.16)
ve
e+ koXy + A8 =0 (5.17)

denklemlerini saglar.

Ispat. Kabul edelim ki v (t),R5 uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirilmis, egrilikleri kg, k&1 # 0 olan bir 3-tip bi-null slant helis olsun. O
zaman

(No,U)=¢, c€eR
olacak gekilde sifir olmayan bir sabit U € R} vektorii vardir. O zaman U vektorii
U= /\1L1 + CL2 + /\2N1 + /\3N2 + /\4W (518)

olarak yazilir. Burada i € {1,2,3,4} olmak iizere )\; diferensiyellenebilir bir
fonksiyondur. (5.18) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinip, (3.1) Frenet denklemleri

kullanilarak,
0 = (A} —KkiA3) L1+ (A1 + kidy — koAg) Lo + (A — A3) Ny
+ (A — A\g) No + (c+ kods + \)) W

elde edilir. Buradan

N — kA3 =0,

M+ k1de — kohs = 0,
A, — A3 =0, (5.19)

Ay — Ay =0,

c+kods+ A, =0
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bulunur. (5.19) den A sifir olmayan bir fonksiyondur. (5.19) denklemlerinin
¢ozerek,

oA+ kO — 2k Ny — KXo = 0

ve

c+kody + 20 =0

elde edilir.
Tersine kabul edelim ki (5.16) ve (5.17) denklemleri saglansin. O zaman

U= (ko)\g — kl)\g) Ll + CL2 + )\2N1 + )\IQNQ + )\IQIW

olacak sekilde bir U vektorii segelim. Buradan U’ = 0 ve (Ny, U) = ¢ (sabit) elde
edilir. Sonug olarak, «y (t) egrisi bir 3-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.7 den asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 5.8. c € R ve \; sifir olmayan diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak

tizere ko (t) ve ki (t)
koA kO — 2k Ny — KXo =0 (5.20)

ve

et kX, + A8 =0 (5.21)

denklemlerini saglayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman, RS uza-
yinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis ve egrilikleri kg, k; olan
bir 3-tip bi-null slant helis vardir.

Ornek 5.2. Asagidaki egri ciftleri (5.20) ve (5.21) denklemlerini saglar.

(i) Ao =12, ko = —c/2t, k1 = c/t3 (it) g =t, ko= —c, ky = 1/t2

Sonug 5.11. 7 (), R uzaymda egrilikleri kg, k; # 0 olan bir 3-tip bi-null slant

helis olsun. «y () egrisinin ekseni U olmak tizere
U = (ko\y — k1Xa) L1 + cLa + Ao Ny + Ay Ny + A5 W

olarak verilir. Burada ¢ € R ve ), sifir olmayan diferensiyellenebilir bir fonksiyon-
dur soyle ki
oA+ kO — 2k Ny — KA =0
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ve

et kX, + A8 =0

denklemleri saglanir.
Sonug 5.12. )y # 0 ve A, # 0 olmak iizere bir Ay fonksiyonu igin, (5.16) ve
(5.17) denklemleri kullamlarak

A + o)

ko = —
0 )\/2

ve
_ 1 (3) AN/
ki == [ Ao (kory” + Kkg)y ) dt
A2
elde edilir.

Son olarak, R uzayinda 4-tip bi-null slant helisleri goz éniine alalim.
Teorem 5.9. v (t), RS uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (t) egrisi bir 4-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter sart ¢, a;,a9 € R ve (¢,a1,as) # (0,0,0) olmak

tizere ko ve kq
t2
3cky + (ct + ar) (ky — 2ky) — (05 +ait + ag) k=0 (5.22)

denklemini saglar.

Ispat. Kabul edelim ki 7 (¢),R] uzayinda bi-null yay parametresi t ile para-
metrelendirilmis, egrilikleri kg, k&1 # 0 olan bir 4-tip bi-null slant helis olsun. O
zaman

(W,U)=¢, ceR (5.23)
olacak gekilde sifir olmayan bir sabit U € R} vektorii vardir. O zaman U vektorii
U= )\1L1 + /\2L2 + )\3N1 + )\4N2 4+ cW (524)

olarak yazilir. Burada i € {1,2,3,4} olmak {izere )\; diferensiyellenebilir bir
fonksiyondur. (5.24) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinip, (3.1) Frenet denklemleri

kullanilarak,

0 = ()\/1 — k’l)\4) L1 + ()\1 + )\/2 + )\3]{31 — Ck’()) L2 + ()\g — )\4) N1
+ (/\il — C) Ng + (/\2 + ko)\4) w
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elde edilir. Buradan

N — kidg = 0,

A1+ Ay + Asky — cko = 0,
A, — A\ =0, (5.25)

Ny —c=0,

| A2+ koAy =0

bulunur. (5.25) in son dort denkleminden,

)\zz—ko(ct—FGl), )\3:C§+a1t+a2, /\4:ct—|—a1,

(5.26)
A = 2¢cko + (ct + aq1) kj — (c% +ayt + ag) k1

bulunur. Burada a1, as € R ve (¢, ay,as) # (0,0,0) dir. (5.25) in birinci denklemi
ve (5.26), kullanilarak,

t2
3cky + (ct + ar) (kg — 2ky) — (05 + art + a2) ki=0

elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki ko ve kq
t2
3cky + (ct + aq) (ky — 2k1) — (05 + art + (12) k1=0

sartim saglasin. Burada ¢, aj,as € R ve (¢, aq,a3) # (0,0,0) dir. O zaman
2

t
U = (2ck0 + (ct + a1) ky — <c§ + ait + ag) kl) Ly — ko (ct+ay) Lo

t2
+ <c§ +a1t+a2> N1+ (¢t +ay) No + cW

olacak sekilde bir U vektorii segelim. Buradan U’ = 0 ve (W,U) = ¢ (sabit) elde
edilir. Sonug olarak, «y (t) egrisi bir 4-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.9 dan asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 5.10. ¢, ay, a9 € R ve (c,ay,a2) # (0,0,0) olmak iizere ko (t) ve ky (t)

t2
3C]€6 + (Ct + al) (lﬂg — le) — (CE + alt + CZQ) k’i =0 (527)

sartin1 saglayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman R} uzayinda bi-
null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis ve egrilikleri kg, k; olan bir 4-tip

bi-null slant helis vardar.
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Ornek 5.3. Asagidaki egri ciftleri (5.27) denklemini saglar.
) -2
(Z) k’o = 1, ]{31 = <C% + Cblt + CLQ)
(ii) ko = t, ky = 2ct (6ag + 3art + ct?) / (2ag + 2a1t + ct2)?
Sonug 5.13. 7 (1), RS uzaymda egrilikleri kg, k; # 0 olan bir 4-tip bi-null slant

helis olsun. « (t) egrisinin ekseni U olmak iizere

U= (20k0 + (ct +ay) k) — (c% +at + a2> k1> L1 — ko (ct+ay) Lo

+ (c% + ayt + a2> Ny + (¢t + ay) Ny + cW
olarak verilir.
Sonug 5.14. v (t), R uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (t) 1-tip bi-null slant
helistir gerek ve yeter sart 7 (¢) egrisi, U ekseni (W, U) = 0 sartin saglayan 4-tip
bi-null slant helistir.
Ispat. Kabul edelim ki ~ (t),R5 uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile para-
metrelendirilmis, egrilikleri kg, k1 # 0 olan bir 1-tip bi-null slant helis olsun. O

zamarn

(Ly,U)y=¢, c€eR (5.28)

olacak sekilde sifir olmayan bir sabit U € R} vektorii vardir. (5.28) denkleminin
t ye gore tiirevi almip, (3.1) Frenet denklemleri kullanilarak, (WW,U) = 0 elde
edilir. Buradan ~ (t) egrisi, U ekseni (W,U) = 0 sartim saglayan 4-tip bi-null
slant helistir.

Tersine, kabul edelim ki 7 (t) egrisi, U ekseni (W,U) = 0 sartim saglayan

4-tip bi-null slant helis olsun. O zaman (5.22) denkleminde ¢ = 0 alinirsa
alk;(')’ — 2@1/{71 — (alt + CLQ) ki =0

elde edilir. Burada (ai,as) # (0,0). Sonug olarak, Teorem 5.3 den () 1-tip
bi-null slant helistir.

Sonug 5.13 kullanilarak agagidaki Sonug 5.16 elde edilir.
Sonug 5.15. v () , RS uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri ko, k1 # 0 olan bir bi-null egri olsun. O zaman ~ (t) 4-tip bi-null slant

helistir gerek ve yeter sart ¢, a1, as € R ve (¢, a1, az2) # (0,0,0) icin ko ve k;

t? t2
(CE +at + a2> (20k0 + (ct + ay) ky — (05 +at + ag) ]ﬁ) —(ct + a1)2 ko = sabit
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denklemini saglar.

Sonug 5.16. v (t), RS uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirilmis,
egrilikleri ko, k1 # 0 olan bir 4-tip bi-null slant helis olsun. Eger ~ (¢) egrisinin
Sonug 5.13 deki ekseni U bir null vektor ise o zaman

1 2(ct 4 a1)* ko —

k= 2cky + (ct + ay) ky —
(& + ait + as) ( J Ko 2 (£ + art + a)

Burada ¢, a1, as € R ve (¢,aq1,a2) # (0,0,0) dir.
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6. BIi-NULL EGRILER VE REGLE YUZEYLERI

7 (t) , R} uzayinda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirmis, Frenet
catist {Lq, Lo, N1, No, W} ve egrilikleri kg, k; olan bir bi-null egri olsun. Bu

bosliimde R3 uzayinda
My x(t,u) = (t)+ ulN; (t) (6.1)
ve
My: y(tu)=~@)+uW(t), u>0 (6.2)

dogrusal (regle) yiizeylerini inceleyecegiz.
Ik olarak, (6.1) ile parametrelendirilmis M, regle yiizeyini goz oniine
alalim. O zaman

Ty = Ll + Uk'lLQ, Ty = Nl

ve
<.Z't,$t> = <xuaxu> = O) <$taxu> =1

elde edilir. Buradan, M, yiizeyinin flat Lorentz yiizey oldugu bulunur.

1 1
e1 = — (@ +wy) =— (L1 +ukiLo+ Ny),
| \/§<t ) \/5( 1 1L + N1)
1 1
€y = E (2 — @) = E (L1 + uky Ly — Ny)

alalim. O zaman {eq, e}, M; yiizeyinin teget uzaymin isareti (4, —) olan orto-

normal bir catisidir.

1 1
es=W, e =—(No—ukiNy+Ls), e5=—(No—uktNy—L
3 4 \/5(2 14V1 2) 5 \/5(2 14V1 2)

alalim. O zaman {es, e4, €5} , M yiizeyinin normal uzaymin igareti (+, +, —) olan
ortonormal bir ¢atisidir.

M yiizeyinin ikinci temel formu h nin bilegenleri

1 1 1
hi’l = <De1€1,€3> = §Uk’17 h?z = <De1€2763> = §U1€1> h§2 = <De2€2, €3> = §Uk?17

Wiy = (Deye1, €4) = (1+uki +2k1), iy = (Deyez,e4) = (1+ uki — 2ky),

1 1
2v/2 2v/2
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hiy = (Deye2, €4) = (1+uki), iy =—(Deer,es) = (1 + uki +2ky),

1 -1

2v/2 2v/2
—1 -1

h%) = — (De,e9,65) = —= (1 +uk)), h3y = —(Deyea,e5) = ——= (1 + ukj — 2k;)

22 22

olarak elde edilir.

Teorem 6.1. M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii H olmak iizere H = ki Lo
dir.

Ispat. Ortalama egrilik vektorii H agagidaki gibi elde edilir:

1 (63 [e%
H = 52 (hiy — h3s) €a

«

k
= 715 (64 — 65) = ]{ZlLQ.

Sonug 6.1. M, yiizeyi minimal yiizeydir gerek ve yeter sart k; = 0 dir.
Sonug 6.2. Eger her t € R igin k; (t) # 0 ise M; yiizeyi marginally trapped
yiizeydir.

Dx H uzaymimn normal kismu *VxH = (DxH )Lolmak tizere H = kiLo
oldugundan D, H = 0 ve D,,H = k| Ly + k;W olur. Béylece *V, H = 0 dir.
Ayrica

1

1
D, H es3) =k, (D, H,eq) = —
(D.iH.es) = by, (DoHees) = —

]{33, <Dth, €5> = \/ﬁl{ii

bulunur. Buradan

1 1
Vo H = kies + —=kjes — —=Kles

V2 V2

olur. O zaman agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 6.2. M, yiizeyi paralel ortalama egrilik vektoriine sahiptir gerek ve
yeter sart k1 = 0 veya H = 0 dir.

Teorem 6.3. M, yiizeyinin normal egrilik tensorii sifirdir.

ispat .

Riu = h?lh; - hglhi - h?2h32 + h§2h4112 =0,
Rgu - _hi)lh% + hglh?I + h?zhg2 - thh% =0,

R§12 = _hzlllhgl + hglhi)l + hzllzhg2 - h%ﬁ?z =0

olarak bulunur. Buradan *R = 0 dir.
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Simdi (6.2) ile parametrelendirilmis M, regle yiizeyini goz 6niine alalim.
O zaman

Yy = Ly —ukoLos — ulNa, 1y, =W,
ve
(i, ) = 20ko,  (YurYu) =1, (Y, yu) =0

elde edilir. Eger ko # 0 ise M yiizeyi flat Lorentz yiizeydir.

Durum 1. Kabul edelim ki &y > 0 olsun. O zaman

€1 = yu:VVu
IR |
u 2]€0ytiuv2]€0

alahm. O zaman {ej, ey}, My yiizeyinin teget uzaynn igareti (+,+) olan orto-

€y = (Ll — u’foLQ — 'LLNQ)

normal bir catisidir.

1 1
€4 = —<L1—N1——L2),

1 1
= ——L; —koLy + N
€5 \/Q_k()( ekl ol + 2)

alalim. O zaman {es, e4, €5}, My yiizeyinin normal uzayinin isareti (4, —, —) olan

ortonormal bir ¢atisidir.

M, yiizeyinin ikinci temel formu h nin bilegenleri

h’?l = <D81€17 63) = 07 hélll = - <D81617 €4> = 07 h’?l = - <Delelv €5> - 07
1
2u\/ko'

hiy = (Deea,es) =— hiy = — (Deea, €4) = —

1
2ut ko'

1+ ks
R, = —{(D. es,e5) =0, hd,=(D.,es, €5 = ——,
12 < 192 5) 22 < 202 3> 2\/5’&]60
ki1—1 k!
hyy = —(Deyea,eq) = . hSy=—(D.,eq,e5) = ——2
22 < 22 4) 2\/§uk‘0 22 < 262 5> 2\/§u (k0)3/2

olarak elde edilir.

Teorem 6.4. ky > 0 icin M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii H olmak {izere

H=———|L L N — | NV.
( 8u?k? tr 8u?ky 2 ¥ duky ) ! - Suk?) ?

dir.
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Ispat. Ortalama egrilik vektorii H agagidaki gibi elde edilir:
1 (0% (6%
H = 52 (A} + h3s) €a

[0}

B 1 1—|—/€1€+k1—1e+ Ky .

= 4\/§u ko 3 ko 4 (k0)3/2 5

= |————| L L N ——= | Na.
( 8u?k? Y 8u?ky 2 duky ) ! - Suk?) ?

Sonug 6.3. M, yiizeyi marginally trapped yiizeydir gerek ve yeter sart

(kb)? — dkoky = 0

dir.

Ispat. Teorem 6.4 ten
Akoky — (K})?
32u?k}

bulunur. Buradan istenilen sonug elde edilir.

(H,H) =

Sonug 6.3 ve Teorem 4.1. den, RS uzaymda flat marginally trapped space-

like yiizeylerin bir sinifin1 elde edebiliriz.

Ornek 6.1. t # 0 olmak tizere ky = t? ve k; = 1 fonksiyonlarim egrilikleri olarak

spacelike yiizeydir.
Durum 2. Kabul edelim ki ky < 0 olsun. O zaman

€61 = yu:W7

(Ll - UkoLg — UNQ)

€y =

1 1
uv/ —2]{30 e = uy/ —Qko
alalim. O zaman {eq, e}, M yiizeyinin teget uzaymin isareti (4, —) olan orto-

normal bir catisidir.

1 1
€3 = E (Ll +N1 + ELQ) )
o (-3~ hola+ 00
€ = — — N
4 \/Tko u 1 042 2

1 1
€y — E (Ll_NI_E[Q)

alalim. O zaman {es, e4, 5}, M, yiizeyinin normal uzayinn igareti (4, +, —) olan

ortonormal bir ¢atisidir.
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M; yiizeyinin ikinci temel formu A nin bilegenleri

hzlsl = <D6161763> - 07 hzll1 - <D€1€1ae4> - 07 h?l = - <De1€1765> - 07
h?Z = <D61€2763> = h£112 <Dele27€4> - O

14k
2\/5’&]{0,

11—k
hS, = — (D.,es, €5) =
22 < 262 5> 2\/§uk0

hgl)2 = _<D6162’€5>: h%z <D82627€3>

1
a 2U2\/ —/{307
1
Vo

L/
h§2 - <D62e2764> - = (O

2/ 2u (—k

0)3/2’

olarak elde edilir.

Teorem 6.5. ky < 0 i¢in M, yiizeyinin ortalama egrilik vektorii H olmak {izere
211,]{0]{?1 — k() 2 — Uk)(] 1 ]f/
H=|————]L L — | N N

( Ru2k ek, )T Gk ) T \Baz )

Ispat. Ortalama egrilik vektorii H asagidaki gibi elde edilir:

dir.

1 (0% (6]
H = 52 (hfy — h3,) e

r 1 1+ k K ky—1
— es + (_k0)3/264 + o es

2uk30k1 - k?é) 2 — Uk?6 1 l{fl
_ (2t ) L N No.
( Ru2kz Bk )T kg ) T \Bukz

Sonug 6.4. M, yiizeyi marginally trapped yiizeydir gerek ve yeter sart

(kb)? — 4koky = 0

dir.

Ispat. Teorem 6.5 ten,
Akoky — (K))?
HH) = —F+77"—
(H, H) 32u2k3
bulunur. Buradan istenilen sonug elde edilir.
Sonug 6.4 ve Teorem 4.1. den, R} uzayinda flat marginally trapped Lorentz

yiizeylerin bir sinifimi elde edebiliriz.

Ornek 6.2. t # 0 olmak iizere kg = —t> ve k; = —1 fonksiyonlarm egrilikleri
olarak kabul eden 7 bi-null egrisi igin M, yiizeyi R} uzaymnda flat marginally
trapped Lorentz yiizeydir.

57



Not. R uzaymda bi-null yay parametresi ¢ ile parametrelendirmis bir v () bi-

Fy (tu) = (t) +uly (),
Fy (t,u) = (t) +uls (1)

ve

Fy (t,u) = (t) +ulNa (1)

parametrizasyonu ile verilen regle yiizeyleri de diisiiniilebilir. Fakat bu yiizey-
lerin indirgenmis metrigi dejeneredir, yani bu yiizeyler lightlike yiizeydir. Bu tez

calismasinda non-dejenere yiizeyler caligilmigtir.
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7. BI-NULL EGRILER VE LORENTZIYEN STATIONARY
YUZEYLER

P(u) ve Q(v), R uzaymmda null egriler olmak tizere

f(u,v) =P (u) +Q (v)

Lorentz stationary yiizeyini goz oniine alalim. O zaman asagidaki durumlar ayri
ayr1 diigiiniilebilir:

(i) P(u) ve Q(v) bi-null yay parametresiyle parametrelendirilmig bi-null
egrilerdir,

(#7) P(u) bi-null yay parametresiyle parametrelendirilmis bi-null egri ve
Q(v) pseudo yay parametresiyle parametrelendirilmig bir null egridir.

Bu boliimde, bu tip bir Lorentz stationary yiizey icin
S5 (1) = {z € R}| (z,z) =1}

pseudo kiiresinde yatan Gauss doniisiimiine benzer bir doniisiimii inceleyecegiz.
Bu doniigiimii kisaca "Gauss-like doniisiim" olarak adlandiracagiz.

5

Ik olarak, (i) durumunu goz 6niine alahm. P(u) ve Q(v), R3 uzaymda

sirasiyla u ve v bi-null yay parametresiyle parametrelendirilmis bi-null egriler

olmak tizere M Lorentz stationary yiizeyi

f(u,v) = P(u) +Q(v)

olarak verilsin. Burada (P’ (u), Q' (v)) # 0 dur.
a = (P (u),Q (v)) alahm. Parametre yonlendirilmesinin degisikligi ile

a > 0 olarak kabul edelim. M yiizeyinin Gauss egriligi K

AQqyy — Ay Ay

K=—-

olarak bulunur.
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alalim. O zaman {ej, ez}, M yiizeyinin teget uzaymnn isareti (4, —) olan orto-

normal bir ¢atisidir.

W, — P”(u)—%“P’(u),

Mo = Q') - Q(v)

olsun. i = 1,2 i¢gin (W;, P' (u)) = (W;, Q' (v)) = (W;,W;) = 0 oldugu kolayca

goriilebilir.

b= (W, Ws) = Ay — Quly —’K

a

olarak tanmimlayalim ve kabul edelim ki K # 0 olsun.

1
es = Wi+ W-
° 256( ! 2)

= <P” (u) i %Pl (u) + Q” (U) - %Q/ (’U)> )

€4 = (W1 — Wg)

- L (- mP @+ e ),

AQyyy — AyQyy

P// (U) + Ay Qyuyy — Qyuyw P/ (u)

3)
es = P (y
(u) Ay — Oy Qo Ay — Oy Qo

alalim. Burada ¢ = 41 6yle ki b > 0. O zaman {es, e4, 5}, M yiizeyinin normal

uzayimin isareti (e, —e, +) olan ortonormal bir ¢atisidir. Buradan

(es, P' (u)

~

= (es, P" (u)) = (e5,Q" (v)) = (e5,Q" (v)) =0

oldugu goriiliir.

M yiizeyinin ikinci temel formu A nin bilegenleri

€ 1" "
h?l = 6<l)e161a63> = %(P (u)+Q ('U)a63> = 2, )
€ Vv 2¢eb

th = 5<D€2€2’63> = 2 <P” (u) +Q” (U),63> = 2
— V2eb
Wy = == (Dajenes) = o (P () = Q" (1) ea) = -,

h?2 = hzlll = h%z = h?l = hfl)2 = hg2 =0

olarak elde edilir.

M yiizeyinin S5 (1) uzayma tammh Gauss-like doniigiimiinii

G:65
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olarak tanimlayalim.
De,e5 = p1e1 + paea + p3es + paey + pses
olarak yazilabilir. O zaman ps = 0,

pr = (Dees,er) = —(Deer,es) = —hiy =0,
p2 = = <D€1€5’62> = <D€162765> = h?2 = 07

ps = ¢ <D61657€3> = —¢€ <D61637 €5>

—&
= 1+ Qyuvy T Aauuy + Bavv s
Vdeab ( )
Ps = —€ <De1€5; 64> = <De1e4’ €5>
15

- (1 — Quuovv — Aauvv - Bavv)

Vdeab

olarak elde edilir. Burada

-
AQqpyy — gy Ay, Qg — Ay Ay
dir. Oyleyse
9
D61€5 = - (1 + Quuvy T Aauvv + Bavv) €3
V4eab
g
+ (1 — Quyovv — Aauvv - Bavv) €4

5

4eq

olarak bulunur. Benzer sekilde

3

vVaeab
€
vV4eab

D62€5 = - (1 — Auuvv — Aauvv - Bavv) €3

+

(1 + Qyuvn + Aaum; + Bavv) €4
elde edilir.
Ey =G, (e1) = Dejes, Ep=Gi(e2) = Deyes, Ez=e1, Ei=e

alahm. O zaman {F), Ey}, S5 (1) iginde G (M) yiizeyinin teget uzaymmn bir
catisidir ve {F3, E4} G (M) yiizeyinin normal uzayimn bir gatisidir.

E1 = R1€3 + R2€4 ve E2 = —R263 — R1€4

olarak yazilir. Burada

Rl = —c (1 + Quuvn + Aauvv + Bavv) 5
4ea

RQ = (1 — Quuvv — Aauvv - Bavv)
4ea

g

Z
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dir. O zaman
(E1,Ey) = — (Ey, Bs) = (R} — R3), (E1,Es) =0

oldugu goriiliir. Kabul edelim ki GG nin indirgenmis metrigi dejenere olmasin. O
zaman R? — R2 # 0 ve G, S5 (1) de bir Lorentz yiizeydir. G(M) nin ikinci temel

formu £ nin bilegenleri

Ky, = (Dp E1, E3) = (De,(De,e5),e1) = (D¢, (Ries + Raes), €1)

= Ry (Dees,e1) + Ry (Dejeyg, 1) = —eR1h3, + eRohi,

—ev/2¢eb
= R
2a 1,
hi, = —(DgFy1, Ey) = — (D.,(De,e5), 2) = — (De,(Ries + Raey), €3)
—eV 2eb
= €R1h?2 — €R2h1112 = 7 P RQ,
2a
h}y = (Dpg,Ey, E3) = (D.,(Deyes5),e1) = (De,(—Roes — Riey), e1)
2eb
= €R2h§1 — €R1h1111 = c c R2

olarak elde edilir. Benzer sekilde

evV2eb ~4 eV'2eb
Ry, hyy =—

R -
12 22 2 2a

Ry

bulunur.
gij = (Ei, E;) ve g¥, (g;;) matrisinin tersinin bilegenleri olsun. O zaman

G (M) nin ortalama egrilik vektorii H

7 L it € 73 _ 73 74 _ 74
olarak elde edilir. Boylece G (M) nin S3 (1) de bir Lorentz stationary yiizey
oldugu goriiliir.
Sonug olarak agagidaki teorem verilebilir.
Teorem 7.1. P(u) ve Q(v), R uzayinda sirasiyla u ve v bi-null yay parametre-

siyle parametrelendirilmis bi-null egriler ve (P’ (u),Q’ (v)) # 0 olmak iizere M

Lorentz stationary ytiizeyi

f(u,v) = P (u) +Q(v)
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olarak verilsin. O zaman Gauss egriligi K # 0 olmak iizere indirgenmis metrigin
dejenere olmadig1 noktalarda M yiizeyinin Gauss-like doniisiimii S4 (1) pseudo
kiiresinde bir Lorentz stationary yiizeyi verir.

Simdi (#4) durumunu g6z oniine alahm. R uzayinda, P(u) bi-null yay
parametresiyle parametrelendirilmig bi-null egri ve Q(v) pseudo yay parametre-

siyle parametrelendirilmis bir null egri olmak tizere M Lorentz stationary yiizeyi

f(u,v) = P(u) +Q(v)

olarak verilsin. Burada (P’ (u),Q’ (v)) # 0 dir.
a = (P (u),Q (v)) alahm. Parametre yonlendirilmesinin degisikligi ile

a > 0 olarak kabul edelim. M yiizeyinin Gauss egriligi K

Aoy — Qqy Ay

K==
olarak bulunur.
= Lt )= (P )+ @ W)
€1 = \/% U v _\/% Uu v)),
e = o (fum f) = —— (P (u) - Q' ()

V2a V2a

alalim. O zaman {ej,es}, M ylizeyinin teget uzaymin isareti (+, —) olan orto-
normal bir catisidir.

Durum 1. Kabul edelim ki (Q" (v), Q" (v)) = 1 olsun.
" aU /
es = Q" (v) — ;Q (v)
alalm. Burada (e3, P’ (u)) = (e3, @’ (v)) = 0 ve (e3,e3) = 1 oldugu goriiliir.

Boylece ez vektorii M yiizeyinin normal uzayinda bir spacelike vektordiir.

a Ay — Ay
W = P" (1) — 22/ (y) — Lo~ Gullo
(w) = — P (u) .

€3

olsun. O zaman

ve
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olarak bulunur. Kabul edelim ki K # 0 olsun. O zaman, W vektorii M yiizeyinin

normal uzayinda es vektoriine dik olan timelike bir vektordiir.

Ay — Qyly

b= ——, e =41 0yle kieb>0
a
ve
€4 = % (PH (u) — %Pl (U)) — ges,
es — P(g) (u) _ AQyyy — Ayl p" (u) i Ay Cyy — Ay Ay p' (u)

Aoy — Qg Ay Aoy — Qqy Ay

olsun. O zaman

(s, P' (u)) = (es, P" (u)) = (€5, Q' (v)) = (e5, Q" (v)) =0

ve {es,eq,e5}, M yiizeyinin normal uzaymn igareti (+, —,+) olan ortonormal

bir catisidir.

M yiizeyinin ikinci temel formu A nin bilesenleri

1
hiy = (Deer,es) = o (P"(u) + Q" (v),e3) = ——
B 1 eb

hin = —(Deer,en) = . (P" (u) + Q" (v),e4) = 5
1 b—1
My = (Dueses) = o (P (u) = Q" () es) = =5~
eb

L P ) — @ (0) ey = 2,

_% 2a
th = hi’p th = h%u hfl)l = hEl)2 = hg2 =0

h4112 - _<D81627€4>:

olarak elde edilir.

M yiizeyinin S; (1) uzayma tammh Gauss-like déniigiimiinii

G:€5

olarak tamimlayalim.

D.,e5 = p1e1 + paeg + p3es + paey + pses
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olarak yazilabilir. O zaman ps = 0,
= <D€1€57 61> = - <D61€1765> = _h?l = 07
p2 = —(Dees5,62) = (Deye,65) = h?z =0,

P3 = <D61€5a63> - _<D6163765>
a'U/U/'U'U + Aa"U/U'U + Ba'U'U
V2a ’

Py = — <De1€5, €4> = <D61€47€5>
€ 1
= ——— | 7 = Quuvv — Aauvv - Bavv
v2a \ b
olarak elde edilir. Burada
A _ _aauuv — QyQyy ve B _ Ay Qyuy — QyuGyo
Ayy — Ay Gy Ayy — Ay y

dir. Oyleyse
auuvv —l— ACLU’U’U + BaUU € ]'
- es + 7 — Quuvy — Aauvv - Bavv €
V2a T V2 ( b ) !
olarak bulunur. Benzer sekilde

Qv + Ay + By L€ <1 b v Ao 4B )
€ —— \ 7 Qv Qv Qyy | €
vV 2a ’ vV2a !

Dele5 ——

D62 €y — b

elde edilir.
El = G* (61) = D51€5, E2 = G* (62) = D62€5, Eg = €1, E4 = €2

alalm. O zaman {E1, By}, S5 (1) iginde G (M) yiizeyinin teget uzaymin bir gatisi
ve {E3, B4} de G (M) yiizeyinin normal uzayimin bir gatisidir.
R e (1 R e (1
Fi=——=e3+—=|-—R|es ve Fr=—=e3+—=(-+R|e
olarak yazilir. Burada R = @y + Ay + Bay, dir. O zaman

2bR -1 1 2bR +1
Toair 0 VB =g BB =m0

oldugu goriiliir. Kabul edelim ki GG nin indirgenmis metrigi dejenere olmasin. O

(Ey, By) =

zaman R # 0 ve G, Sy (1) de bir Lorentz yiizeydir. G(M) nin ikinci temel formu

h nin bilegenleri

_ R+1
hiy, = (Dg By, Es) = (D¢, (De,e5), 1) = 3/27
(2a)
- R—-1
hii = —(Dg By, Ey) = — (De,(De,€5), €2) = 3/27
(20)

- R—-1

hiy = (Dg,Ey, E3) = (De,(Deyes), €1) = — 3/2
(20)
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olarak elde edilir. Benzer sekilde

- - R+1 ~, R-1
4 3 4
hig = —hg = —(2a)3/2a hay = (20)
bulunur.
gij = (Ei, E;) ve g, (g;;) matrisinin tersinin bilegenleri olsun. O zaman

G (M) nin ortalama egrilik vektorii H

o~ 1
H=-SGh0E, = — (e +e
9 2R Za( 1+ )
olarak elde edilir. Sonug olarak, <I;T H > = 0 ve H # 0 oldugundan G (M),
S3 (1) de bir marginally trapped Lorentz yiizeydir.
Durum 2. Kabul edelim ki (Q" (v), Q" (v)) = —1 olsun.

e = Q' (v) — Q' (v)

alalim. Burada (e3, P’ (u)) = (e3, @' (v)) = 0 ve (e3, e3) = —1 oldugu goriiliir.Boylece

ez vektorit M yiizeyinin normal uzayinda bir timelike vektordiir.

W = PII (’U,) — %Pl (U) + —aauv ; Lulo €3

olsun. O zaman

(W, P (u)) = (W,Q (v)) = (W,es) =0

ve

— G,4K2

2
Ay — Qg Qyy
a

avw) = (
olarak bulunur. Kabul edelim ki K # 0 olsun. O zaman, W vektorii M yiizeyinin
normal uzayinda es vektoriine dik olan spacelike bir vektordiir.

Aoy — Ay Ay

b:T, e ==10oylekieb>0
ve
eq = % (P” (u) — %P’ (u)) + ees,
es = PO (y) = e = Ol gy Bl ~ Gl pr

Aoy — Qg Ay Aoy — Qqy Ay

olsun. O zaman

(5, P (u)) = (es, P" (u)) = {e5, Q" (v)) = (&5, Q" (v)) =0
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ve {es,eq,e5}, M yiizeyinin normal uzaymn igareti (—,+,+) olan ortonormal
bir ¢atisidir.

M yiizeyinin ikinci temel formu A nin bilesenleri

1 1-b
Wiy = —(Deer,e5) = "% (P (u) + Q" (v), e3) = “oq
1 eb
hzlll = <D81€1764> = 2@ <P” (U) + Q” (U) 764> - %7
1 1+b
Wy = —(Dacaies) = =5 (P" (u) = Q" (v) es) = == —,

1 /! "
My = (Deesea) = 5 (P () = Q" (v) e) = 5.

h§2 - h?p héZ = hlllp h?1 = h?z = hgz =0

olarak elde edilir.

M yiizeyinin S5 (1) uzayma tammh Gauss-like doniigtimiinii
G = es
olarak tamimlayalim.
D.,e5 = pre1 + paea + p3es + paes + pses
olarak yazilabilir. O zaman p5; = 0,

p1 = (Dees,er) = —(Dejer,es) = —hiy =0,
p2 = = <D€1€5’62> = <D€162765> = h?Q = 07

ps = — <D61€5,€3> = <D61637€5>
a/’U/U/U’U + Aa/’ll/U’U + Ba”U’U
V2a ’

ps = (Deyes,eq) = —(De,eq,€5)

1
-+ Qyuvv + Aauvv + Bavv)

olarak elde edilir. Burada

A _ _aauuv — AyQyy ve B _ Ay Ay — Ay Qo
Ay — Ay Oy AQyy — Ay Qy
dir. Oyleyse
Ayuvw + Aauvv + Bavv € 1
Del €5 = €3 — -+ Quypw T Aauvv + B&vv €4
v 2a v2a \ b
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olarak bulunur. Benzer sekilde

Ay + Ay + By, € 1
D.,e5 = — €3 — — — Qyuw — Ay — Bay, | €
20 V2a " V2 (b > !

elde edilir.
E, =G, (61) = De1€57 E, =G, (62) = De2€57 Es=e1, LEy=e

alalim. O zaman {FE;, E»}, S5 (1) iginde G (M) yiizeyinin teget uzaymin bir gatist
ve {FE3, E,} de G (M) yiizeyinin normal uzaymin bir gatisidir.

R € 1 R € 1
Fil=—e3——-+R|ey, ve EFy=——=e35——|-—R]e
YT Va0 V2 (b ) ! 2 V2a ° V2a (b > !
olarak yazilir. Burada R = @y + Ayyy + Bay, dir. O zaman

2bR + 1 1 1—2bR

<E17E1> - Wa <E17E2> = wa <E27E2> = 2ab2

oldugu goriiliir. Kabul edelim ki G nin indirgenmis metrigi dejenere olmasin. O
zaman R # 0 ve G, S (1) de bir Lorentz yiizeydir. G(M) nin ikinci temel formu

I nin bilesenleri

~ R+1
h?l = <DE1E17E3> = <D€1<D61€5)761> = 3/2°
2a)
hll = - <DE1E17E4> = - <D61<D6165)762> = (2a)3/2’
hiy = (Dp By, E3) = (De,(Deye5),61) = ——375
(2a)
olarak elde edilir. Benzer sekilde
~ ~ R+1 ~ R—-1
hiy=—hdy = ———=, hjy= —r
12 22 (2@)3/2 22 (2@)3/2

bulunur.
gij = (Ei, E;) ve g¥, (g;;) matrisinin tersinin bilegenleri olsun. O zaman
G (M) nin ortalama egrilik vektorti H

. |
H=-N"GVp, ———
9 2.9 N

17_]70{

(e1 + e2)

olarak elde edilir. Sonug olarak, <I:T H > — 0 ve H # 0 oldugundan G (M),
S3 (1) de bir marginally trapped Lorentz yiizeydir.
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Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 7.2. R uzayinda, P(u) bi-null yay parametresiyle parametrelendirilmis
bi-null egri, Q(v) pseudo yay parametresiyle parametrelendirilmis bir null egri ve

(P'(u),Q (v)) # 0 olmak iizere M Lorentz stationary yiizeyi

f(u,v) = P(u) +Q(v)

olarak verilsin. O zaman Gauss egriligi K # 0 olmak iizere indirgenmis metrigin
dejenere olmadig1 noktalarda M yiizeyinin Gauss-like doniisiimii S (1) pseudo

kiiresinde bir marginally trapped Lorentz yiizeyi verir.
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8. TARTISMA VE SONUC

Bu tez galigmasinin iigiincii boliimiinde, R3 uzayinda bi-null egri kavrami
literatiire kazandirilmigtir. Daha sonra sabit egrilikli bi-null egrilerin parametrik
denklemi elde edilmis ve ornekleri verilmigtir.

Doérdiincii boliimde, bi-null egrilerin konum vektoriine gore simflandiril-
mas1 yapilmigtir. Buna gore R3 uzayinda iig tip oskiilator bi-null egri ve rektifiyan
bi-null egri kavramlar literatiire kazandirilirken R3 uzaymda normal bi-null egri
olmadig1 gosterilmistir. Beginci boliimde, bi-null egrilerin basgka bir siniflandiril-
mas1 olan k-tip bi-null slant helisler ¢alhgilmigtir. RS uzayinda bu tip egriler
arasindaki iligkiler ortaya konulmustur.

Egriler yardimiyla elde edilen yiizeylerden en bilindik olanlarindan biri
dogrusal(regle) yiizeyleridir. Altinc boliimde, R5 uzayinda bi-null egrilerden
elde edilen regle yiizeyleri calisilmistir. Bu boliimde minimal, paralel ortalama
egrilik vektoriine sahip ve normal egrilik tensorii sifir olan regle yiizeyleri elde
edilmistir. Ayrica bu boliimde, flat marginally trapped yiizeylerinin bir sinifi da
elde edilmistir. Stationary yiizeyler de egrilerden elde edilebilen yiizey 6rnek-
lerinden biridir. Yedinci boliimde, R3 uzaymnda bi-null egrilerden elde edilen
stationary yiizeyleri ¢alisilmigtir. Bu boliimde Lorentz stationary yiizeyler icin
Gauss-like doniigiimii olarak adlandirilan Gauss doniigtimiine benzer bir doniistim
tamimlanmustir. ki bi-null egriden elde edilen Lorentz stationary yiizeyler icin
Gauss-like doniigtimii S5 (1) de bir Lorentz stationary yiizey oldugu goriilmiigtiir.
Ayrica bir bi-null egri ve bir null egriden elde edilen Lorentz stationary yiizeyler
icin Gauss-like doniisiimii S3 (1) de bir marginally trapped yiizey oldugu goriilmiistiir.
Boylece S (1) iizerinde Lorentz stationary yiizey ve marginally trapped yiizey

ornekleri literatiire kazandirilmigtar.
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