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ÖZET 
 

5-BOYUTLU 2-ĠNDEKSLĠ YARI-ÖKLĠDYEN UZAYDA BĠ-NULL EĞRĠLER 

 

 

 

UÇUM, Ali 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı, Doktora Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Kazım ĠLARSLAN 

Ocak 2020, 84 sayfa 

 

 

 

Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılmıştır. 

Ġkinci bölümde tezde gerekli olan kavramlar ve tanımlar verilmiştir. Üçüncü 

bölümde, 5-boyutlu 2-indeksli yarı-Öklidyen uzayda bi-null eğrilerin Frenet çatısı ve 

denklemleri elde edilmiştir. Ayrıca sabit eğrilikli bi-null eğriler sınıflandırılmış ve 

parametrik denklemleri elde edilmiştir. Dördüncü bölümde, 5-boyutlu 2-indeksli 

yarı-Öklidyen uzayda bi-null eğrilerin oskülatör, normal ve rektifiyan eğri olması 

için gerek ve yeter şartlar elde edilmiştir. Beşinci bölümde, 5-boyutlu 2-indeksli yarı-

Öklidyen uzayda bi-null eğrilerin k-tip bi-null slant helis olması için gerek ve yeter 

şartlar elde edilmiştir. Altıncı bölümde, 5-boyutlu 2-indeksli yarı-Öklidyen uzayda 

bi-null eğriler ile elde edilen regle yüzeyler çalışılmıştır. Yedinci bölümde, 5-boyutlu 

2-indeksli yarı-Öklidyen uzayda bi-null eğriler ile elde edilen stationary yüzeyler 

incelenmiştir.  

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Yarı-Öklidyen uzay, bi-null eğriler, k-tip slant helis, regle 

yüzeyler, stationary yüzeyler, marginally trapped yüzeyler. 



 ii 

ABSTRACT 

 

BI-NULL CURVES IN SEMI-EUCLIDEAN 5-SPACE WITH INDEX 2 

 

 

UÇUM, Ali 

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics, Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Kazım ĠLARSLAN 

January 2020, 84 pages 

 

 

 

This thesis consists of seven chapters. The first chapter is devoted to the 

introduction. The second chapter contains concepts and definitions which are needed 

throughout the thesis. In the third chapter, Frenet frame and Frenet equations of bi-

null curves are obtained in semi-Euclidean 5-space with index 2. Also, bi-null curves 

with constant curvatures are classified and parametric equations of such curves are 

obtained. In the fourth chapter, the necessary and sufficient conditions are obtained 

for bi-null curves to be osculator, normal and rectifying curve in semi-Euclidean 5-

space with index 2. In the fifth chapter, the necessary and sufficient conditions are 

obtained for bi-null curves to be k-type slant helices in semi-Euclidean 5-space with 

index 2. In the sixth chapter, the ruled surfaces obtained from bi-null curves are 

studied in semi-Euclidean 5-space with index 2. In the seventh chapter, the 

Lorentzian stationary surfaces with bi-null curves are studied in semi-Euclidean 5-

space with index 2. 

 

 

 

 

Key Words: Semi-Euclidean space, bi-null curves, k-type slant helices, ruled  

           surfaces, stationary surfaces, marginally trapped surfaces. 
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1. G·IR·IŞ

E¼griler teorisi diferensiyel geometrinin önemli bir çal¬̧sma alan¬ olup tarihi

Huygens (1629-1695), Leibniz (1646-1716) ve Newton (1643-1727) un düzlemsel

e¼griler üzerine yapt¬klar¬ araşt¬rmalara kadar dayanmaktad¬r. Bir e¼grinin e¼gri-

lik fonksiyonlar¬n¬n e¼griyi temsil eden fonksiyonun türevleri yard¬m¬yla bulun-

mas¬ 1671 y¬l¬nda Newton (1643-1727) taraf¬ndan verilmi̧stir. Uzay e¼grilerinin

diferensiyel geometrisinin çal¬̧s¬lmas¬nda en önemli ad¬m Frenet-Serret formül-

lerinin inşa edilmesidir. Bu formüller Frenet (1847) ve Serret (1851) taraf¬n-

dan ayr¬ ayr¬ tan¬mlanm¬̧st¬r. T;N;B ile gösterdi¼gimiz ve günümüzde Frenet

vektörleri olarak tan¬mlanan bu vektörler yard¬m¬yla e¼grinin birçok geometrik

özelli¼gi incelenebilmektedir. Ayr¬ca e¼grinin esas teoremi olarak bilinen teorem

Aoust taraf¬ndan 1876 y¬l¬nda verilmi̧stir. 1775 y¬l¬nda Monge (1746-1818), üç

boyutlu Öklid uzay¬nda bir e¼grinin birinci ve ikinci e¼grili¼gini tan¬mlam¬̧s ve birinci

e¼grilik fonksiyonunun analitik ifadesini elde etmi̧stir. Fakat torsiyon (burulma)

e¼grili¼ginin analitik ifadesini verememi̧stir. Torsiyon (burulma) e¼grili¼ginin analitik

ifadesi 1806 y¬l¬nda Lancret (1774-1807) taraf¬ndan verilmi̧stir. Sonras¬nda 1826

y¬l¬nda Cauchy (1789-1857) ilk olarak bir uzay e¼grisini sistematik olarak ard¬̧s¬k

türevler yard¬m¬yla çal¬̧sm¬̧st¬r ([1-3]).

Günümüzde yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬lmakta olan e¼griler teoresinde öne ç¬kan

problemlerden birisi de e¼grilerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬ problemidir. Bu problemin

çözümünde e¼grinin e¼grilikleri (�1 ve �2) ve e¼grinin Frenet vektör alanlar¬ (T;N;B)

büyük bir öneme sahiptir. Bunlar¬n başl¬ca örnekleri e¼griler teorisinin klasik

problemlerinden olan Bertrand e¼grileri, Mannheim e¼grileri ve helis e¼grileri olup

bu e¼griler üzerine yap¬lan çal¬̧smalar günümüzde de devam etmektedir. Bununla

birlikte e¼griler teorisine yeni tip e¼gri kavramlar¬ da eklenmektedir. Bunlardan

bir tanesi B. Y. Chen (2003) taraf¬ndan ortaya konulan "Bir e¼grinin konum vek-

törü ne zaman tamamen kendi rekti�yan düzleminde yatar?" sorusunun cevab¬

olarak ortaya ç¬kan rekti�yan e¼gri kavram¬d¬r. Bu yaklaş¬m sonucunda bir e¼grinin

karakterizasyonunun konum vektörü yard¬m¬yla da yap¬labilece¼gi ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Benzer düşünceyle normal e¼gri ve oskülatör e¼gri kavram¬ geli̧stirilmi̧stir. Normal

e¼gri, konum vektörü tamamen kendi normal düzleminde yatan e¼gri ve oskülatör
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e¼gri de konum vektörü tamamen kendi oskülatör düzleminde yatan e¼gri olarak

tan¬mlan¬r. Bu e¼griler 3-boyutlu ve 4-boyutlu Öklid uzay¬nda, ayr¬ca 3-boyutlu

ve 4-boyutlu yar¬-Öklidyen uzaylar¬nda da çal¬̧s¬lm¬̧st¬r ([4-14]).

E¼grilikler yard¬m¬yla da e¼griler için birçok karakterizasyon verilmi̧stir. Bir

e¼grinin te¼get vektör alan¬ sabit bir do¼grultu ile her noktada sabit aç¬ yap¬yorsa bu

e¼gri genel helis e¼grisi olarak adland¬r¬l¬r. Lancret taraf¬ndan genel helis e¼grileri

için verilen karakterizasyona göre "E3 de, bir e¼grinin genel helis olmas¬ için gerek

ve yeter şart, e¼grinin birinci ve ikinci e¼grilikleri s¬ras¬yla, �1 ve �2 olmak üzere

�1=�2 oran¬n¬n sabit olmas¬d¬r". Aç¬kt¬r ki bu uzayda �1 ve �2 e¼grilikleri s¬f¬rdan

farkl¬ ve sabit olan e¼griler de bir genel helis e¼grisi olup bu e¼grilere sabit e¼grilikli

e¼griler veya W -e¼griler denir ([15-21]).

Izumiya ve Takeuchi (2004) genel helis e¼grilerine benzer olarak slant helis

kavram¬n¬ ortaya koymuştur. Buna göre bir e¼grinin normal vektör alan¬ sabit bir

do¼grultu ile her noktada sabit aç¬ yap¬yorsa bu e¼gri slant helis e¼grisi olarak ad-

land¬r¬l¬r. Bu e¼grilerin birçok araşt¬rmac¬ taraf¬ndan karakterizasyonu yap¬lm¬̧st¬r

([22-25]). Daha sonra k-tip slant helis kavram¬ ortaya at¬lm¬̧st¬r ve birçok araşt¬r-

mac¬ taraf¬ndan ilgi görmüştür ([26-28]).

Diferensiyel geometrinin önemi bir di¼ger çal¬̧sma alan¬ da yüzeyler teori-

sidir. Yüzeyler teorisi ile ilgili ilk çal¬̧smalar, 1760 y¬l¬nda Euler in bir yüzeyin

e¼grili¼gini tan¬mlamas¬na kadar uzanmaktad¬r. E¼griler ve yüzeyler birbiriyle ba¼glan-

t¬l¬ çal¬̧sma alanlar¬d¬r. E¼gri ve yüzey ili̧skisinin güzel bir örne¼gi olarak regle

(do¼grusal) yüzeyler verilebilir ([1]). Regle yüzeylerin bir örne¼gi B-scroll olarak

adland¬r¬lan yüzeylerdir. Bu yüzeyler birçok araşt¬rmac¬ taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r

([29-31]). Bir di¼ger örnek olarak Stationary yüzeyler verilebilir. Bu tip yüzeyler

de birçok araşt¬rmac¬ taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r ([32-35]).

Bu tez çal¬̧smas¬nda, M. Sakaki (2012) taraf¬ndan n � 6 olmak üzere Rn2
uzay¬nda ortaya at¬lan bi-null e¼gri kavram¬ 5-boyutlu 2-indeksli yar¬-Öklidyen

uzay R52 de çal¬̧s¬ld¬ ([36]). Bu tip e¼grilerin Frenet denklemleri elde edilerek R
5
2

uzay¬nda sabit e¼grilikli bi-null e¼griler s¬n¬�and¬r¬ld¬. Daha sonra R52 uzay¬nda bi-

null e¼grilerin oskülator, normal, rekti�yan ve k-tip slant helis olmas¬ için gerek

ve yeter şartlar elde edildi. Son olarak bi-null e¼griler ile yüzeyler aras¬ndaki ili̧ski

araşt¬r¬larak, bi-null e¼grilerden elde edilen regle ve stationary yüzeylerinin karak-
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terizasyonu yap¬ld¬. Bu çal¬̧smalardan elde edilen sonuçlar [37-41] makalelerinde

yay¬nlanm¬̧st¬r.

1.1. Kaynak Özetleri

Bu tez çal¬̧smas¬nda temel kavramlar için başl¬ca O�Neill (1983), Kuhnel (1999),

Duggal ve Bejancu (1996), Montiel ve Ros (1998), Şahin (2012), Chen (2011) ki-

taplar¬n¬n yan¬ s¬ra bi-null e¼griler için Sakaki (2012), marginally trapped yüzeyler

için başl¬ca Senovilla (2002), Chen (2009), Turgay (2014) makalelerinden yarar-

lan¬lm¬̧st¬r. Di¼ger bölümlerde yukar¬da ifade edilen çal¬̧smalar¬n yan¬ s¬ra referans

listesinde ad¬ geçen makaleler ve kitaplardan yararlan¬lm¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezde gerekli olan kavramlar ve tan¬mlar verilecektir.

Tan¬m 2.1 (Simetrik Bilineer Form) Bir reel vektör uzay¬ V için

g : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8u; v; w 2 V için
i. g (u; v) = g (v; u)

ii. g (au+ bv; w) = ag (u;w) + bg (v; w)

g (u; av + bw) = ag (u; v) + bg (u;w)

şartlar¬ sa¼glan¬yorsa g dönüşümüne V reel vektör uzay¬ üzerinde simetrik bilineer

form denir ([42]).

Tan¬m 2.2 V reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

(i) 0 6= w 2 V olmak üzere 8u 2 V için

g (u;w) = 0

ise g ye V üzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-dejeneredir denir.

Bu tan¬ma göre g nin non-dejenere olmas¬ için gerek ve yeter şart 8w 2 V için

g (u;w) = 0 iken u = 0

olmas¬d¬r.

(ii) (Skalar çarp¬m) Non-dejenere simetrik bilineer form, skalar çarp¬m olarak

adland¬r¬l¬r.

(iii) E¼ger her 0 6= w 2 V için g (w;w) > 0 ise g simetrik bilineer formu pozitif

tan¬ml¬, e¼ger her 0 6= w 2 V için g (w;w) < 0 ise g simetrik bilineer formu negatif
tan¬ml¬d¬r ([33]).

Tan¬m 2.3. n-boyutlu q-indeksli yar¬-Öklidyen uzay Rnq uzay¬n¬n bir dik koordi-

nat sistemi (x1; x2; x3; : : : ; xn) olmak üzere

ds2 =

n�qX

i=1

dx2i �
nX

i=n�q+1

dx2i

4



olarak tan¬mlanan non-dejenere metrik ile donat¬lm¬̧s n boyutlu Öklid uzay¬d¬r.

R
n
q uzay¬n¬n skalar çarp¬m¬n¬ h ; i ile gösterelim. Özel olarak n = 5 ve q = 2

al¬n¬rsa 5-boyutlu 2-indeksli yar¬-Öklidyen uzay R52 elde edilir.

Tan¬m 2.4 v 2 R52nf0g olmak üzere, e¼ger
i. hv; vi > 0 ise, v spacelike (uzays¬) vektör
ii. hv; vi < 0 ise, v timelike (zamans¬) vektör
iii. hv; vi = 0 ise, v null veya lightlike (¬̧s¬ks¬) vektör

olarak adland¬r¬l¬r ([33]).

Tan¬m 2.5 v 2 R52nf0g olmak üzere, R52 uzay¬nda v vektörünün normu

jjvjj =
p
j hv; vi j

olarak tan¬mlan¬r. jjvjj = 1 ise v vektörüne birim vektör denir. ([33])

Tan¬m 2.6 v, w 2 R52 olmak üzere, v ve w vektörlerinin dik olmas¬ için gerek ve
yeter şart hv; wi = 0 olmas¬d¬r ([3]).

Tan¬m 2.7 � : I � R ! R
5
2 bir e¼gri olsun. E¼ger � e¼grisinin 8s 2 I için h¬z

vektörü �0(s) s¬ras¬yla spacelike, timelike veya null vektör ise � e¼grisi s¬ras¬yla

spacelike, timelike veya null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r ([42]).

Tan¬m 2.8 � : I � R! R
5
2 bir e¼gri olsun.

i. � null bir e¼gri olmak üzere, e¼ger 8s 2 I için h�00(s); �00(s)i = 1 şart¬

sa¼glan¬yorsa � e¼grisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmi̧stir denir.

ii. � null olmayan bir e¼gri olmak üzere, e¼ger 8s 2 I için h�0(s); �0(s)i = �1
şart¬ sa¼glan¬yorsa � e¼grisine yay uzunlu¼gu parametresi ile parametrelendirilmi̧stir

denir ([33]).

R
n
q , skalar çarp¬m fonksiyonu h , i ve �at konneksiyonu D olan n-boyutlu

q-indeksli yar¬-Öklidyen uzay olsun. M , Rnq uzay¬n¬n bir alt manifoldu olsun. O

zaman h , i simetrik bilineer form non-dejenere oldu¼gundan her p 2M için

TpR
n
q = TpM + (TpM)

? ve TpM \ (TpM)? = f0g

şeklinde yaz¬l¬r. Bu k¬saca

TpR
n
q = TpM ? TpM?
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şeklinde gösterilecektir. Sonuç olarak

TRnq = TM ? TM?

dir. Buradan

DXY = rXY + h (X; Y ) ;

ve

DX� = �A�X + ?rX �

bulunur. Burada X;Y 2 � (TM) ve � 2 �
�
TM?� dir. O zaman r, M mani-

foldunun Levi-Civita konneksiyonu, h ikinci temel formu, A�; � yönündeki şekil

operatörü ve ?r normal konneksiyonudur. Öyleyse

hh (X;Y ) ; �i = hA�X; Y i

olarak yaz¬l¬r.

Normal e¼grilik tensörü ?R ,

?R (X; Y ) � = ?rX
?rY � � ?rY

?rX � � ?r[X;Y ]�

olarak tan¬mlan¬r. Burada X;Y 2 � (TM) ve � 2 �
�
TM?� dir.

DXDY � �DYDX� �D[X;Y ]� = 0

denklemin normal k¬sm¬ al¬narak, Ricci denklemi


?R (X; Y ) �; �
�
= hA�X;A�Y i � hA�X;A�Y i

elde edilir. Burada �; � 2 �
�
TM?�, X;Y 2 � (TM) dir.

Kabul edelim ki M; R52 uzay¬nda iki boyutlu bir alt manifold olsun. M yi

k¬saca yüzey olarak adland¬raca¼g¬z. Aşa¼g¬da uygun indis aral¬¼g¬ olarak

1 � A;B : : : � 5; 1 � i; j : : : � 2; 3 � �; � : : : � 5

alal¬m. M üzerinde lokal ortonormal te¼get vektör alanlar¬ feig ve M ye dik

ortonormal vektör alanlar¬ fe�g olsun. "A = heA; eAi = �1 olmak üzere

h�ij = "� hh (ei; ej) ; e�i
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ve

R��ij = "�

?R (ei; ej) e�; e�

�

s¬ras¬yla ikinci temel form h nin bileşenleri ve normal e¼grilik tensörü ?R in bileşen-

leridir.

Ricci denkleminden, normal e¼grilik tensörü ?R in bileşenleri R��ij;

R��ij = "�
�

Ae�ei; Ae�ej

�
�


Ae�ei; Ae�ej

��

denklemini sa¼glar.

Ae�ei = "�
X

k

"kh
�
ikek

denklemi kullan¬larak,

R��ij = "�
X

k

"k

�
h�ikh

�
jk � h�jkh

�
ik

�

elde edilir.

M nin Gauss e¼grili¼gi K;

K =
X

�

"�
�
(h�12)

2 � h�11h�22
�

olarak hesaplan¬r. E¼ger K = 0 ise yüzey, �at yüzey olarak adland¬r¬l¬r ([32, 33,

43]).

M nin ortalama e¼grilik vektörü H,

H =
1

2

X

�

("1h
�
11 + "2h

�
22) e�

olarak bulunur.

E¼ger ortalama e¼grilik vektörüH = 0 ise yüzey, minimal yüzey veya station-

ary yüzey olarak adland¬r¬l¬r. Genel olarak, n-boyutlu q-indeksli yar¬-Öklidyen

uzay Rnq uzay¬nda bir Lorentz stationary yüzeyin parametrizasyonu aşa¼g¬daki gibi

verilebilir:

f (u; v) = P (u) +Q (v) :

Burada P (u) ve Q (v), Rnq uzay¬nda null e¼griler ve hP 0 (u) ; Q0 (v)i 6= 0 d¬r ([32,
33, 43]).

·Ilk olarak Penrose (1965) taraf¬ndan ortaya at¬lan trapped yüzeyler kavram¬

�ziksel olarak kosmik kara delik teoresinde önemli rol oynamaktad¬r. Trapped
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yüzeylerde içine gönderilen bir ¬̧s¬k ¬̧s¬n¬ bu yüzeyin içinde hapsolur, d¬̧sar¬ ç¬ka-

maz. Bu sebeple ingilizcede hapsolmuş anlam¬na gelen "trapped" kelimesiyle

adland¬r¬lm¬̧st¬r. Yani bir kara deli¼gin yüzeyi, bir marginally trapped yüzeydir

(Fiziksel olarak ayr¬nt¬l¬ bilgi için [33] nolu referans incelenebilir). Matematiksel

olarak, e¼ger bir yar¬-Riemann manifoldundaki bir yüzeyin ortalama e¼grilik vek-

törüH; her bir noktada lightlike ise, bu yüzey marginally trapped (quasi-minimal)

yüzey olarak adland¬r¬l¬r ([32, 33, 44-49]).

Son olarak, e¼ger ?rH = 0 ise yüzey paralel ortalama e¼grilik vektörüne

sahiptir denir ([32, 33, 43]).
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3. 5-BOYUTLU 2-·INDEKSL·I YARI-ÖKL·IDYEN UZAYDA

B·I-NULL E¼GR·ILER

Bu bölümde R52 uzay¬nda bir bi-null e¼grinin Frenet çat¬s¬ ve denklemleri

elde edilecektir. Daha sonraR52 uzay¬nda sabit e¼grilikli bi-null e¼griler s¬n¬�and¬r¬la-

cakt¬r ve parametrik denklemleri elde edilecektir.

3.1. Frenet Denklemleri

Tan¬m 3.1. V reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun. W

uzay¬, V uzay¬n¬n bir alt uzay¬ olmak üzere e¼ger her u; v 2 W için g (u; v) = 0 ise

W uzay¬na izotropik alt uzay denir.


 (t), R52 üzerinde bir e¼gri olmak üzere e¼ger her t 2 R için spf
0 (t) ; 
00 (t)g
bir izotropik 2-düzlem ise 
 (t) e¼grisi bi-null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r. Yani,

h
0 (t) ; 
0 (t)i = h
0 (t) ; 
00 (t)i = h
00 (t) ; 
00 (t)i = 0

ve f
0 (t) ; 
00 (t)g lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Bu durum parametre seçiminden ba¼g¬m-

s¬zd¬r. Ayr¬ca




0 (t) ; 
(3) (t)

�
=



00 (t) ; 
(3) (t)

�
=



0 (t) ; 
(4) (t)

�
= 0

elde edilir.

E¼ger



(3) (t) ; 
(3) (t)

�
= 1 ise 
 (t) e¼grisi bi-null yay-parametresi ile para-

metrelendirilmi̧stir denir. R52 uzay¬nda bir bi-null 
 (t) e¼grisi,




(3) (t) ; 
(3) (t)

�
� 0

şart¬n¬ sa¼glar. Çünkü, kabul edelim ki



(3) (t) ; 
(3) (t)

�
< 0 olsun. O zaman


(3) (t) ? 
0 (t) ; 
(3) (t) ? 
00 (t) ve sp f
0 (t) ; 
00 (t)g bir izotropik 2-düzlem olmas¬
durumlar¬ düşünüldü¼günde, bu durum R52 uzay¬n¬n indeksinin 2 olmas¬ ile çeli̧sir.

E¼ger bir bi-null 
 (t) e¼grisi,



(3) (t) ; 
(3) (t)

�
> 0 şart¬n¬ sa¼gl¬yorsa

u (t) =

Z t

t0




(3) (t) ; 
(3) (t)

�1=6
dt

bu e¼grinin bi-null yay-parametresidir.
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R
5
2 uzay¬nda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmi̧s bir bi-null


 (t) e¼grisi için,




(3) (t) ; 
(4) (t)

�
= 0,




00 (t) ; 
(4) (t)

�
= �1,




0 (t) ; 
(5) (t)

�
= 1;




00 (t) ; 
(5) (t)

�
= 0,




(3) (t) ; 
(5) (t)

�
= �




(4) (t) ; 
(4) (t)

�

şartlar¬ sa¼glan¬r.

Lemma 3.1. R52 uzay¬nda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmi̧s bir

bi-null 
 (t) e¼grisi verilsin. O zaman her t 2 R için,

f
0 (t) ; 
00 (t) ; 
(3) (t) ; 
(4) (t) ; 
(5) (t)g

cümlesi lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki

a1

0 (t) + a2


00 (t) + a3

(3) (t) + a4


(4) (t) + a5

(5) (t) = 0

eşitli¼gi sa¼glans¬n. O zaman s¬ras¬yla 
0 (t) ; 
00 (t) ; 
(3) (t) ; 
(4) (t) ve 
(5) (t) ile

üstteki eşitli¼gi s¬ras¬yla skalar çarp¬m yaparak 1 � i � 5 için ai = 0 oldu¼gu elde
edilir. Buradan

�

0 (t) ; 
00 (t) ; 
(3) (t) ; 
(4) (t) ; 
(5) (t)

	
lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

R
5
2 uzay¬nda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmi̧s bir bi-null


 (t) e¼grisi verilsin.


0 (t) = L1, L01 = L2, L02 = W

olarak alal¬m. O zaman W = 
(3) bir spacelike vektördür.

3 boyutlu � uzay¬

� = spf
00 (t) ; 
(3) (t) ; 
(4) (t)g

olarak al¬ns¬n.

Lemma 3.2. h ; i metri¼gi � üzerinde non-dejeneredir ve her noktada indeksi 1
dir.

·Ispat. E¼ger herhangi X 2 � için

ha1
00 (t) + a2
(3) (t) + a3
(4) (t) ; Xi = 0

ise o zaman X s¬ras¬yla 
00 (t) ; 
(3) (t) ve 
(4) (t) seçilerek, i 2 f1; 2; 3g için ai = 0
elde edilir. Dolay¬s¬yla h ; i metri¼gi � üzerinde non-dejeneredir.
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� uzay¬, R52 uzay¬n¬n alt uzay¬ oldu¼gundan, � uzay¬n¬n indeksi 2 den küçük

veya eşittir. � uzay¬ null vektör 
00 (t) içerir ve � uzay¬n¬n indeksi 1 veya 2 dir.

Kabul edelim ki� uzay¬n¬n indeksi 2 olsun. O zaman� uzay¬nda, spacelike


(3) (t) vektörünün gerdi¼gi uzay¬n¬n dik tümleyeni �0 olmak üzere �0 uzay¬ 2

boyutludur ve indeksi 2 dir, yani negatif tan¬ml¬d¬r. Fakat �0 uzay¬ bir null

vektör olan 
00 (t) vektörünü içerdi¼ginden dolay¬ bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla �

uzay¬n¬n indeksi 1 olmak zorundad¬r.

L2 null vektörü ve W spacelike vektörü, � uzay¬nda ve ortogonaldir. Öy-

leyse tek olarak belli olan bir null vektör N2 2 � vard¬r öyle ki

hL2; N2i = 1, hW;N2i = 0

d¬r ([50], syf 9-10). Bu durumda

� = sp fL2; N2;Wg

dur.

�?; R52 uzay¬nda � nin dik tümleyeni olmak üzere �? her noktada 2

boyutlu uzayd¬r. Null vektör L1 2 �? oldu¼gundan, tek olarak belli olan bir

null vektör N1 2 �? vard¬r öyle ki hL1; N1i = 1 dir ([50], syf 9-10). O zaman

fL1; L2; N1; N2;Wg ; R52 uzay¬n¬n bir baz¬d¬r.
W 0 = 
(4) 2 � oldu¼gu göz önüne al¬narak, baz¬ k0 fonksiyonlar¬ için

W 0 = �k0L2 �N2

olarak yaz¬labilir. Ayr¬ca baz¬ k1 fonksiyonlar¬ için

N 0
2 = �k1L1 �N1 + k0W

olarak yaz¬labilir. Son olarak

N 0
1 = k1L2

elde edilir.

Sonuç olarak, R52 uzay¬nda bir bi-null e¼grinin Frenet denklemleri aşa¼g¬daki

gibi elde edilir:
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Teorem 3.1. R52 uzay¬nda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmi̧s bir

bi-null 
 (t) e¼grisi için tek bir Frenet çat¬s¬ fL1; L2; N1; N2;Wg vard¬r öyle ki


0 = L1, L01 = L2, L02 = W ,

N 0
1 = k1L2,

N 0
2 = �k1L1 �N1 + k0W , (3.1)

W 0 = �k0L2 �N2

dir. BuradaN1,N2 null vektörlerdir. Ayr¬ca hL1; N1i = hL2; N2i = 1, spfL1; N1g ;
spfL2; N2g ve spfWg birbirine dik uzaylard¬r, W bir spacelike birim vektördür.

fL1; L2; N1; N2;Wg çat¬s¬ pseudo-ortonormal çat¬d¬r. k0 ve k1 fonksiyon-
lar¬ 
 e¼grisinin e¼grilikleridir. Teorem 3.1 kullan¬larak,

2
6666666664


0


00


(3)


(4)


(5)

3
7777777775

=

2
6666666664

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

0 �k0 0 �1 0

k1 �k00 1 0 �2k0

3
7777777775

2
6666666664

L1

L2

N1

N2

W

3
7777777775

elde edilir.

[36] makalesindeki teoreme benzer olarak yap¬laca¼g¬ndan aşa¼g¬daki teo-

remin ispat¬n¬ vermeden teoremi ifade edece¼giz.

Teorem 3.2. R52 uzay¬nda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmi̧s bir

bi-null 
 (t) e¼grisi için k0 ve k1 e¼grilikleri

k0 =
1

2
h
(4); 
(4)i; k1 =

1

2

�
h
(5); 
(5)i � h
(4); 
(4)i2

�

olarak verilir.

Aşa¼g¬da böyle e¼grilerin varl¬¼g¬n¬ gösteren örnekler verece¼giz.

Örnek 3.1. p,q 2 R= f0g ve p2 > q2 için

A = 1=
�p

p4 (p2 � q2)
�
; B = 1=

�p
q4 (p2 � q2)

�
ve C = 1=

�p
p2q2

�

olarak al¬ns¬n. R52 uzay¬nda bir 
 (t) e¼grisi


 (t) = (Ct;A sin pt; A cos pt; B sin qt; B cos qt)
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şeklinde verilsin. O zaman f
0 (t) ; 
00 (t)g lineer ba¼g¬ms¬z ve

h
0 (t) ; 
0 (t)i = h
0 (t) ; 
00 (t)i = h
00 (t) ; 
00 (t)i = 0 ve



(3) (t) ; 
(3) (t)

�
= 1

oldu¼gu kolayca görülebilir. Dolay¬s¬yla 
 (t) e¼grisi bi-null yay-parametresi ile para-

metrelendirilmi̧s bir bi-null e¼gridir. Teorem 3.2 kullan¬larak,

k0 =
p2 + q2

2
ve k1 = �

p2q2

2

olarak bulunur.

Örnek 3.2. p,q 2 R= f0g ve p2 > q2 için

A = 1=
�p

p4 (p2 � q2)
�
; B = 1=

�p
q4 (p2 � q2)

�
ve C = 1=

�p
p2q2

�

olarak al¬ns¬n. R52 uzay¬nda bir 
 (t) e¼grisi


 (t) = (Ct;A sinh pt; B cosh qt; B sinh qt; A cosh pt)

şeklinde verilsin. Örnek 3.1 dekine benzer olarak, 
 (t) e¼grisi bi-null yay-parametresi

ile parametrelendirilmi̧s bir bi-null e¼gri ve

k0 = �
p2 + q2

2
ve k1 = �

p2q2

2

oldu¼gu görülür.

Tan¬m 3.2. R52 uzay¬nda r > 0 yar¬çapl¬ ve p0 merkezli pseudo-küre

S42 (r) =
�
x 2 R52

��hx� p0; x� p0i = r2
	
;

r > 0 yar¬çapl¬ ve p0 merkezli pseudo-hiperbolik uzay

H4
1 (r) =

�
x 2 R52

��hx� p0; x� p0i = �r2
	

şeklinde verilir ([1]).

Teorem 3.3. R52 uzay¬nda bi-null yay-parametresi ile parametrelendirilmi̧s bir

bi-null 
 (t) e¼grisi verilsin. 
 (t) e¼grisine 3: mertebeden de¼gen pseudo-küre ve

pseudo-hiperbolik uzay yoktur.

·Ispat. Kabul edelim ki 
 (t0) noktas¬nda 
 (t) e¼grisine 3: mertebeden de¼gen

r yar¬çapl¬ ve A (t0) merkezli bir pseudo-küre olsun. fL1; L2; N1; N2;Wg çat¬s¬
kullan¬larak, 1 � i � 5 olmak üzere baz¬ sabit mi için


 (t0)� A (t0) = m1L1 (t0) +m2L2 (t0) +m3N1 (t0) +m4N2 (t0) +m5W (t0)
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yaz¬l¬r.

f (t) = h
 (t)� A (t0) ; 
 (t)� A (t0)i � r2

fonksiyonunu ele alal¬m. 3. mertebeden de¼gme durumundan

f (t0) = f
0 (t0) = f

00 (t0) = f
(3) (t0) = 0

sa¼glan¬r.

f (t) nin türevi al¬narak

f 0 (t) = 2 h
 (t)� A (t0) ; L1i

ve

f 0 (t0) = 2 h
 (t0)� A (t0) ; L1 (t0)i = 2m3 = 0

elde edilir. f 0 (t) nin türevi al¬narak

f 00 (t) = 2 h
 (t)� A (t0) ; L2i

ve

f 00 (t0) = 2 h
 (t0)� A (t0) ; L2 (t0)i = 2m4 = 0

bulunur. f 00 (t) nin tekrar türevi al¬narak

f (3) (t) = 2 h
 (t)� A (t0) ;W i

ve

f (3) (t0) = 2 h
 (t0)� A (t0) ;W (t0)i = 2m5 = 0

oldu¼gu görülür. O zaman f (t0) = �r2 < 0 elde edilir. Bu bir çeli̧skidir.
Şimdi, kabul edelim ki 
 (t0) noktas¬nda 
 (t) e¼grisine 3: mertebeden de¼gen

r yar¬çapl¬ veA (t0)merkezli bir pseudo-hiperbolik uzay olsun. fL1; L2; N1; N2;Wg
çat¬s¬ kullan¬larak, 1 � i � 5 olmak üzere baz¬ sabit mi için


 (t0)� A (t0) = m1L1 (t0) +m2L2 (t0) +m3N1 (t0) +m4N2 (t0) +m5W (t0)

yaz¬l¬r.

f (t) = h
 (t)� A (t0) ; 
 (t)� A (t0)i+ r2
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fonksiyonunu ele alal¬m. Pseudo-küre durumuna benzer olarak

m3 = m4 = m5 = 0

elde edilir. Böylece f (t0) = r2 > 0 bulunur. Bu bir çeli̧skidir.

Sunuç 3.1. R52 uzay¬nda pseudo küresel bi-null e¼gri ve pseudo hiperbolik bi-null

e¼gri yoktur.

3.2. R
5
2 Uzay¬nda Sabit E¼grilikli Bi-Null E¼griler


 : I � R! R
5
2 bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmi̧s sabit e¼grilikli

k0, k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. (3.1) deki Frenet denklemleri kullan¬larak,

L
(5)
1 + 2k0L

(3)
1 � 2k1L01 = 0 (3.2)

sabit katsay¬l¬ homojen diferensiyel denklemi elde edilir.Bu diferensiyel denklemin

karakteristik denklemi

r
�
r4 + 2k0r

2 � 2k1
�
= 0

şeklindedir. Buradan r = 0 veya

r4 + 2k0r
2 � 2k1 = 0 (3.3)

elde edilir. Şimdi (3:3) denkleminin çözümlerini bulal¬m. (3:3) denkleminden,

4 = 4
�
k20 + 2k1

�

elde edilir. Burada 4 > 0, 4 < 0 veya 4 = 0 olmak üzere 3 ayr¬ durumu

inceleyece¼giz.

i. 4 > 0 olsun. O zaman

r2 = �k0 �
q
k20 + 2k1

bulunur. k0 > 0, k0 < 0 veya k0 = 0 durumlar¬n¬ ayr¬ ayr¬ ele alal¬m.

i.1. k0 > 0 olsun. O zaman k1 > 0 veya k1 < 0 oldu¼gunu varsayabiliriz.

i.1.1. k1 > 0 olsun. O zaman

L1 = cos (�1t) v1 + sin (�1t) v2 + cosh (�2t) v3 + sinh (�2t) v4 + v5 (3.4)
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elde edilir. Burada �1 =
q
k0 +

p
k20 + 2k1 ve �2 =

q
�k0 +

p
k20 + 2k1 dir.

hL1; L1i = 0 oldu¼gu kullan¬larak, i 6= j ve i; j 2 f1; 2; 3; 4; 5g için

hv1; v1i = hv2; v2i , hv3; v3i = �hv4; v4i ;

hv1; v1i+ hv3; v3i = �hv5; v5i , hvi; vji = 0
(3.5)

elde edilir. (3:4) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

L2 = ��1 sin (�1t) v1 + �1 cos (�1t) v2 + �2 sinh (�2t) v3 + �2 cosh (�2t) v4 (3.6)

elde edilir. hL2; L2i = 0 ve (3:5) kullan¬larak,

�21 hv1; v1i+ �22 hv4; v4i = 0 (3.7)

bulunur. (3:6) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

W = ��21 cos (�1t) v1 � �21 sin (�1t) v2 + �22 cosh (�2t) v3 + �22 sinh (�2t) v4

elde edilir. hW;W i = 1 ve (3:5) kullan¬larak,

�41 hv1; v1i � �42 hv4; v4i = 1 (3.8)

bulunur. (3:7) ve (3:8) birlikte düşünülerek,

hv1; v1i = hv2; v2i =
1

�21
�
�21 + �

2
2

� ;

hv3; v3i = �hv4; v4i =
1

�22
�
�21 + �

2
2

� ;

hv5; v5i = � 1

�21�
2
2

bulunur. Yukar¬daki hesaplamalardan aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-

rem 3.2 kullan¬larak 
 (t) nin e¼griliklerinin k0 ve k1 oldu¼gu görülebilir.

Teorem 3.4. k0 > 0 ve k1 > 0 reel say¬lar olsun. O zaman 
 (t) ; R52 uzay¬nda

bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0, k1 olan bir bi-null

e¼gridir ancak ve ancak �1 =
q
k0 +

p
k20 + 2k1 ve �2 =

q
�k0 +

p
k20 + 2k1 için


 (t) =
1

�1
(sin (�1t) v1 � cos (�1t) v2) +

1

�2
(sinh (�2t) v3 + cosh (�2t) v4) + tv5
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formundad¬r. Burada v1, v2, v3, v4; v5, R52 uzay¬nda birbirlerine ortogonal vek-

törlerdir ve aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

hv1; v1i = hv2; v2i =
1

�21
�
�21 + �

2
2

� ;

hv3; v3i = �hv4; v4i =
1

�22
�
�21 + �

2
2

� ; hv5; v5i = �
1

�21�
2
2

:

Örnek 3.3. Teorem 3.4 de k0 = 1 ve k1 = 1=2 al¬n¬rsa,

�1 =

q
1 +

p
2, �2 =

q
�1 +

p
2

elde edilir. Böylece

v1 =

 p
2�

p
2

2
; 0; 0; 0; 0

!
; v2 =

 
0;

p
2�

p
2

2
; 0; 0; 0

!
;

v3 =

 
0; 0;

p
2 +

p
2

2
; 0; 0

!
; v4 =

 
0; 0; 0; 0;

p
2 +

p
2

2

!
;

v5 = (0; 0; 0; 1; 0)

seçilebilir ve e¼grilikleri k0 = 1 ve k1 = 1=2 olan bi-null e¼gri 
 (t)


 (t) = (A1 sin (�1t) ;�A1 cos (�1t) ; A2 sinh (�2t) ; t; A2 cosh (�2t)) (3.9)

olarak elde edilir. Burada A1 =
p
3
p
2�4
2

ve A2 =
p
3
p
2+4

2
dir.

i.1.2. k1 < 0 olsun. O zaman

L1 = cos (�1t) v1 + sin (�1t) v2 + cos (�2t) v3 + sin (�2t) v4 + v5 (3.10)

elde edilir. Burada �1 =
q
k0 +

p
k20 + 2k1 ve �2 =

q
k0 �

p
k20 + 2k1 dir.

hL1; L1i = 0 oldu¼gu kullan¬larak, i 6= j ve i; j 2 f1; 2; 3; 4; 5g için

hv1; v1i = hv2; v2i , hv3; v3i = hv4; v4i ;

hv1; v1i+ hv3; v3i = �hv5; v5i , hvi; vji = 0
(3.11)

elde edilir. (3:10) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

L2 = ��1 sin (�1t) v1 + �1 cos (�1t) v2 � �2 sin (�2t) v3 + �2 cos (�2t) v4 (3.12)

elde edilir. hL2; L2i = 0 ve (3:11) kullan¬larak,

�21 hv1; v1i+ �22 hv3; v3i = 0 (3.13)
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bulunur. (3:12) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

W = ��21 cos (�1t) v1 � �21 sin (�1t) v2 � �22 cos (�2t) v3 � �22 sin (�2t) v4

elde edilir. hW;W i = 1 ve (3:11) kullan¬larak,

�41 hv1; v1i+ �42 hv3; v3i = 1 (3.14)

bulunur. (3:13) ve (3:14) birlikte düşünülerek,

hv1; v1i = hv2; v2i =
1

�21
�
�21 � �22

� ;

hv3; v3i = hv4; v4i =
1

�22
�
�22 � �21

� ;

hv5; v5i =
1

�21�
2
2

bulunur. Yukar¬daki hesaplamalardan aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-

rem 3.2 kullan¬larak 
 (t) nin e¼griliklerinin k0 ve k1 oldu¼gu görülebilir.

Teorem 3.5. k0 > 0 ve k1 < 0; k20 + 2k1 > 0 şart¬n¬ sa¼glayan reel say¬lar olsun.

O zaman 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0, k1 olan bir bi-null e¼gridir ancak ve ancak �1 =
q
k0 +

p
k20 + 2k1

ve �2 =
q
k0 �

p
k20 + 2k1 için


 (t) =
1

�1
(sin (�1t) v1 � cos (�1t) v2) +

1

�2
(sin (�2t) v3 � cos (�2t) v4) + tv5

formundad¬r. Burada v1, v2, v3, v4; v5, R52 uzay¬nda birbirlerine ortogonal vek-

törlerdir ve aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

hv1; v1i = hv2; v2i =
1

�21
�
�21 � �22

� ;

hv3; v3i = hv4; v4i =
1

�22
�
�22 � �21

� ; hv5; v5i =
1

�21�
2
2

:

Örnek 3.4. Teorem 3.5 de k0 =
p
2 ve k1 = �1=2 al¬n¬rsa,

�1 =

q
1 +

p
2, �2 =

q
�1 +

p
2

elde edilir. Böylece

v1 =

0
@
sp

2� 1
2

; 0; 0; 0; 0

1
A ; v2 =

0
@0;

sp
2� 1
2

; 0; 0; 0

1
A ;

v3 =

0
@0; 0; 0;

sp
2 + 1

2
; 0

1
A ; v4 =

0
@0; 0; 0; 0;

sp
2 + 1

2

1
A ;

v5 = (0; 0; 1; 0; 0)
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seçilebilir ve e¼grilikleri k0 =
p
2 ve k1 = �1=2 olan bi-null e¼gri 
 (t)


 (t) = (A3 sin (�1t) ;�A3 cos (�1t) ; t; A4 sin (�2t) ;�A4 cos (�2t))

olarak elde edilir. Burada A3 =
p
2�1p
2
ve A4 =

p
2+1p
2
dir.

i.2. k0 < 0 olsun. O zaman k1 > 0 veya k1 < 0 oldu¼gunu varsayabiliriz.

i.2.1. k1 > 0 olsun. O zaman

L1 = cos (�1t) v1 + sin (�1t) v2 + cosh (�2t) v3 + sinh (�2t) v4 + v5 (3.15)

elde edilir. Burada �1 =
q
k0 +

p
k20 + 2k1 ve �2 =

q
�k0 +

p
k20 + 2k1 dir.

hL1; L1i = 0 oldu¼gu kullan¬larak, i 6= j ve i; j 2 f1; 2; 3; 4; 5g için

hv1; v1i = hv2; v2i , hv3; v3i = �hv4; v4i ;

hv1; v1i+ hv3; v3i = �hv5; v5i , hvi; vji = 0
(3.16)

elde edilir. (3:15) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

L2 = ��1 sin (�1t) v1 + �1 cos (�1t) v2 + �2 sinh (�2t) v3 + �2 cosh (�2t) v4 (3.17)

elde edilir. hL2; L2i = 0 ve (3:16) kullan¬larak,

�21 hv1; v1i+ �22 hv4; v4i = 0 (3.18)

bulunur. (3:17) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

W = ��21 cos (�1t) v1 � �21 sin (�1t) v2 + �22 cosh (�2t) v3 + �22 sinh (�2t) v4

elde edilir. hW;W i = 1 ve (3:16) kullan¬larak,

�41 hv1; v1i � �42 hv4; v4i = 1 (3.19)

bulunur. (3:18) ve (3:19) birlikte düşünülerek,

hv1; v1i = hv2; v2i =
1

�21
�
�21 + �

2
2

� ;

hv3; v3i = �hv4; v4i =
1

�22
�
�21 + �

2
2

� ;

hv5; v5i = � 1

�21�
2
2
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bulunur. Yukar¬daki hesaplamalardan aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-

rem 3.2 kullan¬larak, 
 (t) nin e¼griliklerinin k0 ve k1 oldu¼gu görülebilir.

Teorem 3.6. k0 < 0 ve k1 > 0 reel say¬lar olsun. O zaman 
 (t) ; R52 uzay¬nda

bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0, k1 olan bir bi-null

e¼gridir ancak ve ancak �1 =
q
k0 +

p
k20 + 2k1 ve �2 =

q
�k0 +

p
k20 + 2k1 için


 (t) =
1

�1
(sin (�1t) v1 � cos (�1t) v2) +

1

�2
(sinh (�2t) v3 + cosh (�2t) v4) + tv5

formundad¬r. Burada v1, v2, v3, v4; v5, R52 uzay¬nda birbirlerine ortogonal vek-

törlerdir ve aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

hv1; v1i = hv2; v2i =
1

�21
�
�21 + �

2
2

� ;

hv3; v3i = �hv4; v4i =
1

�22
�
�21 + �

2
2

� ; hv5; v5i = �
1

�21�
2
2

:

Örnek 3.5. Teorem 3.6 da k0 = �1 ve k1 = 1=2 al¬n¬rsa,

�1 =

q
�1 +

p
2, �2 =

q
1 +

p
2

elde edilir. Böylece

v1 =

 p
2 +

p
2

2
; 0; 0; 0; 0

!
; v2 =

 
0;

p
2 +

p
2

2
; 0; 0; 0

!
;

v3 =

 
0; 0;

p
2�

p
2

2
; 0; 0

!
; v4 =

 
0; 0; 0; 0;

p
2�

p
2

2

!
;

v5 = (0; 0; 0; 1; 0)

seçilebilir ve e¼grilikleri k0 = �1 ve k1 = 1=2 olan bi-null e¼gri 
 (t)


 (t) = (A5 sin (�1t) ;�A5 cos (�1t) ; A6 sinh (�2t) ; t; A6 cosh (�2t)) (3.20)

olarak elde edilir. Burada A5 =
p
3
p
2+4

2
ve A6 =

p
3
p
2�4
2

dir.

i.2.2. k1 < 0 olsun. O zaman

L1 = cosh (�1t) v1 + sinh (�1t) v2 + cosh (�2t) v3 + sinh (�2t) v4 + v5 (3.21)

elde edilir.Burada �1 =
q
�k0 �

p
k20 + 2k1 ve �2 =

q
�k0 +

p
k20 + 2k1 dir.

hL1; L1i = 0 oldu¼gu kullan¬larak, i 6= j ve i; j 2 f1; 2; 3; 4; 5g için

hv1; v1i = �hv2; v2i , hv3; v3i = �hv4; v4i ;

hv1; v1i+ hv3; v3i = �hv5; v5i , hvi; vji = 0
(3.22)
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elde edilir. (3:21) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

L2 = �1 sinh (�1t) v1 + �1 cosh (�1t) v2 + �2 sinh (�2t) v3 + �2 cosh (�2t) v4 (3.23)

elde edilir. hL2; L2i = 0 ve (3:22) kullan¬larak,

�21 hv1; v1i+ �22 hv3; v3i = 0 (3.24)

bulunur. (3:23) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

W = �21 cosh (�1t) v1 + �
2
1 sinh (�1t) v2 + �

2
2 cosh (�2t) v3 + �

2
2 sinh (�2t) v4

elde edilir. hW;W i = 1 ve (3:22) kullan¬larak,

�41 hv1; v1i+ �42 hv3; v3i = 1 (3.25)

bulunur. (3:24) ve (3:25) birlikte düşünülerek,

hv1; v1i = �hv2; v2i =
1

�21
�
�21 � �22

� ;

hv3; v3i = �hv4; v4i =
1

�22
�
�22 � �21

� ;

hv5; v5i =
1

�21�
2
2

bulunur. Yukar¬daki hesaplamalardan aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-

rem 3.2 kullan¬larak 
 (t) nin e¼griliklerinin k0 ve k1 oldu¼gu görülebilir.

Teorem 3.7. k0 < 0 ve k1 < 0; k20 + 2k1 > 0 şart¬n¬ sa¼glayan reel say¬lar olsun.

O zaman 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0, k1 olan bir bi-null e¼gridir ancak ve ancak �1 =
q
�k0 �

p
k20 + 2k1

ve �2 =
q
�k0 +

p
k20 + 2k1 için


 (t) =
1

�1
(sinh (�1t) v1 + cosh (�1t) v2) +

1

�2
(sinh (�2t) v3 + cosh (�2t) v4) + tv5

formundad¬r. Burada v1, v2, v3, v4; v5, R52 uzay¬nda birbirlerine ortogonal vek-

törlerdir ve aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

hv1; v1i = �hv2; v2i =
1

�21
�
�21 � �22

� ;

hv3; v3i = �hv4; v4i =
1

�22
�
�22 � �21

� ;

hv5; v5i =
1

�21�
2
2

:
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Örnek 3.6. Teorem 3.7 de k0 = �
p
2 ve k1 = �1=2 al¬n¬rsa,

�1 =

q
�1 +

p
2, �2 =

q
1 +

p
2

elde edilir. Böylece

v1 =

0
@0; 0; 0;

s
1 +

p
2

2
; 0

1
A ; v2 =

0
@
s
1 +

p
2

2
; 0; 0; 0; 0

1
A ;

v3 =

0
@0;

sp
2� 1
2

; 0; 0; 0

1
A ; v4 =

0
@0; 0; 0; 0;

sp
2� 1
2

1
A ;

v5 = (0; 0; 1; 0; 0)

seçilebilir ve e¼grilikleri k0 = �
p
2 ve k1 = �1=2 olan bi-null e¼gri 
 (t)


 (t) = (A7 cosh (�1t) ; A8 sinh (�2t) ; t; A7 sinh (�1t) ; A8 cosh (�2t))

olarak elde edilir. Burada A7 =
p
2+1p
2
ve A8 =

p
2�1p
2
.

i.3. k0 = 0 olsun. O zaman k1 > 0 d¬r. Öyleyse

L1 = cos (�t) v1 + sin (�t) v2 + cosh (�t) v3 + sinh (�t) v4 + v5 (3.26)

elde edilir. Burada � = 4
p
2k1 dir. hL1; L1i = 0 oldu¼gu kullan¬larak, i 6= j ve

i; j 2 f1; 2; 3; 4; 5g için

hv1; v1i = hv2; v2i , hv3; v3i = �hv4; v4i ;

hv1; v1i+ hv3; v3i = �hv5; v5i , hvi; vji = 0
(3.27)

elde edilir. (3:26) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

L2 = �� sin (�t) v1 + � cos (�t) v2 + � sinh (�t) v3 + � cosh (�t) v4 (3.28)

elde edilir. hL2; L2i = 0 ve (3:27) kullan¬larak,

hv1; v1i = hv3; v3i (3.29)

bulunur. (3:28) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

W = ��2 cos (�t) v1 � �2 sin (�t) v2 + �2 cosh (�t) v3 + �2 sinh (�t) v4

elde edilir. hW;W i = 1 ve (3:27) kullan¬larak,

�4 (hv1; v1i+ hv3; v3i) = 1 (3.30)
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bulunur. (3:29) ve (3:30) birlikte düşünülerek,

hv1; v1i = hv2; v2i = hv3; v3i = �hv4; v4i =
1

2�4
; hv5; v5i = �

1

�4

bulunur. Yukar¬daki hesaplamalardan aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz. Tersine Teo-

rem 3.2 kullan¬larak 
 (t) nin e¼griliklerinin k0 ve k1 oldu¼gu görülebilir.

Teorem 3.8. k0 = 0 ve k1 > 0 bir reel say¬ olsun. O zaman 
 (t) ; R52 uzay¬nda

bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0, k1 olan bir bi-null

e¼gridir ancak ve ancak � = 4
p
2k1 için


 (t) =
1

�
(sin (�t) v1 � cos (�t) v2 + sinh (�t) v3 + cosh (�t) v4) + tv5

formundad¬r. Burada v1, v2, v3, v4; v5, R52 uzay¬nda birbirlerine ortogonal vek-

törlerdir ve aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r

hv1; v1i = hv2; v2i = hv3; v3i = �hv4; v4i =
1

2�4
; hv5; v5i = �

1

�4
:

Örnek 3.7. Teorem 3.8 de k0 = 0 ve k1 = 1=2 al¬n¬rsa � = 1 elde edilir. Böylece

v1 =

�
1p
2
; 0; 0; 0; 0

�
; v2 =

�
0;
1p
2
; 0; 0; 0

�
;

v3 =

�
0; 0;

1p
2
; 0; 0

�
; v4 =

�
0; 0; 0; 0;

1p
2

�
;

v5 = (0; 0; 0; 1; 0)

seçilebilir ve e¼grilikleri k0 = 0 ve k1 = 1=2 olan bi-null e¼gri 
 (t)


 (t) =

�
sin tp
2
;�cos tp

2
;
sinh tp
2
; t;
cosh tp
2

�

olarak elde edilir.

ii. 4 < 0 olsun. O zaman (3:3) denkleminin çözümleri

r1 = �r2 =
1p
2

�q
�k0 +

p
�2k1 � i

q
k0 +

p
�2k1

�
;

r3 = �r4 =
1p
2

�q
�k0 +

p
�2k1 + i

q
k0 +

p
�2k1

�

olarak bulunur.

� =
1p
2

q
�k0 +

p
�2k1 ve 
 =

1p
2

q
k0 +

p
�2k1
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al¬narak,

L1 = e
�t (cos (
t)w1 + sin (
t)w2) + e

��t (cos (
t)w3 + sin (
t)w4) + w5

olarak bulunur. v1 = w1+w3, v2 = w2+w4; v3 = w1�w3; v4 = w2�w4; v5 = w5
dönüşümü yap¬larak

L1 = cosh (�t) cos (
t) v1 + cosh (�t) sin (
t) v2 (3.31)

+sinh (�t) cos (
t) v3 + sinh (�t) sin (
t) v4 + v5

elde edilir. hL1; L1i = 0 oldu¼gu kullan¬larak

hv1; v1i = hv2; v2i = �hv3; v3i = �hv4; v4i = �hv5; v5i ;

hv1; v4i+ hv2; v3i = 0, hv1; v2i = hv1; v3i = hv1; v5i = 0;

hv2; v4i = hv2; v5i = hv3; v4i = hv3; v5i = hv4; v5i = 0

(3.32)

elde edilir. (3:31) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

L2 = � sinh (�t) cos (
t) v1 � 
 cosh (�t) sin (
t) v1 (3.33)

+� sinh (�t) sin (
t) v2 + 
 cosh (�t) cos (
t) v2

+� cosh (�t) cos (
t) v3 � 
 sinh (�t) sin (
t) v3

+� cosh (�t) sin (
t) v4 + 
 sinh (�t) cos (
t) v4

bulunur. hL2; L2i = 0 ve (3:32) kullan¬larak,

hv1; v1i
�

2 � �2

�
� 2 hv1; v4i 
� = 0 (3.34)

bulunur. (3:33) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

W =
�
�2 � 
2

�
cosh (�t) cos (
t) v1 � 2�
 sinh (�t) sin (
t) v1

+
�
�2 � 
2

�
cosh (�t) sin (
t) v2 + 2�
 sinh (�t) cos (
t) v2

+
�
�2 � 
2

�
sinh (�t) cos (
t) v3 � 2�
 cosh (�t) sin (
t) v3

+
�
�2 � 
2

�
sinh (�t) sin (
t) v4 + 2�
 cosh (�t) cos (
t) v4

elde edilir. hW;W i = 1 ve (3:32) kullan¬larak,

hv1; v1i
�
�4 � 6
2�2 + 
4

�
+ 4�
 hv1; v4i

�
�2 � 
2

�
= 1 (3.35)
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bulunur. (3:34) ve (3:35) birlikte düşünülerek,

hv1; v1i = hv2; v2i = �hv3; v3i = �hv4; v4i = �hv5; v5i = �
1

�
�2 + 
2

�2 ,

hv1; v4i = �hv2; v3i =
�2 � 
2

2�

�
�2 + 
2

�2

elde edilir. Yukar¬daki hesaplamalardan aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz. Tersine

Teorem 3.2 kullan¬larak 
 (t) nin e¼griliklerinin k0 ve k1 oldu¼gu görülebilir.

Teorem 3.9. k0 ve k1 6= 0, k20 + 2k1 < 0 şart¬n¬ sa¼glayan reel say¬lar olsun.

O zaman 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0, k1 olan bir bi-null e¼gridir ancak ve ancak � = 1p
2

p
�k0 +

p
�2k1

ve 
 = 1p
2

p
k0 +

p
�2k1 için


 (t) =
1

�2 + 
2
(
 cosh (�t) sin (
t) + � sinh (�t) cos (
t)) v1

+
1

�2 + 
2
(�
 cosh (�t) cos (
t) + � sinh (�t) sin (
t)) v2

+
1

�2 + 
2
(� cosh (�t) cos (
t) + 
 sinh (�t) sin (
t)) v3

+
1

�2 + 
2
(� cosh (�t) sin (
t)� 
 sinh (�t) cos (
t)) v4 + tv5

formundad¬r. Burada v1, v2, v3, v4; v5, R52 uzay¬nda vektörlerdir ve aşa¼g¬daki

eşitlikler sa¼glan¬r

hv1; v1i = hv2; v2i = �hv3; v3i = �hv4; v4i = �hv5; v5i = �
1

�
�2 + 
2

�2 ,

hv1; v4i = �hv2; v3i =
�2 � 
2

2�

�
�2 + 
2

�2 ; hv1; v2i = hv1; v3i = hv1; v5i = 0;

hv2; v4i = hv2; v5i = hv3; v4i = hv3; v5i = hv4; v5i = 0:

Örnek 3.8. Teorem 3.9 da k0 = 1 ve k1 = �1 al¬n¬rsa,

� =

sp
2� 1
2

; 
 =

sp
2 + 1

2

elde edilir. Böylece

v1 =

�
0; 0; 0;

1p
2
; 0

�
; v2 =

�
0; 0; 0; 0;� 1p

2

�
;

v3 =

�
1; 0; 0; 0;

1p
2

�
; v4 =

�
0;�1; 0; 1p

2
; 0

�
;

v5 =

�
0; 0;

1p
2
; 0; 0

�
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seçilebilir ve e¼grilikleri k0 = 1 ve k1 = �1 olan bi-null e¼gri 
 (t)


 (t) =
1

2
(B1 cosh (�t) cos (
t) +B2 sinh (�t) sin (
t) ;

�B1 cosh (�t) sin (
t) +B2 sinh (�t) cos (
t) ;
p
2t; B2 cosh (�t) sin (
t)�B1 sinh (�t) cos (
t) ;

B2 cosh (�t) cos (
t) +B1 sinh (�t) sin (
t) )

olarak elde edilir. Burada B1 =
pp

2� 1, B2 =
pp

2 + 1 ve B2 + B1 =
p
2B2,

B2 �B1 =
p
2B1 dir.

iii. 4 = 0 olsun. O zaman k1 < 0 d¬r. k0 > 0 ve k0 < 0 durumlar¬n¬ ayr¬

ayr¬ düşünelim.

iii.1. k0 > 0 olsun. O zaman � =
p
k0 için

L1 = cos (�t) v1 + sin (�t) v2 + t cos (�t) v3 + t sin (�t) v4 + v5 (3.36)

elde edilir. hL1; L1i = 0 oldu¼gu kullan¬larak,

hv1; v1i = hv2; v2i = �hv5; v5i ; hv1; v4i+ hv2; v3i = 0;

hv1; v2i = hv1; v3i = hv1; v5i = hv2; v4i = hv2; v5i = 0;

hv3; v3i = hv3; v4i = hv3; v5i = hv4; v4i = hv4; v5i = 0

(3.37)

bulunur. (3:36) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

L2 = �� sin (�t) v1 + � cos (�t) v2 + cos (�t) v3 � t� sin (�t) v3 (3.38)

+sin (�t) v4 + t� cos (�t) v4

elde edilir. hL2; L2i = 0 ve (3:37) kullan¬larak,

� hv1; v1i+ 2 hv2; v3i = 0 (3.39)

bulunur. (3:38) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

W = ��2 cos (�t) v1 � �2 sin (�t) v2 � 2� sin (�t) v3 � t�2 cos (�t) v3

+2� cos (�t) v4 � t�2 sin (�t) v4

elde edilir. hW;W i = 1 ve (3:37) kullan¬larak,

�4 hv1; v1i+ 4�3 hv2; v3i = 1 (3.40)
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bulunur. (3:39) ve (3:40) birlikte düşünülerek,

hv1; v1i = hv2; v2i = �hv5; v5i = �
1

�4
; hv2; v3i = �hv1; v4i =

1

2�3

elde edilir. Yukar¬daki hesaplamalardan aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz. Tersine

Teorem 3.2 kullan¬larak 
 (t) nin e¼griliklerinin k0 ve k1 oldu¼gu görülebilir.

Teorem 3.10. k0 > 0 ve k1 < 0 , k20+2k1 = 0 şart¬n¬ sa¼glayan reel say¬lar olsun.

O zaman 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0, k1 olan bir bi-null e¼gridir ancak ve ancak � =
p
k0 için


 (t) =
1

�
sin (�t) v1 �

1

�
cos (�t) v2 +

�
cos (�t)

�2
+ t
sin (�t)

�

�
v3

+

�
sin (�t)

�2
� tcos (�t)

�

�
v4 + tv5

formundad¬r. Burada v1, v2, v3, v4; v5, R52 uzay¬nda vektörlerdir ve aşa¼g¬daki

eşitlikler sa¼glan¬r

hv1; v1i = hv2; v2i = �hv5; v5i = �
1

�4
; hv1; v4i = �hv2; v3i = �

1

2�3

hv1; v2i = hv1; v3i = hv1; v5i = hv2; v4i = hv2; v5i = 0;

hv3; v3i = hv3; v4i = hv3; v5i = hv4; v4i = hv4; v5i = 0:

Örnek 3.9. Teorem 3.10 da k0 = 1 ve k1 = �1=2 al¬n¬rsa, � = 1 elde edilir.

Böylece

v1 = (0; 0; 0; 1; 0) ; v2 = (0; 0; 0; 0;�1) ;

v3 =

�
1

2
; 0; 0; 0;

1

2

�
; v4 =

�
0;
1

2
; 0;
1

2
; 0

�
;

v5 = (0; 0; 1; 0; 0)

seçilebilir ve e¼grilikleri k0 = 1 and k1 = �1=2 olan bi-null e¼gri 
 (t)


 (t) =
1

2
(cos t+ t sin t; sin t� t cos t; 2t; 3 sin t� t cos t; 3 cos t+ t sin t)

olarak elde edilir.

iii.2. k0 < 0 olsun. O zaman � =
p
�k0 için

L1 = cosh (�t) v1 + sinh (�t) v2 + t cosh (�t) v3 + t sinh (�t) v4 + v5 (3.41)
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elde edilir. hL1; L1i = 0 oldu¼gu kullan¬larak,

hv1; v1i = �hv2; v2i = �hv5; v5i ; hv1; v4i+ hv2; v3i = 0;

hv1; v2i = hv1; v3i = hv1; v5i = hv2; v4i = hv2; v5i = 0;

hv3; v3i = hv3; v4i = hv3; v5i = hv4; v4i = hv4; v5i = 0

(3.42)

bulunur. (3:41) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

L2 = � sinh (�t) v1 + � cosh (�t) v2 + cosh (�t) v3 + t� sinh (�t) v3 (3.43)

+sinh (�t) v4 + t� cosh (�t) v4

elde edilir. hL2; L2i = 0 ve (3:42) kullan¬larak,

� hv1; v1i+ 2 hv1; v4i = 0 (3.44)

bulunur. (3:43) denkleminin t ye göre türevi al¬narak,

W = �2 cosh (�t) v1 + �
2 sinh (�t) v2 + 2� sinh (�t) v3 + t�

2 cosh (�t) v3

+2� cosh (�t) v4 + t�
2 sinh (�t) v4

elde edilir. hW;W i = 1 ve (3:42) kullan¬larak,

�4 hv1; v1i+ 4�3 hv1; v4i = 1 (3.45)

bulunur. (3:44) ve (3:45) birlikte düşünülerek,

hv1; v1i = �hv2; v2i = �hv5; v5i = �
1

�4
; hv1; v4i = �hv2; v3i =

1

2�3

elde edilir. Yukar¬daki hesaplamalardan aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz. Tersine

Teorem 3.2 kullan¬larak 
 (t) nin e¼griliklerinin k0 ve k1 oldu¼gu görülebilir.

Teorem 3.11. k0 < 0 ve k1 < 0, k20 + 2k1 = 0 şart¬n¬ sa¼glayan reel say¬lar olsun.

O zaman 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay-parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0, k1 olan bir bi-null e¼gridir ancak ve ancak � =
p
�k0 için


 (t) =
1

�
sinh (�t) v1 +

1

�
cosh (�t) v2 +

�
t
sinh (�t)

�
� cosh (�t)

�2

�
v3

+

�
t
cosh (�t)

�
� sinh (�t)

�2

�
v4 + tv5
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formundad¬r. Burada v1, v2, v3, v4; v5, R52 uzay¬nda vektörlerdir ve aşa¼g¬daki

eşitlikler sa¼glan¬r

hv1; v1i = �hv2; v2i = �hv5; v5i = �
1

�4
; hv1; v4i = �hv2; v3i =

1

2�3

hv1; v2i = hv1; v3i = hv1; v5i = hv2; v4i = hv2; v5i = 0;

hv3; v3i = hv3; v4i = hv3; v5i = hv4; v4i = hv4; v5i = 0:

Örnek 3.10. Teorem 3.11 de k0 = �1 ve k1 = �1=2 al¬n¬rsa � = 1 elde edilir.
Böylece

v1 = (0; 0; 0;�1; 0) ; v2 = (�1; 0; 0; 0; 0) ;

v3 =

�
1

2
; 0; 0; 0;

1

2

�
; v4 =

�
0;
1

2
; 0;
1

2
; 0

�
;

v5 = (0; 0; 1; 0; 0)

seçilebilir ve e¼grilikleri k0 = �1 ve k1 = �1=2 olan bi-null e¼gri 
 (t)


 (t) =
1

2
(t sinh t� 3 cosh t; t cosh t� sinh t; 2t; t cosh t� 3 sinh t; t sinh t� cosh t)

olarak elde edilir.
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4. OSKÜLATÖR, NORMAL VEYA REKT·IF·IYEN B·I-NULL

E¼GR·ILER

Bu bölümde, R52 uzay¬nda bir bi-null e¼grinin oskülatör, normal veya rekti-

�yan e¼gri olmas¬ için gerek ve yeter şartlar elde edilecektir.

Aşa¼g¬daki teorem R
3 uzay¬nda e¼griler için temel varl¬k teoremine benzer

şekilde gösterilebilir.

Teorem 4.1. k0 (t) ve k1 (t) ; (t0 � "; t0 + ") aç¬k aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. fL01; L02; N0

1 ; N
0
2 ;W

0g ; R52 uzay¬nda pseudo-ortonormal bir
taban ve p0 R52 uzay¬nda bir nokta olsun. O zaman R

5
2 uzay¬nda e¼grilikleri k0, k1

olan bi-null yay parametresi t ile parametrelendirmi̧s ve 
 (t0) = p0 olan yaln¬z

bir tek 
 (t) bi-null e¼grisi vard¬r. 
 (t) e¼grisinin Frenet çat¬s¬ fL1; L2; N1; N2;Wg

L1 (t0) = L
0
1, L2 (t0) = L

0
2; N1 (t0) = N

0
1 , N2 (t0) = N

0
2 , W (t0) = W

0

eşitliklerini sa¼glar.

4.1. Oskülatör Bi-Null E¼griler

Bu bölümde, R52 uzay¬nda bir bi-null e¼grinin oskülatör e¼gri olma durumlar¬ ince-

lenecektir.


 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirmi̧s bir bi-

null e¼gri olsun. E¼ger 
 e¼grisinin konum vektörü her zaman

(i) N?
1 =spfL2; N1; N2;Wg normal uzay¬nda kal¬yor ise 
 e¼grisi birinci tip bi-

null oskülatör e¼gri olarak adland¬r¬l¬r. O zaman birinci tip bi-null oskülatör

e¼grinin konum vektörü i 2 f1; 2; 3; 4g olmak üzere baz¬ �i (t) diferensiyellenebilir
fonksiyonlar¬ için


 (t) = �1 (t)L2 (t) + �2 (t)N1 (t) + �3 (t)N2 (t) + �4 (t)W (t) (4.1)

denklemini sa¼glar.

(ii) N?
2 =spfL1; N1; N2;Wg normal uzay¬nda kal¬yor ise 
 e¼grisi ikinci tip bi-

null oskülatör e¼gri olarak adland¬r¬l¬r. O zaman ikinci tip bi-null oskülatör

e¼grinin konum vektörü i 2 f1; 2; 3; 4g olmak üzere baz¬ �i (t) diferensiyellenebilir
fonksiyonlar¬ için


 (t) = �1 (t)L1 (t) + �2 (t)N1 (t) + �3 (t)N2 (t) + �4 (t)W (t) (4.2)
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denklemini sa¼glar.

(iii) W? =spfL1; L2; N1; N2g normal uzay¬nda kal¬yor ise 
 e¼grisi üçüncü tip
bi-null oskülatör e¼gri olarak adland¬r¬l¬r. O zaman üçüncü tip bi-null oskülatör

e¼grinin konum vektörü i 2 f1; 2; 3; 4g olmak üzere baz¬ �i (t) diferensiyellenebilir
fonksiyonlar¬ için


 (t) = �1 (t)L1 (t) + �2 (t)L2 (t) + �3 (t)N1 (t) + �4 (t)N2 (t) (4.3)

denklemini sa¼glar.

·Ilk olarak R52 uzay¬nda birinci tip bi-null oskülatör e¼grisini ele alal¬m. O

zaman 
 (t) konum vektörü (4:1) denklemini sa¼glar. (4:1) denkleminin t ye göre

türevi al¬n¬rsa,

L1 = ��3k1L1 + (�01 + �2k1 � �4k0)L2 + (�02 � �3)N1 + (�03 � �4)N2

+(�04 + �1 + k0�3)W

bulunur. Buradan

�01 + �2k1 � �4k0 = 0; �04 + �1 + k0�3 = 0; (4.4)

�02 � �3 = 0; �03 � �4 = 0; � �3k1 = 1

elde edilir. Burada k1 6= 0 d¬r. (4:4) denklemlerinden

�1 =
k0
k1
+

�
1

k1

�00
, �3 = �

1

k1
; �4 = �

�
1

k1

�0
,

�2 = � 1
k1

 
k0

�
1

k1

�0
+

�
k0
k1

�0
+

�
1

k1

�(3)!

ve sonuç olarak

k1

"
1

k1

 
k0

�
1

k1

�0
+

�
k0
k1

�0
+

�
1

k1

�(3)!#0
= 1

bulunur. Yukar¬daki sonuçlardan aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.2. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi

t ile parametrelendirmi̧s bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 e¼grisi birinci tip bir

oskülatör e¼grisine denktir gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki denklem sa¼glan¬r

k1

"
1

k1

 
k0

�
1

k1

�0
+

�
k0
k1

�0
+

�
1

k1

�(3)!#0
= 1: (4.5)
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·Ispat. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirmi̧s birinci tip bir bi-null oskülatör e¼gri olsun. O zaman yukar¬daki

hesaplamalardan (4:5) denkleminin sa¼gland¬¼g¬ aç¬kt¬r.

Tersine, kabul edelim ki (4:5) denklemi sa¼glans¬n. Bir X 2 R52 vektörünü

X = 
 (t)�
�
k0
k1
+

�
1

k1

�00�
L2 +

1

k1

 
k0

�
1

k1

�0
+

�
k0
k1

�0
+

�
1

k1

�(3)!
N1

+
1

k1
N2 +

�
1

k1

�0
W

şeklinde tan¬mlayal¬m. Buradan X 0 = 0 oldu¼gundan 
 e¼grisi birinci tip bir os-

külatör e¼griye denktir.

Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 den aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 4.3. k0 (t) ve k1 (t) fonksiyonlar¬

k1

"
1

k1

 
k0

�
1

k1

�0
+

�
k0
k1

�0
+

�
1

k1

�(3)!#0
= 1 (4.6)

şart¬n¬ sa¼glayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman R52 uzay¬nda

e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t ile parametrelendirmi̧s birinci tip

bir bi-null oskülatör e¼gri vard¬r.

Teorem 4.2 den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1. R52 uzay¬nda k0; k1 e¼grilikleri sabit olan birinci tip bir bi-null oskülatör

e¼gri yoktur.

Örnek 4.1. Aşa¼g¬daki e¼gri çiftleri (4:6) denklemini sa¼glar.

(i) k0 = t
2=2, k1 = 1 (ii) k0 = t=6, k1 = 1=t (iii) k0 = 0, k1 = 120=t4

Şimdi, R52 uzay¬nda ikinci tip bi-null oskülatör e¼grisini ele alal¬m. O zaman


 (t) konum vektörü (4:2) denklemini sa¼glar. (4:2) denkleminin t ye göre türevi

al¬n¬rsa,

L1 = (�01 � �3k1)L1 + (�1 + �2k1 � �4k0)L2 + (�02 � �3)N1 + (�03 � �4)N2

+(�04 + �3k0)W

bulunur. Buradan

�1 + �2k1 � �4k0 = 0; �04 + �3k0 = 0;

�02 � �3 = 0; �03 � �4 = 0; �01 � �3k1 = 1
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elde edilir. Bu denklemlerden

�1 = k0�
00
2 � k1�2, �3 = �

0
2, �4 = �

00
2

ve sonuç olarak

�
(3)
2 + k0�

0
2 = 0; k00�

00
2 �

�
2k1 + k

2
0

�
�02 � k01�2 = 1

bulunur. Yukar¬daki sonuçlardan aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.4. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi

t ile parametrelendirmi̧s bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 e¼grisi ikinci tip bir

oskülatör e¼grisine denktir gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki denklemleri sa¼glayan bir

�2 fonksiyonu vard¬r:

�
(3)
2 + k0�

0
2 = 0; k00�

00
2 �

�
2k1 + k

2
0

�
�02 � k01�2 = 1: (4.7)

·Ispat. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t ile

parametrelendirmi̧s ikinci tip bir bi-null oskülatör e¼gri olsun. O zaman yukar¬daki

hesaplamalardan (4:7) denkleminin sa¼gland¬¼g¬ aç¬kt¬r.

Tersine, kabul edelim ki bir �2 fonksiyonu için (4:7) denklemleri sa¼glans¬n.

Bir X 2 R52 vektörünü

X = 
 (t)� (k0�002 � k1�2)L1 � �2N1 � �02N2 � �002W

şeklinde tan¬mlayal¬m. Buradan X 0 = 0 oldu¼gundan 
 e¼grisi ikinci tip bir os-

külatör e¼griye denktir.

�02 6= 0 için, (4:7) in ilk denkleminden

k0 = �
�
(3)
2

�02

elde edilir. (4:7) in ikinci denkleminden,

k00�
00
2 � k20�02 � 1 = k01�2 + 2k1�02

elde edilir. �2 6= 0 ile çarp¬l¬rsa,

�
�22k1

�0
= k00�2�

00
2 � k20�2�02 � �2;
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ve sonuç olarak

k1 =
1

�22

Z �
k00�2�

00
2 � k20�2�02 � �2

�
dt

bulunur. Yukar¬daki hesaplamalardan ve Teorem 4.1 den aşa¼g¬daki teorem elde

edilir.

Teorem 4.5. �2 6= 0, �02 6= 0 olmak üzere bir �2 diferensiyellenebilir fonksiyonu
için

k0 = �
�
(3)
2

�02
; k1 =

1

�22

Z �
k00�2�

00
2 � k20�2�02 � �2

�
dt (4.8)

olsun. O zaman R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t ile

parametrelendirmi̧s ikinci tip bir bi-null oskülatör e¼gri vard¬r.

Örnek 4.2. Aşa¼g¬daki üçlüler (4:8) denklemlerini sa¼glar.

(i) �2 = t, k0 = 0; k1 = �1=2 (ii) �2 = t
2, k0 = 0; k1 = �1= (3t).

Son olarak, R52 uzay¬nda üçüncü tip bi-null oskülatör e¼grisini ele alal¬m. O

zaman 
 (t) konum vektörü (4:3) denklemini sa¼glar. (4:3) denkleminin t ye göre

türevi al¬n¬rsa,

L1 = (�01 � k1�4)L1 + (�1 + �02 + k1�3)L2 + (�03 � �4)N1 + �04N2

+(�2 + k0�4)W

bulunur. Buradan

�1 + �
0
2 + k1�3 = 0; �03 � �4 = 0; (4.9)

�2 + k0�4 = 0; �01 � k1�4 = 1; �04 = 0

elde edilir. Bu denklemlerden

�1 = c4k
0
0 � k1 (c4t+ c3) ; �2 = �c4k0; �3 = c4t+ c3; �4 = c4

ve sonuç olarak

c4k
00
0 � k01 (c4t+ c3)� 2c4k1 = 1

bulunur. Burada c3; c4 2 R. Yukar¬daki sonuçlardan aşa¼g¬daki teorem elde edilir.
Teorem 4.6. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi

t ile parametrelendirmi̧s bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 e¼grisi üçüncü tip bir
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oskülatör e¼grisine denktir gerek ve yeter şart c3; c4 2 R için aşa¼g¬daki denklem
şa¼glan¬r

c4k
00
0 � k01 (c4t+ c3)� 2c4k1 = 1: (4.10)

·Ispat. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirmi̧s üçüncü tip bir bi-null oskülatör e¼gri olsun. O zaman yukar¬daki

hesaplamalardan (4:10) denkleminin sa¼gland¬¼g¬ aç¬kt¬r.

Tersine, kabul edelim ki (4:10) denklemi sa¼glans¬n. Bir X 2 R52 vektörünü

X = 
 (t)� (c4k00 � k1 (c4t+ c3))L1 + c4k0L2 � (c4t+ c3)N1 � c4N2

şeklinde tan¬mlayal¬m. Buradan X 0 = 0 oldu¼gundan 
 e¼grisi üçüncü tip bir

oskülatör e¼griye denktir.

(c3; c4) 6= (0; 0) için (4:10) denklemini c4t+ c3 ile çarp¬l¬rsa,
�
(c4t+ c3)

2 k1
�0
= (c4t+ c3) (c4k

00
0 � 1)

elde edilir ve sonuç olarak

k1 =
1

(c4t+ c3)
2

Z
(c4t+ c3) (c4k

00
0 � 1) dt

bulunur. Yukar¬daki hesaplamalardan ve Teorem 4.1 den aşa¼g¬daki teorem elde

edilir.

Teorem 4.7. (c3; c4) 6= (0; 0) olmak üzere c3; c4 reel say¬lar¬ ve diferensiyel-

lenebilir bir k0 (t) fonksiyonu için

k1 =
1

(c4t+ c3)
2

Z
(c4t+ c3) (c4k

00
0 � 1) dt (4.11)

olsun. O zaman R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t ile

parametrelendirmi̧s üçüncü tip bir bi-null oskülatör e¼gri vard¬r.

Örnek 4.3. Aşa¼g¬daki dörtlüler (4:11) denklemini sa¼glar.

(i) c3 = 1, c4 = 0, k0 = t; k1 = �t
(ii) c3 = 0, c4 = 1, k0 = (t2 + t3) =2; k1 = t:

4.2. Normal veya Rekti�yan Bi-Null E¼griler

Bu bölümde, R52 uzay¬nda bir bi-null e¼grinin normal veya rekti�yan e¼gri olma

durumlar¬ incelenecektir.
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 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirmi̧s bir bi-

null e¼gri olsun. E¼ger 
 e¼grisinin konum vektörü her zaman

(i) L?1 =spfL1; L2; N2;Wg normal uzay¬nda kal¬yor ise 
 e¼grisi normal bi-null
e¼gri olarak adland¬r¬l¬r. O zaman normal bi-null e¼grinin konum vektörü i 2
f1; 2; 3; 4g olmak üzere baz¬ �i (t) diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için


 (t) = �1 (t)L1 (t) + �2 (t)L2 (t) + �3 (t)N2 (t) + �4 (t)W (t) (4.12)

denklemini sa¼glar.

(ii) L?2 =spfL1; L2; N1;Wg normal uzay¬nda kal¬yor ise 
 e¼grisi rekti�yan bi-
null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r. O zaman rekti�yan bi-null e¼grinin konum vektörü

i 2 f1; 2; 3; 4g olmak üzere baz¬ �i (t) diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için


 (t) = �1 (t)L1 (t) + �2 (t)L2 (t) + �3 (t)N1 (t) + �4 (t)W (t) (4.13)

denklemini sa¼glar.


 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirmi̧s bir normal bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) konum vektörü (4:12)

denklemini sa¼glar. (4:12) denkleminin t ye göre türevi al¬n¬rsa,

L1 = (�01 � �3k1)L1 + (�1 + �02 � �4k0)L2 + (�2 + �3k0 + �04)W

��3N1 + (�03 � �4)N2

bulunur. Buradan

�1 + �
0
2 � �4k0 = 0; �01 � �3k1 = 1; �2 + �3k0 + �

0
4 = 0; (4.14)

�03 � �4 = 0; �3 = 0

elde edilir. (4:14) denklemleri çözülerek,

�1 = �2 = �3 = �4 = 0 (4.15)

bulunur. Bu bir çeli̧skidir. Buradan aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.8. R52 uzay¬nda normal bi-null e¼gri yoktur.


 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirmi̧s bir rekti�yan bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) konum vektörü

(4:13) denklemini sa¼glar. (4:13) denkleminin t ye göre türevi al¬n¬rsa,

L1 = �
0
1L1 + (�1 + �

0
2 + �3k1 � �4k0)L2 + (�2 + �04)W + �03N1 � �4N2
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bulunur. Buradan

�01 = 1; �1 + �
0
2 + �3k1 � �4k0 = 0; (4.16)

�2 + �
0
4 = 0; �03 = 0; �4 = 0

elde edilir. (4:16) denklemleri çözülerek,

�2 = �4 = 0, �3 = c3 6= 0, �1 + c3k1 = 0, �1 = t+ c0 (4.17)

elde edilir. Burada c0 ve c3 reel say¬lard¬r. Sonuç olarak 
 e¼grisi aşa¼g¬daki gibi

yaz¬labilir:


 (t) = (t+ c0)L1 + c3N1: (4.18)

Yukar¬da elde edilen sonuçlar kullan¬larak, aşa¼g¬daki teorem verilebilir:

Teorem 4.9. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t

ile parametrelendirmi̧s bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 e¼grisi rekti�yan e¼gridir

gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki durumlardan biri sa¼glan¬r:

(i) k1 (t) = � (t+ c0) =c3;
(ii) uzakl¬k fonksiyonu � = k
k olmak üzere

�2 = ja0t+ a1j

dir,

(iii) h
; L1i = c3. Burada a0; c3 2 R= f0g ve a1; c0 2 R dir.
·Ispat. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 olan bi-null yay parametresi t ile

parametrelendirmi̧s bir rekti�yan bi-null e¼gri olsun. O zaman (4:17) kullan¬larak,

k1 (t) = � (t+ c0) =c3 bulunur. (4:18) denkleminden (ii) ve (iii) durumlar¬n¬n
sa¼gland¬¼g¬ aç¬kt¬r.

Tersine, kabul edelim ki (i) ; (ii) veya (iii) şartlar¬ndan biri sa¼glans¬n. E¼ger

(i) sa¼glan¬rsa, Frenet denklemleri kullan¬larak

d

dt
(
 � (t+ c0)L1 � c3N1) = 0

elde edilir. Buradan R52 uzay¬nda öteleme fark¬yla, 
 e¼grisi rekti�yan bir e¼gridir.

E¼ger (ii) sa¼glan¬rsa, h
; 
i = � (a0t+ a1) denkleminin t ye göre ikinci
türevi al¬narak, h
; L2i = 0 elde edilir. Buradan 
 e¼grisinin rekti�yan bir e¼gri

oldu¼gu elde edilir.
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E¼ger (iii) sa¼glan¬rsa, h
; L1i = c3 denkleminin t ye göre türevi al¬narak 

e¼grisinin rekti�yan bir e¼gri oldu¼gu görülür.

Son olarak R52 uzay¬nda spacelike konum vektörlü rekti�yan e¼griler için bir

teorem verece¼giz.

Teorem 4.10. (i) 
 (t) ; R52 uzay¬nda spacelike konum vektöre sahip olan bi-null

yay parametresi t ile parametrelendirmi̧s bir bi-null e¼gri olsun. E¼ger 
 rekti�yan

bir e¼gri ise parametre de¼gi̧sikli¼gi ile


 (s) = besy (s) , b 2 R+

olarak yaz¬l¬r. Burada y (s) ; S42 (1) = fx 2 R52jhx; xi = 1g uzay¬nda birim h¬zl¬

timelike e¼gridir ve

hd
2y

ds2
(s) ;

d2y

ds2
(s)i = 1; hd

3y

ds3
(s) ;

d3y

ds3
(s)i = 64b10e10s

a60
� 1, a0 2 R+

sa¼glan¬r.

(ii) Tersine, y (s) ; S42 (1) uzay¬nda birim h¬zl¬ timelike e¼gri olsun ve

hd
2y

ds2
(s) ;

d2y

ds2
(s)i = 1; hd

3y

ds3
(s) ;

d3y

ds3
(s)i = 64b10e10s

a60
� 1,

d2y

ds2
(s) 6= y (s) , a0; b 2 R+

şartlar¬n¬ sa¼glas¬n. O zaman 
 (s) = besy (s) e¼grisi parametre de¼gi̧sikli¼gi ile R52

uzay¬nda bir rekti�yan bi-null e¼gridir.

·Ispat. (i) 
 (t) ; R52 uzay¬nda spacelike konum vektöre sahip olan bi-null yay

parametresi t ile parametrelendirmi̧s bir rekti�yan bi-null e¼gri olsun. Teorem 4.9

ve 
 (t) spacelike konum vektörüne sahip oldu¼gundan, uzakl¬k fonksiyonu � = k
k
olmak üzere �2 = a0t + a1 > 0; a0 2 Rn f0g ; a1 2 R dir. Burada a0 2 R

+

seçilebilir.

y (t) = 
 (t) =� (t) olacak şekilde bir y (t) e¼grisi tan¬mlayal¬m. Burada y

e¼grisi S42 (1) pseudo küresinde yatan bir e¼gridir. O zaman


 (t) = y (t)
p
a0t+ a1 (4.19)

elde edilir. (4:19) denkleminin t ye göre türevi al¬n¬rsa,

L1 (t) =
a0

2
p
a0t+ a1

y (t) + y0 (t)
p
a0t+ a1 (4.20)
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bulunur. Buradan

hy0 (t) ; y0 (t)i = � a20
4 (a0t+ a1)

2 , ky0 (t)k = a0
2 (a0t+ a1)

elde edilir ve y e¼grisi timelike bir e¼gridir.

y e¼grisinin yay uzunlu¼gu parametresi s olmak üzere

s =

Z t

t0

ky0 (u)k du = 1

2
ln
a0t+ a1
b2

; b 2 R+:

O zaman a0t+ a1 = b2e2s eşitli¼gi (4:19) denkleminde yerine yaz¬larak


 (s) = besy (s)

elde edilir.

Ayr¬ca, 
 (s) = besy (s) denkleminin s ye göre ikinci türevi al¬n¬p,

dt=ds = 2b2e2s=a0

eşitli¼gi kullan¬larak,

L2 (t) =
a20
4b3
e�3s

�
d2y

ds2
(s)� y (s)

�
(4.21)

bulunur. hL2 (t) ; L2 (t)i = 0 ve (4:21) denkleminden
�
d2y

ds2
(s) ;

d2y

ds2
(s)

�
= 1

elde edilir. (4:21) denkleminin s ye göre türevi al¬n¬p, dt=ds = 2b2e2s=a0 eşitli¼gi

kullan¬larak

W (t) =
a30
8b5
e�5s

�
3y (s)� dy

ds
(s)� 3d

2y

ds2
(s) +

d3y

ds3
(s)

�
(4.22)

bulunur. hW (t) ;W (t)i = 1 ve (4:22) denkleminden
�
d3y

ds3
(s) ;

d3y

ds3
(s)

�
=
64b10e10s

a60
� 1

elde edilir.

(ii) ·Ilk olarak, (d2y=ds2) (s) 6= y (s) durumunda
n
d

ds
(s) ; d

2

ds2
(s)
o
lineer

ba¼g¬ms¬zd¬r. Bu şart alt¬nda 
 (s) = besy (s) için yeni bir parametre t seçelim

şöyle ki

s =
1

2
ln
a0t+ a1
b2

, a1 2 R
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olsun. Buradan


 (t) = y (t)
p
a0t+ a1 (4.23)

bulunur. y (s) e¼grisinin şartlar¬ kullan¬larak,

hy0 (t) ; y0 (t)i =
�a20

4 (a0t+ a1)
2 , (4.24)

hy00 (t) ; y00 (t)i =
�3a40

16 (a0t+ a1)
4 ,



y(3) (t) ; y(3) (t)

�
=

1

(a0t+ a1)
� 45
64

a60
(a0t+ a1)

6

elde edilir. (4:23) denkleminin türevi al¬narak,


0 (t) =
a0
2
(a0t+ a1)

� 1

2 y (t) + (a0t+ a1)
1

2 y0 (t) ;


00 (t) = �a
2
0

4
(a0t+ a1)

� 3

2 y (t) + a0 (a0t+ a1)
� 1

2 y0 (t) + (a0t+ a1)
1

2 y00 (t)

ve


(3) (t) =
3

8
a30 (a0t+ a1)

� 5

2 y (t)� 3
4
a20 (a0t+ a1)

� 3

2 y0 (t)

+
3

2
a0 (a0t+ a1)

� 1

2 y00 (t) + (a0t+ a1)
1

2 y(3) (t)

bulunur. Bu denklemler ve (4:24) denkleminden,

h
0(t); 
0(t)i = h
00(t); 
00(t)i = 0,



(3)(t); 
(3)(t)

�
= 1

elde edilir. Sonuç olarak, 
 e¼grisi bir bi-null e¼gridir ve t; 
 e¼grisinin bi-null yay

parametresidir. O zaman h
 (t) ; 
 (t)i = a0t+ a1 oldu¼gundan Teorem 4.9 den, 


e¼grisi R52 uzay¬nda bir rekti�yan bi-null e¼gridir.

Sonuç 4.2. Teorem 4.1 ve Teorem 4.9 in (i) şart¬ndan, R52 uzay¬nda rekti�yan

bi-null e¼grilerin varl¬¼g¬n¬ görebiliriz. Üstelik, Teorem 4.10 için, Teorem 4.1 de

bir spacelike vektör p0 seçerek, R52 uzay¬nda spacelike konum vektöre sahip olan

rekti�yan bi-null e¼grilerin varl¬¼g¬n¬ bulabiliriz.
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5. k-T·IP B·I-NULL SLANT HEL·ISLER

Bu bölümde, R52 uzay¬nda bi-null e¼grilerin k-tip slant helis olmas¬ için gerek

ve yeter şartlar elde edilecektir.


 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s, e¼gri-

likleri k0; k1 ve Frenet çat¬s¬ fL1; L2; N1; N2;Wg olan bir bi-null e¼gri olsun. Bu
bölümde 
 (t) e¼grisinin tamamen R52 uzay¬nda yatmas¬ için k1 6= 0 olarak al¬-

nacakt¬r.

V1 = L1, V2 = L2, V3 = N1, V4 = N2 ve V5 = W olsun.

Tan¬m 5.1. 
; R52 uzay¬nda Frenet çat¬s¬ fV1; V2; V3; V4; V5g olan bir bi-null e¼gri
olsun. E¼ger k 2 f0; 1; 2; 3; 4g için

hVk+1; Ui = sabit

olacak şekilde s¬f¬r olmayan bir sabit U 2 R52 vektörü varsa, 
 e¼grisi k-tip bi-null
slant helis olarak adland¬r¬l¬r. Özel olarak, k = 0 için 0-tip bi-null slant helis,

genel helistir.

·Ilk olarak, R52 uzay¬nda 0-tip bi-null slant helisleri göz önüne alal¬m.

Teorem 5.1. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) e¼grisi bir 0-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter şart k1 s¬f¬rdan farkl¬ bir sabit say¬d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki 
 (t) ;R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 0-tip bi-null slant helis olsun. O

zaman

hL1; Ui = c; c 2 R (5.1)

olacak şekilde s¬f¬r olmayan bir sabit U 2 R52 vektörü vard¬r. (5:1) denkleminin t
ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri kullan¬larak,

hL2; Ui = 0; hW;Ui = 0; hN2; Ui = 0 (5.2)

elde edilir. (5:2) denklemleri kullan¬larak,

U = �L1 + cN1 (5.3)
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olarak yaz¬l¬r. Burada � diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. (5:3) denkleminin

t ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri kullan¬larak,

0 = �0L1 + (�+ ck1)L2

bulunur. Buradan � sabit, c 6= 0 ve k1 = ��=c =sabit elde edilir.
Tersine, kabul edelim ki k1 s¬f¬rdan farkl¬ sabit bir say¬ olsun. c 6= 0 için

U = �ck1L1 + cN1 (5.4)

olacak şekilde bir U vektörü seçelim. Buradan U 0 = 0 ve hL1; Ui = c (sabit) elde
edilir. Sonuç olarak 
 (t) e¼grisi bir 0-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.1 den aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 5.2. k0 (t) diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve k1 (t) s¬f¬rdan farkl¬ sabit

bir fonksiyon olmak üzere R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametre-

lendirilmi̧s ve e¼grilikleri k0; k1 olan bir 0-tip bi-null slant helis vard¬r.

Sonuç 5.1. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 0-tip bi-null slant
helis olsun. c 2 Rn f0g ve 
 (t) e¼grisinin ekseni U olmak üzere

U = �ck1L1 + cN1

olarak verilir.

Sonuç 5.2. R52 uzay¬nda, 
 (t) e¼grisinin ekseni U olmak üzere hL1; Ui = 0 şart¬n¬
sa¼glayan 0-tip bi-null slant helis yoktur.

·Ikinci olarak, R52 uzay¬nda 1-tip bi-null slant helisleri göz önüne alal¬m.

Teorem 5.3. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) e¼grisi bir 1-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter şart c 2 Rn f0g veya a 2 Rn f0g olmak üzere k0
ve k1

ck000 � 2ck1 � (ct+ a) k01 = 0

şart¬n¬ sa¼glar.

·Ispat. Kabul edelim ki 
 (t) ;R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 1-tip bi-null slant helis olsun. O

zaman

hL2; Ui = c; c 2 R (5.5)
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olacak şekilde s¬f¬r olmayan bir sabit U 2 R52 vektörü vard¬r. (5:5) denkleminin t
ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri kullan¬larak, hW;Ui = 0 elde edilir.
O zaman U vektörü

U = �1L1 + �2L2 + �3N1 + cN2 (5.6)

olarak yaz¬l¬r. Burada i 2 f1; 2; 3g olmak üzere �i diferensiyellenebilir bir fonksiyon-
dur. (5:6) denkleminin t ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri kul-

lan¬larak,

0 = (�01 � ck1)L1 + (�1 + �02 + �3k1)L2 + (�03 � c)N1 + (�2 + ck0)W

elde edilir. Buradan 8
>>>>>><
>>>>>>:

�01 � ck1 = 0,
�1 + �

0
2 + �3k1 = 0;

�03 � c = 0,
�2 + ck0 = 0

(5.7)

bulunur. (5:7) in ikinci, üçüncü ve dördüncü denklemlerinden,

�1 = ck
0
0 � (ct+ a) k1, �3 = ct+ a ve �2 = �ck0 (5.8)

bulunur. Burada c 2 Rn f0g veya a 2 Rn f0g d¬r. (5:7) in birinci denklemi ve
(5:8) kullan¬larak,

ck000 � 2ck1 � (ct+ a) k01 = 0

elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki k0 ve k1

ck000 � 2ck1 � (ct+ a) k01 = 0

şart¬n¬ sa¼glas¬n. Burada c 2 Rn f0g veya a 2 Rn f0g d¬r. O zaman

U = (ck00 � (ct+ a) k1)L1 � ck0L2 + (ct+ a)N1 + cN2

olacak şekilde bir U vektörü seçelim. Buradan U 0 = 0 ve hL2; Ui = c (sabit) elde
edilir. Sonuç olarak, 
 (t) e¼grisi bir 1-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.3 den aşa¼g¬daki teorem verilebilir.
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Teorem 5.4. c 2 Rn f0g veya a 2 Rn f0g olmak üzere k0 (t) ve k1 (t)

ck000 � 2ck1 � (ct+ a) k01 = 0 (5.9)

şart¬n¬ sa¼glayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman R52 uzay¬nda bi-

null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s ve e¼grilikleri k0; k1 olan bir 1-tip

bi-null slant helis vard¬r.

Örnek 5.1. Aşa¼g¬daki e¼gri çiftleri (5:9) denklemini sa¼glar.

(i) k0 = t
2, k1 = 1� a2=(ct+ a)2 (ii) k0 = t, k1 = 1= (ct+ a)

2

Sonuç 5.3. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 1-tip bi-null slant

helis olsun. 
 (t) e¼grisinin ekseni U olmak üzere

U = (ck00 � (ct+ a) k1)L1 � ck0L2 + (ct+ a)N1 + cN2 (5.10)

olarak verilir.

Sonuç 5.4. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) 0-tip bi-null slant
helistir gerek ve yeter şart 
 (t) ; asli normal vektörü L2; helisin ekseni U ile

ortogonal olan 1-tip bi-null slant helistir.

·Ispat. Kabul edelim ki 
 (t) ;R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 0-tip bi-null slant helis olsun. O

zaman

hL1; Ui = c; c 2 Rn f0g (5.11)

olacak şekilde s¬f¬r olmayan bir sabit U 2 R52 vektörü vard¬r. (5:11) denkleminin
t ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri kullan¬larak, hL2; Ui = 0 elde

edilir. Buradan 
 (t) ; asli normal vektörü L2; helisin ekseni U ile ortogonal olan

1-tip bi-null slant helistir.

Tersine, kabul edelim ki 
 (t) ; asli normal vektörü L2; helisin ekseni U ile

ortogonal olan 1-tip bi-null slant helis olsun. O zaman (5:7) denkleminde c = 0

al¬n¬rsa, k1 s¬f¬rdan farkl¬ sabit say¬ olarak bulunur. Buradan 
 (t) 0-tip bi-null

slant helistir.

Sonuç 5.5. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) 1-tip bi-null slant
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helistir gerek ve yeter şart c 2 Rn f0g veya a 2 Rn f0g olmak üzere k0 ve k1

(ct+ a) (ck00 � (ct+ a) k1)� c2k0 = sabit (5.12)

şart¬n¬ sa¼glar.

·Ispat. Kabul edelim ki 
 (t) e¼grisi R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile

parametrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 1-tip bi-null slant helis olsun.
Sonuç 5.3 ve U vektörünün sabitli¼gi kullan¬larak,

(ct+ a) (ck00 � (ct+ a) k1)� c2k0 = sabit

elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki (5:12) şart¬ sa¼glans¬n. O zaman (5:12) denkleminin

t ye göre türevi al¬n¬rsa,

ck000 � 2ck1 � (ct+ a) k01 = 0

bulunur. Sonuç olarak, Teorem 5.3 den, 
 (t) 1-tip bi-null slant helistir.

Sonuç 5.6. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 1-tip bi-null slant helis olsun. E¼ger 
 (t) e¼grisinin

(5:10) deki ekseni U bir null vektör ve c 6= 0 ise o zaman

k0 =
ct+ a

c

Z
k1 (t) dt.

·Ispat. Kabul edelim ki (5:10) deki ekseni U bir null vektör olsun. O zaman

(ct+ a) (ck00 � (ct+ a) k1)� c2k0 = 0

bulunur. Bu diferensiyel denklem k0 a göre çözülürse istenilen sonuç elde edilir.

Üçüncü olarak, R52 uzay¬nda 2-tip bi-null slant helisleri göz önüne alal¬m.

Teorem 5.5. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) e¼grisi bir 2-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter şart k1 s¬f¬rdan farkl¬ bir sabit say¬d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki 
 (t) ;R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 2-tip bi-null slant helis olsun. O

zaman

hN1; Ui = c; c 2 R (5.13)
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olacak şekilde s¬f¬r olmayan bir sabit U 2 R52 vektörü vard¬r. (5:13) denkleminin
t ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri kullan¬larak,

hL2; Ui = 0; hW;Ui = 0; hN2; Ui = 0: (5.14)

elde edilir. (5:14) denklemleri kullan¬larak,

U = cL1 + �N1 (5.15)

olarak yaz¬l¬r. Burada � diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. (5:15) denkleminin

t ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri kullan¬larak,

0 = (c+ �k1)L2 + �
0N1

bulunur. Buradan � s¬f¬rdan farkl¬ sabit, c 6= 0 ve k1 = (�c=�) =sabit elde edilir.
Tersine, kabul edelim ki k1 s¬f¬rdan farkl¬ sabit bir say¬ olsun. c 6= 0 için

U = cL1 �
c

k1
N1

olacak şekilde bir U vektörü seçelim. Buradan U 0 = 0 ve hN1; Ui = c (sabit) elde
edilir. Sonuç olarak 
 (t) e¼grisi bir 2-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.5 den aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 5.6. k0 (t) diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve k1 (t) s¬f¬rdan farkl¬ sabit

bir fonksiyon olmak üzere R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametre-

lendirilmi̧s ve e¼grilikleri k0; k1 olan bir 2-tip bi-null slant helis vard¬r.

Sonuç 5.7. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 2-tip bi-null slant
helis olsun. c 2 Rn f0g ve 
 (t) e¼grisinin ekseni U olmak üzere

U = cL1 �
c

k1
N1

olarak verilir.

Sonuç 5.8. R52 uzay¬nda, 
 (t) e¼grisinin ekseni U olmak üzere hN1; Ui = 0 şart¬n¬
sa¼glayan 2-tip bi-null slant helis yoktur.

Sonuç 5.9. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) bir 2-tip bi-null

slant helistir gerek ve yeter şart 
 (t) bir 0-tip bi-null slant helistir.
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Sonuç 5.10. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) bir 2-tip bi-null

slant helistir gerek ve yeter şart 
 (t) ; asli normal vektörü L2; helisin ekseni U ile

ortogonal olan 1-tip bi-null slant helistir.

Dördüncü olarak, R52 uzay¬nda 3-tip bi-null slant helisleri göz önüne alal¬m.

Teorem 5.7. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) e¼grisi bir 3-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter şart c 2 R ve �2 s¬f¬r olmayan diferensiyellenebilir
bir fonksiyon olmak üzere k0 ve k1

k0�
(3)
2 + k00�

00
2 � 2k1�02 � k01�2 = 0 (5.16)

ve

c+ k0�
0
2 + �

(3)
2 = 0 (5.17)

denklemlerini sa¼glar.

·Ispat. Kabul edelim ki 
 (t) ;R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 3-tip bi-null slant helis olsun. O

zaman

hN2; Ui = c; c 2 R

olacak şekilde s¬f¬r olmayan bir sabit U 2 R52 vektörü vard¬r. O zaman U vektörü

U = �1L1 + cL2 + �2N1 + �3N2 + �4W (5.18)

olarak yaz¬l¬r. Burada i 2 f1; 2; 3; 4g olmak üzere �i diferensiyellenebilir bir
fonksiyondur. (5:18) denkleminin t ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri

kullan¬larak,

0 = (�01 � k1�3)L1 + (�1 + k1�2 � k0�4)L2 + (�02 � �3)N1

+(�03 � �4)N2 + (c+ k0�3 + �04)W

elde edilir. Buradan 8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�01 � k1�3 = 0;
�1 + k1�2 � k0�4 = 0;

�02 � �3 = 0;
�03 � �4 = 0;

c+ k0�3 + �
0
4 = 0

(5.19)
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bulunur. (5:19) den �2 s¬f¬r olmayan bir fonksiyondur. (5:19) denklemlerinin

çözerek,

k0�
(3)
2 + k00�

00
2 � 2k1�02 � k01�2 = 0

ve

c+ k0�
0
2 + �

(3)
2 = 0

elde edilir.

Tersine kabul edelim ki (5:16) ve (5:17) denklemleri sa¼glans¬n. O zaman

U = (k0�
00
2 � k1�2)L1 + cL2 + �2N1 + �02N2 + �002W

olacak şekilde bir U vektörü seçelim. Buradan U 0 = 0 ve hN2; Ui = c (sabit) elde
edilir. Sonuç olarak, 
 (t) e¼grisi bir 3-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.7 den aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 5.8. c 2 R ve �2 s¬f¬r olmayan diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak
üzere k0 (t) ve k1 (t)

k0�
(3)
2 + k00�

00
2 � 2k1�02 � k01�2 = 0 (5.20)

ve

c+ k0�
0
2 + �

(3)
2 = 0 (5.21)

denklemlerini sa¼glayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman, R52 uza-

y¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s ve e¼grilikleri k0; k1 olan

bir 3-tip bi-null slant helis vard¬r.

Örnek 5.2. Aşa¼g¬daki e¼gri çiftleri (5:20) ve (5:21) denklemlerini sa¼glar.

(i) �2 = t
2, k0 = �c=2t, k1 = c=t3 (ii) �2 = t, k0 = �c, k1 = 1=t2

Sonuç 5.11. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 3-tip bi-null slant
helis olsun. 
 (t) e¼grisinin ekseni U olmak üzere

U = (k0�
00
2 � k1�2)L1 + cL2 + �2N1 + �02N2 + �002W

olarak verilir. Burada c 2 R ve �2 s¬f¬r olmayan diferensiyellenebilir bir fonksiyon-
dur şöyle ki

k0�
(3)
2 + k00�

00
2 � 2k1�02 � k01�2 = 0
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ve

c+ k0�
0
2 + �

(3)
2 = 0

denklemleri sa¼glan¬r.

Sonuç 5.12. �2 6= 0 ve �02 6= 0 olmak üzere bir �2 fonksiyonu için, (5:16) ve

(5:17) denklemleri kullan¬larak

k0 = �
(�
(3)
2 + c)

�02

ve

k1 =
1

�22

Z
�2

�
k0�

(3)
2 + k00�

00
2

�
dt

elde edilir.

Son olarak, R52 uzay¬nda 4-tip bi-null slant helisleri göz önüne alal¬m.

Teorem 5.9. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) e¼grisi bir 4-tip bi-
null slant helistir gerek ve yeter şart c; a1; a2 2 R ve (c; a1; a2) 6= (0; 0; 0) olmak
üzere k0 ve k1

3ck00 + (ct+ a1) (k
00
0 � 2k1)�

�
c
t2

2
+ a1t+ a2

�
k01 = 0 (5.22)

denklemini sa¼glar.

·Ispat. Kabul edelim ki 
 (t) ;R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 4-tip bi-null slant helis olsun. O

zaman

hW;Ui = c; c 2 R (5.23)

olacak şekilde s¬f¬r olmayan bir sabit U 2 R52 vektörü vard¬r. O zaman U vektörü

U = �1L1 + �2L2 + �3N1 + �4N2 + cW (5.24)

olarak yaz¬l¬r. Burada i 2 f1; 2; 3; 4g olmak üzere �i diferensiyellenebilir bir
fonksiyondur. (5:24) denkleminin t ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri

kullan¬larak,

0 = (�01 � k1�4)L1 + (�1 + �02 + �3k1 � ck0)L2 + (�03 � �4)N1

+(�04 � c)N2 + (�2 + k0�4)W
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elde edilir. Buradan 8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�01 � k1�4 = 0;
�1 + �

0
2 + �3k1 � ck0 = 0;

�03 � �4 = 0;
�04 � c = 0;

�2 + k0�4 = 0

(5.25)

bulunur. (5:25) in son dört denkleminden,

�2 = �k0 (ct+ a1) , �3 = c
t2

2
+ a1t+ a2, �4 = ct+ a1,

�1 = 2ck0 + (ct+ a1) k
0
0 �

�
c t

2

2
+ a1t+ a2

�
k1

(5.26)

bulunur. Burada a1; a2 2 R ve (c; a1; a2) 6= (0; 0; 0) d¬r. (5:25) in birinci denklemi
ve (5:26), kullan¬larak,

3ck00 + (ct+ a1) (k
00
0 � 2k1)�

�
c
t2

2
+ a1t+ a2

�
k01 = 0

elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki k0 ve k1

3ck00 + (ct+ a1) (k
00
0 � 2k1)�

�
c
t2

2
+ a1t+ a2

�
k01 = 0

şart¬n¬ sa¼glas¬n. Burada c; a1; a2 2 R ve (c; a1; a2) 6= (0; 0; 0) d¬r. O zaman

U =

�
2ck0 + (ct+ a1) k

0
0 �

�
c
t2

2
+ a1t+ a2

�
k1

�
L1 � k0 (ct+ a1)L2

+

�
c
t2

2
+ a1t+ a2

�
N1 + (ct+ a1)N2 + cW

olacak şekilde bir U vektörü seçelim. Buradan U 0 = 0 ve hW;Ui = c (sabit) elde
edilir. Sonuç olarak, 
 (t) e¼grisi bir 4-tip bi-null slant helistir.

Teorem 4.1 ve Teorem 5.9 dan aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 5.10. c; a1; a2 2 R ve (c; a1; a2) 6= (0; 0; 0) olmak üzere k0 (t) ve k1 (t)

3ck00 + (ct+ a1) (k
00
0 � 2k1)�

�
c
t2

2
+ a1t+ a2

�
k01 = 0 (5.27)

şart¬n¬ sa¼glayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman R52 uzay¬nda bi-

null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s ve e¼grilikleri k0; k1 olan bir 4-tip

bi-null slant helis vard¬r.
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Örnek 5.3. Aşa¼g¬daki e¼gri çiftleri (5:27) denklemini sa¼glar.

(i) k0 = 1, k1 =
�
c t

2

2
+ a1t+ a2

��2

(ii) k0 = t, k1 = 2ct (6a2 + 3a1t+ ct2) = (2a2 + 2a1t+ ct2)
2

Sonuç 5.13. 
 (t) ; R52 uzay¬nda e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 4-tip bi-null slant
helis olsun. 
 (t) e¼grisinin ekseni U olmak üzere

U =
�
2ck0 + (ct+ a1) k

0
0 �

�
c t

2

2
+ a1t+ a2

�
k1

�
L1 � k0 (ct+ a1)L2

+
�
c t

2

2
+ a1t+ a2

�
N1 + (ct+ a1)N2 + cW

olarak verilir.

Sonuç 5.14. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) 1-tip bi-null slant
helistir gerek ve yeter şart 
 (t) e¼grisi, U ekseni hW;Ui = 0 şart¬n¬ sa¼glayan 4-tip
bi-null slant helistir.

·Ispat. Kabul edelim ki 
 (t) ;R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile para-

metrelendirilmi̧s, e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 1-tip bi-null slant helis olsun. O

zaman

hL2; Ui = c; c 2 R (5.28)

olacak şekilde s¬f¬r olmayan bir sabit U 2 R52 vektörü vard¬r. (5:28) denkleminin
t ye göre türevi al¬n¬p, (3:1) Frenet denklemleri kullan¬larak, hW;Ui = 0 elde

edilir. Buradan 
 (t) e¼grisi, U ekseni hW;Ui = 0 şart¬n¬ sa¼glayan 4-tip bi-null

slant helistir.

Tersine, kabul edelim ki 
 (t) e¼grisi, U ekseni hW;Ui = 0 şart¬n¬ sa¼glayan
4-tip bi-null slant helis olsun. O zaman (5:22) denkleminde c = 0 al¬n¬rsa

a1k
00
0 � 2a1k1 � (a1t+ a2) k01 = 0

elde edilir. Burada (a1; a2) 6= (0; 0). Sonuç olarak, Teorem 5.3 den 
 (t) 1-tip

bi-null slant helistir.

Sonuç 5.13 kullan¬larak aşa¼g¬daki Sonuç 5.16 elde edilir.

Sonuç 5.15. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir bi-null e¼gri olsun. O zaman 
 (t) 4-tip bi-null slant
helistir gerek ve yeter şart c; a1; a2 2 R ve (c; a1; a2) 6= (0; 0; 0) için k0 ve k1
�
c
t2

2
+ a1t+ a2

��
2ck0 + (ct+ a1) k

0
0 �

�
c
t2

2
+ a1t+ a2

�
k1

�
�(ct+ a1)2 k0 = sabit
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denklemini sa¼glar.

Sonuç 5.16. 
 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirilmi̧s,

e¼grilikleri k0; k1 6= 0 olan bir 4-tip bi-null slant helis olsun. E¼ger 
 (t) e¼grisinin

Sonuç 5.13 deki ekseni U bir null vektör ise o zaman

k1 =
1�

c t
2

2
+ a1t+ a2

�
"
2ck0 + (ct+ a1) k

0
0 �

2 (ct+ a1)
2 k0 � c2

2
�
c t

2

2
+ a1t+ a2

�
#
:

Burada c; a1; a2 2 R ve (c; a1; a2) 6= (0; 0; 0) dir.
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6. B·I-NULL E¼GR·ILER VE REGLE YÜZEYLER·I


 (t) ; R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirmi̧s, Frenet

çat¬s¬ fL1; L2; N1; N2;Wg ve e¼grilikleri k0; k1 olan bir bi-null e¼gri olsun. Bu

bölümde R52 uzay¬nda

M1 : x (t; u) = 
 (t) + uN1 (t) (6.1)

ve

M2 : y (t; u) = 
 (t) + uW (t) ; u > 0 (6.2)

do¼grusal (regle) yüzeylerini inceleyece¼giz.

·Ilk olarak, (6:1) ile parametrelendirilmi̧s M1 regle yüzeyini göz önüne

alal¬m. O zaman

xt = L1 + uk1L2; xu = N1

ve

hxt; xti = hxu; xui = 0; hxt; xui = 1

elde edilir. Buradan, M1 yüzeyinin �at Lorentz yüzey oldu¼gu bulunur.

e1 =
1p
2
(xt + xu) =

1p
2
(L1 + uk1L2 +N1) ;

e2 =
1p
2
(xt � xu) =

1p
2
(L1 + uk1L2 �N1)

alal¬m. O zaman fe1; e2g, M1 yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n i̧sareti (+;�) olan orto-
normal bir çat¬s¬d¬r.

e3 = W; e4 =
1p
2
(N2 � uk1N1 + L2) ; e5 =

1p
2
(N2 � uk1N1 � L2)

alal¬m. O zaman fe3; e4; e5g ; M1 yüzeyinin normal uzay¬n¬n i̧sareti (+;+;�) olan
ortonormal bir çat¬s¬d¬r.

M1 yüzeyinin ikinci temel formu h nin bileşenleri

h311 = hDe1e1; e3i =
1

2
uk1, h312 = hDe1e2; e3i =

1

2
uk1, h322 = hDe2e2; e3i =

1

2
uk1;

h411 = hDe1e1; e4i =
1

2
p
2
(1 + uk01 + 2k1) , h422 = hDe2e2; e4i =

1

2
p
2
(1 + uk01 � 2k1) ,
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h412 = hDe1e2; e4i =
1

2
p
2
(1 + uk01) , h511 = �hDe1e1; e5i =

�1
2
p
2
(1 + uk01 + 2k1) ,

h512 = �hDe1e2; e5i =
�1
2
p
2
(1 + uk01) , h522 = �hDe2e2; e5i =

�1
2
p
2
(1 + uk01 � 2k1)

olarak elde edilir.

Teorem 6.1. M1 yüzeyinin ortalama e¼grilik vektörü H olmak üzere H = k1L2

dir.

·Ispat. Ortalama e¼grilik vektörü H aşa¼g¬daki gibi elde edilir:

H =
1

2

X

�

(h�11 � h�22) e�

=
k1p
2
(e4 � e5) = k1L2:

Sonuç 6.1. M1 yüzeyi minimal yüzeydir gerek ve yeter şart k1 = 0 d¬r.

Sonuç 6.2. E¼ger her t 2 R için k1 (t) 6= 0 ise M1 yüzeyi marginally trapped

yüzeydir.

DXH uzay¬n¬n normal k¬sm¬ ?rXH = (DXH)
?

olmak üzere H = k1L2

oldu¼gundan DxuH = 0 ve DxtH = k01L2 + k1W olur. Böylece ?rxu H = 0 d¬r.

Ayr¬ca

hDxtH; e3i = k1; hDxtH; e4i =
1p
2
k01; hDxtH; e5i =

1p
2
k01

bulunur. Buradan

?rxtH = k1e3 +
1p
2
k01e4 �

1p
2
k01e5

olur. O zaman aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 6.2. M1 yüzeyi paralel ortalama e¼grilik vektörüne sahiptir gerek ve

yeter şart k1 = 0 veya H = 0 d¬r.

Teorem 6.3. M1 yüzeyinin normal e¼grilik tensörü s¬f¬rd¬r.

·Ispat.

R3412 = h311h
4
21 � h321h411 � h312h422 + h322h412 = 0;

R3512 = �h311h521 + h321h511 + h312h522 � h322h512 = 0;

R4512 = �h411h521 + h421h511 + h412h522 � h422h512 = 0

olarak bulunur. Buradan ?R = 0 d¬r.
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Şimdi (6:2) ile parametrelendirilmi̧s M2 regle yüzeyini göz önüne alal¬m.

O zaman

yt = L1 � uk0L2 � uN2; yu = W;

ve

hyt; yti = 2u2k0; hyu; yui = 1; hyt; yui = 0

elde edilir. E¼ger k0 6= 0 ise M2 yüzeyi �at Lorentz yüzeydir.

Durum 1. Kabul edelim ki k0 > 0 olsun. O zaman

e1 = yu = W;

e2 =
1

u
p
2k0
yt =

1

u
p
2k0

(L1 � uk0L2 � uN2)

alal¬m. O zaman fe1; e2g, M2 yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n i̧sareti (+;+) olan orto-

normal bir çat¬s¬d¬r.

e3 =
1p
2

�
L1 +N1 +

1

u
L2

�
;

e4 =
1p
2

�
L1 �N1 �

1

u
L2

�
;

e5 =
1p
2k0

�
�1
u
L1 � k0L2 +N2

�

alal¬m. O zaman fe3; e4; e5g ; M2 yüzeyinin normal uzay¬n¬n i̧sareti (+;�;�) olan
ortonormal bir çat¬s¬d¬r.

M2 yüzeyinin ikinci temel formu h nin bileşenleri

h311 = hDe1e1; e3i = 0, h411 = �hDe1e1; e4i = 0, h511 = �hDe1e1; e5i = 0;

h312 = hDe1e2; e3i = �
1

2u2
p
k0
, h412 = �hDe1e2; e4i = �

1

2u2
p
k0
;

h512 = �hDe1e2; e5i = 0, h322 = hDe2e2; e3i =
1 + k1

2
p
2uk0

,

h422 = �hDe2e2; e4i =
k1 � 1
2
p
2uk0

; h522 = �hDe2e2; e5i =
k00

2
p
2u (k0)

3=2

olarak elde edilir.

Teorem 6.4. k0 > 0 için M1 yüzeyinin ortalama e¼grilik vektörü H olmak üzere

H =

�
2uk0k1 � k00
8u2k20

�
L1 +

�
2� uk00
8u2k0

�
L2 +

�
1

4uk0

�
N1 +

�
k00
8uk20

�
N2

dir.
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·Ispat. Ortalama e¼grilik vektörü H aşa¼g¬daki gibi elde edilir:

H =
1

2

X

�

(h�11 + h
�
22) e�

=
1

4
p
2u

 
1 + k1
k0

e3 +
k1 � 1
k0

e4 +
k00

(k0)
3=2
e5

!

=

�
2uk0k1 � k00
8u2k20

�
L1 +

�
2� uk00
8u2k0

�
L2 +

�
1

4uk0

�
N1 +

�
k00
8uk20

�
N2:

Sonuç 6.3. M2 yüzeyi marginally trapped yüzeydir gerek ve yeter şart

(k00)
2 � 4k0k1 = 0

d¬r.

·Ispat. Teorem 6.4 ten

hH;Hi = 4k0k1 � (k00)2
32u2k30

bulunur. Buradan istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 6.3 ve Teorem 4.1. den, R52 uzay¬nda �at marginally trapped space-

like yüzeylerin bir s¬n¬f¬n¬ elde edebiliriz.

Örnek 6.1. t 6= 0 olmak üzere k0 = t2 ve k1 = 1 fonksiyonlar¬n¬ e¼grilikleri olarak
kabul eden 
 bi-null e¼grisi için M2 yüzeyi R52 uzay¬nda �at marginally trapped

spacelike yüzeydir.

Durum 2. Kabul edelim ki k0 < 0 olsun. O zaman

e1 = yu = W;

e2 =
1

u
p
�2k0

yt =
1

u
p
�2k0

(L1 � uk0L2 � uN2)

alal¬m. O zaman fe1; e2g, M2 yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n i̧sareti (+;�) olan orto-
normal bir çat¬s¬d¬r.

e3 =
1p
2

�
L1 +N1 +

1

u
L2

�
;

e4 =
1p
�2k0

�
�1
u
L1 � k0L2 +N2

�
;

e5 =
1p
2

�
L1 �N1 �

1

u
L2

�

alal¬m. O zaman fe3; e4; e5g ; M2 yüzeyinin normal uzay¬n¬n i̧sareti (+;+;�) olan
ortonormal bir çat¬s¬d¬r.
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M2 yüzeyinin ikinci temel formu h nin bileşenleri

h311 = hDe1e1; e3i = 0, h411 = hDe1e1; e4i = 0, h511 = �hDe1e1; e5i = 0;

h312 = hDe1e2; e3i = �
1

2u2
p
�k0

, h412 = hDe1e2; e4i = 0;

h512 = �hDe1e2; e5i = �
1

2u2
p
�k0

, h322 = hDe2e2; e3i = �
1 + k1

2
p
2uk0

,

h422 = hDe2e2; e4i = �
k00

2
p
2u (�k0)3=2

; h522 = �hDe2e2; e5i =
1� k1
2
p
2uk0

olarak elde edilir.

Teorem 6.5. k0 < 0 için M2 yüzeyinin ortalama e¼grilik vektörü H olmak üzere

H =

�
2uk0k1 � k00
8u2k20

�
L1 +

�
2� uk00
8u2k0

�
L2 +

�
1

4uk0

�
N1 +

�
k00
8uk20

�
N2

dir.

·Ispat. Ortalama e¼grilik vektörü H aşa¼g¬daki gibi elde edilir:

H =
1

2

X

�

(h�11 � h�22) e�

=
1

4
p
2u

 
1 + k1
k0

e3 +
k00

(�k0)3=2
e4 +

k1 � 1
k0

e5

!

=

�
2uk0k1 � k00
8u2k20

�
L1 +

�
2� uk00
8u2k0

�
L2 +

�
1

4uk0

�
N1 +

�
k00
8uk20

�
N2:

Sonuç 6.4. M2 yüzeyi marginally trapped yüzeydir gerek ve yeter şart

(k00)
2 � 4k0k1 = 0

d¬r.

·Ispat. Teorem 6.5 ten,

hH;Hi = 4k0k1 � (k00)2
32u2k30

bulunur. Buradan istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 6.4 ve Teorem 4.1. den, R52 uzay¬nda �at marginally trapped Lorentz

yüzeylerin bir s¬n¬f¬n¬ elde edebiliriz.

Örnek 6.2. t 6= 0 olmak üzere k0 = �t2 ve k1 = �1 fonksiyonlar¬n¬ e¼grilikleri
olarak kabul eden 
 bi-null e¼grisi için M2 yüzeyi R52 uzay¬nda �at marginally

trapped Lorentz yüzeydir.
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Not. R52 uzay¬nda bi-null yay parametresi t ile parametrelendirmi̧s bir 
 (t) bi-

null e¼grisi için,

F1 (t; u) = 
 (t) + uL1 (t) ,

F2 (t; u) = 
 (t) + uL2 (t)

ve

F3 (t; u) = 
 (t) + uN2 (t)

parametrizasyonu ile verilen regle yüzeyleri de düşünülebilir. Fakat bu yüzey-

lerin indirgenmi̧s metri¼gi dejeneredir, yani bu yüzeyler lightlike yüzeydir. Bu tez

çal¬̧smas¬nda non-dejenere yüzeyler çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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7. B·I-NULL E¼GR·ILER VE LORENTZ·IYEN STAT·IONARY

YÜZEYLER

P (u) ve Q(v); R52 uzay¬nda null e¼griler olmak üzere

f (u; v) = P (u) +Q (v)

Lorentz stationary yüzeyini göz önüne alal¬m. O zaman aşa¼g¬daki durumlar ayr¬

ayr¬ düşünülebilir:

(i) P (u) ve Q(v) bi-null yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s bi-null

e¼grilerdir,

(ii) P (u) bi-null yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s bi-null e¼gri ve

Q(v) pseudo yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s bir null e¼gridir.

Bu bölümde, bu tip bir Lorentz stationary yüzey için

S42 (1) =
�
x 2 R52j hx; xi = 1

	

pseudo küresinde yatan Gauss dönüşümüne benzer bir dönüşümü inceleyece¼giz.

Bu dönüşümü k¬saca "Gauss-like dönüşüm" olarak adland¬raca¼g¬z.

·Ilk olarak, (i) durumunu göz önüne alal¬m. P (u) ve Q(v); R52 uzay¬nda

s¬ras¬yla u ve v bi-null yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s bi-null e¼griler

olmak üzere M Lorentz stationary yüzeyi

f (u; v) = P (u) +Q (v)

olarak verilsin. Burada hP 0 (u) ; Q0 (v)i 6= 0 d¬r.
a = hP 0 (u) ; Q0 (v)i alal¬m. Parametre yönlendirilmesinin de¼gi̧sikli¼gi ile

a > 0 olarak kabul edelim. M yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi K

K = �aauv � auav
a3

olarak bulunur.

e1 =
1p
2a
(fu + fv) =

1p
2a
(P 0 (u) +Q0 (v)) ;

e2 =
1p
2a
(fu � fv) =

1p
2a
(P 0 (u)�Q0 (v))
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alal¬m. O zaman fe1; e2g, M yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n i̧sareti (+;�) olan orto-
normal bir çat¬s¬d¬r.

W1 = P 00 (u)� au
a
P 0 (u) ;

W2 = Q00 (v)� av
a
Q0 (v)

olsun. i = 1; 2 için hWi; P
0 (u)i = hWi; Q

0 (v)i = hWi;Wii = 0 oldu¼gu kolayca

görülebilir.

b = hW1;W2i =
aauv � auav

a
= �a2K

olarak tan¬mlayal¬m ve kabul edelim ki K 6= 0 olsun.

e3 =
1p
2"b

(W1 +W2)

=
1p
2"b

�
P 00 (u)� au

a
P 0 (u) +Q00 (v)� av

a
Q0 (v)

�
;

e4 =
1p
2"b

(W1 �W2)

=
1p
2"b

�
P 00 (u)� au

a
P 0 (u)�Q00 (v) + av

a
Q0 (v)

�
;

e5 = P (3) (u)� aauuv � avauu
aauv � auav

P 00 (u) +
auauuv � auuauv
aauv � auav

P 0 (u)

alal¬m. Burada " = �1 öyle ki "b > 0. O zaman fe3; e4; e5g ; M yüzeyinin normal

uzay¬n¬n i̧sareti (";�";+) olan ortonormal bir çat¬s¬d¬r. Buradan

he5; P 0 (u)i = he5; P 00 (u)i = he5; Q0 (v)i = he5; Q00 (v)i = 0

oldu¼gu görülür.

M yüzeyinin ikinci temel formu h nin bileşenleri

h311 = " hDe1e1; e3i =
"

2a
hP 00 (u) +Q00 (v) ; e3i =

p
2"b

2a
;

h322 = " hDe2e2; e3i =
"

2a
hP 00 (u) +Q00 (v) ; e3i =

p
2"b

2a
;

h412 = �" hDe1e2; e4i =
�"
2a
hP 00 (u)�Q00 (v) ; e4i =

p
2"b

2a
;

h312 = h411 = h
4
22 = h

5
11 = h

5
12 = h

5
22 = 0

olarak elde edilir.

M yüzeyinin S42 (1) uzay¬na tan¬ml¬ Gauss-like dönüşümünü

G = e5
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olarak tan¬mlayal¬m.

De1e5 = p1e1 + p2e2 + p3e3 + p4e4 + p5e5

olarak yaz¬labilir. O zaman p5 = 0,

p1 = hDe1e5; e1i = �hDe1e1; e5i = �h511 = 0;

p2 = �hDe1e5; e2i = hDe1e2; e5i = h512 = 0;

p3 = " hDe1e5; e3i = �" hDe1e3; e5i

=
�"p
4"ab

(1 + auuvv + Aauvv +Bavv) ;

p4 = �" hDe1e5; e4i = " hDe1e4; e5i

=
"p
4"ab

(1� auuvv � Aauvv �Bavv)

olarak elde edilir. Burada

A = �aauuv � avauu
aauv � auav

ve B =
auauuv � auuauv
aauv � auav

dir. Öyleyse

De1e5 = � "p
4"ab

(1 + auuvv + Aauvv +Bavv) e3

+
"p
4"ab

(1� auuvv � Aauvv �Bavv) e4

olarak bulunur. Benzer şekilde

De2e5 = � "p
4"ab

(1� auuvv � Aauvv �Bavv) e3

+
"p
4"ab

(1 + auuvv + Aauvv +Bavv) e4

elde edilir.

E1 = G� (e1) = De1e5; E2 = G� (e2) = De2e5; E3 = e1; E4 = e2

alal¬m. O zaman fE1; E2g ; S42 (1) içinde G (M) yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n bir
çat¬s¬d¬r ve fE3; E4g G (M) yüzeyinin normal uzay¬n¬n bir çat¬s¬d¬r.

E1 = R1e3 +R2e4 ve E2 = �R2e3 �R1e4

olarak yaz¬l¬r. Burada

R1 =
�"p
4"ab

(1 + auuvv + Aauvv +Bavv) ;

R2 =
"p
4"ab

(1� auuvv � Aauvv �Bavv)
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dir. O zaman

hE1; E1i = �hE2; E2i = "
�
R21 �R22

�
; hE1; E2i = 0

oldu¼gu görülür. Kabul edelim ki G nin indirgenmi̧s metri¼gi dejenere olmas¬n. O

zaman R21 �R22 6= 0 ve G; S42 (1) de bir Lorentz yüzeydir. G(M) nin ikinci temel
formu eh nin bileşenleri

eh311 = hDE1E1; E3i = hDe1(De1e5); e1i = hDe1(R1e3 +R2e4); e1i

= R1 hDe1e3; e1i+R2 hDe1e4; e1i = �"R1h311 + "R2h411

=
�"
p
2"b

2a
R1;

eh411 = �hDE1E1; E4i = �hDe1(De1e5); e2i = �hDe1(R1e3 +R2e4); e2i

= "R1h
3
12 � "R2h412 =

�"
p
2"b

2a
R2;

eh312 = hDE1E2; E3i = hDe1(De2e5); e1i = hDe1(�R2e3 �R1e4); e1i

= "R2h
3
11 � "R1h411 =

"
p
2"b

2a
R2

olarak elde edilir. Benzer şekilde

eh412 = �eh322 =
"
p
2"b

2a
R1; eh422 = �

"
p
2"b

2a
R2

bulunur.

egij = hEi; Eji ve egij, (egij) matrisinin tersinin bileşenleri olsun. O zaman

G (M) nin ortalama e¼grilik vektörü eH

eH =
1

2

X

i;j;�

egijeh�ijE� =
"

2 (R21 �R22)
��
eh311 � eh322

�
e1 +

�
eh411 � eh422

�
e2

�
= 0

olarak elde edilir. Böylece G (M) nin S42 (1) de bir Lorentz stationary yüzey

oldu¼gu görülür.

Sonuç olarak aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 7.1. P (u) ve Q(v); R52 uzay¬nda s¬ras¬yla u ve v bi-null yay parametre-

siyle parametrelendirilmi̧s bi-null e¼griler ve hP 0 (u) ; Q0 (v)i 6= 0 olmak üzere M

Lorentz stationary yüzeyi

f (u; v) = P (u) +Q (v)

62



olarak verilsin. O zaman Gauss e¼grili¼gi K 6= 0 olmak üzere indirgenmi̧s metri¼gin
dejenere olmad¬¼g¬ noktalarda M yüzeyinin Gauss-like dönüşümü S42 (1) pseudo

küresinde bir Lorentz stationary yüzeyi verir.

Şimdi (ii) durumunu göz önüne alal¬m. R52 uzay¬nda, P (u) bi-null yay

parametresiyle parametrelendirilmi̧s bi-null e¼gri ve Q(v) pseudo yay parametre-

siyle parametrelendirilmi̧s bir null e¼gri olmak üzere M Lorentz stationary yüzeyi

f (u; v) = P (u) +Q (v)

olarak verilsin. Burada hP 0 (u) ; Q0 (v)i 6= 0 d¬r.
a = hP 0 (u) ; Q0 (v)i alal¬m. Parametre yönlendirilmesinin de¼gi̧sikli¼gi ile

a > 0 olarak kabul edelim. M yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi K

K = �aauv � auav
a3

olarak bulunur.

e1 =
1p
2a
(fu + fv) =

1p
2a
(P 0 (u) +Q0 (v)) ;

e2 =
1p
2a
(fu � fv) =

1p
2a
(P 0 (u)�Q0 (v))

alal¬m. O zaman fe1; e2g, M yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n i̧sareti (+;�) olan orto-
normal bir çat¬s¬d¬r.

Durum 1. Kabul edelim ki hQ00 (v) ; Q00 (v)i = 1 olsun.

e3 = Q
00 (v)� av

a
Q0 (v)

alal¬m. Burada he3; P 0 (u)i = he3; Q0 (v)i = 0 ve he3; e3i = 1 oldu¼gu görülür.

Böylece e3 vektörü M yüzeyinin normal uzay¬nda bir spacelike vektördür.

W = P 00 (u)� au
a
P 0 (u)� aauv � auav

a
e3

olsun. O zaman

hW;P 0 (u)i = hW;Q0 (v)i = hW; e3i = 0

ve

hW;W i = �
�
aauv � auav

a

�2
= �a4K2
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olarak bulunur. Kabul edelim ki K 6= 0 olsun. O zaman,W vektörüM yüzeyinin

normal uzay¬nda e3 vektörüne dik olan timelike bir vektördür.

b =
aauv � auav

a
; " = �1 öyle ki "b > 0

ve

e4 =
"

b

�
P 00 (u)� au

a
P 0 (u)

�
� "e3;

e5 = P (3) (u)� aauuv � avauu
aauv � auav

P 00 (u) +
auauuv � auuauv
aauv � auav

P 0 (u)

olsun. O zaman

he5; P 0 (u)i = he5; P 00 (u)i = he5; Q0 (v)i = he5; Q00 (v)i = 0

ve fe3; e4; e5g ; M yüzeyinin normal uzay¬n¬n i̧sareti (+;�;+) olan ortonormal
bir çat¬s¬d¬r.

M yüzeyinin ikinci temel formu h nin bileşenleri

h311 = hDe1e1; e3i =
1

2a
hP 00 (u) +Q00 (v) ; e3i =

1 + b

2a
;

h411 = �hDe1e1; e4i = �
1

2a
hP 00 (u) +Q00 (v) ; e4i =

"b

2a
;

h312 = hDe1e2; e3i =
1

2a
hP 00 (u)�Q00 (v) ; e3i =

b� 1
2a

;

h412 = �hDe1e2; e4i = �
1

2a
hP 00 (u)�Q00 (v) ; e4i =

"b

2a
;

h322 = h311, h422 = h
4
11, h511 = h

5
12 = h

5
22 = 0

olarak elde edilir.

M yüzeyinin S42 (1) uzay¬na tan¬ml¬ Gauss-like dönüşümünü

G = e5

olarak tan¬mlayal¬m.

De1e5 = p1e1 + p2e2 + p3e3 + p4e4 + p5e5
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olarak yaz¬labilir. O zaman p5 = 0,

p1 = hDe1e5; e1i = �hDe1e1; e5i = �h511 = 0;

p2 = �hDe1e5; e2i = hDe1e2; e5i = h512 = 0;

p3 = hDe1e5; e3i = �hDe1e3; e5i

= �auuvv + Aauvv +Bavvp
2a

;

p4 = �hDe1e5; e4i = hDe1e4; e5i

=
"p
2a

�
1

b
� auuvv � Aauvv �Bavv

�

olarak elde edilir. Burada

A = �aauuv � avauu
aauv � auav

ve B =
auauuv � auuauv
aauv � auav

dir. Öyleyse

De1e5 = �
auuvv + Aauvv +Bavvp

2a
e3 +

"p
2a

�
1

b
� auuvv � Aauvv �Bavv

�
e4

olarak bulunur. Benzer şekilde

De2e5 =
auuvv + Aauvv +Bavvp

2a
e3 +

"p
2a

�
1

b
+ auuvv + Aauvv +Bavv

�
e4

elde edilir.

E1 = G� (e1) = De1e5; E2 = G� (e2) = De2e5; E3 = e1; E4 = e2

alal¬m. O zaman fE1; E2g ; S42 (1) içinde G (M) yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n bir çat¬s¬
ve fE3; E4g de G (M) yüzeyinin normal uzay¬n¬n bir çat¬s¬d¬r.

E1 = �
Rp
2a
e3 +

"p
2a

�
1

b
�R

�
e4 ve E2 =

Rp
2a
e3 +

"p
2a

�
1

b
+R

�
e4

olarak yaz¬l¬r. Burada R = auuvv + Aauvv +Bavv dir. O zaman

hE1; E1i =
2bR� 1
2ab2

; hE1; E2i = �
1

2ab2
; hE2; E2i = �

2bR + 1

2ab2

oldu¼gu görülür. Kabul edelim ki G nin indirgenmi̧s metri¼gi dejenere olmas¬n. O

zaman R 6= 0 ve G; S42 (1) de bir Lorentz yüzeydir. G(M) nin ikinci temel formu
eh nin bileşenleri

eh311 = hDE1E1; E3i = hDe1(De1e5); e1i =
R + 1

(2a)3=2
;

eh411 = �hDE1E1; E4i = �hDe1(De1e5); e2i =
R� 1
(2a)3=2

;

eh312 = hDE1E2; E3i = hDe1(De2e5); e1i = �
R� 1
(2a)3=2
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olarak elde edilir. Benzer şekilde

eh412 = �eh322 = �
R + 1

(2a)3=2
; eh422 =

R� 1
(2a)3=2

bulunur.

egij = hEi; Eji ve egij, (egij) matrisinin tersinin bileşenleri olsun. O zaman

G (M) nin ortalama e¼grilik vektörü eH

eH =
1

2

X

i;j;�

egijeh�ijE� =
1

2R
p
2a
(e1 + e2)

olarak elde edilir. Sonuç olarak,
D
eH; eH

E
= 0 ve eH 6= 0 oldu¼gundan G (M) ;

S42 (1) de bir marginally trapped Lorentz yüzeydir.

Durum 2. Kabul edelim ki hQ00 (v) ; Q00 (v)i = �1 olsun.

e3 = Q
00 (v)� av

a
Q0 (v)

alal¬m. Burada he3; P 0 (u)i = he3; Q0 (v)i = 0 ve he3; e3i = �1 oldu¼gu görülür.Böylece
e3 vektörü M yüzeyinin normal uzay¬nda bir timelike vektördür.

W = P 00 (u)� au
a
P 0 (u) +

aauv � auav
a

e3

olsun. O zaman

hW;P 0 (u)i = hW;Q0 (v)i = hW; e3i = 0

ve

hW;W i =
�
aauv � auav

a

�2
= a4K2

olarak bulunur. Kabul edelim ki K 6= 0 olsun. O zaman,W vektörüM yüzeyinin

normal uzay¬nda e3 vektörüne dik olan spacelike bir vektördür.

b =
aauv � auav

a
; " = �1 öyle ki "b > 0

ve

e4 =
"

b

�
P 00 (u)� au

a
P 0 (u)

�
+ "e3;

e5 = P (3) (u)� aauuv � avauu
aauv � auav

P 00 (u) +
auauuv � auuauv
aauv � auav

P 0 (u)

olsun. O zaman

he5; P 0 (u)i = he5; P 00 (u)i = he5; Q0 (v)i = he5; Q00 (v)i = 0
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ve fe3; e4; e5g ; M yüzeyinin normal uzay¬n¬n i̧sareti (�;+;+) olan ortonormal
bir çat¬s¬d¬r.

M yüzeyinin ikinci temel formu h nin bileşenleri

h311 = �hDe1e1; e3i = �
1

2a
hP 00 (u) +Q00 (v) ; e3i =

1� b
2a

;

h411 = hDe1e1; e4i =
1

2a
hP 00 (u) +Q00 (v) ; e4i =

"b

2a
;

h312 = �hDe1e2; e3i = �
1

2a
hP 00 (u)�Q00 (v) ; e3i = �

1 + b

2a
;

h412 = hDe1e2; e4i =
1

2a
hP 00 (u)�Q00 (v) ; e4i =

"b

2a
;

h322 = h311, h422 = h
4
11, h511 = h

5
12 = h

5
22 = 0

olarak elde edilir.

M yüzeyinin S42 (1) uzay¬na tan¬ml¬ Gauss-like dönüşümünü

G = e5

olarak tan¬mlayal¬m.

De1e5 = p1e1 + p2e2 + p3e3 + p4e4 + p5e5

olarak yaz¬labilir. O zaman p5 = 0,

p1 = hDe1e5; e1i = �hDe1e1; e5i = �h511 = 0;

p2 = �hDe1e5; e2i = hDe1e2; e5i = h512 = 0;

p3 = �hDe1e5; e3i = hDe1e3; e5i

=
auuvv + Aauvv +Bavvp

2a
;

p4 = hDe1e5; e4i = �hDe1e4; e5i

= � "p
2a

�
1

b
+ auuvv + Aauvv +Bavv

�

olarak elde edilir. Burada

A = �aauuv � avauu
aauv � auav

ve B =
auauuv � auuauv
aauv � auav

dir. Öyleyse

De1e5 =
auuvv + Aauvv +Bavvp

2a
e3 �

"p
2a

�
1

b
+ auuvv + Aauvv +Bavv

�
e4
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olarak bulunur. Benzer şekilde

De2e5 = �
auuvv + Aauvv +Bavvp

2a
e3 �

"p
2a

�
1

b
� auuvv � Aauvv �Bavv

�
e4

elde edilir.

E1 = G� (e1) = De1e5; E2 = G� (e2) = De2e5; E3 = e1; E4 = e2

alal¬m. O zaman fE1; E2g ; S42 (1) içinde G (M) yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n bir çat¬s¬
ve fE3; E4g de G (M) yüzeyinin normal uzay¬n¬n bir çat¬s¬d¬r.

E1 =
Rp
2a
e3 �

"p
2a

�
1

b
+R

�
e4 ve E2 = �

Rp
2a
e3 �

"p
2a

�
1

b
�R

�
e4

olarak yaz¬l¬r. Burada R = auuvv + Aauvv +Bavv dir. O zaman

hE1; E1i =
2bR + 1

2ab2
; hE1; E2i =

1

2ab2
; hE2; E2i =

1� 2bR
2ab2

oldu¼gu görülür. Kabul edelim ki G nin indirgenmi̧s metri¼gi dejenere olmas¬n. O

zaman R 6= 0 ve G; S42 (1) de bir Lorentz yüzeydir. G(M) nin ikinci temel formu
eh nin bileşenleri

eh311 = hDE1E1; E3i = hDe1(De1e5); e1i =
R + 1

(2a)3=2
;

eh411 = �hDE1E1; E4i = �hDe1(De1e5); e2i =
R� 1
(2a)3=2

;

eh312 = hDE1E2; E3i = hDe1(De2e5); e1i = �
R� 1
(2a)3=2

olarak elde edilir. Benzer şekilde

eh412 = �eh322 = �
R + 1

(2a)3=2
; eh422 =

R� 1
(2a)3=2

bulunur.

egij = hEi; Eji ve egij, (egij) matrisinin tersinin bileşenleri olsun. O zaman

G (M) nin ortalama e¼grilik vektörü eH

eH =
1

2

X

i;j;�

egijeh�ijE� = �
1

2R
p
2a
(e1 + e2)

olarak elde edilir. Sonuç olarak,
D
eH; eH

E
= 0 ve eH 6= 0 oldu¼gundan G (M) ;

S42 (1) de bir marginally trapped Lorentz yüzeydir.
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Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 7.2. R52 uzay¬nda, P (u) bi-null yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s

bi-null e¼gri, Q(v) pseudo yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s bir null e¼gri ve

hP 0 (u) ; Q0 (v)i 6= 0 olmak üzere M Lorentz stationary yüzeyi

f (u; v) = P (u) +Q (v)

olarak verilsin. O zaman Gauss e¼grili¼gi K 6= 0 olmak üzere indirgenmi̧s metri¼gin
dejenere olmad¬¼g¬ noktalarda M yüzeyinin Gauss-like dönüşümü S42 (1) pseudo

küresinde bir marginally trapped Lorentz yüzeyi verir.
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8. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n üçüncü bölümünde, R52 uzay¬nda bi-null e¼gri kavram¬

literatüre kazand¬r¬lm¬̧st¬r. Daha sonra sabit e¼grilikli bi-null e¼grilerin parametrik

denklemi elde edilmi̧s ve örnekleri verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, bi-null e¼grilerin konum vektörüne göre s¬n¬�and¬r¬l-

mas¬ yap¬lm¬̧st¬r. Buna göre R52 uzay¬nda üç tip oskülatör bi-null e¼gri ve rekti�yan

bi-null e¼gri kavramlar¬ literatüre kazand¬r¬l¬rken R52 uzay¬nda normal bi-null e¼gri

olmad¬¼g¬ gösterilmi̧stir. Beşinci bölümde, bi-null e¼grilerin başka bir s¬n¬�and¬r¬l-

mas¬ olan k-tip bi-null slant helisler çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. R
5
2 uzay¬nda bu tip e¼griler

aras¬ndaki ili̧skiler ortaya konulmuştur.

E¼griler yard¬m¬yla elde edilen yüzeylerden en bilindik olanlar¬ndan biri

do¼grusal(regle) yüzeyleridir. Alt¬nc¬ bölümde, R52 uzay¬nda bi-null e¼grilerden

elde edilen regle yüzeyleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu bölümde minimal, paralel ortalama

e¼grilik vektörüne sahip ve normal e¼grilik tensörü s¬f¬r olan regle yüzeyleri elde

edilmi̧stir. Ayr¬ca bu bölümde, �at marginally trapped yüzeylerinin bir s¬n¬f¬ da

elde edilmi̧stir. Stationary yüzeyler de e¼grilerden elde edilebilen yüzey örnek-

lerinden biridir. Yedinci bölümde, R52 uzay¬nda bi-null e¼grilerden elde edilen

stationary yüzeyleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu bölümde Lorentz stationary yüzeyler için

Gauss-like dönüşümü olarak adland¬r¬lan Gauss dönüşümüne benzer bir dönüşüm

tan¬mlanm¬̧st¬r. ·Iki bi-null e¼griden elde edilen Lorentz stationary yüzeyler için

Gauss-like dönüşümü S42 (1) de bir Lorentz stationary yüzey oldu¼gu görülmüştür.

Ayr¬ca bir bi-null e¼gri ve bir null e¼griden elde edilen Lorentz stationary yüzeyler

için Gauss-like dönüşümü S42 (1) de bir marginally trapped yüzey oldu¼gu görülmüştür.

Böylece S42 (1) üzerinde Lorentz stationary yüzey ve marginally trapped yüzey

örnekleri literatüre kazand¬r¬lm¬̧st¬r.
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